1.5 ECUACIONES

Otros tipos de ecuaciones

Una ecuacién es un enunciado de que dos expresiones matematicas son iguales. Por ejemplo,

3+5=28

es una ecuacién. Casi todas las ecuaciones que estudiamos en dlgebra contienen variables,
que son simbolos (por lo general literales) que representan niimeros. En la ecuacion

4 + 7 =19

la letra x es la variable. Consideramos x como la “incégnita” de la ecuacién, y nuestro ob-
jetivo es hallar el valor de x que haga que la ecuacién sea verdadera. Los valores de la in-
cdgnita que hagan que la ecuacidn sea verdadera se denominan soluciones o raices de la

Solucion de ecuaciones lineales P Solucién de ecuaciones cuadraticas

X = 3 es una solucidén de la ecuacién
4x + 7 = 19, porque sustituir x = 3
hace verdadera la ecuacion:

ecuacidn, y el proceso de hallar las soluciones se llama resolver la ecuacion.




Para resolver una ecuacion, tratamos de
hallar una ecuacién equivalente mas
sencilla en la que la variable esta s6lo en un
lado del signo “igual”.

A continuacion veamos las propiedades

que usamos para resolver una ecuacion.
(En estas propiedades, A, By C representan
cualesquiera expresiones algebraicas, y el
simbolo <=> significa “es equivalente a”.)

PROPIEDADES DE LA IGUALDAD
.Propiedad Descripcion

— _/
Q= B & A+C=B+ Q Sumar la misma cantidad a ambos lados de
una ecuacion da una ecuacién equivalente.

G_,— B & EA = CB | (C#0) Multiplicar ambos lados de una ecuacién

por la misma cantidad diferente de cero da
una ecuacién equivalente.

Estas propiedades requieren que el estudiante ejecute la misma operacién en ambos la-
dos de una ecuacion al resolverla. Entonces, si decimos “sume —7 al resolver una ecuacion,
es una forma breve de decir “sume —7 a cada lado de la ecuaciéon”.




¥ Solucion de ecuaciones lineales

El tipo mas sencillo de ecuacidn es una ecuacion lineal, o ecuacién de primer grado, que es

una ecuacién en la que cada término es una constante o un miltiplo diferente de cero de la

variable.

ECUACIONES LINEALES

Una ecuacion lineal en una variable es una ecuaciéon equivalente a una de la forma

axX+h=0| «——
donde a y b son niimeros reales y x es la variable.
Ecuaciones lineales Ecuaciones no lineales
veamos algunos : _

. | No lineal; contiene el
€jemplos que dc — 5 =13 x>+ 2x =8 cuadrado de la variable
ilustran la
diferencia entre - %x < 0 o = e = 0 No lineal; contiene la raiz

. . cuadrada de la variable
ecuaciones linea- ;
. X
les y no lineales. x—6= 3 ——2x=1 No lineal; contiene el
X

reciproco de la variable




EJEMPLO 1 | Solucién de una ecuacién lineal

Resuelva la ecuacién|7x —4 = 3x + 8. Prurziidad

SOLUCION  Resolvemos ésta al cambiarla a una ecuacién equivalente con todos los
términos que tenga la variable x en un lado vy todos los términos constante en el o

Tx—4=3x+28 cion dada
(Tx—4)+4=03x+8) +4 Sume 4
Tx=3x+12 Simplifique

T = ap= (S 1Y) — 2% Reste 3x

Simplifique

i. dx = i « 12 Multiplique por
x=3 Simplifique
x=3 5=
Debido a que es importante VERIFI- = 3 LI =17(3)—4 LD =3(3)+8

CAR SU RESPUESTA, hacemos esto B B
en muchos de nuestros ejemplos. En =17 =17
estas pruebas, LI quiere decir “ladoiz- (1 =1D ¢

quierdo” y LD es “lado derecho” de la
ecuacién original. © _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 15 H




En las ciencias, muchas férmulas involucran varias variables, por lo que es necesario
expresar una en términos de otras. En el siguiente ejemplo, resolvemos la ley gravitacional

de Newton para una variable.

Esta es la Ley de Newton de Gravita-

cién Universal. Da la fuerza gravitacio-
nal I’ entre dos masas m y M que estin
a una distancia r entre si. La constante &
es la constante universal de gravitacidn.

EJEMPLO 2 | Solucion para una variable en términos de otras
e

Despeje M de la ecuacién siguiente.
—_ =
F=G"%
¥

SOLUCION  Aun cuando esta ecuacidn contiene mas de una variable, la resolvemos
como es usual al aislar M en un lado, tratando a las otras variables como si1 fueran niimeros.

Gm
F = (—2>M Factorice M del lado derecho

r

2 \é ”
(é})‘v = (@) (g)M Multiplique por el reciproco de GP_T

r’F
— Vv M Simplifique
G ) =

y r’F
La soluciébnes M = —

Gm
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EJEMPLO 3 \ Despejar una variable en términos de otras

El area superficial A del rectangulo cerrado que se muestra en la Figura 1 puede calcularse

a partir de la longitud [, el ancho w y la altura & de acuerdo con la férmula

A =2lw + 2wh + 21k
— e —=

Despeje w en términos de las otras variables de esta ecuacién.

SOLUCION  Aun cuando esta ecuacidon contiene mas de una variable, la resolvemos
como es usual al aislar w en un lado, tratando las otras variables como si fueran mimeros.

A= (2w + 2wh) + 2k Retna términos que contengan w
A — 2lh = 2w + 2wh Reste 2/h
A—2lh= 2+ 2hw Factorice w del lado derecho

A — 2k
= w
21 = 2l

A-2n _ k=2l

2 2k ZUZ )
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Divida entre 2f + 2k

[La solucidén es w =

/\
FIGURA 1 Una caja rectangular
cerrada

A-tdh = (1 A3eR)w ' A-tlh  A-2Xh
d+2l 2 etk — 242~ 2 (A+h)




2
¥ Solucidn de ecuaciones cuadraticas Q\)( —|— B X -|— C=20
— ~ —

Las ecuaciones lineales son ecuaciones de primer grado como2x + 1 =504 —-3x = 2. Las
ecuaciones cuadriticas son ecuaciones de segundo grado como x* + 2x —3 = 00 2% + QL ":,LO

3 =5

ECUACIONES CUADRATICAS

Ecuaciones cuadraticas
Una ecuacion cuadratica es una ecuacion de la forma

axt+bx+c=0

h A

donde 4,  y ¢ son niimeros reales con a # 0.

Algunas ecuaciones cuadraticas pueden resolverse al factorizar y usar las siguientes propie-

dades basicas de numeros reales. A B —_ D _/\| y

PROPIEDAD DE PRODUCTO CERO

AB=0]| siysélosi A=0 o B=0 > B = 0

Esto significa que si podemos factorizar el lado 1zquierdo de una ecuacidn cuadratica (o de
otro grado), entonces podemos resolverla igualando a O cada factor a la vez. Este método
funciona sélo cuando el lado derecho de la ecuacioén es O.




Solucién de una ecuacién cuadratica por
factorizacién

EJEMPLO 4

Resuelva la ecuacién x* + 5x = 24.

SOLUCION
(x> +ox =29
K* 4oy —24 = 24 -2 4
XZ4+oX =24 = O
(R-3)(x+3) =0
v

X~-3 Z§ o)

Primero debemos reescribir la ecuacién de modo que el lado derecho sea 0.

X +8 -
X— 3 X=-%

Las soluciones son: X=3 y X= -8

—-% ¢
(-g)° + 5(-3\: 24
GLU — 40 = 24
24 = 24




donde ¢ es una constante positiva, se

Una ecuacion cuadratica de la for.malf - =10

factoriza como (x — Ve )(x + Ve) = 0, de modo que las soluciones son x = Vcy
x = —Vec. Con frecuencia abreviamos esto como x = *+Ve.

SOLUCION DE UNA ECUACION CUADRATICA

SENCILLA

Las soluciones de la ecuacién x> = cson x = Ve y x = —Ve.

Q




EJEMPLO 5 | Solucién de ecuaciones cuadraticas sencillas

Resuelva las siguientes ecuaciones.

(@) x2=5 (b) (x — 4)2 =

SOLUCION




Como vimos en el Ejemplo 3, si una ecuacién cuadritica es de la forma (x + a)’ = ¢, Completar el cuadrado

entonces podemos resolverla al tomar la raiz cuadrada de cada lado. En una ecuacién de esta El 4rea de la regién azul es
forma el lado izquierdo es un cuadrado perfecto: el cuadrado de una expresién lineal en x. )
Por lo tanto, s1 una ecuacién cuadratica no se factoriza facilmente, entonces podemos resol- > x?+ 2 (—)x = x% + bx

verla usando la técnica de completar el cuadrado. Esto significa que sumamos una cons-
tante a una expresién para hacerla cuadrado perfecto. Por ejemplo, para hacer que x* — 6x
sea cuadrado perfecto, debemos sumar 9 porque x* — 6x + 9 = (x — 3)%.

Sume un pequetio cuadrado de area
(b/2)? para “completar” el cuadrado.

b

X 2

N\
x //// N

COMPLETAR EL CUADRADO // Q

2
Para hacer que|x? + bxlsea un cuadrado perfecto, sume (2> , que es el cuadrado

B | o

DN\ A

de la mitad del coeficiente de x. Esto da el cuadrado perfecto.




EJEMPLO 6 | Resolver ecuaciones cuadraticas completando
el cuadrado

Resuelva lo siguiente. )<._L’ = i 3
(@) x> -8 +13=0 (b)\ix?'—IZx-l-G:O

‘JKLQT 3
SOLUCION
(@) x> — 8 +13=0 b

X2=8 X +13-13 = 0 —173
IKE—8X = -3

2
1 R (—_&
X ?*Jr(—z) Z —-13+4 L)
x'l—&x—\—qe - 3

(¢ —4 M x—=y) = 3
(x-a) =3




SOLUCION

(b) Después de restar 6 de cada lado de la ecuacién, debemos factorizar el coeficiente de x°

(el 3) del lado 1zquierdo para poner la ecuacidn en la forma correcta para completar el
cuadrado.

2 —12x+6=0

FEcuacion dada

\— 1 = i‘\FZ

3" =11y = —6
2 = :Zi'\j_
3'@( —47\):_6 7 X B

g N

3(\(2-LI>(-|-4\; 6+ 3.4

> (x-2 J(x-1)=6 o
)y (x=2) s ( E/— |

—

k-2 =2

3(x1~ux+[‘gy] Tt
I(X-ouxra)z-6+102

3(x-2)° =6
(x-2)* 45




Podemos usar la técnica de completar el cuadrado para obtener una férmula para las

raices de la ecuacién cuadratica general ax* + bx + ¢ = 0. ( Q XZ- + b x + C = Oj q:} O

LA FORMULA CUADRATICA
- 1o I 2 e 1
Las raices de la ecuacidn cuadraticalax” + bx + ¢ = O,Idonde a ¥ 0, son Q( 7( -‘- b )(

o+ /12 — = —C
s 2= N A D dac ‘ a O~ oN
2a 2
(xu—gx +(E) _ -C +(
DEMOSTRACION  Primero, dividimos entre & cada lado de la ecuacién y pasamos la o~ 2Q - (@
constante al lado derecho, obteniendo
b 2
x* + Ex = ’—% Divida entre a x + ]9 2 — - £ \9
- A - o} Ll
A continuacién completamos el cuadrado al sumar (b/2a)* a cada lado de la ecuacién:
ek P 32——5+ LA Complete el cuadrado: (3)2 A
x e > = o omplete el cuadrado: sume | _ & L c l_')-)—
_ - - - )
b \* —dac+ b* —)- - 1
X = Cuadrado perfecto 20 - Q. L’ (1
2a da
b " Vb — dac ) o —
x+£ = _T Tome laraiz cuadrada . - 2 _\—\) _-Llag_l'lol
—b = VP — dac b T 20.— 4o

X = Reste

261 2a .




La formula cuadratica podria usarse para resolver las
ecuaciones de los Ejemplos 4 y 6. El estudiante debe realizar (b) Usando la férmula cuadrdtica cona = 4,6 = 12y ¢ = 9 dard

C—12E V(122 -4-4.9  —12+0

los detalles de estos calculos.

P
Dsill 3 2

Esta ecuacidn tiene sélo una solucidén, x = —3.

EJEMPLO 7 | Uso de la férmula cuadratica

Encuentre todas las soluciones de las ecuaciones siguientes.
(@) 3x* —5x—1=0 (b) 4x* + 12x +9 =0

() x2+2x+2=0

Otro método

4x* + 12x + 9 =
(2x + 3)* =
2x + 3 =

X

SOLUCION

(a) En esta ecuacién cuadriticaa = 3, b= —5yc = —1.

IA+3
22X + 73

S1 se desean aproximaciones, podemos usar una calculadora para obtener )< '\' g

=% =5_T@z—0.1805 VLSRN
4xt 412X +9¢

X ~ 1.8471 y ¥




(¢) Usando la férmula cuadritica, cona = 1,5 = 2y ¢ = 2 resulta

-2+ V2%2-4.2 -2xv-4 -2x2vV/-1

2 2

Como el cuadrado de cualquier nimero real es

no negativo,
V-1

no esta definido en el sistema de nimeros reales. La

ecuacion no tiene solucidén real.
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EL DISCRIMINANTE

El discriminante de la ecuacién cuadratica ax® + bx + ¢ =0 (a # 0) es
D=b*— 4ac

1. S1 D > 0, entonces la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas.

2. S1 D = 0, entonces la ecuacidn tiene exactamente una solucidn real.

3. S1 D < 0, entonces la ecuacidn no tiene solucidn real.

EJEMPLO 8 | Uso del discriminante

Use el discriminante para determinar cuantas soluciones reales tiene cada ecuacion.

(a) x> +4x—1=0 (b) 4x2 — 12x+9 =0 () 1x* —2x+4=0

SOLUCION

(a) Eldiscriminante es D = 4 — 4(1)(—1) = 20 > 0, por lo cual la ecuacién tiene dos
soluciones reales distintas.

(b) El discriminante es D = (—12)* — 4-4.9 = 0, por lo cual la ecuacién tiene una so-
lucién real.

(¢) El discriminante es D = (—2)* — 4(%)4 = —3 < 0, por lo cual la ecuacién no tiene
solucion real.
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