Supéngase que deseamos hallar la distancia de la Tierra al Sol.

Usar una cinta de medir es obviamente impractico, de modo que
necesitamos algo que no sea simples mediciones para resolver
este problema. Los angulos son mas faciles de medir que las
distancias. Por ejemplo, podemos hallar el angulo formado por
el Sol, la Tierra y la Luna con sélo apuntar al Sol con un
brazo y a la Luna con el otro y estimar el angulo entre ellos.
La idea clave es hallar relaciones entre angulos y distancias.
En consecuencia, si tuviéramos una forma de determinar
distancias a partir de angulos, podriamos hallar la distancia
al Sol sin tener que ir hasta ahi. Las funciones
trigonométricas nos dan las herramientas que necesitamos.

Si 6 es un angulo en un triangulo
rectangulo, entonces la relacién
trigonométrica sen® esta definida como
la longitud del lado opuesto a ©
dividido entre la longitud de la
hipotenusa. Esta relacién es la misma
en cualquier triangulo rectangulo
semejante, incluyendo el enorme
triangulo formado por el Sol, la Tierra
y la Luna. (Vea la Seccién 6.2,
Ejercicio 61.) Las funciones
trigonométricas se pueden definir en
dos formas equivalentes pero distintas:
como funciones de numeros reales
(Capitulo 5) o como funciones de
angulos (Capitulo 6). Los dos métodos
son independientes entre si, de modo
que ya sea el Capitulo 5 o el Capitulo
6 se pueden estudiar primero.
Estudiamos ambos métodos porque se
requiere de diferentes métodos para
diferentes aplicaciones.



6.1 MEDIDA DE UN ANGULO

Un angulo AOB est4 formado por dos rayos R, y R, con un vértice comtn O (vea Figura 1).
Con frecuencia interpretamos un angulo como una rotacion del rayo R, sobre R,. En este
caso, R, recibe el nombre de lado inicial y R, es el lado terminal del angulo. Si la rotacion
es en el sentido contrario al giro de las manecillas de un reloj, el dngulo es considerado
como positivo y, si es en el sentido de las manecillas del reloj, el 4ngulo es considerado como
negativo.

R, 0 lado 1nicial 2

A

1

lado B

terminal lado terminal

lado inicial A
* o Rl R-,

Angulo positivo Angulo negativo

FIGURA 1



¥V Medida de un anqulo

. - . o i Medida en
La medida de un dngulo es la cantidad de rotacion alrededor del vértice para mover R, . Rl
sobre R,. Intuitivamente, esto es cudnto es lo que “abre” el dngulo. Una unidad de medida de 0

para dngulos es el grado. Un dngulo de medida 1 grado se forma al girar el lado inicial 5
de una revolucion completa. En célculo y otras ramas de matematicas, se usa un método mas
natural de medir dngulos y es la medida en radianes. La cantidad que abre un dngulo se mide FIGURA 2
a lo largo del arco de una circunferencia de radio 1 con su centro en el vértice del angulo.

DEFINICION DE MEDIDA EN RADIAN /

Si un circulo de radio 1 se traza con el vértice de un dngulo en su centro, entonces
la medida de este angulo en radianes (abreviado rad) es la longitud del arco que

subtiende el dngulo (vea Figura 2). r rad

I rad

La circunferencia del circulo de radio | es 27 y, por lo tanto, una revolucién completa
tiene medida 27 rad, un dngulo llano tiene una medida 7 rad, y un dngulo recto tiene me- _ﬁ
dida /2 rad. Un dngulo que esté subtendido por un arco de longitud 2 a lo largo de la cir-
cunferencia unitaria tiene medida 2 en radianes (vea Figura 3).

2 rad

H G

FIGURA 3 Medida en radianes




Como una revolucién completa medida en grados es 360° y medida en radianes es 27 rad,
obtenemos la siguiente y sencilla relacion entre estos dos métodos de medicion de angulos:

RELACION ENTRE GRADOS Y RADIANES

1 0
| = (E) = l1':«1d
T 180

180° = 7r rad ?

1. Para convertir grados a radianes, multiplique por %

180

2. Para convertir radianes a grados, multiplique por —

e

3

Para tener alguna idea del tamaiio de | radidn, observe que
I rad = 57.296° 1° = 0.01745 rad i
> lra 9 y ra

Un dngulo 6 de medida 1 radian se muestra en la Figura 4. idadeg = 1 e
Medida de 6 = 57.296°

1

FIGURA 4




EJEMPLO 1 | Convertir entre radianes y grados

(a) Exprese 60° en radianes.

Soluciédn:
a)

60 = ) l)YO\& — —T_lﬁ—_»uck

TTrad 185 °

o

180° TT

(b) Exprese % rad en grados.

b) Y, S
LYO.J:W £>:500

S &\ T

SOLUCION  La relacién entre grados y radianes da

(a) 60° = 60 (l) rad = —rad  (b) —rad = (
180 3 6

< AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 3 Y 15

T

.6

e

) = 30°




6.2 TRIGONOMETRIA DE TRIANGULOS RECTANGUIOS

En esta seccién estudiamos ciertas
entre los lados de triangulos recta
llamadas relaciones trigonométricas
varias aplicaciones.

V Relaciones trigonométricas

hipotenusa
opuesto

I—

adyacente

FIGURA 1

Considere un tridngulo rectingulo con # como uno de sus dngulos agudos. Las relaciones

trigonométricas se definen como sigue (vea Figura 1).

LAS RELACIONES TRIGONOMETRICAS

opuesto adyacente

o1 e ar—— e R e ——
hipotenusa hipotenusa
hipotenusa hipotenusa

csc) = ——— secl = ——
opuesto adyacente

opuesto
tanf = ————
adyacente
adyacente
cotfg = —
opuesto

Los simbolos que usamos para esas
relaciones son abreviaturas de sus
nombres completos: seno, coseno,
tangente, cosecante, secante,
cotangente. Como dos triangulos
rectangulos cualesquiera con angulo u
son semejantes, estas relaciones son
iguales, cualquiera que sea el tamafio
del triangulo; las relaciones
trigonométricas dependen sdélo del
angulo u (vea Figura 2).

FIGURA 2
Pavs
5 30
3
) il : il
4 40 b\
scnl‘):% SC’”’:%:%



EJEMPLO 1 | Hallar relaciones trigonométricas

Encuentre las seis relaciones trigonométricas del angulo 6 de la Figura 3.

Soluciédn:

Sen 8 — Z . COSs 9-_£ ',%CLV‘

_ 2 . .
cse®=2 =T

SOLUCION

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

]
g sl




EJEMPLO 2 | Hallar relaciones trigonomeétricas  ruer aie studenten

a 3 & - # N
S1 cos a = 7, trace un triangulo rectangulo con angulo agudo a y encuentre las otras cinco
relaciones trigonométricas de a.

YL cosS = —3—- :>
Lr

\=
Senae = IF
em ;

1’1‘&\06 . -R 7 3

FIGURA 4
Sea°(=%- ’ QSC<’&=____.4§'



V Triangulos especiales

Ciertos tridngulos rectdngulos tienen relaciones que se pueden calcular facilmente a partir
del Teorema de Pitdgoras. Los citados aqui en vista que se usan con frecuencia.

El primer tridngulo se obtiene al trazar una diagonal en un cuadro de lado | (vea Figura 3).
Por el Teorema de Pitagoras esta diagonal tiene longitud V2. Los tridangulos resultantes
tienen dngulos de 45° 45° y 90° (o /4, m/4 y m/2). Para obtener el segundo tridngulo,
empezamos con un triangulo equildtero ABC de lado 2 y trazamos la bisectriz perpendicu-
lar DB de la base, como en la Figura 6. Por el Teorema de Pitdgoras, la longitud de DB es
V3. Como DB corta al 4ngulo ABC, obtenemos los tridngulos con dngulos de 30°, 60° y

90° (0 /6, /3 y 7/2).

Ahora podemos usar los tridngulos especiales de las Figuras 5 y 6 para calcular las rela-
ciones trigonométricas para dngulos con medidas 30°, 45° y 60° (o 7/6, w/4 y m/3) que
aparecen en la Tabla 1.

{

TABLA 1
Valores de las relaciones trigonométricas para angulos
6 en grados | 6 en radianes | senf cos 6 tanf | csc@ sec 0 cot 0
1 V3 V3 2V3
30° T - 2 | == | v3
6 2 2 3 3
_ N
V2 N2
45° = fvafva I Vi | V2 1
4 u 2
V3 1 2V3 V3
60° z N - V3 | == 2 | =
3 2 2 3 3

T

NG 45°1
45° ]
1
FIGURA 5
S
3002,3
A s C
e
FIGURA 6
1
(3 ||sen T
2.
A i
> Cas C

Q)'b



Para hallar los valores de relaciones trigonométricas para otros dngulos, usamos calcula-
dora. Los métodos matematicos (llamados métodos numéricos) que se emplean para hallar
las relaciones trigonométricas estin programados directamente en calculadoras cientificas.
Por ejemplo, cuando se presiona la tecla [s1n], la calculadora calcula una aproximacion al
valor del seno del angulo dado. Las calculadoras también dan los valores de seno, coseno y
tangente; las otras relaciones se pueden calcular facilmente a partir de éstas usando las si-
guientes relaciones reciprocas:

sect = cott = —
sent cos t tan ¢

CSCcI =




V Aplicaciones de trigonometria de tridngulos rectangulos

Un tridngulo tiene seis partes: tres dngulos y tres lados. Resolver un tridngulo significa
determinar todas sus partes a partir de la informacion conocida acerca del tridngulo, es de-
cir, determinar las longitudes de los tres lados y las medidas de los tres angulos.

EJEMPLO 3 | Resolver un tridngulo rectdngulo

Resuelva el tridngulo ABC que se muestra en la Figura 7.

SOLUCION  Es evidente que ZB = 60°. Para hallar a, buscamos una ecuacién que re-
lacione a con las longitudes y angulos que ya conocemos. En este caso, tenemos sen 30°

= a/12, de modo que
1 .
a=12sen30° = 12(3) = 6

Andlogamente, cos 30° = b/ 12, entonces

3
b = 12 cos 30° = 12(»%) = 6V3

® _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 31 B

A

FIGURA 7



La Figura 8 muestra que si conocemos la hipotenusa r y el dngulo agudo 6 en un tridn-
gulo rectangulo, entonces los catetos a y b estan dados por

a = rsenf y b = rcos6 r
d
g i
b
FIGURA 8
a = rsen @
b = rcos 6

La capacidad para resolver tridngulos rectingulos con el uso de relaciones trigonométri-
cas es fundamental para numerosos problemas en navegacion, topografia, astronomia y las
medidas de distancias. Las aplicaciones que consideramos en esta seccidn siempre com-
prenden tridngulos rectos pero, como veremos en las siguientes tres secciones, la trigono-
metria también es util para resolver tridngulos que no son rectangulos.

Para examinar los siguientes ejemplos, necesitamos alguna terminologia. Si un observa-

Linea de

dor estd viendo un objeto, entonces la recta que va de sus ojos al objeto se llama linea de visién Anguib de

vision (Figura 9). Si el objeto que es observado estd arriba de la horizontal, entonces el A depresion

angulo entre la linea de vision y la horizontal recibe el nombre de angulo de elevacion; si elevaci6n ) Horizontal |
estd debajo de la horizontal, entonces el dngulo entre la linea de vision y la horizontal se t Horizontal "\ o5
denomina dngulo de depresién. En muchos de los ejemplos y ejercicios de este capitulo, " *" Linea de !

- .. . . - B ,o. . vis10n
los dngulos de elevacion y de depresion se dardn para un observador hipotético al nivel del S .

suelo. Si la linea de vision sigue un objeto fisico, por ejemplo un plano inclinado o una la-
dera, usamos el término angulo de inclinacion. FIGURA 9



EJEMPLO 4 | Hallar la altura de un &rbol

Una secoya proyecta una sombra de 532 pies de largo. Encuentre la altura del arbol si el
angulo de elevacién del Sol es 25.7°.

SOLUCION  Sea h la altura del 4rbol. De la Figura 10 vemos que

— = tan 25.7° Definicién de tangente
532 .
h = 532 tan 25.7° Multiplique por 532

~ 532(0.48127) = 256 Use calculadora

Por lo tanto, la altura del arbol es aproximadamente 256 pies.

FIGURA 10



6.2 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. En la figura siguiente se ilustra un tridngulo rectingulo con dn-

gulo 6.

(a) Aplique leyenda a los lados “opuesto™ y “adyacente™ a 6 y

la hipotenusa del tridngulo.

(b) Las funciones trigonométricas del dngulo 6 estin definidas

como sigue:

sen | = ——

(e) Las relaciones trigonométricas no dependen del tamaio del
triangulo. Esto es porque todos los tridngulos rectingulos

con angulo agudo # son

2. Las identidades reciprocas dicen que

csc = —

1
sec = ——

cosf = —

tan # =

cotfh = —

&

HABILIDADES

3-8 m Encuentre los valores exactos de las seis relaciones trigono-
métricas del dngulo # en el tridngulo.

e, 4. 25
3

24
4
5. 40 6. 8
] ]
41
15
7. 8.
0 8
3 2
7

9-10 m Encuentre (a) sen ey cos 3, (b) tan ¢ y cot B, y (¢) sec a y
csc B
9;

11-16 m Encuentre ¢l lado marcado como x. En los Ejercicios 13 y
14 exprese sus respuestas redondeadas a cinco lugares decimales.

11. 12.
25 12
i 459
30° -
13.
X
13
15.
36°




17-18 m Exprese x y y en términos de relaciones trigonométricas de #.

17. 18.

.

e
19-24 m Trace un tridngulo que tenga dngulo agudo #, y encuentre
las otras cinco relaciones trigonométricas de 6.

19, send =3 20. cosf =4

21. cotf =1 22, tan

23. secf =] 24. csc

>
Il
S

25-30 m Evalie la expresion sin usar calculadora.

o o

25. sen E + cos E

26. sen 30° csc 30°
27. sen 30° cos 60° + sen 60° cos 30°
28. (sen 60°)* + (cos 60°)*

29. (cos 30°)* — (sen 30°)?

s Loon Focos ™ < nin Bsoa )
. s5€n 3 cos 4 €N 4 CcOs 3

31-38 m Resuelva el tridngulo rectingulo.

®, 31,
16
e 100
[
33. </ 1000
5
{J

425 37
8

32,
34.

&/
O
</ 68°
¢
3s. 36.
72.3
/\a/o\
38. /<’—|

T 33.5
37.
106
¥
1 5

39. Use una regla para medir cuidadosamente los lados del tridngulo
y, a continuacion, use sus mediciones para estimar las seis rela-
ciones trigonométricas de 6.

sl

40. Usando un transportador, trace un tridngulo rectingulo que
tenga el dngulo agudo de 40°. Mida los lados con todo cuidado
y use sus resultados para estimar las seis relaciones trigonomé-
tricas de 40°.

41-44 m Encuentre x redondeada a un lugar decimal.

a1.
100
60° | 30°
x >

I}




42.

85
60° 30°
| x |
43. 44,
X
” 30
e 5

45. Exprese la longitud x en términos de las relaciones trigonomé-
tricas de 6.

46. Exprese la longitud a, b, ¢ y d en la figura en términos de las re-

laciones trigonométricas de .

APLICACIONES

“® .47, Altura de un edificio Se encuentra que el dngulo de ele-

vacion de lo alto del edificio Empire State de Nueva York es de
117 desde el suelo, a una distancia de 1 milla de la base del edi-
ficio. Usando esta informacion, encuentre la altura del edificio
Empire State.

48. Arco de Entrada Un avién estd volando a la vista del Arco

49.

51.

52.

53.

de Entrada (Gateway Arch) de St. Louis, Missouri, a una eleva-

cién de 35,000 pies. Al piloto le gustaria estimar su distancia

desde el Gateway Arch; encuentra que el dngulo de depresion a

un punto en el suelo abajo del arco es de 22°.

(a) ;Cudl es la distancia entre el avidn y el arco?

(b) ;Cudl es la distancia entre un punto en ¢l suelo directa-
mente bajo el avidn y el arco?

Desviacion de un rayo laser Un rayo ldser ha de diri-

girse hacia el centro de la Luna, pero el rayo se desvia 0.5° de

su trayectoria propuesta.

(a) ;Cudnto se ha desviado el rayo de su trayectoria propuesta
cuando llega a la Luna? (La distancia de la Tierra a la Luna
es de 240,000 millas.)

(b) El radio de la Luna es aproximadamente de 1000 millas.
(El rayo incidira en la Luna?

. Distancia al mar Desde lo alto de un faro de 200 pies, el

dngulo de depresidn a un barco en el océano es de 23°. ;| A qué

distancia estd el barco desde la base del faro?

Escalera inclinada Una escalera de 20 pies esti inclinada
contra un edificio, de modo que ¢l dngulo entre el suelo y la es-
calera es de 72°. ;A qué altura llega la escalera en el edificio?

Altura de una torre Un cable de 600 pies para sujecién
estd unido a lo alto de una torre de comunicaciones. Si el cable
forma un dngulo de 65° con el suelo, ;cudl es la altura de la
torre de comunicaciones?

Elevacion de una cometa Un hombre que estd en una
playa hace volar una cometa. Sostiene el extremo de la cuerda
de la cometa al nivel del suelo y estima que el dngulo de eleva-
cion de la cometa es de 50°. Si la cuerda es de 450 pies de
largo, ;a qué altura estd la cometa sobre el suelo?



 J

54. Determinacion de una distancia Una mujer que estd
de pie en una colina observa una astabandera que ella sabe es de
60 pies de alto. El dngulo de depresion a la parte inferior del
poste es de 14° y el dngulo de elevacién de la parte superior
del poste es de 18°. Encuentre la distancia x de la mujer al poste.

e
e
.—-""-
e
—
Sn= 18°
[ n—l-.q—u.—.-—n—' = 1
h .
| —
e “--.._‘_‘__
st — -

.55. Altura de una torre Una torre de agua estd situada a 325
pies de un edificio (vea la figura). Desde una ventana del edifi-
cio, un observador ve que el dngulo de elevacion a la parte su-
perior de la torre es 39° y que el dngulo de depresidn de la parte
inferior de la torre es 25°. ;Cuadl es la altura de la torre? ;Cual
es la altura de la ventana?

56. Determinar una distancia Un avion estd volando a una
elevacion de 5150 pies, directamente sobre una carretera recta.
Dos automovilistas van en su auto en la carretera en lados
opuestos del avién; el dngulo de depresién a un auto es 35° y al
otro es de 52° ;A qué distancia estdn entre si los dos autos?

57. Determinar una distancia Si los dos autos del ejercicio
56 estdn en un lado del avidn vy si el dngulo de depresion a uno
de los autos es 38” y al otro auto es 527, ;a qué distancia estan
entre si los dos autos?

58. Altura de un globo Un globo de aire caliente estd flo-
tando sobre una carretera recta. Para estimar la altura a la que se
encuentran los tripulantes del globo, éstos simultineamente mi-
den el dngulo de depresion a dos senalamientos consecutivos de
kilometraje situados en la carretera, en el mismo lado del globo.
Se encuentra que los dngulos de depresion son 20° y 22°, ;A
qué altura estd el globo?

59. Altura de una montafna Para estimar la altura de una
montana sobre una meseta, el dngulo de elevacion a lo alto de la
montafia se mide y es de 32°. A mil pies mds cerca de la mon-
tafia a lo largo de la meseta, se encuentra que el dngulo de ele-
vacién es de 35°. Estime la altura de la montafia.

60. Altura de una capa de nubes Para medir la altura de la
capa de nubes en un aeropuerto, un trabajador enciende un reflec-
tor hacia arriba, a un dngulo de 75° de la horizontal. Un observa-
dor a 600 m de distancia mide el dngulo de elevacion del reflector
y ve que es de 45°. Encuentre la altura s de la capa de nubes.

A
i |\
S BY
// I \\
|
o I &
& gl
// | \
// : \\
7/ | \
45° | o
&/\ ERSp— 57
|
|

600 m |

61. Distancia al Sol Cuando la Luna estd exactamente en
cuarto creciente, la Tierra, la Luna y el Sol forman un dngulo
recto (vea la figura). En ese momento el dngulo formado por el
Sol, la Tierra y la Luna se mide y es de 89.85°. Si la distancia de
la Tierra a la Luna es de 240,000 millas, estime la distancia
de la Tierra al Sol.

Tierra

62. Distancia ala Luna Para hallar la distancia al Sol como en
el Ejercicio 61, necesitamos conocer la distancia a la Luna. A
continuacion veamos una forma de estimar esa distancia:
Cuando la Luna se ve en su cenit en un punto A en la Tierra, se
observa que estd en el horizonte desde el punto B (vea la si-

guiente figura). Los puntos A y B estidn a 6155 millas entre si, y
el radio de la Tierra es 3960 millas.

(a) Encuentre el dngulo # en grados.

(b) Estime la distancia del punto A a la Luna.

Tierra

L

“6155 mi




63. Radio de la Tierra En el Ejercicio 71 de la Seccién 6.1 se
dio un método para hallar el radio de la Tierra. A continuacién
veamos un método mids moderno: de un satélite que estd a 600
millas de la Tierra, se observa que un dngulo formado por la
vertical y la linea de vista al horizonte es 60.276°. Use esta in-
formacion para hallar el radio de la Tierra.

=

~60.276°

65. Distancia de Venus al Sol La elongacién « de un pla-
ncta cs ¢l dngulo formado por cl plancta, la Ticrra y ¢l 5ol (vca
la figura). Cuando Venus alcanza su mdxima elongacion de
46.3° la Tierra, Venus y el Sol forman un tridgngulo con dngulo
recto en Venus. Encuentre la distancia entre Venus y el Sol en
unidades astrondomicas (UA). (Por definicion, la distancia entre
la Tierra y el Sol es 1 UA.)




6.3 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS

Relacion con funciones trigonométricas

de numeros reales

Quizé el lector ya haya estudiado funciones
trigonométricas definidas usando la circunfe-
rencia unitaria (Capitulo 5). Para ver como se
relacionan con las funciones trigonométricas
de un dngulo, empecemaos con la circunferen-
cia unitaria del plano de coordenadas.

Pix, v) es el punto terminal
determinado por 1.

Sea Plx, y) el punto terminal determinado por

un arco de longitud t sobre la circunferencia uni-
taria. Entonces [ subtiende un dngulo @ en el centro
de la circunferencia. Si trazamos una perpendicular
de P al punto Q del eje x, entances el tridnguloe

OPQ es un tridngulo rectdngulo con catetos de
longitud x v y, como se ve en la figura.

Pix, v)

El iridngulo OPQ es
un tridngulo recio

A continuacian, por la definicién de funciones
trigonométricas del ndmero real t tenemaos

sent =y
cost=x

Por la definicidn de las funciones trigonométricas
del dngulo @ tendremos

opad
sen&:—p,—zizy
hip 1
advaé@
c959=}+=£=x
hip 1

5i 8 se mide en radianes, entonces # = . (\Veea
la figura siguiente.) Comparando las dos formas
de definir las funciones trigonométricas, vemos
que son idénticas. En otras palabras, como
funciones, asignan valores idénticos a un numero
real determinado. (El nimero real es la medida de
# en radianes en un caso o la longitud f de un
arco en el otro))

Pix, v)

0 1 x

La medida del dngulo &
en radianes es 1.

iPor qué, entonces, estudiamos trigonometria
en dos formas diferentes? Porgue diferentes
aplicaciones requieren que veamos las funciones
trigonométricas de modo diferente. (Vea Enfoque
sobre modelado, paginas 427,489 y 533y
Secciones 6.2, 6.5 y 6.4.)



V Funciones trigonométricas de angulos
Sea POQ un tridangulo rectangulo con dngulo agudo 6 como se ve en la Figura 1(a). Ponga

0 en posicién normal como se muestra en la Figura 1(b).

YA

P

5 opuesto
hipotenusa

Plx, ¥)

bt

adyacente

(a)

0

FIGURA 1

Entonces P = P(x, y) es un punto en el lado terminal de 6. En el tridngulo POQ, el lado
opuesto tiene longitud y y el lado adyacente tiene longitud x. Usando el Teorema de Pitdgo-

(b)

ras, vemos que la hipotenusa tiene longitud » = Vx* + y*. Por lo tanto,

e

X
sen @ = = cosf = —
r

~

tan 6 =

y
:

Las otras relaciones trigonométricas se pueden hallar en la misma forma.

Estas observaciones nos permiten extender las relaciones trigonométricas a cualquier
dngulo. Definimos las funciones trigonométricas de dngulos como sigue (vea Figura 2).

DEFINICION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
Sea 6 un dngulo en posicién normal y sea P(x, y) un punto en el lado terminal

Si r = Vx* + y* es la distancia del origen al punto P(x, y), entonces

cosf = = tan§ = 2 (x # 0)
r X

sen f =
>

r r X
0 =— = g =— =1 t@ = — = 1)
csc v (y ) sec p (x ) co . (v )

FIGURA 2



EJEMPLO 1 | Hallar funciones trigonométricas de d4ngulos
Encuentre (a) cos 135° y (b) tan 390°.

SOLUCION
(a) De la Figura 4 vemos que cos 135° = —x/r. Pero cos 45° = x/r, y como cos 45° =
V2/2 tenemos /3

135° = ———
COSs 5

(b) Los dngulos 390° y 30° son coterminales. De la Figura 5 es evidente que tan 390° =
tan 30° y, como tan 30° = V/3/3, tenemos

V3
tan 390° = —
3
YV Y A
. ’ .
(—x,y) 7/ ) (x,¥)
i 1 A(x,y) BT
/’
| r rs | |
I s 20| |
/ 390° |
| o
! 7\ 45° ! /ﬂ 130 i T
i 0 LT . ¥ =
FIGURA 4 FIGURA 5
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v Identldades trlgonométncas DEMOSTRACION  Demostremos la primera identidad de Pitdgoras. Usando x* + y* = 7

y ' —_— . . . . . . el Teorema de Pitagoras) en la Figura 13, tenemos
Las funciones trigonométricas de dngulos estdn relacionadas entre si por medio de varias e ( ) &

: : : ? . = X \2 2 gy
importantes ecuaciones llamadas identidades trigonométricas. Ya hemos encontrado las L P, (Z) n (f) i
: : 5 : 3 T o i 2 r = p2
identidades reciprocas. Estas identidades continian cumpliéndose para cualquier angulo 6,

2

=1

e Mk
[

. . ; . . . . Por lo tanto, sen’ # + cos? # = 1. (Aun cuando la figura indica un dngulo agudo, se debe
siempre que ambos lados de la ecuacion estén definidos. Las identidades de Pitagoras son verificar que la prueba se cumpla para todo dngulo 6.) o

" o *
una consecuencia del Teorema de Pitdgoras.

Vi
(x, )
IDENTIDADES FUNDAMENTALES |
r |
Identidades reciprocas : y
1 | | 0 |
= = I —] |—] .
S5ed sen 0 ey cos 0 £onY tan 0 0 X X
tan 6 = BEIL cot6=0059 FIGURA 13
cos 0 sen @

Identidades de Pitagoras

senZf + cos’f = 1 tan’0 + 1 = sec?d 1 + cot?6 = csc?h




EJEMPLO 5 | Expresar una funcidén trigonométrica en términos

(a)
(b)

de otra

Expresar sen € en términos de cos 6.

Expresar tan 6 en términos de sen 6, donde 6 esta en el segundo cuadrante.

SOLUCION

(a)

(b)

® _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 39

De la primera identidad de Pitagoras obtenemos

sen @ = +*\V1 — cos’6

donde el signo depende del cuadrante. Si # esté en el primero o segundo cuadrante,
entonces sen € es positivo, y por tanto

sen # = V1 — cos’f
mientras que si 6 esta en el tercero o cuarto cuadrante, sen € es negativo, y por tanto
sen @ = —V'1 — cos?6

Como tan # = sen 6/cos 6, necesitamos escribir cos 0 en términos de sen 6. Por la

parte (a),
cos® = =\V1 — sen’fh

y como cos 6 es negativo en el segundo cuadrante, el signo negativo aplica aqui. Por
lo tanto,

senf sen 6

tan 0 = =
cost  —\/1 — sen?0




6.4 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS Y TRIANGULOS RECTANGULOS

V Funciones seno inverso, coseno inverso y tangente inversa

Consideremos primero la funcion seno. Restringimos el dominio de la funcién seno a dngulos
6 con —7/2 < 6 < /2. De la Figura 1 vemos que en este dominio la funcién seno alcanza
cada uno de los valores sobre el intervalo [— K l} exactamente una vez y, por tanto, es biunivoca.
Andlogamente, restringimos los dominios de coseno y tangente como se ve en la Figura 1.

A A A
i 7 7
6 7] 7}
X Y 7
y X X
SCII'B:}T cosf3'=,.—. tanf?:;
g ==y 0=0=m e s

FIGURA 1 Dominios restringidos de
las funciones seno, coseno y tangente.

En estos dominios restringidos podemos definir
una inversa para cada una de estas funciones.
Por la defi nicién de funcién inversa tenemos:

sen 'x=y < seny=x
oS, xX=y & cosy=x
tan 'x =y < tany =x




LAS FUNCIONES SENO INVERSO, COSENO INVERSO Y TANGENTE INVERSA

Las funciones seno, coseno y tangente en los dominios restringidos [ — /2, /2],
[0, 7], y (—7/2, 7/2), respectivamente, son biunivocas y por tanto tienen inversas.
Las funciones inversas tienen dominio y rango como sigue.

Funcion Dominio Rango
sen” ' x [—1,1] [—7/2, /2]
cos ' x [—1, 1] [0, 7]
tan” ' x R (—7/2, w/2)

Las funciones sen ', x cos”' x y tan_' x a veces reciben el nombre de arcseno,

arccoseno y arctangente, respectivamente.

Como éstas son funciones inversas, invierten la regla de la funcion original. Por ejemplo, como

sen /6 = 3, se concluye que sen” ' 5 = 7/6. El siguiente ejemplo da mds ilustraciones.

| -1 A_
Cann Y t).‘ 'lL.(:UI)(

—)



EJEMPLO 1 ] Evaluacién de funciones trigonométricas inversas

Encuentre el valor exacto.

(a) sen_l\zf3 (b) cos_l(—%) (¢) tan" ' 1

e

SOLUCION ——
(a) El angulo en el intervalo [—7/2, 7/2] cuyo seno es \/3/ 2 es /3. Por lo tantD
sen_l(\/g//ZJE 73 —

‘ (b) El dngulo en el intervalo [0, 7] cuyo coseno es —3 es 27r/3. Por lo tanto,

cos !(—3) = 2m/3.
(¢c) El angulo en el intervalo [—7/2, 7/2] cuya tangente es 1 es 7/4. Por lo tanto, tan ' 1
= f:r/4.

® _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 3 =
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EJEMPLO 2 | Evaluacién de funciones trigonométricas
Inversas

Encuentre valores para la expresion dada.

(a) sen '(0.71) (b) tan"'(2) (¢) cos '(2)

SOLUCION  Usamos calculadora para aproximar estos valores.

(a) Usando las teclas [INV|[SIN| o [SIN-'| o |ARC|[sSIN]|de la calculadora (puesta en el
modo de radianes), obtenemos

sen”'(0.71) = 0.78950

————

(b) Usando las teclas [INV|[TAN| 0 [TAN-7 0 |ARC||TAN|de la calculadora (puesta en el modo
de radianes), obtenemos

tan ' 2 =~ 1.10715
(¢) Como 2 > 1, no estd en el dominio de cos™' x, de modo que cos ' x no esta definido.

® _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 7,11 Y 13 I




V Solucién para angulos en trianqulos rectangulos

En la Seccion 6.2 resolvimos tridngulos usando las funciones trigonoméiricas para hallar los
lados desconocidos. Ahora usamos funciones trigonométricas inversas para despejar dngu-
los en un triangulo rectangulo.

EJEMPLO 3 \ Hallar un dngulo en un tridngulo rectangulo

Encuentre el dngulo 6 en el tridngulo que se ve en la Figura 2.

SOLUCION Como 6 es el angulo opuesto al lado de longitud 10 y la hipotenusa tiene
longitud 50, tenemos

51.31:16'=£=l scnfﬁ':OpH
50 5 hip
Ahora podemos usar sen_l(%) para hallar 6:
6 = sen! % Definicion de sen™'x
0 = 11.5° Calculadora (en modo de grados)

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 15 L
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EJEMPLO 4 | Solucién de un dngulo en un tridngulo rectdngulo

Una escalera de 40 pies se apoya contra un edificio. Si la base de la escalera esta a 6 pies
de la base del edificio, ;cudl es el angulo formado por la escalera y el edificio?

SOLUCION  Primero trazamos un diagrama como en la Figura 3. Si 6 es el dngulo en-
tre la escalera y el edificio, entonces

sen 6 = f—ﬂ = 0.15 sen f = Oii;ﬁ
A continuacién usamos sen”' (0.15) para hallar 6:
0 = sen”'(0.15) Definicién de sen™'
0 = 8.6° Calculadora (en modo de grados)

FIGURA 3
® _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 37 |




6.4 EJERCICIOS

CONCEPTOS 7-14 m Use calculadora para hallar un valor aproximado de cada

: ) ) ) expresion, redondeado a cinco lugares decimales, si estd definido.
1. Las funciones seno inverso, Coseno inverso y tangente inversa

tienen los siguientes dominios y rangos. ®. 7. sen”'(0.45) 8. cos™!(-0.75
(a) La funcién sen ' x tiene dominio y rango ; 9. cos™'(~3) 10. sen”' 3
(b) La funcién cos ' x tiene dominio ___ y rango . .11 tan™' 3 12. tan"'(—4)
(c) La funcién tan' x tiene dominio ___ y rango ) .13, cos™' 3 14. sen”'(-2)
2. En el tridngulo mostrado, podemos hallar el dngulo & como sigue: 15-20 m Encuentre el dngulo # en grados, redondeado a un decimal.
a5, 16.
() 6 =sen ' — 7
10 18
i}
(b) 8 =cos™! —
o ]
(¢) 8 =tan™' —
17. 18.
30 70
HABILIDADES
3-6 m Encuentre el valor exacto de cada expresion, si estd definida.
1 V3 19. 20.
®.3. (a) sen ]— (h) cns_](—T) (c) tan~!(—1)
- 7 9

4. (a) sen™ ( 23) (b) cus"(—%) (¢) tan~'(—V/3) 5
\;’E) g 5 8

1
2
6. (a) sen”'(—1) (b) cos™' 1 (c) tan~' 0

) (h) cos™"

l\JI»—~

5. (a) sen” (
21-26 m Encuentre todos los dngulos @ entre 0° v 180° que satisfa-

gan la ecuacidn dada.
V3

21. sen @ = 22, sen f = —

[



® 35, tan sen”' x

468 CAPITULO 6 | Funciones trigonométricas: método del tridngulo rectangulo

.23, sen 8 = 0.7 24. senﬁ=%

*®.25. cos6 =07 26. cosﬂ=é
27-32 m Encuentre el valor exacto de la expresion.

*27. senfcos™' } 28. tan(sen”'% 29. sec(sen”' )
30. csc(cos™' & 31. tan(sen~' 1) 32. cot(sen'3)

33.36 m Reescriba la expresion como una expresion algebraica en x.

* .33, cos(sen™ x) y

34. sen(tan™'x)

: 36. cos tan~' x

APLICACIONES

“.37. Escalera inclinada Una escalera de 20 pies estd apoyada
contra un edificio. 5i la base de la escalera estd a 6 pies de la
base del edificio, ;cuil es el dngulo de elevacién de la escalera?
A qué altura llega la escalera en el edificio?

38. Angulo del Sol Un rbol de 96 pies proyecta una sombra que
mide 120 pies de largo. ;Cudl es el dngulo de elevacidn del Sol?

.39, Altitud de un transbordador espacial Un observador

mira al transbordador espacial desde una distancia de 2 millas

de la plataforma de lanzamiento.

(a) Exprese la altitud del transbordador espacial como funcidn
del dngulo de elevacidon 8.

(b) Exprese el dngulo de elevacién # como funcién de la altitud
h del transbordador espacial.

(b) Encuentre el dngulo si el globo estd a 500 pies de altura.

42. Vista desde un satélite Las figuras indican que cuanta
mas alta sea la 6rbita de un satélite, mds se puede “ver” de la
Tierra desde el satélite. Sean @, s y i como en la figura, y su-
ponga que la Tierra es una esfera de radio 3960 millas.

(a) Exprese el dngulo # como funcién de h.

(b) Exprese la distancia s como funcién de #.

(c) Exprese la distancia s como funcién de h. [Sngerem‘iﬂ: En-
cuentre la composicion de las funciones de las partes (a) y ('b}.]
Si el satélite estd a 100 millas sobre la Tierra, ;cudl es la
distancia s que puede ver?

(e) ;A qué altura debe estar el satélite para que vea Los Ange-
les v Nueva York, que estin a 2450 millas entre si7

~

(d

—

40. Altura de un poste Un poste de 50 pies proyecta una
sombra como se ve en la figura.
(a) Exprese el dngulo de elevacidn # del Sol como funcidn de
la longitud s de la sombra.
(b) Encuentre el dngulo # de elevacién del Sol cuando la som-
bra sea de 20 pies de largo.

/4
i
AP
5

41. Altitud de un globo Encuentre el dngulo 8 si el globo
esti a una altitud de 500 pies.

(a) Exprese el dngulo como una funcion de la altura h del
globo.

43, Surfeando en la ola perfecta Para que se pueda surfear
una ola, ésta no puede romper toda a la vez. Robert Guza y
Tony Bowen han demostrado que una ola tiene un “hombro™
que se puede surfear si golpea la linea de la orilla a un dngulo &
dado por

= ““”(m)

donde $3 es el dngulo al cual la playa hace pendiente y donde n =

0,132,..

(a) Para 8 = 10°, encuentre # cuando n = 3.

(b) Para 8 = 15° encuentre # cuando n = 2, 3 y 4. Explique
por qué la férmula no da un valor para @ cuandon = 0o 1.




7.1

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Simplificacion de expresiones trigonométricas P Demostracion de identi-
dades trigonométricas

Empezamos por hacer una lista de algunas identidades trigonométricas basicas. Ya estudia-
mos la mayor parte de éstas en los Capitulos 5 y 6; pedimos al estudiante demuestre las
identidades de cofuncion en el Ejercicio 102.

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS FUNDAMENTALES

Identidades reciprocas

1 1 1
CSC X = secx = cotx =
sen x Cos X tan x
sen x COS X
tan x = cotx =
CoS X sen x

Identidades pitagoricas

& 2

sen’x + cos’x = 1 tan’x + 1 = sec’x 1 + cot’x = csc?x
Identidades pares e impares
sen(—x) = —senx cos(—x) = cos x tan(—x) = —tanx

Identidades de cofuncion

o o w

SEH(E_H) = COs U '[EI.II(E_H) =cotu SEC(E_H) = CsC U
am w aw

CDS(E — H) = SE€N U Cﬂt(i _ H) = tan u CSC(E e H) = seCUu




V Simplificacion de expresiones trigonométricas

Las identidades hacen posible que escribamos la misma expresion en formas diferentes. A
veces es posible reescribir una expresion de aspecto complicado como una mucho mds sen-
cilla. Para simplificar expresiones algebraicas, usamos factorizacion, denominadores comu-
nes y las Férmulas de Productos Notables. Para simplificar expresiones trigonométricas,
usamos estas mismas técnicas junto con las identidades trigonométricas fundamentales.

EJEMPLO 1 Slmpllflcacmn de una expresion trigonométrica

Simplifique la expre';lorl cos I + tan f sen 1‘)

SOLUCION  Empezamos por reescribir la expresién en términos de seno y coseno:

sent
cost +tanfsent = cost + ( ) sent Identidad reciproca

cost

"
cos’t + sen’t : :
= Comun denominador

cos t
1 . Gia
. Identidad de Pitdgoras
cost
=sect Identidad reciproca

* (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 3 i

EJEMPLO 2 \ Simplificaciéon por combinacién de fracciones

sen 6 " cos 6
cosf@ 1+ senf’

Simplifique la expresion

SOLUCION Combinamos las fracciones usando un comun denominador.

sen & cos  senf (1 + senf) + cos’0
cos® 1+ senf cos 0 (1 + senf)

sen @ + sen’d + cos’f o
= Distribuya sen 0
cos @ (1 + sen@)

el 14 Identidad de Pit4
= dentidad de Fitacoras
cos 6 (1 + sen®) )

Comun denominador

Cancele y use identidad

= = sec g
cos @ reciproca

“® _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 21




V Demostracion de identidades trigonométricas

Numerosas identidades se originan en las identidades fundamentales. En los ejemplos que
siguen, aprenderemos a demostrar que una ecuacion trigonométrica determinada es una
identidad, y en el proceso veremos como descubrir nuevas identidades.

En primer término, es ficil determinar cuando una ecuacion dada no es una identidad.
Todo lo que es necesario hacer es demostrar que la ecuacién no se cumple para algin valor
de la variable (o variables). Entonces la ecuacion

senx + cosx = 1

no es una identidad, porque cuando x = /4, tenemos

T @ V2 V2
dL.

SEl— 1 D8 ——
4 4 2 2

Para verificar que una ecuacion trigonométrica es una identidad, transformamos un lado
de la ecuacion en el otro lado mediante una serie de pasos, cada uno de los cuales es en si
mismo una identidad.

=g ey



GUIA PARA DEMOSTRAR IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

1.

Empezar con un lado. Escoger un lado de la ecuacion y escribirlo. El obje-
tivo es transformarlo en el otro lado. Suele ser mas facil empezar con el lado

mas complicado.

Usar identidades conocidas. Use dlgebra y las identidades que conozca
para cambiar el lado con el que empez6. Lleve las expresiones fraccionarias a
un denominador comun, factorice y use las identidades fundamentales para

simplificar expresiones.

Convertir a senos y cosenos. Si se ha quedado bloqueado, puede que en-
cuentre util reescribir todas las funciones en términos de senos y cosenos.

Advertencia: Para demostrar una identidad, no sélo ejecutamos las mismas operaciones

en ambos lados de la ecuacion. Por ejemplo, Si empezamos con una ecuacion que no es una
identidad, como

(1) sen x = —sen x

y elevamos al cuadrado ambos lados, obtenemos la ecuacion

(2) sen’x = sen’x

que es claramente una identidad. ;Significa esto que la ecuacion original es una identidad?
Por supuesto que no. El problema aqui es que la operacion de elevar al cuadrado no es re-

versible en el sentido de que no podemos regresar a (1) a partir de (2) al tomar raices cua-
dradas (invirtiendo el procedimiento). S6lo las operaciones que son reversibles necesaria-
mente transformardn una identidad en una identidad.



EJEMPLO 3 | Demostrar una identidad reescribiéndola en
términos de seno y coseno

Considere la ecuacién cos 6(sec 6 — cos 6) 2@ C 9-le e { Co& G ~ /l
10 a identidad.

(a) Verifique algebraicamente que la ecuac ~—

(b) Confirme graficamente que la ecuacion es una identidad. i7 S e_y{-" e - /l - CO G 2 6
SOLUCION /7

(a) El lado izquierdo (LI) se ve mds complicado, de modo que empezamos con él y trata- J/&

mos de transformarlo en el lado derecho (LD):

LI = cos 6 (sec @ — cos 0)

cosﬁ'(

1 — cos?6 Expandir

— 08 19) Identidad reciproca

cos @

= sen’d = LD Teorema de Pitagoras

(b) Graficamos cada lado de la ecuacion para ver si la grafica coincide. De la Figura 1 ve-
mos que las grificas de y = cos 6(sec # — cos 6) y y = sen’d son idénticas. Esto con-
firma que la ecuacion es una identidad. —3.5\
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SOLUCION

EJEMPLO 4 | Demostrar una identidad combinando fracciones

r

1

— SN X

Verifique la identidad
‘ 1
2tan x sec x = I

1 + sen x

1 1
1D = —
1 — senx 1 + senx

_ (1 +senx) — (1 — senx)

(1 —senx)(1 + senx)

2 senx

1 — sen’x

2 senx

CDSQI

sen x 1
= 2
COS X \ . COS X

=2tanxsecx = LI

® . AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 79

Hallando un denominador comin y combinando las fracciones del lado
derecho de esta ecuacion, obtenemos

Denominador comun

Simplifique

Identidad de Pitagoras

Factorice

[dentidades reciprocas




EJEMPLO 6 | Probar una identidad trabajado separadamente
con ambos lados

1 +cosf tan26

cos 6 secd — 1

Verifique la identidad

SOLUCION  Probamos la identidad al cambiar cada lado separadamente en la misma
expresion. D€ las razones para cada paso:

1 + 1
i, i ARSI 2 JEOBE L o ooy
cos 6 cos cos@
tan> 20 — 1 secB — 1)(secH + 1
= tad _secd-1_( i ):sec9+1
sec@ — 1 sec @ — 1 sec @ — 1

Se deduce que LI = LD, de modo que la ecuacion es una identidad.
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EJEMPLO 7 | Sustitucion trigonométrica
Sustituya sen 6 por x en la expresion V1 - 22 y simplifique. Suponga que 0 < 6 < 7/2.
SOLUCION Haciendo x = sen 0, tenemos
V1= x2= V1 — sen?d Sustituya x = sen 6
= \/CDT{? Identidad de Pitagoras

= cos 6 Tome raiz cuadrada

La dltima igualdad es verdadera porque cos 6 = 0 para todos los valores de 6 en cuestion.
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7.1 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. Una ecuacion se llama identidad si es vdlida para valores de
la variable. La ecuacion 2x = x + x es una identidad algebraica,

v la ecuacién sen”x + cos’ x =
nométrica.

es una identidad trigo-

2. Para cualquier x es verdadero que cos{—x) tiene el mismo valor

que cos x. Expresamos este hecho como la identidad

* 2], ———— =cscx —senx 28.

HABILIDADES

3-12 m Escriba la expresion trigonométrica en términos de seno y
coseno, y luego simplifique.

. 3 cosrtant 4. costcsct
5. sen # sec d 6. tan # csc #
SeC X
7. tan’x — sec’x 8.
CSC X
9. sen u + cot u cos u 10. cos’@ (1 + tan’#)
sec @ — cos @ cot @
1nmn —— 1z, ——
sen # csc B — sen B

13-26 m Simplifique la expresién trigonométrica.

5€M X SeC X
13, —mm 14. cos’x + sen’x cos x
tan x
1 +cosy tan x
15, s 16, ———
1 + secy sec{—x)
SECX — COSX
18 ——
tan x
I + cscx senx  COSX
19 —— 2, —+——
cosx + cotx CSCX  Secxy
1 + senu COS i
21, + 22, tan ¥ COS X CSC X
COs i 1 + senu
2 + tan’x I + cotA
23, — -1 Y, —
Ll csc A

25, tan # + cos(—#) + tan(—#)

cos X
" secx + tanx

27-28 m Considere la ecuacion dada. (a) Verifique algebraicamente
que la ecuacion sea una identidad. (b) Confirme grificamente que la
ecuacion sea una identidad.

CDE X tan y

= secy — COS Y
SEC X Sen X csc ¥

29.90 m Verifique la identidad.

sen @ tan x

29, = cos f 30. = genx
tan SBC X
COS I SeC cot x sec x

31, ————=cotw 32 —-=1

tan n CSC X

33. sen B + cosBeotB = csc B

34, cos(—x) —sen(—x) = cosx + senx

&

cot{ —a) cos(—a) + sen(—a) = —csc o
36. cscx [cscx + sen(—x)] = cot’x

37. tan @ + cot# = sec Bcsc B

38. (senx + cosx) =1+ 2senxcosx

1

3. (1 —cosB)(1 +cosB) = g
cse

COSX  Senx
40. + =1
SBCX  CSCX

3
(senx + cosx)”  sen’x — cos’x

41.

sen’r — cos’x  (senx — cosx
42, (senx + cosx)* = (1 + 2 senxcosx)’

secl — cost

43, ———————— = sen’s
sec f
I —senx ]
4, ——— = (secx — tanx)"
1 + senx
1 2
45, ———— =1+ tan"y 46, cscx —senx = cosxcotx
1 —sen’y
47, (cotx —cscx)icosx + 1) = —senx

48. sen'® — cos*f = sen’f — cos’@

49. (1 — cos®x)(1 + cot’x) = 1

5.
5L
52

.53

54.
55.
56.

57.

58.

cos’x — sen’x = 2 cos’x — 1
ZTeos'r — 1 =1 — 2sen’x
(tan ¥ + cot ¥) sen yeos y = 1
Il —cosa  sena

SEN o I + cos a
sen’er + cos’a + tan’e = sec’a
tan’f — sen’d = tan’@ sen’d
cot*# cos” 8§ = cot’ 8 — cos™@

senx — | —cosix

“senx+ 1 (senx + 1)

sE i Lan
seniw + cosw 1 + tana

(sent + cos 1)

59. =2+ secresct
sen ! cos 1
60. sec sesco(tan s + cotr) = sec’t + csc’r
1+ an’u 1
61. TRt 7
I —tan"u oos u —senu
1 + sec’x 3
62, ——— =1 + cos"x
1 + tan“x
S&C x
63. = sec.x (secx + fan x)

67.

64,

7L

7L

73

75.

T6.

77.

. SEC D — tam b =

sec x — lanx

secx +

————— = g8EnXY + COSX
tan x + cot x

sec v + tan
sen A

——— —cotA =cscA

1 —cosA

sen x + Cos x
————— = NI COS X
SeC X + CSC X
I —cosx SN X
—+

2eoscx

sen 1 —cosx
2 2
C8C X — ¢olx CECTx — col”x
— X 0. ————
secx — | sectx

anu — sen’s = tan"w sen’u

lanpseny  @ny —senw

tan ¢ + senuv Lan rsen v

sectx — wantx = sec’x + an’x
= gec f + tan f

_ sen@ —cscl
I —sen @ cosfl—colf
Il +ianx cosx+senx

l —tanx cosx—senx
cos®f + tan®t — 1 .
————— = fan’s
sen !

= cos’x

I + senx 1 — sen x
Bl ——

= 4 1an x sec x
I —senx 1+ senx

* Bl (tan x + cotx)* = sec’yx + csclx

B2. tan’x — cot’x = sec’x — esc'x

83 secu — 1 1 — cosu cotx + 1 1 + tan x
secu + 1 I + cosu cotx — 1 I —tanx
sen’x + cos’x

“5. e — 1 — S€Nn X Cos 1
sen v + cosx
fanp — cot v

B6. ————— = senvcosv
tan"v — cot"v
I + senx =
B7. ———— = (tanx + secx)’
I —senx
tan x + tan y
B8, ——————— =tanxtany
colx + col y i

89. (tanx + cotx)? = esc’ysec’s
90. (sen o« — tana){cos @ — cota) = (cos e — 1)(sen o — 1)

91-9%6 m Haga la sustitucitn trigonoméirica indicada en la expre-
sidn algebraica dada y simplifique (vea Ejemplo 7). Suponga que
0=8=mx/.

9L ——— x=senf 92 VI+1, x=tand
VI =
— |
923. Vx'— 1, x=3ecd 94, x=2tan@
[
95. V9 —x7, x=3senf 96 x=5sect

X

97-100 m Grafique fy g en el mismo rectingulo de vista. ; Las gri-
ficas sugieren que la ecuacitn f{x) = g{x) es una identidad? Pruehe
S0 FespUests.

97. [fix] = cos’w — sen’s, glx) = 0 — 2 sen’x

SE1.X COS X

98. f(x) =tanx(l + senx), g(x) = IF e

99, f{x) = (senx + cosx)’, g(x) =1

100. f(x) = cos*x —sen’r, g(x) = 2cos’x — 1

101. Demuestre que la ectacidn no es una identidad.
(a) sen 2x = 2 sen x
{€) sec’x + csc’x =1

1
{d) ——————— =cscx + secx
senx + cosx

(b) sen(x + v) = senx + seny




