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Prefacio

Un gran descubrimiento resuelve un gran problema, pero siempre hay una pizca
de descubrimiento en la solucion de cualquier problema. El problema puede ser
modesto, pero si desafia su curiosidad y pone en juego sus facultades inventivas
para resolverlo por sus propios medios, usted puede experimentar la emocién y
disfrutar el triunfo del descubrimiento.

GEORGE POLYA

El arte de la ensefianza, dijo Mark Van Doren, es el arte de ayudar a descubrir. He inten-
tado escribir un libro que ayude a los estudiantes a descubrir el Calculo, tanto por su uti-
lidad préctica como por su sorprendente belleza. En esta edicidon, como en las seis primeras
ediciones, mi objetivo es mostrar a los estudiantes un sentido de la utilidad del Célculo y
desarrollar en ellos una competencia técnica, pero también intento ilustrar la belleza intrin-
seca de la materia. Sin duda, Newton experimenté una sensacién de triunfo cuando hizo
sus grandes descubrimientos; es mi deseo que los estudiantes compartan un poco de esa
sensacion.

El énfasis estd en la comprension de los conceptos. Creo que casi todo el mundo esta
de acuerdo con que esta comprension debe ser el objetivo principal de la ensefianza del
Célculo. De hecho, el impulso para la actual reforma en la enseflanza del Calculo vino
desde la Conferencia de Tulane en 1986, donde se formul6 su primera recomendacion:

Concentrarse en la comprension de los conceptos

He intentado implementar este objetivo mediante la regla de los tres: “Los temas deben
presentarse con enfoques geométricos, numéricos y algebraicos”. La visualizacion, la expe-
rimentacién numérica y gréifica y otros enfoques han modificado la manera en que se
ensefa el razonamiento conceptual. La regla de los tres se ha ampliado para convertirse en
la regla de los cuatro al hacer hincapié en la verbalizacion y lo descriptivo.

En la redaccién de la séptima edicién me he propuesto lograr una comprensiéon con-
ceptual y conservar aun lo mejor del Cdlculo tradicional. El libro contiene elementos de la
reforma, pero dentro del contexto de un curriculo tradicional.

- Versiones alternativas

He escrito otros libros de cédlculo que podrian ser preferidos por algunos maestros. La
mayoria de ellos también vienen en versiones de una variable y de varias variables.

»  Cdlculo: transcendentes tempranas, séptima edicion, version hibrida, es similar al
presente libro en contenido y cobertura salvo que todos los ejercicios de la seccién
estan disponibles sélo en Enhanced WebAssign. El texto impreso incluye un repaso
de todo el material al final de capitulo.

»  Cdlculo, séptima edicién, es similar al presente libro de texto excepto que las
funciones trigonométricas inversas, logaritmicas y exponenciales se tratan en un
segundo semestre.
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Cdlculo, séptima edicidn, version hibrida, es similar al libro Cdlculo, séptima edicion,

en contenido y cobertura salvo que todos los ejercicios al final de la seccién estdn
disponibles s6lo en Enhanced WebAssign. El texto impreso incluye un repaso de todo
el material al final del capitulo.

Cdlculo esencial es un libro mucho mds breve (800 paginas), aunque contiene casi
todos los temas del Cdlculo, séptima edicion. La relativa brevedad se logra a través de
una exposicién mas concreta de algunos temas y poniendo algunas caracteristicas en

el sitio web.

Cdlculo esencial: transcendentes tempranas se asemeja a Cdlculo esencial, s6lo que
las funciones trigonométricas inversas, exponenciales y logaritmicas se tratan en el
capitulo 3.

Cdlculo: conceptos y contextos, cuarta edicion, destaca la comprension conceptual
atn mas fuertemente que este libro. La cobertura de temas no es enciclopédica y el
material sobre funciones trascendentes y ecuaciones paramétricas es tejido a lo largo
del libro en lugar de ser tratados en capitulos separados.

Cdlculo: primeros vectores introduce los vectores y las funciones vectoriales en un
primer semestre y las integra en todo el libro. Es adecuado para los estudiantes que
toman cursos de ingenieria y fisica simultineamente con el de Célculo.

Cdlculo aplicado abreviado esta destinado a estudiantes de negocios, ciencias
sociales y ciencias de la vida.

- ¢ Qué hay de nuevo en la séptima edicion?

Los cambios han sido un resultado de los comentarios de mis colegas y estudiantes de
la Universidad de Toronto y de la lectura de diarios, asi como de las sugerencias de los
usuarios y los revisores. Estas son algunas de las muchas mejoras que he incorporado
esta edicion.

Parte del material ha sido reescrito para mayor claridad o mejor motivacién. Véase,
por ejemplo, la introduccién a las series en la pagina 703 y la motivacién para el
producto cruz en la pagina 808.

Se han agregado nuevos ejemplos (véase el ejemplo 4 en la pagina 1021), y las
soluciones a algunos de los ejemplos existentes han sido ampliadas.

El programa de arte ha sido renovado: se han incorporado nuevas figuras y un
porcentaje importante de las actuales figuras han sido redibujadas.

Se han actualizado los datos de ejemplos y ejercicios para ser mds pertinentes.

Se ha agregado un nuevo proyecto: Las Familias de curvas polares (pagina 664)
exhiben las fascinantes formas de curvas polares y como evolucionan en el contexto
de una familia.

La seccidn sobre la superficie de la grafica de una funcién de dos variables ha sido
restaurada como seccién 15.6 para la comodidad de los instructores a quienes les
gusta ensefiarlo después de las integrales dobles, aunque el tratamiento completo de la
superficie se mantiene en el capitulo 16.
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= Sigo buscando ejemplos de cémo el Cdlculo se aplica a muchos aspectos del mundo
real. En la pdgina 909 podrd ver hermosas imagenes de la fuerza del campo magnético
terrestre y su segunda derivada vertical calculada a partir de la ecuacioén de Laplace.
Agradezco a Roger Watson por traer a mi atenciéon como ésta se utiliza en la geofisica
y la exploracién de minerales.

= Mis de 25% de los ejercicios de cada capitulo son nuevos. Estos son algunos de mis
favoritos: 11.2.49-50, 11.10.71-72, 12.1.44, 12.4.43-44 y los problemas 4, 5 y 8 de las
péginas 837-838.

- Mejoras tecnologicas

= Los medios de comunicacion y tecnologia para apoyar el texto se han mejorado para
dar a los profesores un mayor control sobre su curso, proporcionar ayuda adicional
para hacer frente a los diversos niveles de preparacion de los estudiantes del curso de
Célculo y fortalecer el apoyo para la comprension conceptual. Las caracteristicas
del nuevo Enhanced WebAssign incluyen (en inglés) un Cengage YouBook
personalizado, un repaso Just in Time, un Show your Work, un Evaluador de
respuestas, un Plan de estudio personalizado, Master It, solucién en videos,
videoclips de conferencias (con preguntas asociadas) y un Visualizing Calculus
(animaciones TEC con preguntas asociadas) que se han desarrollado para facilitar el
mejor aprendizaje de los estudiantes y hacer flexible el trabajo docente en el aula.

s El TEC (Herramientas para Enriquecer el Cdlculo) ha sido completamente
redisenado y estd disponible en Enhanced WebAssign, CourseMate y PowerLecture.
Selected Visuals y Modules estdn disponibles en www.stewartcalculus.com

- Caracteristicas

La manera mds importante de fomentar la comprension conceptual es a través de los pro-
blemas que proponemos. Para ello he ideado varios tipos de problemas. Algunos conjun-
tos de ejercicio comienzan solicitando la explicacién del significado de los conceptos
basicos de la seccion. (Véase, por ejemplo, los primeros ejercicios en las secciones 11.2,
14.2 y 14.3). Del mismo modo, todas las secciones de repaso comienzan con una verifi-
cacién de conceptos y un Examen rapido Verdadero-Falso. Los ejercicios de verificacion
de comprension conceptual a través de graficos o tablas se ven en los ejercicios 10.1.24-27,
11.10.2, 13.2.1-2, 13.3.33-39, 14.1.1-2, 14.1.32-42, 14.3.3-10, 14.6.1-2, 14.7.3-4, 15.1.5-10,
16.1.11-18, 16.2.17-18 y 16.3.1-2.

Otro tipo de ejercicios utilizan la descripcion verbal para verificar la comprensién con-
ceptual. Considero de valor especial los problemas que combinan y comparan los enfoques
numéricos, graficos y algebraicos.

Cada conjunto de ejercicios es cuidadosamente calificado, progresando desde ejercicios
conceptuales basicos y problemas para el desarrollo de habilidades hasta problemas mas
desafiantes de aplicaciones y demostraciones.

Mis ayudantes y yo hemos pasado mucho tiempo buscando en bibliotecas, poniéndonos
en contacto con empresas y organismos gubernamentales, y buscando informacién en
internet con el fin de presentar, motivar e ilustrar los conceptos del Calculo a partir de
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datos del mundo real. Como resultado, muchos de los ejemplos y ejercicios se tratan con
funciones definidas por estos datos numeéricos o graficos. Por ejemplo, las funciones de
dos variables son ilustradas por una tabla de valores del indice de viento frio como una
funcién de la temperatura y la velocidad del viento (ejemplo 2 de la seccién 14.1). Las
derivadas parciales son introducidas en la seccién 14.3 con la revisién de una columna
en una tabla de valores del indice de calor (temperatura percibida del aire) como una fun-
cién de la temperatura actual y la humedad relativa. Este ejemplo estd conectado con las
aproximaciones lineales (ejemplo 3 de la seccién 14.4). Las derivadas direccionales se
introducen en la seccién 14.6, utilizando un mapa de curvas de temperatura para estimar
la razén de cambio de la temperatura de Reno en direccién a Las Vegas. Las integrales
dobles son usadas para estimar el promedio de nevadas en Colorado durante el 20 y 21 de
diciembre de 2006 (ejemplo 4 de la seccién 15.1). Los campos vectoriales son introducidos
en la seccion 16.1 a través de representaciones actuales de los campos vectoriales de
los patrones de la velocidad del viento en la Bahia de San Francisco.

Una manera de interesar y activar a los estudiantes es hacerlos trabajar (quizds en grupos)
en proyectos extendidos que den la sensacidén de triunfo al obtener un logro sustancial una
vez finalizados. He incluido cuatro tipos de proyectos: proyectos de aplicacion que invo-
lucran aplicaciones disefladas para apelar a la imaginacién de los estudiantes. El proyecto
después de la seccién 14.8 utiliza los multiplicadores de Lagrange para determinar la masa
de las tres etapas del lanzamiento de un cohete, asi como también minimizar la masa total
mientras el cohete alcanza la velocidad deseada. Los proyectos de laboratorio se refieren
a la tecnologia; el que sigue de la seccién 10.2 muestra como usar curvas de Bézier para
disefiar formas que representan letras para una impresora laser. Los proyectos para un
descubrimiento exploran aspectos de la geometria: tetraédrica (después de la seccién 12.4),
hiperesferas (después de la seccién 15.7) e intersecciones de tres cilindros (después de la
seccién 15.8). El proyecto escrito, después de la seccion 17.8, explora los origenes histo-
ricos y fisicos del teorema de Green y del teorema de Stokes, y la interaccién de los hom-
bres involucrados. Proyectos adicionales se encuentran en la guia del instructor.

Los estudiantes suelen tener dificultades con problemas para los que no existe algtin pro-
cedimiento bien definido para obtener la respuesta. Creo que nadie ha mejorado mucho la
estrategia de George Polya con sus cuatro etapas para resolver un problema, por lo que, en
consecuencia, he incluido una versién de sus principios para resolver problemas, después
del capitulo 1. Estos principios, tanto explicita como implicitamente, se aplican en todo el
libro. Después de los otros capitulos he colocado secciones llamadas problemas adicio-
nales, que incluyen ejemplos de cémo afrontar problemas dificiles de Calculo. En la selec-
ci6én de los variados problemas para estas secciones tomé en cuenta el consejo de David
Hilbert: “un problema matematico debe ser dificil para convencernos, pero no inaccesible
como para frustrar nuestros esfuerzos”. Cuando propongo estos desafiantes problemas en
tareas y exdmenes, los califico de manera diferente. Aqui premio significativamente a un
estudiante por sus ideas y aportaciones orientadas hacia una solucién y por reconocer cud-
les principios de resolucién de problemas son relevantes.

La disponibilidad de la tecnologia no hace menos, sino més importante comprender cla-
ramente los conceptos que subyacen en las imdgenes en la pantalla. Cuando se utilizan
correctamente, las calculadoras y dispositivos de graficacién son poderosas herramientas
para analizar y comprender los conceptos. Este libro de texto puede utilizarse con o sin tec-
nologia y utilizo dos simbolos especiales para indicar claramente cudndo se requiere un tipo
especial de maquina. El icono A indica un ejercicio que definitivamente requiere de esta tec-
nologia, pero no indica que no sea posible usarla en otros ejemplos. El simbolo [sic| se utiliza
para problemas que requieren todos los recursos de un sistema algebraico computarizado
(Derive, Maple, Mathematica o la TI-89/92). A pesar de todo, la tecnologia no deja obsole-
tos al lapiz y papel. Con frecuencia son preferibles los célculos y trazos hechos manualmente



HERRAMIENTAS
PARA ENRIQUECER EL CALCULO

TAREAS SUGERIDAS

ENHANCED WEeBASSIGN

www.stewartcalculus.com

PREFACIO xiii

parailustrar y reforzar algunos conceptos. Tanto profesores como estudiantes necesitan desa-
rrollar la capacidad de decidir cudndo es apropiado trabajar a mano o con méquina.

TEC es un acompaifiante de este libro de texto y estd pensado para enriquecer y comple-
mentar su contenido (disponible desde internet en www.stewartcalculus.com y en Enhanced
WebAssign y CourseMate). Desarrollado por Harvey Keynes, Dan Clegg, HubertHohn y
por mi, TEC utiliza un enfoque exploratorio y de descubrimiento. En las secciones del libro
donde la tecnologia es particularmente apropiada, los iconos al margen dirigen a estudian-
tes hacia médulos TEC que proporcionan un entorno de laboratorio en el que puede explo-
rar el tema de diferentes maneras y en diferentes niveles. Visual son animaciones de
figuras en el texto; Module son actividades mas elaboradas e incluyen ejercicios. Los
profesores pueden optar por participar en varios niveles diferentes, que van desde simple-
mente alentar a los estudiantes a usar Visual y Module para la exploracién independiente,
hasta asignar ejercicios especificos de los incluidos en Module, o a la creacidn de ejercicios
adicionales, laboratorios y proyectos que hacen uso de Visual y Module.

Aqui se presentan tareas sugeridas en forma de preguntas y tratan de emular un asistente
efectivo de ensenanza al funcionar como un discreto tutor. En cada seccién del texto se
incluyen sugerencias para los ejercicios representativos (normalmente impares), indicando
el numero del ejercicio en rojo. Los ejercicios estan construidos de manera que no revelan
m4s de la solucién real de lo que es minimo necesario para avanzar mas y estdn disponibles
a los estudiantes en stewartcalculus.com, CourseMate y Enhanced WebAssign.

La tecnologia estd teniendo impacto en la forma en que se asignan tereas a estudiantes,
particularmente en grupos numerosos. El uso de tareas en linea es creciente y su interés
depende de la facilidad de uso, calidad de calificacion y confiabilidad. Con la séptima edi-
cién hemos estado trabajando con la comunidad de Cédlculo y WebAssign para desarrollar
un sistema mds sé6lido de tareas en linea. Hasta 70% de los ejercicios de cada seccioén son
asignables como tareas en linea, incluyendo respuestas libres, opcién miiltiple y otros varios
formatos.

El sistema también incluye ejemplos activos, en los que los estudiantes son guiados en
tutoriales paso a paso a través de ejemplos textuales, con enlaces al libro de texto y a las
soluciones en video. Las nuevas mejoras al sistema incluyen un eBook personalizable, una
muestra de las caracteristicas de su trabajo (Show Your Work), un repaso de prerrequisitos
de precélculo (Just in Time), un editor de tareas mejorado (Assignment Editor) y un evalua-
dor de respuestas (Answer Evaluator) que acepta respuestas matemdticamente equivalentes
y permite la calificacién de las tareas del mismo modo en que lo hace el profesor.

Este sitio incluye lo siguiente.

= Tareas sugeridas

= Repaso de dlgebra

= Mi calculadora miente y la computadora me dijo

= Historia de las matematicas, con vinculos a los mejores sitios histéricos

= Tépicos adicionales (complementados con conjuntos de ejercicios): series de fourier,
férmulas para el término del residuo en la serie de Taylor, rotacién de ejes

= Problemas archivados (ejercicios de prictica que aparecieron en las ediciones
anteriores, junto con sus soluciones)

= Problemas de desafio (algunos de los problemas especiales que aparecieron en
secciones de ediciones anteriores)

= Vinculos para tépicos particulares a recursos externos de la web
= Tools for Enriching Calculus (TEC), Module y Visual
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PREFACIO

Examenes de diagnostico

Un previo de Calculo

1 Funciones y modelos

2 Limites y derivadas

3 Reglas de derivacion

4 Aplicaciones de la derivada

5 Integrales

6 Aplicaciones de la integracion

7 Técnicas de integracion

8 Aplicaciones
adicionales de la integracion

- Contenido

El libro comienza con cuatro exdmenes de diagndstico relacionados con adlgebra bdsica,
geometria analitica, funciones y trigonometria.

Se presenta una visién general del tema e incluye una lista de preguntas para motivar el
estudio del célculo.

Desde el principio, se hace hincapié en varias representaciones de las funciones: verbal,
numérica, visual y algebraica. Una discusion de los modelos matemdticos conduce a una
revision de las funciones estandar, incluyendo las funciones exponenciales y logaritmicas,
desde estos cuatro puntos de vista.

El material sobre limites estd motivado por un debate previo acerca de los problemas de la
recta tangente y la velocidad. Los limites son tratados desde puntos de vista descriptivos,
graficos, numéricos y algebraicos. La seccidn 2.4, sobre la definicién precisa -0 de un
limite, es una seccién opcional. Las secciones 2.7 y 2.8 tratan de derivadas (especialmente
con funciones definidas grafica y numéricamente) antes de estudiar las reglas de derivacién
en el capitulo 3. Aqui los ejemplos y ejercicios exploran los significados de derivadas en
diversos contextos. Las derivadas de orden superior se presentan en seccién 2.8.

Aqui se derivan todas las funciones bdsicas, incluyendo las exponenciales, logaritmicas y
trigonométricas inversas. Cuando las derivadas se calculan en situaciones aplicadas, se
pide a los estudiantes explicar su significado. En este capitulo se estudian el crecimiento
y decaimiento exponencial.

Los hechos basicos relativos a los valores extremos y a las formas de las curvas se deducen
del teorema del valor medio. Las gréficas con tecnologia hacen hincapié en la interaccién
entre el Calculo y las calculadoras y el andlisis de las familias de curvas. Se proporcionan
algunos problemas importantes, incluyendo una explicacién del porqué necesita levantar
su cabeza 42° para ver la parte superior de un arcoiris.

Los problemas del drea y la distancia sirven para motivar el estudio de la integral definida,
recurriendo a la notacién sigma cada vez que sea necesario. (En el apéndice E se proporciona
un tratamiento completo de la notacion sigma.) Se enfatiza la explicacién del significado de
la integral en diversos contextos y en la estimacion de sus valores en graficas y tablas.

Aqui presento las aplicaciones de la integracién —drea, volumen, trabajo, valor promedio—
que razonablemente pueden hacerse sin técnicas especializadas de integracion. Se hace
hincapié en métodos generales. El objetivo es que los estudiantes puedan dividir una can-
tidad en trozos pequefios, estimarla con sumas de Riemann, y reconocer su limite como
una integral.

Aqui se cubren los métodos estandar pero, por supuesto, el verdadero desafio es recono-
cer qué técnica se utiliza mejor en una situacién dada. En consecuencia, en la seccién 7.5,
presento una estrategia para la integracion. El uso de sistemas de dlgebra computarizados
se explica en la seccion 7.6.

Aqui aparecen las aplicaciones de integracion: drea de una superficie y longitud de un arco,
para las que es dtil tener disponibles todas las técnicas de integracion, asi como aplicacio-
nes a la biologia, la economia y la fisica (fuerza hidrostdtica y centros de masa). También
he incluido una seccién de probabilidad. Aqui hay mads aplicaciones de las que en realidad
se pueden cubrir en un curso determinado, asi que los profesores deben seleccionar las
aplicaciones adecuadas para interesar a los estudiantes y a ellos mismos.
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9 Ecuaciones diferenciales

10 Ecuaciones paramétricas
y coordenadas polares

Sucesiones y series infinitas

12 Vectoresy la
geometria del espacio

13 Funciones vectoriales

14 Derivadas parciales

15 Integrales multiples

16 Calculo vectorial

17 Ecuaciones diferenciales
de segundo orden
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El modelado es el tema que unifica este tratamiento preliminar de las ecuaciones diferen-
ciales. Los campos direccionales y el método de Euler se estudian antes de resolver las
ecuaciones lineales y separables de forma explicita, por lo que los enfoques cualitativos,
numéricos y analiticos reciben igual consideracién. Estos métodos se aplican a los mode-
los exponenciales, logisticos y otros para el estudio del crecimiento de la poblacion. Las
primeras cuatro o cinco secciones de este capitulo son una buena introduccién a las ecua-
ciones diferenciales de primer orden. Una seccién final opcional utiliza el modelo depre-
dador-presa para ilustrar los sistemas de ecuaciones diferenciales.

Este capitulo introduce las curvas paramétricas y polares y las aplicaciones del Célculo en
ellas. Las curvas paramétricas estan bien adaptadas a los proyectos de laboratorio; los tres
presentados involucran a familias de curvas y curvas de Bézier. Un breve tratamiento de las
cénicas en coordenadas polares prepara el camino para las leyes de Kepler en el capitulo 13.

Las pruebas de convergencia tienen justificaciones intuitivas (vea pagina 714) asi como
demostraciones formales. Las estimaciones numéricas de sumas de series estdn basadas en
cudl prueba se us6 para demostrar una convergencia. El é€nfasis estd en la serie y polino-
mios de Taylor y sus aplicaciones a la fisica. Las estimaciones de error incluyen los de
dispositivos de graficacion.

El material tridimensional de geometria analitica y vectores estd dividido en dos capitulos. El
capitulo 12 trata con vectores, producto punto y producto cruz, lineas, planos y superficies.

Este capitulo cubre funciones valuadas como vectores, sus derivadas e integrales, la lon-
gitud y curvatura de un espacio de curvas y la velocidad y aceleracién a lo largo de ese
espacio, terminando en las leyes de Kepler.

Funciones de dos o m4s variables son estudiadas de forma verbal, numérica, visual y desde el
punto de vista algebraico. En particular, introduzco las derivadas parciales examinando una
columna especifica en una tabla de valores del indice de calor (percibido en la temperatura del
aire) como una funcién de la temperatura actual y de la humedad relativa. Las derivadas par-
ciales son empleadas para estimar curvas en mapas de temperatura, presion y nevadas.

Los mapas de contorno y la regla del punto medio son utilizados para estimar el prome-
dio de nevadas y de temperaturas en regiones dadas. Las integrales dobles y triples son
empleadas para calcular probabilidades, areas y superficies, y (en proyectos) volimenes
de hiperesferas y de la interseccién de tres cilindros. Las coordenadas cilindricas y esféri-
cas son introducidas en el contexto de la evaluacién de las integrales dobles y triples.

Los campos vectoriales son introducidos a través de ilustraciones de los campos de velo-
cidad del viento y sus patrones en la Bahia de San Francisco. Se hace énfasis en las simi-
litudes con el teorema fundamental para integrales de linea, el teorema de Green, el
teorema de Stokes y el teorema de la divergencia.

A partir de las ecuaciones diferenciales de primer orden, vistas en el capitulo 9, este capi-
tulo final trata con las ecuaciones diferenciales de segundo orden y sus aplicaciones en la
vibracién de resortes, circuitos eléctricos y solucién de series.

- Material auxiliar

Cdlculo. Trascendentes tempranas, séptima edicion, se apoya en un conjunto completo de
materiales auxiliares desarrollados bajo mi direccién. Cada parte se ha disefiado para
mejorar la comprension del estudiante y facilitar la ensefianza creativa. Con esta edicion,
se han desarrollado nuevos medios y tecnologias que ayudan al estudiante a visualizar el
Célculo y a los instructores a personalizar el contenido para mejorar la forma en que ensefian
su curso. Las tablas en las paginas xx-xxi describen cada uno de estos auxiliares.
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I Auxiliares para instructores

I Auxiliares para instructores y estudiantes

PowerLecture
ISBN 0-8400-5421-1

Este DVD contiene todo el arte del texto en formatos de
PowerPoint y jpeg, ecuaciones clave y tablas del texto
completo predefinidas de conferencias en PowerPoint, una
version electronica de la guia del instructor, un generador de
soluciones; un software de pruebas ExamView, herramientas
para enriquecer el cdlculo (TEC), un video de instrucciones y
un comando Joinln sobre el contenido de TurningPoint.

Instructor’s Guide
Por Douglas Shaw
ISBN 0-8400-5418-1

Cada seccion del texto se analiza desde varios puntos de vista.
La guia del instructor (Instructor’s Guide) contiene tiempo
sugerido de asignacion, puntos a destacar, temas de debate
del texto, materiales bdsicos para la clase, sugerencias para
trabajo en taller, ejercicios de trabajo de grupo en una forma
adecuada para su entrega y sugiere las asignaciones de tareas.
Una version electronica de la guia del instructor estd
disponible en el DVD de PowerLecture.

Complete Solutions Manual

Single Variable Early Transcendentals

Por Daniel Anderson, Jeffery A. Cole y Daniel Drucker
ISBN 0-8400-4936-6

Multivariable

Por Dan Clegg and Barbara Frank

ISBN 0-8400-4947-1

Contiene las soluciones detalladas de todos los ejercicios
del texto.

Solution Builder

www.cengage.com/solutionbuilder

Esta base de datos en linea para el instructor ofrece soluciones
muy elaboradas para todos los ejercicios en el texto. El generador
de soluciones (Solution Builder) permite crear impresiones
personalizadas de soluciones seguras (en formato PDF) que
coinciden exactamente con los problemas asignados en clase.

Printed Test Bank
Por William Steven Harmon
ISBN 0-8400-5419-X

Contiene textos especificos de opcion miiltiple y exdmenes de
respuesta libre.

ExamView Testing

Crear, entregar y personalizar los exdmenes en formatos
impresos en linea con ExamView, permite una evaluacion de
fdcil uso a través de un software tutorial. ExamView contiene
cientos de elementos para exdmenes de respuesta miiltiple y
libre. ExamView estd disponible en el DVD de PowerLecture.

Stewart Website
www.stewartcalculus.com

Contenido: Tareas sugeridas ® Repaso de Algebra m Temas
adicionales w ejercicios de Simulacion m Problemas de
desafio m Enlaces web m Historia de las matemdticas

® Herramientas para Enriquecer el Cdlculo (TEC)

Tools for Enriching™ Calculus
Por James Stewart, Harvey Keynes, Dan Clegg y
el desarrollador Hu Hohn

Herramientas para enriquecer el cdlculo (TEC) funciona
como una poderosa herramienta para instructores, asi como
un entorno tutorial en el que los estudiantes pueden explorar
y revisar temas seleccionados. Los mddulos de simulacion en
Flash en TEC incluyen instrucciones escritas y en audio de
los conceptos y ejercicios. TEC estd accesible en CourseMate,
WebAssign y PowerLecture. Los elementos seleccionados en
Visual y Module estdn disponibles en
www.stewartcalculus.com.

WebAssign Enhanced WebAssign
www.webassign.net

El sistema de distribucion de tareas de WebAssign permite

a los instructores entregar, recoger, calificar y elaborar listas a
través de la web. Enhanced WebAssign para el Calculo de
Stewart involucra ahora a los estudiantes en la revision del
contenido al comienzo del curso y al principio de cada seccion
asi como en los conocimientos previos. Ademds, para los
problemas seleccionados, los estudiantes pueden obtener ayuda
adicional en forma de “mayor retroalimentacion” (las
respuestas) y soluciones en video. Otras caracteristicas clave
incluyen: miles de problemas del Célculo de Stewart. Un
personalizable Cengage YouBook, un plan de estudio personal,
una muestra de su trabajo, un repaso en el momento, un
evaluador de respuestas, modulos de animaciones y visualizacion
del Cdlculo, concursos, videos de conferencias (con preguntas
asociadas) y mucho mds.

Cengage Customizable YouBook

YouBook es un eBook en Flash interactivo y personalizable,
que tiene todo el contenido del Célculo de Stewart. Las
caracteristicas de YouBook son una herramienta de edicion de
texto que permite a los profesores modificar la narrativa del
libro de texto segiin sea necesario. Con YouBook, los profesores
pueden reordenar rdpidamente capitulos y secciones enteras u
ocultar cualquier contenido que no ensefian, para crear un
libro electronico que coincida perfectamente con su plan de
estudios. Los profesores pueden personalizar aiin mds el texto
afiadiendo sus ideas o enlaces de video en YouTube. Los
activos de medios adicionales incluyen: figuras animadas,
videoclips, destacando notas y mds. YouBook estd disponible
en Enhanced WebAssign.

B Electrénicos B Impresos
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#CourseMate CourseMate
www.cengagebrain.com

CourseMate es una perfecta herramienta de autoaprendizaje
para estudiantes y no requiere ningiin apoyo de los profesores.
CourseMate trae conceptos con aprendizaje interactivo,
estudio y herramientas interactivas para la preparacion de
exdmenes que apoyan al libro de texto impreso. CourseMate
para el Calculo de Stewart incluye: un libro electronico
interactivo, herramientas para enriquecer el Cdlculo, videos,
cuestionarios, tarjetas en flash y mds. Para los profesores,
CourseMate incluye Engagement Tracker, una herramienta
de primera en su tipo que supervisa el trabajo estudiantil.

Maple CD-ROM

Maple proporciona un dispositivo avanzado de cdlculo
matemdtico de alto rendimiento plenamente integrado con
simbolos numéricos, todos accesibles desde un entorno técnico
desde WYSIWYG.

CengageBrain.com

Para accesos de materiales adicionales del curso y recursos de
apoyo, por favor visite www.cengagebrain.com. En esta pdgina
busque por ISBN o por titulo (desde la cubierta posterior de su
libro) usando el comando de busqueda en la parte superior de
la pdgina. Esto le llevard a la pdgina del producto donde se
pueden encontrar gratuitamente recursos de apoyo.

I Auxiliares para estudiantes

Student Solutions Manual

Single Variable Early Transcendentals

Por Daniel Anderson, Jeffery A. Cole y Daniel Drucker
ISBN 0-8400-4934-X

Multivariable
Por Dan Clegg and Barbara Frank
ISBN 0-8400-4945-5

Proporciona soluciones completamente detalladas para todos
los ejercicios impares en el texto, dando a los estudiantes una
oportunidad de verificar sus respuestas y asegurar que hicieron
los pasos correctos para llegar a una respuesta.

Study Guide

Single Variable Early Transcendentals
Por Richard St. Andre

ISBN 0-8400-5420-3

Multivariable
Por Richard St. Andre
ISBN 0-8400-5410-6

Para cada seccion del texto, la Guia de estudio proporciona a
los estudiantes una breve introduccion, una breve lista de
conceptos al profesor asi como resumen 'y preguntas

de enfoque con respuestas explicadas. La Guia de estudio
también contiene preguntas “Tecnologia Plus” y preguntas
tipo examen de opcion nuiltiple y de estilo “su propia respuesta”.

CalcLabs with Maple

Single Variable
Por Philip B. Yasskin y Robert Lopez
ISBN 0-8400-5811-X

Multivariable
Por Philip B. Yasskin y Robert Lopez
ISBN 0-8400-5812-8

CalcLabs with Mathematica

Single Variable
Por Selwyn Hollis
ISBN 0-8400-5814-4

Multivariable
Por Selwyn Hollis
ISBN 0-8400-5813-6

Cada uno de estos comprensibles manuales de laboratorio
ayudard a los estudiantes a aprender a usar las herramientas
de tecnologia a su disposicion. CalcLabs contienen ejercicios
claramente explicados y una variedad de proyectos para
acompariar el texto y laboratorios.

A Companion to Calculus

Por Dennis Ebersole, Doris Schattschneider, Alicia Sevilla
y Kay Somers

ISBN 0-495-01124-X

Escrito para mejorar el dlgebra y las habilidades para resolver
problemas de los estudiantes que estdn tomando un curso de
Cdlculo. Cada capitulo de este acompanante tiene una clave
referente a un tema de Cdlculo, que proporciona antecedentes
conceptuales y técnicas de Algebra especificos necesarios para
comprender y resolver problemas de Cdlculo relacionados con
ese tema. Estd disefiado para cursos de Cdlculo que incluyen la
revision de los conceptos de precdlculo o para uso individual.

Linear Algebra for Calculus
Por Konrad J. Heuvers, William P. Francis, John H. Kuisti,
Deborah F. Lockhart, Daniel S. Moak y Gene M. Ortner
ISBN 0-534-25248-6
Este comprensible libro estd disefiado para complementar el

curso de Cdlculo. Proporciona una introduccion y un repaso
de las ideas bdsicas del Algebra lineal.

M Electrénicos B Impresos
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Al estudiante

Leer un libro de texto de Célculo es diferente a la lectura de un peridédico, una novela o incluso
un libro de fisica. No se desaliente si tiene que leer un parrafo mas de una vez para entenderlo.
Debe tener lapiz, papel y calculadora disponibles para esbozar un diagrama o hacer un célculo.

Algunos estudiantes comienzan por abordar sus problemas de tarea y leen el texto sélo si se
bloquean en un ejercicio. Sugiero que un plan mucho mejor es leer y comprender una seccién
del texto antes de enfrentar los ejercicios. En particular, debe leer con cuidado las definiciones
para ver el significado exacto de cada término. Antes de leer cada ejemplo, le sugiero que lle-
gue a la solucién tratando de resolver el problema usted mismo. Obtendrd mucho mds que
mirando la solucion si es que lo hace.

Parte del objetivo de este curso es inducir el pensamiento 16gico. Es muy importante apren-
der a escribir las soluciones de los ejercicios de manera articulada, paso a paso, con comenta-
rios explicativos, no sélo una cadena de ecuaciones o férmulas desconectadas.

Las respuestas a los ejercicios de nimero impar aparecen al final del libro, en el apéndice I.
Algunos ejercicios piden una explicacion verbal, interpretacién o descripcion. En tales casos no
hay una tinica forma correcta de expresar la respuesta, por lo que no se preocupe si no ha encon-
trado la respuesta definitiva. Ademds, a menudo hay varias formas diferentes para expresar una
respuesta numérica o algebraica, asi que si su respuesta aparenta ser diferente a la mia, no asuma
inmediatamente que se equivocé. Por ejemplo, si la respuesta dada al final del libro es V2 -1
y usted obtuvo 1/ (1 +V2 ) entonces estd usted en lo correcto y racionalizar el denominador
demostrard que las respuestas son equivalentes.

El icono /9 indica un ejercicio que sin duda requiere el uso de una calculadora graficadora o
una computadora con software de graficos (en la Seccién 1.4 se analiza el uso de estos dispo-
sitivos de graficacion y algunas de las dificultades que puedan surgir). Sin embargo, esto no sig-
nifica que los dispositivos de graficos no puedan utilizarse para comprobar el trabajo de otros
ejercicios. El simbolo se reserva para problemas en los que se requieren todos los recursos
de un sistema algebraico computarizado (Derive, Maple, Mathematica o la TI-89/92).



También se usard el simbolo [@] para cuidar que no se cometa un error. He puesto este sim-
bolo en los margenes en situaciones donde he advertido que una gran parte de mis estudiantes
tienden a cometer el mismo error.

Las Herramientas para enriquecer el cdlculo, acompaiantes de este texto, estdn indicadas
por medio del simbolo y estan disponible en Enhanced WebAssign y en CourseMate (los
recursos Visual y Module estdn disponibles en www.stewartcalculus.com). Aqui se dirige al
estudiante a los médulos en los que puede explorar los aspectos del Cdlculo para los que la com-
putadora es particularmente ttil.

En TEC también se encuentra Tareas sugeridas para ejercicios representativos que estan
indicados nimero en rojo: 5. Estas sugerencias pueden encontrarse en stewartcalculus.com
asi como en Enhanced WebAssign y CourseMate. Estas sugerencias de tareas hacen pre-
guntas al estudiante que le permiten avanzar hacia una solucién sin realmente dar la res-
puesta. Es necesario que el estudiante siga activamente cada pista con ldpiz y papel a la
mano para destacar los detalles. Si una sugerencia particular no permite resolver el pro-
blema, puede hacer clic para ver la siguiente sugerencia.

Le recomiendo que conserve este libro para fines de consulta después de terminar el
curso. Es probable que olvide algunos de los detalles especificos del Célculo, por lo que
el libro servird como una referencia ttil cuando sea necesario utilizar el Célculo en cur-
sos posteriores. Puesto que este libro contiene mds material del que es posible cubrir en
todo un curso, también puede servir como un valioso recurso para un trabajo cientifico o
de ingenieria.

El Ciélculo es un tema apasionante, justamente considerado uno de los mayores logros
del intelecto humano. Espero que el estudiante descubra que no sélo es ttil, sino también
intrinsecamente hermoso.

JAMES STEWART



Examenes de diagnostico

El éxito en Calculo depende en gran medida del conocimiento de las matematicas
que le preceden: algebra, geometria analitica, funciones y trigonometria. Los
siguientes examenes estan destinados a diagnosticar las debilidades que el
estudiante pueda tener en estas areas. Después de cada examen puede verificar
sus respuestas comparandolas con las respuestas determinadas v, si es necesario,
actualizar sus habilidades haciendo referencia a los materiales de repaso que se
proporcionan.

n Examen de diagnéstico: algebra

1. Evalte las siguientes expresiones sin utilizar calculadora:
a) (=3)* b) —3* c) 3°*

523 2 -2 B
d) o e) (;) f) 1674

2. Simplifique las siguientes expresiones. Escriba su respuesta sin exponentes negativos:

a) /200 — /32

b) (3a’b?)(4ab?)?

3x3/2y3 -2
) xzy—l/z

3. Desarrolle y simplifique las siguientes expresiones:

a) 3(x+6) +4Q2x —5) b) (x + 3)(4x — 5)
o) (Va +Vb)(a —b) d) (2x + 3)°
e) (x+2)

4. Factorice las siguientes expresiones:
a) 4x’—25 b) 2x* 4+ 5x — 12
c) xP—3x*—4x+ 12 d) x*+27x
e) 3x*—0x'2+ 6x7'2 f) x’y — 4xy

5. Simplifique las siguientes expresiones racionales:

X2+ 3x+2 2x*—x—1 x+3
a —5— b) 3 .
xT—=x—-2 x°—9 2x + 1
y_r
2 +1
o X X d) x y

x2—4 x+2

<=
|
==
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EXAMENES DE DIAGNOSTICO

6. Racionalice y simplifique las siguientes expresiones:

) V10 b) v+ h —2
Q) —F—— 2
V5 -2 h
1. Reescriba las siguientes expresiones completando un trinomio cuadrado perfecto:
a) x*+x+1 b) 2x* — 12x + 11

8. Resuelva las siguientes ecuaciones (encuentre s6lo las soluciones reales).

2 2x — 1
Q) x+5=14—ix b) ——— =
x+1 X
c) ¥*—x—12=0 d) 2x*+4x+1=0
& x' =3 +2=0 £) 3[x— 4] =10

g 2x(4—x)"*-3/4—-x=0

9. Resuelva las siguientes desigualdades y exprese la solucion en intervalos:

a) —4<5—-3x=<17 b) x> <2x + 8
¢) x(x—1Dx+2)>0 d) |[x—4|<3
2x — 3
e) <1
x + 1

10. Indique si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa:

a) (pte=p +4q° b) Vab = Ja /b

c) Va>’+b*=a+b d)1+CTC=1+T
Y Vx 1

©) x—y x vy f)a/)c—b/x a—»b

- Respuestas al examen de diagnéstico A: algebra

1. a)
d)

2. a)

3. a)
)
€)

4. a)
©)
e)
5. a)

)

81 b) -8l ©) ar 6. a) 52 + 210 b —
75 e)g f)% Vi +h +2
6v2 b) 48a° 0 % Ta) (x+3)+] b) 2(x =37 7
y
Ilx —2 b) 4x* 4+ 7x — 15 8 a) 6 b) 1 ¢) —3,4
a—>b d)4x2+12x+9 1 4+ 1 +1 + 22
X+ 6x>+ 12x + 8 d) 121—2\/5 e) 1, +y2 353
2 3

2x — 5)(2x + 5) b) 2x — 3)(x + 4)
(x = 3)(x—2)(x +2) d) x(x +3)(x* = 3x+9) 9. a) [—4,3) b) (=2, 4)
3 (x = D(x — 2) ) xy(x — 2)(x + 2) ©) (=2,00 U (1,») d (1,7
x+2 x—1 e) (-1.4]

-2 ®) x—3

1 10. a) Falsa b) Verdadera c) Falsa
P d —(x+y) d) Falsa e) Falsa f) Verdadera

Si tiene usted dificultades con este examen, puede consultar Review of
Algebra (repaso de dlgebra) en el sitio web www.stewartcalculus.com
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n Examen de diagndstico: geometria analitica

1. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por (2, —5) y
a) tiene pendiente —3
b) es paralela al eje x
c) es paralela al eje y

d) es paralela alarecta2x — 4y =3

2. Encuentre la ecuacion de la circunferencia con centro en (—1, 4) y que pasa por el punto
(39 _2)'

3. Encuentre el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacion es
x>+ —6x+ 10y +9=0.

4. Sean A(—7,4)y B(5, —12) puntos en el plano.
a) Encuentre la pendiente de la recta determinada por A y B.

b) Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por A y B. ;Cudles son los puntos de
interseccion con los ejes?

c) Encuentre el punto medio del segmento AB.

d) Encuentre la longitud del segmento AB.

e) Encuentre la ecuacion de la perpendicular que biseca a AB.

f) Encuentre la ecuacién de la circunferencia para la que AB es didmetro.

5. Trace la region en el plano xy definida por la ecuacion o desigualdades.

a) —1<ys<3 b) [x|<4yly| <2
) y<1-—1ix d y=x>—1
o) xX+y <4 £) 9x* + 16y> = 144

- Respuestas al examen de diagnéstico B: geometria analitica

1.a) y=-3x+1 b) y=-5 5. (a) y (b) y (©) y
c) x=2 d) y=3x—6 S X N s
it ~ /
1) (y - 4R = 0 ! =
2 (X 1) (y 4) 52 " f4i 0 :4‘( 0 2> x
3. Centro (3, —5), radio 5 -l i
4. 2) —3
b) 4x + 3y + 16 =0; inltéersecci()n enx = —4, d ¥ ) v ) :
interseccioneny = —3 22 3
o -l—a 2> /‘\
d) 20 0 ,’O \I i
1 x \ 2 X 4 x
e) 3x —4y=13 -1 y=xi— N4 \_/

f) (x+ 1>+ (y +4)* =100

Si tiene usted dificultades con este examen, puede consultar el
repaso de geometria analitica en los apéndices B y C.
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n Examen de diagnostico: funciones

3 1.

La gréfica de una funcién f estd dada a la izquierda.
a) Determine el valor de f(—1).

b) Estime el valor de f(2).

¢) ¢Para qué valores de x es f(x) = 2?

d) Estime los valores de x tales que f(x) = 0.

e) Establezca el dominio y el rango de f.

fQ+h—-f02

Si f(x) = x*, evalde el cociente de diferencias b

y simplifique su respuesta.

3. Encuentre el dominio de la funcién

FIGURA PARA EL PROBLEMA 1

2x + 1 IUx

Jx

a) f(x):m b) g(x):m ¢) hix) =4 —x +x2—1
4. ;Qué aspecto tiene cada una de las grificas siguientes a partir de la gréfica de f?

a) y=—f(x) b) y=2f(x) — 1 ) y=flx=3+2

5. Sin usar calculadora, haga un bosquejo de cada una de las graficas siguientes:

a) y=x° b) y=(x+ 1) ) y=x—-2°+3
d) y=4-x* e) y=+x f) y=2x
g y=-2 ) y=1+x"
1 —x* six<0
S -
6. Sea /() {2x+ | six>0
a) Evalde f(—2)y f(1). b) Trace la grafica de f
7. Si f(x) = x* + 2x — 1y g(x) = 2x — 3, encuentre cada una de las siguientes funciones:

a) feog b) geof c) gegeg

- Respuestas al examen de diagnéstico C: funciones

1. a) —2 b) 2.8 d) y e) y f) y
0 -3,1 d) —2.5,03 y
e) [3,31.[-2,3] /\ 5
o] 2 X 0| 1 X 0| 1 X
2. 12 + 6h + h? / \
3. a) (—»,=2)U (=2,1) U (1,x) 9 , h) ;

b) (0, )
c) (=, —1JU[L,4]

i 0
4. a) Reflexion respecto al eje x \1 ! ) ! !
b) Alargamiento vertical en un factor de 2 y después un \
desplazamiento de 1 unidad hacia abajo

¢) Desplazamiento de 3 unidades a la derecha y 2 unidades 6

hacia arriba

7. a) (feog)(x) =4x> —8x+2
b) (gof)(x) =2x*+4x—5
c) (gegeg)x) =8x— 21

Si tiene usted dificultades con este examen, vea las secciones 1.1-1.3 de este libro
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n Examen de diagnostico: trigonometria

XXix

24

FIGURA PARA EL PROBLEMA 5

b

1. Convierta de grados a radianes.
a) 300° b) —18°

2. Convierta de radianes a grados.
a) 5m/6 b) 2

3. Encuentre la longitud del arco de circunferencia de radio 12 cm si el arco subtiende un
angulo central de 30°.

4. Encuentre los valores exactos de:
a) tan(7/3) b) sen(71/6) c) sec(57/3)

5. Exprese las longitudes de a y b de la figura en términos de 6.
6. Sisenx = % ysecy = 2, donde x y y estan entre 0 y 77/2, evalde sen(x + y).

1. Demuestre las identidades:

a) tanfsen 6 + cos 6 = sec 0

2 tan x
) ————5 =sen2x
1 + tan“x

8. Encuentre todos los valores de x tales que sen 2x =senxy 0 < x < 2.

9. Trace la gréfica de la funcién y = 1 + sen 2x sin usar calculadora.

- Respuestas al examen de diagnéstico D: trigonometria

1.
2
3.
ca) V3

. a) 24 sen 6

a) 5m/3
a) 150°

277 cm

6. 55(4 + 6v2)

b) 360%m =~ 114.6° 8. 0, w/3, m, 5m/3, 27

c) 2

Si tiene usted dificultades con este examen de diagndstico, vea el apéndice D de este libro.







Ecuaciones parametricas
y coordenadas polares

© Dreamstime

Hasta ahora hemos descrito las curvas planas expresando a y como una funcién de x [ y = f(x)]
0 a x como una funcién de y [x = g(y)], o dando una relacién entre x y y que define a y
implicitamente como una funcién de x [ f(x, y) = 0]. En este capitulo estudiaremos dos
métodos nuevos para describir curvas.

Algunas curvas, como el cicloide, se manejan mejor cuando x y y estdn dadas en términos
de una tercera variable 7 llamada pardmetro [x = f(¢), y = g(1)]. Otras curvas, tales como
la cardioide, tienen una descripcion mas conveniente cuando usamos un nuevo sistema de
coordenadas, llamado sistema de coordenadas polares.

635



636 CAPITULO 10 ECUACIONES PARAMETRICAS Y COORDENADAS POLARES

m Curvas definidas por medio de ecuaciones paramétricas

Y c

(x, y)=(f(), g(1))

(]
b
/0 X

FIGURA 1

Esta ecuacién en x y y describe ddnde ha
estado la particula, pero no nos dice cudndo
ha estado la particula en un punto particular.
Las ecuaciones paramétricas tienen una
ventaja, nos dicen cudndo estuvo la particula
en un punto y la direccion de su movimiento.

Imagine que una particula se mueve a lo largo de la curva C mostrada en la figura 1. Es
imposible describir C por una ecuacién de la forma y = f(x) porque C falla en la prueba
de la recta vertical. Pero las coordenadas x y y de la particula son funciones del tiempo
t 'y, por tanto, se puede escribir por medio de x = f(f) y y = ¢(¢). Este par de ecuaciones
suele ser una forma mds conveniente de describir una curva y da lugar a la siguiente defi-
nicion.

Suponga que x y y se dan como funciones de una tercera variable ¢ (llamada parametro)
mediante las ecuaciones

x = f() y =g

(llamadas ecuaciones paramétricas). Cada valor de ¢ determina un punto (x, y), que se
puede representar en un plano coordenado. Cuando ¢ varia, el punto (x, y) = (f(¥), g(t))
varfa y traza una curva C, que llamamos curva paramétrica. El pardmetro 7 no necesariamen-
te representa el tiempo y, de hecho, se podria usar una letra distinta a ¢ para el parametro.
Pero en muchas aplicaciones de curvas paramétricas, ¢ denota el tiempo y, por tanto, se
puede interpretar a (x, y) = (f(#), g(t)) como la posicién de una particula en el tiempo .

FFETI0EN Bosqueje e identifique la curva definida por las ecuaciones paramétricas
x=t—-2t y=t+1

SOLUCION Cada valor de ¢ da un punto sobre la curva, como se muestra en la tabla.

Por ejemplo, si r = 0, entonces x = 0, y = 1 y el punto correspondiente es (0, 1). En la figura

2 se grafican los puntos (x, y) determinados por varios valores del pardmetro y se unen para
producir una curva.

t x y ’ (=4
-2 8 -1 23
-1 3 0 1=2

0 0 1

=1

1 -1 2 ! <<0,1>

2 0 3 l=0\ §

4 8 5 s

FIGURA 2

Una particula cuya posicién estd dada por las ecuaciones paramétricas, se mueve a
lo largo de la curva en la direccién de las flechas a medida que t aumenta. Nétese que los
puntos consecutivos marcados en la curva aparecen en intervalos de tiempo iguales, pero
no a distancias iguales. Esto es porque la particula desacelera y después acelera cuando
aumenta 7.

Parece, de la figura 2, que la curva trazada por la particula es una pardbola. Esto
se puede confirmar al eliminar el pardmetro ¢ como sigue. De la segunda ecuacion
obtenemos = y — 1 y la sustituimos en la primera ecuacién. Esto da

x=t"—-2t=(—-1P—-2(y—-1)=y>—4y+3

y por tanto la curva representada por las ecuaciones paramétricas dadas es la pardbola
x=y>—4y + 3. [
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FIGURA 3
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FIGURA 4
t=0,m, 2T
0, 1)
0
FIGURA 5

SECCION 10.1 CURVAS DEFINIDAS POR MEDIO DE ECUACIONES PARAMETRICAS 637

En el ejemplo 1 no se restringe el pardmetro ¢, asi que asumimos que ¢ puede ser cual-
quier nimero real. Pero algunas veces restringiremos a ¢ a un intervalo finito. Por ejemplo,
la curva paramétrica

x=t*—2t y=t+1 0<r<4
que se ve en la figura 3 es la parte de la pardbola del ejemplo 1 que empieza en el punto
(0, 1) y termina en el punto (8, 5). La punta de la flecha indica la direccién en que se ha

trazado la curva cuando ¢ se incrementa de 0 a 4.
En general, la curva con ecuaciones paramétricas

x = f(1)

tiene un punto inicial (f(a), g(a)) y un punto terminal (f(b), g(b)).

y = g(1) as<t<b

I FEETIEFY [ Qué curva representan las siguientes ecuaciones paramétricas?

X =cost y = sent O0<t=2mw
SOLUCION Si ubicamos los puntos, parece que la curva es una circunferencia, lo que
podemos confirmar eliminando 7. Observe que

x* + y* = cos’t + sen’t = 1

Asi, el punto (x, y) se mueve sobre la circunferencia x> + y? = 1. Observe que en este
ejemplo, el parametro ¢ puede interpretarse como el dngulo (en radianes) que se ve en la
figura 4. Cuando ¢ se incrementa de 0 a 277, el punto (x, y) = (cos ¢, sen t) se mueve una
vez alrededor de la circunferencia en direccion contraria a las manecillas del reloj a

partir del punto (1, 0). [

FAETI0EN ;Qué curva representan las ecuaciones paramétricas dadas?

X = sen 2t y = cos 2t O0str<2mw

SOLUCION Otra vez tenemos

x>+ y> =sen’2t + cos’2t =1

asi que nuevamente las ecuaciones paramétricas representan la circunferencia unitaria
x? + y? = 1. Pero cuando ¢ se incrementa de 0 a 27, el punto (x, y) = (sen 2¢, cos 2f)
empieza en (0, 1) y se mueve dos veces alrededor de la circunferencia en direccién de
las manecillas del reloj, como se indica en la figura 5. |

Los ejemplos 2 y 3 muestran que diferentes conjuntos de ecuaciones paramétricas
pueden representar la misma curva. Asi, distinguimos entre una curva, coOmo un con-
junto de puntos, y una curva paramétrica, en la que los puntos estan trazados de un
modo particular.

23S Encuentre las ecuaciones paramétricas de la circunferencia con centro en
(h, k) y radio r.

SOLUCION Si tomamos las ecuaciones de la circunferencia unitaria del ejemplo 2 y
multiplicamos las expresiones para x y y por r, obtenemos x = r cos ¢, y = r sen t. Es
posible verificar que estas ecuaciones representan una circunferencia con radio r y centro
en el origen trazado en direccion contraria a las manecillas del reloj. Ahora desplazamos
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FIGURA 6
x=h+rcost,y=k+rsent

(=L 1) y (1,1

FIGURA 7

Module 10.1A proporciona una
animacion de la relacion entre el movimiento a
lo largo de la curva paramétrica x = f(z),

y = ¢g(1) y el movimiento a lo largo de las
gréficas de f'y g como funciones de .
Activando TRIG nos da la familia de curvas
paramétricas

X = a cos bt y = csen dt

Sielegimos a = b = ¢ = d = 1y activamos
animate, veremos cémo las graficas de

X = c0s ¢ty y = sen ¢ se relacionan con la
circunferencia en el ejemplo 2. Si elegimos
a=b=c=1,d=2, veremos las graficas
como en la figura 8. Activando animate o
moviendo 7 a la derecha, podremos ver del
cédigo de color cémo se mueve con la
trayectoria de x = cos re y = sen 2 ¢ que
corresponden al movimiento a lo largo de la
curva paramétrica, llamada figura de
Lissajous.

h unidades en la direccidn x y k unidades en la direccion y, para obtener las ecuaciones
paramétricas de la circunferencia (figura 6) con centro (h, k) y radio r:

x=h+ rcost y=k+ rsent O0st=27w

I FZETINE Trace la curva con ecuaciones paramétricas x = sen £, y = sen’t.

SOLUCION Observe que y = (sen £)2 = x?y por tanto el punto se mueve sobre la
parabola y = x2 Pero también observe que, como —1 < sen ¢ < 1, tenemos

—1 < x =< 1, por lo que las ecuaciones paramétricas representan sélo la parte de
la parabola para la cual —1 < x < 1. Como sen ¢ es periddica, el punto

(x, y) = (sen t, sen?*t) se mueve infinitamente en vaivén a lo largo de la parabola

desde (—1, 1) hasta (1, 1). (Véase figura 7.) [
=
=
I
E
y y
X t
FIGURA 8 x=cost y=sen2t y=sen 2t

I Dispositivos de graficacion

La mayor parte de las calculadoras y los programas de graficacién se pueden usar para
graficar curvas dadas por ecuaciones paramétricas. De hecho, es instructivo observar una
curva paramétrica dibujada con una calculadora, porque los puntos se ubican en orden
conforme se incrementan los valores del parametro correspondiente.
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3 FFETINN] Utilice un dispositivo de graficacién para graficar la curva x = y* — 3y2,

r SOLUCION. Sea t =y el parametro. Entonces tenemos las ecuaciones

x=1t*— 3¢ y=t

Usando estas ecuaciones paramétricas para graficar la curva, obtenemos la figura 9.
Podriamos resolver la ecuacion dada (x = y* — 3y?) para y como cuatro funciones de

3 x y graficarlas individualmente, pero las ecuaciones paramétricas proporcionan un
método mucho mas fécil. [

FIGURA 9
En general, si necesitamos graficar una ecuacién de la forma x = g(y), podemos usar
las ecuaciones paramétricas
x=g@ y=t

Observe también que las curvas con ecuaciones y = f(x) (aquellas con las que se estd
familiarizado; graficas de funciones) también se pueden considerar como curvas con ecua-
ciones paramétricas

x=t y=f@

Los dispositivos de graficacion son particularmente ttiles para trazar curvas complica-
das. Por ejemplo, las curvas que se muestran en las figuras 10, 11 y 12 serian virtualmen-
te imposibles de hacer a mano.

-1.5 1.5

FIGURA 10 FIGURA 11 FIGURA 12
x=sent+%c0s5t+%sen131 x=sent—sen 2.3t x=sent+%sen51+%c0s2.3t

y=cost+%sen5t+%cosl?:t y=cost y=cost+%cos51+%sen2.3t

Uno de los mds importantes usos de las curvas paramétricas es el disefio asistido por
computadora (CAD). En el proyecto de laboratorio después de la seccién 10.2 investiga-
remos curvas paramétricas especiales, llamadas curvas de Bézier, que son ampliamente
utilizadas en manufactura, especialmente en la industria automotriz. Estas curvas también
se emplean en formas especiales de letras y otros simbolos de impresion en ldser.

I La cicloide

En Module 10.1B se muestra una W La curva trazada por un punto P sobre la circunferencia de un circulo
animacion de la manera en que se forma cuando éste rueda a lo largo de una recta se llama cicloide (véase figura 13). Si el circulo
una cicloide a partir del movimiento de un tiene radio r y rueda a lo largo del eje x, y si una posicion de P estd en el origen,

circulo. determine las ecuaciones paramétricas para la cicloide.

N WO N N

FIGURA 13 P
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FIGURA 14

cicloide

FIGURA 15

PRON

P

FIGURA 16
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SOLUCION Elegimos como pardmetro al dngulo de rotacién 6 del circulo ( = 0 cuando
P estd en el origen). Suponga que el circulo ha girado 0 radianes. Debido a que el circulo
ha estado en contacto con la recta, se ve de la figura 14, que la distancia que ha rodado
desde el origen es

|OT| = arc PT = r6

Por tanto, el centro del circulo es C(r#6, r). Sean (x, y) las coordenadas de P. Entonces,
de la figura 14 vemos que

x=|0T| — |PQ| =r6 — rsenf = r(6 — senb)
y=|TC| - |QC|=7r—rcosf=r(l — cosb)

Asi que las ecuaciones paramétricas de la cicloide son
[1] x=r(@—senf) y=r(l —cosh) OHER

Un arco de la cicloide viene de una rotacion del circulo y, por tanto, se describe
mediante 0 < 6 < 27r. Aunque las ecuaciones 1 se obtuvieron de la figura 14, que ilustra
el caso donde 0 < 0 < /2, se puede ver que son vélidas para otros valores de 6
(véase el ejercicio 39).

Aunque es posible eliminar el pardmetro 6 de las ecuaciones 1, la ecuacién cartesiana
resultante en x y y es muy complicada y no es conveniente para trabajar como con las
ecuaciones paramétricas. |

Una de las primeras personas en estudiar la cicloide fue Galileo, quien propuso que los
puentes se construyeran en forma de cicloides, y quien traté de encontrar el drea bajo un
arco de una cicloide. Después esta curva surgié en conexioén con el problema de la bra-
quistécrona: hallar la curva a lo largo de la cual se desliza una particula en el tiempo mas
corto (bajo la influencia de la gravedad) de un punto A a un punto B mas bajo pero no
directamente debajo de A. El matemadtico suizo John Bernoulli, quien planted este proble-
ma en 1696, demostré que entre las curvas posibles que unen A con B, como en la figura
15, la particula tomard el menor tiempo de deslizamiento de A a B si la curva es parte de
un arco invertido de una cicloide.

El fisico holandés Huygens demostr6 que la cicloide es también la solucién al proble-
ma de la tautécrona; es decir, sin importar dénde se coloque una particula P en una
cicloide invertida, le toma el mismo tiempo deslizarse hasta el fondo (véase figura 16).
Huygens propuso que los relojes de péndulo (que €l inventd) oscilaran en arcos cicloidales,
porque en tal caso el péndulo tarda el mismo tiempo en completar una oscilacién si
oscila por un arco amplio o pequefo.

I Familias de curvas paramétricas

m SRR Investigue la familia de curvas con ecuaciones paramétricas

X =a + cost y=atant + sent

(Qué tienen estas curvas en comun? ;Cémo cambia su forma cuando a crece?

SOLUCION Se emplea un dispositivo de graficacion para producir las graficas para los
casosa = —2, —1, —0.5, —=0.2, 0, 0.5, 1 y 2 que se muestran en la figura 17. Observe
que todas estas curvas (excepto el caso a = 0) tienen dos ramas, y ambas se aproximan a
la asintota vertical x = a cuando x se aproxima a a por la izquierda o por la derecha.
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FIGURA 17 Miembros de la familia
x=a+tcost,y=atanf+sent,
graficadas en el rectangulo de vista
[—4, 4] por [—4, 4]
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Cuando a < —1, ambas ramas son suaves, pero cuando a llega a —1, la rama derecha
adquiere un punto agudo llamado ciispide. Para a entre —1 y O la cispide se convierte
en un bucle, que se vuelve mas grande conforme a se aproxima a 0. Cuando a = 0,

ambas ramas se juntan y forman una circunferencia (véase el ejemplo 2). Para a entre
0y 1, la rama izquierda tiene un bucle, el cual se contrae para volverse una ctispide
cuando a = 1. Para a > 1, las ramas se suavizan de nuevo y cuando a crece mds, se
curvan menos. Observe que las curvas con a positiva son reflexiones respecto al eje y
de las curvas correspondientes con a negativa.

Estas curvas se llaman concoides de Nicomedes en honor del erudito de la antigua
Grecia, Nicomedes. Las llamé concoides porque la forma de sus ramas externas se

asemeja a la concha de un caracol o de un mejillén.

m Ejercicios

1-4 Bosqueje la curva ubicando puntos por medio de las ecuaciones

paramétricas. Indique con una flecha la direccién en que se traza la
curva cuando ¢ crece.

Lx=t2+t y=t*—t —-2s<t<2
2 x=¢1, y=t—4t, -3<t<3
3 x=cos’t, y=1—sent, 0<t< 7/2

4. x=e'+t, y=e —1,

5-10

a) Bosqueje la curva usando las ecuaciones paramétricas para
ubicar puntos. Indique con una flecha la direccién en la cual se
traza la curva cuando ¢ aumenta.

b) Elimine el pardmetro para hallar la ecuacién cartesiana de la
curva.

5. x=3—-41, y=2-73t

6.x=1-21, y=5t—1, -2<t<4

Lx=1-0¢ y=t-2 -2<i<2

8 x=t—1, y=£'+1 —-2<t<2

Se requiere calculadora graficadora o computadora

9. x=+1, y=1-1
10. x

I
-
- 0
<

I
-

s

11-18

a) Elimine el pardmetro para hallar una ecuacion cartesiana de la
curva.

b) Bosqueje la curva e indique con una flecha la direccién en que
se traza la curva cuando crece el pardmetro.

M. x=sen3, y=coszf, —w<0<m
12.x=%cost9, y=2senf, 0<60=<m

13. x

sent, y=csct, 0<t<m/2
B x=e -1, y=e
15. x=¢% y=t+1

16. y=+t+1, y=t—1

17. x = senh#, y = cosht

18. x = tan’0, y =-sec, —m/2<0<m/2

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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19-22 Describa el movimiento de una particula con posicién (x, y) 25-27 Use las graficas de x = f(#) y y = g(¢) para bosquejar la curva
cuando ¢ varfa en el intervalo dado. paramétrica x = f(#), y = ¢(#). Indique con flechas la direccién en
que se traza la curva cuando ¢ crece.

19. x=3+2cost, y=1+2sent, w/2<1t<3m/2
25. X

20. x=2sent, y=4+cost, 0<t<3mw/2
2. x=5sent, y=2cost, —mwm=<t=<3>5m

22, x=sent, y=cos’t, —2mw<t<2mw -1

t
—
~

26.
23. Suponga que una curva estd dada por las ecuaciones *

paramétricas x = f(), y = ¢(1), donde el rango de fes [1, 4] 1+
y el rango de g es [2, 3]. ;Qué podemos decir acerca de la
curva?

N
P

24. Relacione las gréficas de las ecuaciones paramétricas x = f(f) y
y = ¢g(¢) en a)-d) con las curvas paramétricas etiquetadas I-IV.
Dé razones para sus elecciones.

a) 1
X y y
24 1+ Z
/\ 1
1 \/1 [ > x

T?

—_t
~

28. Relacione las curvas paramétricas con las curvas etiquetadas
b) I I-VI. D€ razones para sus elecciones. (No utilice dispositivos
de graficacion.)

2 2 27 A x=r"—t+1, y=¢
A /\ A /\ b)yx=1>—21, y=+/t

1t 1t o % c) x =sen?2t, y= sen(t + sen 21)
v \/ \/ \/ \/ Z d) x = cos 5t, y = sen?2t

e) x=1+sendt, y=1t>+ cos3t

sen 2t _cos2t
FREPELER SIS

f) x=

) I

N
/

d) v v \Y% \%t

=
~<
[\S]

<
[
<
<
~
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g 29.
4 30.

Grafique la curva x =y — 2 sen mry.

Grafique las curvas y = x* — 4x y x = y* — 4y, y encuentre
sus puntos de interseccién con una aproximacion de un
decimal.

31. a) Demuestre que las ecuaciones paramétricas

x=x1+(x2—x|)t y=y1+(yz—y1)l
donde 0 < 7 =< 1, describen el segmento de recta que une
los puntos Pi(x1, y1) y Pa(x2, ¥2).

b) Encuentre las ecuaciones paramétricas para representar el
segmento de recta de (—2,7) a (3, —1).

32. Utilice un dispositivo de graficacion y el resultado del ejercicio
31a) para dibujar el tridngulo con vértices A(1, 1), B(4,2)y

C(1,5).

33. Encuentre ecuaciones paramétricas para la trayectoria de
una particula que se mueve a lo largo de la circunferencia
x?+ (y — 1)> = 4 de la manera que se describe.
a) Una vuelta en direccién de las manecillas del reloj,
empezando en (2, 1).
b) Tres vueltas en direccion contraria a las manecillas del reloj,
empezando en (2, 1)
¢) Media vuelta en direccion contraria a las manecillas del
reloj, empezando en (0, 3).
/9 34. a) Encuentre ecuaciones paramétricas para la elipse
x*/a* + y2/b* = 1. [Sugerencia: modifique las ecuaciones
de la circunferencia del ejemplo 2.]
b) Utilice estas ecuaciones paramétricas para graficar la elipse
cuandoa=3yb=1,2,4y8.
¢) (Cémo cambia la forma de la elipse cuando b varia?

{4 35-36 Utilice una calculadora graficadora o computadora para
reproducir el dibujo

3%y 36.

37-38 Compare las curvas representadas por las ecuaciones
paramétricas {Como difieren?

Moa)x=r, y=1r b x=1% y=1r
c)x=e?¥ y=e*

8. a)x=1t, y=1¢" b) x =cost, y= sec’t
c)x=¢e', y=e?*

39. Deduzca las ecuaciones 1 para el caso /2 < 6 < 1r.

40. Sea P un punto a una distancia d del centro de una
circunferencia de radio r. La curva trazada por P cuando el
circulo rueda a lo largo de una linea recta se llama trocoide.
(Piense en el movimiento de un punto sobre el rayo de una
rueda de bicicleta.) La cicloide es el caso especial de una

trocoide con d = r. Utilizando el mismo pardmetro  como

CURVAS DEFINIDAS POR MEDIO DE ECUACIONES PARAMETRICAS

M.

42,

43.
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para la cicloide y, asumiendo que la recta es el eje de las
xy 6 = 0 cuando P es uno de sus puntos minimos, demuestre
que las ecuaciones paramétricas de la trocoide son

x=r60 —dsen6 y=r—dcosf

Trace la trocoide para los casos d < ryd > r.

Si a y b son nimeros fijos, encuentre las ecuaciones
paramétricas para la curva que consiste de todas las posibles
posiciones del punto P en la figura, utilizando el dngulo 6
como pardmetro. Después elimine el pardmetro e identifique
la curva.

Si a y b son nimeros fijos, encuentre las ecuaciones
paramétricas de la curva que consiste de todas las posiciones
posibles del punto P en la figura, usando el dngulo 6

como pardmetro. El segmento de recta AB es tangente a la
circunferencia mas grande.

y

Una curva, llamada bruja de Maria Agnesi, consiste de todas
las posibles posiciones del punto P en la figura. Demuestre
que las ecuaciones paramétricas para esta curva pueden
expresarse como

x =2acot 0 y = 2a sen’6
Trace la curva.
y
y=2a C
N
~
~
~
/[0
A\i P
a+ |
|
|}
i
|
0 |
rI
o X
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44. a) Encuentre las ecuaciones paramétricas para el conjunto de

todos los puntos P como los que se muestran en la figura,
tales que | OP | = | AB |. (Esta curva se llama cisoide
de Diocles en honor al sabio griego Diocles, quien
introdujo la cisoide como un método grafico para construir
el lado de un cubo cuyo volumen es dos veces el de un
cubo dado.)

b) Utilice la descripcion geométrica para dibujar a mano un
bosquejo de la curva. Verifique su trabajo utilizando las
ecuaciones paramétricas para graficar la curva.

y

x=2a

su posicion después de ¢ segundos estd dada por las ecuaciones
paramétricas
x = (vo cos a)t y = (vosen @)t — 2gr>

donde g es la aceleracion debida a la gravedad (9.8 m/s?).

a) Siun arma es disparada con @ = 30°y v, = 500 m/s,
(cudndo caerd la bala al suelo? ;A qué distancia del arma
llegara al suelo? ;Cudl es la altura madxima que alcanzard la
bala?

b) Utilice un dispositivo de graficacién para verificar sus
respuestas al inciso a). Después grafique la trayectoria del
proyectil para otros valores del dngulo « para ver dénde
pegard en el suelo. Resuma sus hallazgos.

¢) Demuestre que la trayectoria es parabdlica eliminando el
pardmetro.

. Investigue la familia de curvas definidas por las ecuaciones

paramétricas x = 1>, y = t3 — ct. {Cémo cambia la forma de
la curva cuando c crece? Ilustre graficando varios miembros
de la familia.

/17 48. Las curvas catastroficas cola de golondrina estan definidas
por las ecuaciones paramétricas x = 2ct — 413,y = —ct* + 3.

M sz s . z . < PR .
45. Suponga que la posicién de una particula en el tiempo ¢ estd Grafique varias de estas curvas. ;Qué caracteristicas tienen en

dada por
x; =3sent yi =2cost O0sr=27w
y la posicién de una segunda particula estd dada por

X, = —3 + cost y»=1+sent O0str=27w
a) Grafique las trayectorias de ambas particulas ;Cudntos
puntos de interseccién hay?
b) ;Algunos de estos puntos de interseccioén son puntos de

comun las curvas? ;Cémo cambian cuando ¢ crece?

. Grafique varios miembros de la familia de curvas con

ecuaciones paramétricas x =t + acost,y =1+ asent,
donde a > 0. ;Cémo cambia la forma de la curva cuando a
crece? ;Para cudles valores de a la curva tiene un bucle?

. Grafique varios miembros de la familia de curvas

Xx =sent + sennt,y = cost + cos nt donde n es un
entero positivo. ;Qué caracteristicas tienen en comdun las

colision? En otras palabras ¢las particulas estdn en el mismo curvas? ;Qué pasa cuando n crece?
lugar al mismo tiempo? Si es asi, encuentre los puntos de
colisién.

c) Describa qué pasa si la trayectoria de la segunda particula
estd dada por

51. Las curvas con ecuaciones x = a sen nt, y = b cos t se llaman
figuras de Lissajous. Investigue como varian estas curvas
cuando varian a, b y n. (Tome n como un entero positivo.)

Y
<]

52. Investigue la familia de curvas definidas por las ecuaciones
paramétricas x = cos 1, y = sen ¢ — sen ct, donde ¢ > 0.
Empiece por hacer ¢ entero positivo y vea qué pasa con
la forma cuando c crece. Después explore algunas de las
posibilidades que ocurren cuando ¢ es una fraccion.

X, =3+ cost y>=1+sent Osr=27w

46. Si un proyectil es disparado con una velocidad inicial de v,
metros por segundo a un angulo « por encima de la horizontal
y se supone que la resistencia del aire es despreciable, entonces

PROYECTO DE LABORATORIO CIRCUNFERENCIAS QUE CORREN ALREDEDOR DE CIRCUNFERENCIAS

En este proyecto investigamos familias de curvas, llamadas hipocicloides y epicicloides, que son
generadas por el movimiento de un punto sobre una circunferencia que rueda dentro o fuera de
Y otra circunferencia.

C 1. Una hipocicloide es una curva trazada por un punto fijo P sobre la circunferencia C de radio b
cuando C rueda sobre el interior de la circunferencia con centro en O y radio a. Demuestre que
si la posicidn inicial de P es (a, 0) y el pardmetro 6 se elige como en la figura, entonces las
ecuaciones paramétricas de la hipocicloide son
— )
0

- b
x=(a—b)cos€+bcos<ab 9) y=(a—b)sen0—bsen<a

ﬁ Se requiere calculadora graficadora o computadora
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Recurra a Module 10.1B para ver como
se forman las hipocicloides y epicicloides por
el movimiento rotatorio de circulos.

2. Utilice un dispositivo de graficacion (o el graficador interactivo en TEC Module 10.1B) para

dibujar las graficas de hipocicloides con a entero positivo y b = 1. ;Cémo afecta la gréfica
el valor de a? Demuestre que si tomamos a = 4, entonces las ecuaciones paramétricas de la
hipocicloide se reducen a

x =4 cos’6 y=4sen’0

Esta curva se llama hipocicloide de cuatro cispides, o un astroide.

3. Ahora intente b = 1y a = n/d, una fraccién donde n y d no tienen factores comunes. Primero

haga n = 1 e intente determinar graficamente el efecto del denominador d sobre la forma de
la grafica. Después haga que n varfe mientras d permanece constante. ;Qué pasa cuando
n=d+1?

4. ;Qué pasa si b = 1y a es irracional? Experimente con un niimero irracional como V2o

e — 2. Tome valores cada vez mds grandes para 6 y especule sobre qué pasaria si se graficara
la hipocicloide para todos los valores reales de 6.

5. Si la circunferencia C rueda en el exterior del circulo fijo, la curva trazada por P se llama

epicicloide. Encuentre las ecuaciones paramétricas para la epicicloide.

6. Investigue las posibles formas para las epicicloides. Use métodos semejantes a los problemas 2-4.

m Calculo con curvas paramétricas

Si pensamos la curva como trazada por el
movimiento de una particula, entonces dy/dt
y dx/dt son las velocidades verticales y
horizontales de la particula y la formula 1 dice
que la pendiente de la recta tangente es la
razén de estas velocidades.

&y
@ Observe que % = dr-

dx d*x
dt*

Una vez que hemos visto como representar ecuaciones paramétricas, aplicaremos los
métodos de célculo a las curvas paramétricas. En particular, resolveremos problemas que
involucran tangentes, dreas, longitudes de arco y dreas de superficies.

I Tangentes

Suponga que f'y g son funciones derivables y queremos encontrar la recta tangente en un
punto sobre la curva donde y también es una funcién derivable de x. Entonces la regla de
la cadena da

dy _dy dr

dt dx dt

Si dx/dt # 0, podemos resolver para dy/dx:

dy
dy E . dx
m EZE si E#O
dt

La ecuacion 1 (que puede usted pensar como si se eliminaran las df) nos posibilita para
encontrar la pendiente dy/dx de la recta tangente a una curva paramétrica, sin tener que
eliminar el pardmetro 7. En [1] se ve que la curva tiene una tangente horizontal cuando
dy/dt = 0 (siempre que dx/dt # 0) y tiene una recta tangente vertical cuando dx/dt = 0
(siempre que dy/dr # 0). Esta informacion es til para trazar curvas paramétricas.

Como sabemos del capitulo 4, también es ttil considerar d?y/dx? Esto lo podemos
encontrar reemplazando y por dy/dx en la ecuacién 1:

A (dy
d*y _d (dy)_ dt \ dx

dx*  dx \dx dx
dt
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FZEINEN Una curva C esté definida por las ecuaciones paramétricas x = 1%,y = ¢* — 3.
a) Demuestre que C tiene dos rectas tangentes en el punto (3, 0) y encuentre sus
ecuaciones.

b) Encuentre el punto sobre C donde la recta tangente es horizontal o vertical.

¢) Determine donde la curva es concava hacia arriba o hacia abajo.

d) Trace la curva.

SOLUCION a) Observe que y = > — 3t = (1> —3) =0Ocuandot= 0ot = +J3.
Por tanto, el punto (3, 0) sobre la curva C viene de dos valores del parametro, t = \/3_ y
t = —4/3. Esto indica que C se cruza a si misma en (3, 0). Puesto que

dy _dy/dt 3t*—3 3 1
dx  dx/dt 2t 2 t

la pendiente de la recta tangente cuando t = *./3 es dy/dx = *6/(2+/3) = =4/3,
por lo que las ecuaciones de las rectas tangentes en (3, 0) son

y=+3(x—3) y y=—v3(x—3)

Y y=3(x—3) b) C tiene una recta tangente horizontal cuando dy/dx = 0; esto es, cuando dy/dt = 0
y dx/dt # 0. Puesto que dy/dt = 3t> — 3, esto sucede cuando t> = 1, es decir, t = *1.
Los puntos correspondientes sobre C son (1, —2) y (1, 2). C tiene una recta tangente
vertical cuando dx/dt = 2t = 0, es decir, t = 0. (Observe que ahi dy/dt # 0.) El punto
correspondiente sobre C es (0, 0).

¢) Para determinar concavidades calculamos segundas derivadas:

d (dy 3 1
2 T\ S+ 2
dy dt\dx) 2 t?) 3+ 1)

dx? dx 2t 4¢3
dt
FIGURA 1 Asi, la curva es céncava hacia arriba cuando ¢ > 0 y céncava hacia abajo cuando ¢ < 0.
d) Utilizando la informacién de los incisos b) y ¢), trazamos C en la figura 1. [ |

V)| EJEMPLO2

a) Encuentre la recta tangente a la cicloide x = (0 — sen 6), y = r(1 — cos 6) en el
punto donde 0 = 77/3 (véase ejemplo 7 de la seccién 10.1).
b) (En qué puntos la recta tangente es horizontal? ;Cudndo es vertical?

SOLUCION
a) La pendiente de la recta tangente es

dy dy/dd  rsenf  senf
dx dx/d0  r(1 — cos 6) 1 —cos

Cuando 0 = 7/3, tenemos

7 senw 7 ﬁ 1 cosTr !
=r\ — — - =r\— - — =r - - = -
* 3 3 3 2 Y 3) 72

dy sen(m/3) V3/2 B
dx 1 —cos(m/3) 1-1 =3




FIGURA 2

Los Iimites de integracion para ¢ se encuentran
como de costumbre con la regla de sustitucion.
Cuandox = a, res a0 B. Cuando x = b, t es
el valor restante.

0 2ar X

FIGURA 3

El resultado del ejemplo 3 dice que el 4rea bajo
un arco de la cicloide es tres veces el area del
circulo que al rodar genera la cicloide (ejemplo
7 de la seccion 10.1). Galileo intuy6 este
resultado pero fue demostrado por el
matematico francés Roberval y el matematico
italiano Torricelli.
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Por tanto, la pendiente de la recta tangente es V3 y su ecuacion es

NG

ﬁx—y=r<i—2>

‘0 2mr dar X

b) La recta tangente es horizontal cuando dy/dx = 0, lo cual ocurre cuando sen § = 0y
1 — cos 0 # 0, es decir, 6 = (2n — 1), con n un entero. El punto correspondiente sobre
la cicloide es ((2n — 1)7rr, 2r).

Cuando 6 = 2nr, tanto dx/df como dy/d6 son cero. De la gréfica, parece que hay
rectas tangentes verticales en esos puntos. Esto es verificable por medio de la regla de
I’Hospital como sigue:

. dy ; sen 6
Iim —= lim ———=

cos 0
o—2nmt dx o—2nmt 1 — cos 0 0—2nmt sen @

Un cdlculo semejante muestra que dy/dx — —o0 cuando 6 — 2n7, asi que finalmente
existen rectas tangentes verticales cuando 6 = 2nmr, esto es, cuando x = 2nmwr. [ |

I Areas

Sabemos que el drea bajo una curvay = F(x) deaabes A= ‘: F(x) dx, donde F(x) = 0.
Si la curva se traza por medio de las ecuaciones paramétricas x = f(f) y y = g(f), a < t < f3,
entonces podemos calcular una férmula para el area utilizando la regla de la sustitucién
para integrales definidas como sigue:

A= L” ydx = fﬁ g(0)f'(1) dr [0 bien fﬁ g(0)f'(1) dt]

m 240 d0ER Encuentre el drea bajo uno de los arcos de la cicloide

x =r(0 — sen 6) y=r(l — cos )

(Véase figura 3.)
SOLUCION Un arco de la cicloide estd dado por 0 < 6 < 27r. Utilizando la regla de
sustitucion con y = r(1 — cos 0) y dx = r(1 — cos 6) df, tenemos

2ar 2
A= L ydx = jo r(1 — cos 0) r(1 — cos 0) d

r? fh(l — cos 0)’dO = r? sz(l — 2cos 0 + cos?0) db
0 0

r f:v[l — 2cos 0+ 1(1 + cos 20)] a6

=30 — 2sen 6 + Lsen 20]2"

= rz(% . 277) = 3712
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FIGURA 4

ECUACIONES PARAMETRICAS Y COORDENADAS POLARES

B Longitud de arco

Ya sabemos cémo encontrar la longitud L de una curva C dada en la forma y = F(x),
a < x < b. La férmula 8.1.3 dice que si F’ es continua, entonces

2] L=Lb\/1+<%>zdx

Suponga que C también se puede describir mediante las ecuaciones paramétricas x = f(r)
yy=g(t), a <t=<f,donde dx/dt = f'(r) > 0. Esto significa que C es recorrida una vez,
de izquierda a derecha, cuando ¢ se incrementa de @ a By f(a) = a, f(8) = b. Al sustituir
la férmula 1 en la férmula 2 y usar la regla de sustitucidn, se obtiene

e[ () e [ ()

Como dx/dt > 0, tenemos

B dx \? dy \?

2 eI - ()

Incluso si C no se puede expresar en la forma y = F(x), la férmula adn es valida pero
se obtiene por aproximaciones poligonales. Dividimos el intervalo de pardmetro [«, 8] en
n subintervalos de igual ancho Az. Si #, 1y, t,. .., t, son los puntos extremo de estos subin-
tervalos, entonces x; = f(#;) y y: = ¢ (;) son las coordenadas de los puntos P;(x;, y;) que estan
sobre Cy el poligono con vértices Py, Pi,..., P, se aproxima a C (véase figura 4).

Como en la seccién 8.1, se define la longitud L de C como el limite de las longitudes
de estos poligonos de aproximacién cuando n — oe:

L= limE |Pl‘71P,"

—o
n i=1

Cuando aplicamos el teorema del valor medio a f sobre el intervalo [#y, #], nos da un
nimero #;* en (-1, t;) tal que

f@) = fltir) = f1(6) (@ — 1)
Si hacemos Ax; = x; — xi-1 y Ay; = y; — yi-1, esta ecuacion se convierte en
Ax; = f(t¥) At

Del mismo modo, cuando aplicamos a g, el teorema del valor medio nos da un nimero
t:** en (t-1, t;) tal que

Ay = g'(tF*) At

Por tanto

[Pt Pi| = V(Ax)? + (Ay)? = VI GHAT + [g'(F) Arf?
= VIS GHP? + [P A

y asi

4] L= tin 3 VIFGIF + [T ar
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La suma en [4] se asemeja a una suma de Riemann para la funcién /[ f'(£)]> + [¢'(t)]? pero
no es exactamente una suma de Riemann porque, en general, #; * 7 f;**. Sin embargo, si
f"y g’ son continuas, se puede demostrar que el limite en [4] es el mismo como si ¢, * y
t;** fueran iguales, es decir

L= ["VIFOP + TgOF @

Asi, con la notacion de Leibniz, se tiene el siguiente resultado, el cual tiene la misma
forma que la férmula 3.

5] Teorema Si una curva C se describe mediante las ecuaciones paramétricas
x=f(0,y=¢g@),a<t=<p,dondef"yg' son continuas sobre [a, 8]y C es recorrida
una sola vez cuando f aumenta desde « hasta 3, entonces la longitud de C es

) ()

Observe que la férmula del teorema 5 es consistente con las férmulas generales L = | ds
y (ds)*> = (dx)* + (dy)* de la secci6n 8.1.

FEETI0NY Si usamos la representacion de la circunferencia unitaria dada en el ejemplo
2 en la seccién 10.1,

X = cost y = sent O0=sr=27
entonces dx/dt = —sen t'y dy/dt = cos t, de modo que el teorema 5 da
2m dx \? dy \? 2 2
— hastdl =7 = \/ﬁ = =
L j:) \/(dt) +<dt> dt L sen’t + cos’t dt L dt =2

como se esperaba. Si, por otro lado, usamos la representacion dada en el ejemplo 3 de la
seccién 10.1,

Xx = sen 2t y = cos 2t O0=st=27

entonces dx/dt = 2 cos 2t, dy/dt = —?2 sen 2t, y la integral del teorema 5 da

2m d.x 2 dy 2 2 27
— 4 2 2 = =
J‘O \/( : > < ’ ) dt = fO \/ cos? 2t 4 sen’ 2t dt fo 2dt 4

[@ Observe que la integral da dos veces la longitud de arco de la circunferencia porque
cuando 7 crece de 0 a 277, el punto (sen 2f, cos 2¢) recorre la circunferencia dos veces.
En general, cuando se encuentra la longitud de una curva C a partir de una representacién
paramétrica, debemos asegurarnos que C sea recorrida una sola vez cuando ¢ crece
de @ a . [ |

u 2130 Encuentre la longitud de un arco de la cicloide x = r(6 — sen 6),
y =r(l — cos 6).

SOLUCION Del ejemplo 3, vemos que un arco se describe por el intervalo del pardmetro
0 <60 < 27. Como

d d
£=r(l — cos 0) y £=rsen0
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El resultado del ejemplo 5 dice que la longitud
de un arco de una cicloide es ocho veces el
radio del circulo generador (véase la figura 5). El
primero en demostrar esto fue Sir Christopher
Wren, quien posteriormente fue el arquitecto de
la catedral de Saint Paul, en Londres.

FIGURA 5

tenemos

T

f:ﬂ Vri(1 — cos ) + r2sen’0 df

= f:ﬁ Jr3(1 — 2 cos 0 + cos2 + sen?6) do

rjzﬁ V2 — cos 6) dO
0

Para evaluar esta integral utilizamos la identidad sen’x = 3(1 — cos 2x) con § = 2x, la
cualda 1 — cos 8 = 2 sen*(#/2). Como 0 < 0 < 27, tenemos 0 < 0/2 < 7 y por tanto
sen(f/2) = 0. Por ende,

V2(1 = cos 0) = /4 sen*(6/2) = 2|sen(6/2)| = 2 sen(6/2)
¥y, por consiguiente L=2r fozn sen(6/2) do = 2r[—2 cos(O/Z)]év —
=2r[2 + 2] = 8r

I Area de una superficie

En la misma forma que para la longitud de arco, se puede adaptar la férmula 8.2.5 para
obtener una férmula para el drea de una superficie. Si la curva dada por las ecuaciones
paramétricas x = f (1), y = ¢(f), « < t < 3, se hace rotar en torno al eje x, donde f', g’ son
continuas y g(f) = 0, entonces el drea de la superficie resultante estd dada por

S N EREE

Las férmulas simbélicas generales S = [ 2wy ds y S = [ 2mx ds (férmulas 8.2.7 y
8.2.8) atin son vdlidas, pero para curvas paramétricas usamos

d 2 2
ds= () 4 (2 @
dt dt

FFEIINN Demuestre que el drea de la superficie de una esfera de radio r es 4772,

SOLUCION La esfera es obtenida al rotar el semicirculo

X =rcost y = rsent Ost=smw

en torno al eje x. Por tanto, de la férmula 6, obtenemos

S = jon 27rsent/(—rsent)? + (rcos 1)? dt

= waov rsent+/r2(sen?t + cos?t) dt = 27Tfowr sent * rdt

= 27 fov sent dt = 2mr*(—cos t)];T = 477? -



m Ejercicios

1-2 Encuentre dy/dx.

1. x = tsent,
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2 x=1/t, y=+te"

y=t+1

3-6 Encuentre la ecuacidn de la recta tangente a la curva en el
punto correspondiente al valor del pardmetro dado.

x=1+4r—1% y=2-1% t=1
b x=t—t"' y=1+1¢; t=1
5. x =tcost, y=tsent; t=a
6. x =send, y=cos’0; 0=m/6

7-8 Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva en el
punto dado por dos métodos: a) sin eliminar el pardmetro y
b) eliminando primero el pardmetro.

1.
8.

x=1+1Int, y=¢>+2; (1,3)

x:1+\/;, y:elg; (256)

9-10 Encuentre la ecuacién de la recta tangente(s) a la curva en el
punto dado. Después grafique la curva y la(s) recta(s) tangente(s).

9.
10.

x=6sent, y=t>+1; (0,0

x=cost+ cos2t, y=sent+ sen2t, (—1,1)

11-16 Encuentre dy/dx y d*y/dx?. ;Para cudles valores de 7 la curva

es concava hacia arriba?

1.
13.

15.
16.

x=t'+1, y=t+1t 12 x=1r+1, y=+t—1t
x=ze', y=te' 14 x=t*+1, y=e¢ —1
x=2sent, y=3cost, 0<t<2mw

x=cos2t, y=cost, 0<t<n

17-20 Encuentre los puntos sobre la curva donde la recta tangente

es horizontal o vertical. Si dispone de un dispositivo de graficacion,

grafique la curva para verificar su trabajo.

17.
18.
19.
20.

x=1 -3t y=t"-3
x=1 -3t y=1t— 3¢
x =cosf, y=cos36

sen 6 — ,cos0
> y=e

X =e

2.

22,

Utilice una grafica para estimar las coordenadas del punto
extremo derecho sobre la curva x =t — 1% y = e'. Después
utilice cdlculo para encontrar las coordenadas exactas.

Use una gréfica para estimar las coordenadas del punto mds
bajo y el de la extrema izquierda sobre la curva x = t* — 2t,
y =1t + t* Después encuentre las coordenadas exactas.

A4 23-24 Grafique la curva en un rectingulo de vista que muestre los
aspectos mds importantes de la curva.

23.
24.

x=t"—-20—-2t} y=£—1t

x=1t"+4— 8% y=2"—1t

25.

I 26.

21.

28.

29.
30.
31.
32.
33.

34.

35.

Demuestre que la curva x = cos ¢, y = sen ¢ cos ¢ tiene dos
rectas tangentes en (0, 0) y encuentre sus ecuaciones. Trace la
curva.

Grafique la curva x = cos t + 2 cos 2, y = sen t + 2 sen 2t
para descubrir dénde se intercepta consigo misma. Después
encuentre ecuaciones para ambas rectas tangentes en ese punto.

a) Encuentre la pendiente de la recta tangente a la trocoide
x=r0 —dsenf,y=r — dcos 6 en términos de 6. (Véase
el ejercicio 40 de la seccién 10.1.)

b) Demuestre que si d < r, entonces el trocoide no tiene una
recta tangente vertical.

a) Encuentre la pendiente de la recta tangente al astroide
X =acos’f, y = asen’6 en t€rminos de 0. (Los astroides
se exploran en el proyecto de laboratorio de la pagina 644.)
b) (En qué puntos la recta tangente es horizontal o vertical?
¢) (En qué puntos la recta tangente tiene pendiente 1 0 —1?

(En qué puntos sobre la curva x = 2¢%, y = 1 + 4t — t* larecta
tangente tiene pendiente 1?

Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
x=3t*+ 1,y =2t +1 que pasen por el punto (4, 3).

Use las ecuaciones paramétricas de una elipse x = a cos 6,
y=bsen 6,0 < 6 < 27 para encontrar el drea que encierra.
Encuentre el drea encerrada por la curva x = P —2ty= ﬁ
y el eje y.

Encuentre el drea encerrada por el eje x y lacurvax =1 + ¢/,
y=t—1.

Encuentre el drea de la region encerrada por el astroide
x =acos’ 6,y = asen® 0. (Los astroides son explorados en el
proyecto de laboratorio de la pagina 644.)

Encuentre el drea bajo un arco del trocoide del ejercicio 40 en
la seccidén 10.1 para el caso d < r.

ﬁ Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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36. Sea R la region encerrada por el bucle de la curva en el
ejemplo 1.
a) Encuentre el drea de %R.
b) Si R gira en torno al eje x, encuentre el volumen del sélido
resultante.
¢) Encuentre el centroide de 9R.

37-40 Plantee una integral que represente la longitud de la curva.
Después utilice su calculadora para encontrar la longitud con una
aproximacion de cuatro decimales.

3. x=t+e’, y=t—e!, 0<t=<2

B x=1'—1 y=t, 1sr<4

39. x=t—2sent, y=1—2cost, 0st=<4nw

8. x=r+ i, y=t—+r, 0<r<1

41-44 Encuentre la longitud exacta de la curva.
N x=1+37 y=4+2 0st<1
2. x=¢"+e', y=5-21, 0<r<3

43. x

tsent, y=tcost, 0sr=<1

44. x =3 cost —cos3t, y=3sent —sen3t, 0<t<=

{4 45-46 Grafique la curva y encuentre su longitud.

45. x =e¢'cost, y=-¢e'sent, 0<t=<

46, x = cost + ln(tan%t), y=sent, w/4<t<23m/4

{4 47. Grafique la curva x = sen ¢ + sen 1.5, y = cos ¢ y encuentre

su longitud con una aproximacion de cuatro decimales.

48. Encuentre la longitud del bucle de la curva x = 3¢ — 3,
y = 3¢

49. Use la regla de Simpson con n = 6 para estimar la longitud de
lacurvax=rt—e,y=t+e,-6<t<6

50. En el ejercicio 43 de la seccién 10.1 se le pidié deducir las
ecuaciones paramétricas x = 2a cot 6, y = 2a sen’6 de la curva
llamada bruja de Marfa Agnesi. Use la regla de Simpson con
n = 4 para estimar la longitud del arco de esta curva dada por
m/4<0<m/2

51-52 Encuentre la distancia recorrida por la particula con posicién
(x, y) cuando ¢ varia en el intervalo dado. Compdrela con la
longitud de la curva.

51. x = sen’t, y=-cos’t, 0<t<3m

52. x =cos’t, y=cost, 0<t<dm

53. Demuestre que la longitud total de la elipse x = a sen 6,
y=bcosfB,a>b>0,es

L=4a fnﬁ/z 1 — e?sen?6 do
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donde e es la excentricidad de la elipse (e = ¢/a, donde
c=+Ja? — b?).

54. Encuentre la longitud total del astroide x = a cos*0,
y = a sen*@, donde a > 0.

SAC| B5. a) Grafique la epitrocoide con ecuaciones

x=11cost — 4cos(11/2)
y=11sent — 4sen(11¢/2)
(Qué intervalo del parametro da la curva completa?

b) Use su SAC para encontrar la longitud aproximada de esta
curva.

SAC| 56. Una curva llamada espiral de Cornu se define por las

ecuaciones paramétricas
x=C(t) = L; cos(mu’/2) du
t
y=5(r) = fﬂ sen(mu*/2) du

donde C'y S son las ecuaciones de Fresnel que se introdujeron
en el capitulo 5.
a) Grafique esta curva. ;Qué pasa cuando t — % y cuando
t—> —0?
b) Encuentre la longitud de la espiral de Cornu desde el origen
al punto con valor de pardmetro 7.

57-60 Plantee una integral que represente el drea de la superficie
obtenida al rotar la curva dada en torno al eje x. Después utilice su
calculadora para encontrar el drea de la superficie con una
aproximacion de cuatro decimales.

5. x =tsent, y=tcost, 0<t<m/2
58. x =sent, y=sen2t, 0<t<m/2

5. x =1 +te!, y=(*+1e', 0<t=<1

60. x=1>—1 y=t+1' 0=str=<1

61-63 Encuentre el drea exacta de la superficie obtenida al rotar la
curva dada en torno al eje x.

6. x=1¢, y=1t% 0<r<1
62 x=3t—1¢, y=3t, 0=sr=<1

63. x =acos’d, y=asen’d, 0<0< m/2

64. Grafique la curva

x =2 cos 6§ — cos 20 y = 2senf — sen 20

Si esta curva rota en torno al eje x, encuentre el drea de la
superficie resultante. (Use la grafica para ayudarse a encontrar
el intervalo correcto para el pardmetro.)

65-66 Encuentre el drea de la superficie generada al rotar la curva
dada en torno al eje y.

65. x =3t%, y=2t, 0<r<S5



66. x=c'—1, y=4e”? 0<r<I

67. Sif' escontinuay f'(f) # 0 para a <t < b, demuestre que
la curva paramétrica x = f(t), y = g(f), a < t < b, puede
expresarse en la forma y = F(x). [Sugerencia: demuestre que
f"existe.]

68. Use la formula 2 para deducir la féormula 7 de la férmula 8.2.5
para el caso en el que la curva puede representarse en la forma
y=FXx),a<x<b.

69. La curvatura en un punto P de una curva estd definida como

d¢
ds

K =

donde ¢ es el dngulo de inclinacion de la recta tangente en P,
como se ve en la figura. Asi, la curvatura es el valor absoluto
de la raz6n de cambio de ¢ con respecto a la longitud de arco.
Esto puede considerarse como una medida de la rapidez de
cambio de la direccién de la curva en Py la estudiaremos con
mucho detalle en el capitulo 13.
a) Para una curva paramétrica x = x(f), y = y(¢), deduzca la
férmula
_ i -5y
donde los puntos indican derivadas con respecto a ¢, de
manera que X = dx/dt. [Sugerencia: use ¢ = tan'(dy/dx)
y la férmula 2 para encontrar d¢p/dt. Después use la regla
de la cadena para encontrar d¢p/ds.]
b) Considerando la curva y = f(x) como la curva paramétrica
x = x,y = f(x), con pardmetro x, demuestre que la férmula
del inciso a) resulta

@]
[1+ (dy/dx)PT"
y
\_ '
¢
0 X
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70. a) Use la férmula del ejercicio 69b) para encontrar la curvatura
de la pardbola y = x?* en el punto (1, 1).
b) (En qué punto esta parabola tiene curvatura maxima?

. Use la férmula del ejercicio 69a) para encontrar la curvatura de
la cicloide x = 6 — sen 6, y = 1 — cos 6 en la parte superior
de uno de los arcos.

72. a) Demuestre que la curvatura de cada punto de la linea recta
esk = 0.
b) Demuestre que la curvatura en cada punto de una
circunferencia de radio res k = 1/r.

73. Una cuerda se enrolla alrededor de un circulo y después se
desenrolla manteniéndose tensa. La curva trazada por el punto
P en el extremo de la cuerda se llama involuta del circulo. Si
el circulo tiene radio r y centro O y la posicién inicial de P es
(r, 0), y si el pardmetro 6 se elige como en la figura, demuestre
que las ecuaciones paramétricas de la involuta son

x = r(cos @ + 6 sen 0) y=r(senf — 0 cosb)

74. Una vaca estd atada a un silo con radio r por una cuerda lo
suficientemente larga para alcanzar el lado opuesto del silo.
Encuentre el drea disponible para el apacentamiento de la vaca.

Las curvas de Bézier se emplean en el disefio auxiliado por computadora y se nombran asi en
honor al matemdtico francés Pierre Bézier (1910-1999), quien trabajé en la industria automotriz.
Una curva de Bézier estd determinada mediante cuatro puntos de control, Po(xo, yo), Pi(x1, y1),
P(x5, ¥2) y P3(x3, ¥3), y se define mediante las ecuaciones paramétricas

x=x(1 — £® + 3x,t(1 — 0)* + 3x2%(1 — £) + xat®

y = yo(l — I)3 aF 3yll(1 — l)z aF 3y212(1 — l) o y31‘3

A .
Se requiere calculadora graficadora o computadora
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donde 0 =< 7 < 1. Observe que cuando ¢t = 0, se tiene (x, y) = (Xo, yo) y cuando # = 1 se tiene
(x, y) = (x3, y3), asi que la curva empieza en P, y termina en Ps.

1. Grafique la curva de Bézier con puntos de control Py(4, 1), P1(28, 48), P»(50, 42) y P5(40, 5).
Enseguida, en la misma pantalla, grafique segmentos de recta P, P, P, P, y P, P;. (El ejercicio
31 en la seccién 10.1 muestra cdmo hacer esto.) Observe que los puntos de control medios P;
y P, no estan sobre la curva; la curva empieza en Py, se dirige hacia P; y P, sin alcanzarlos y
termina en Ps.

2. En la gréfica del problema 1 parece que la recta tangente en P, pasa por P, y la recta tangente
en P; pasa por P,. Demuéstrelo.

3. Intente producir una curva de Bézier con un bucle cambiando el segundo punto de control en
el problema 1.

4. Algunas impresoras ldser usan las curvas de Bézier para representar letras y otros simbolos.
Experimente con puntos de control hasta que encuentre una curva de Bézier que dé una
representacion razonable de la letra C.

5. Se pueden representar formas mas complicadas juntando dos o mds curvas de Bézier. Suponga
que la primera curva de Bézier tiene puntos de control P,, P, P>, Psy la segunda tiene puntos
de control Ps, P4, Ps, Ps. Si se desea unir estos dos trozos de manera suave, entonces las rectas
tangentes en P; deben corresponderse y, por tanto, los puntos P,, P; y P, tienen que estar sobre
esta recta tangente comun. Con este principio, determine los puntos de control para un par de
curvas de Bézier que representen la letra S.

m Coordenadas polares

P(r,0)

eje polar X

FIGURA 1

(=r.0)

FIGURA 2

Un sistema coordenado representa un punto en el plano mediante un par ordenado de
nimeros llamados coordenadas. Por lo general usamos coordenadas cartesianas, que son
las distancias dirigidas desde dos ejes perpendiculares. Aqui se describe un sistema coor-
denado introducido por Newton, llamado sistema coordenado polar, que es mas conve-
niente para muchos propoésitos.

Se elige un punto en el plano que se llama polo (u origen) y se identifica con O. Luego
se dibuja un rayo (semirrecta) que empieza en O llamado eje polar. Usualmente, este
eje se traza horizontalmente a la derecha, y corresponde al eje x positivo en coorde-
nadas cartesianas.

Si P es cualquier otro punto en el plano, sea r la distancia de 0 a P y sea 6 el angulo
(por lo regular medido en radianes) entre el eje polar y la recta OP como en la figura 1.
Entonces el punto P se representa mediante el par ordenado (r, 6) y r, 6 se llaman coorde-
nadas polares de P. Se usa la convencién de que un dngulo es positivo si se mide en el
sentido contrario a las manecillas del reloj desde el eje polar, y negativo si se mide en
el sentido de las manecillas del reloj. Si P = 0, entonces r = 0 y se estd de acuerdo en que
(0, 0) representa el polo para cualquier valor de 6.

Extendemos el significado de las coordenadas polares (r, ) al caso en que r es negativa
estando de acuerdo en que, como en la figura 2, los puntos (—r, 0) y (r, ) estdn sobre
la misma recta que pasa por 0 y a la misma distancia | 7| desde 0, pero en lados opuestos
de 0. Si » > 0, el punto (r, 0) estd en el mismo cuadrante que 6; si r < 0, estd en el cua-
drante sobre el lado opuesto del polo. Observe que (—r, 0) representa el mismo punto que
(r, 0 + ).

FZETINEN Grafique los puntos cuyas coordenadas polares estdn dadas.
a) (1,57/4) b) (2,3m) ) (2,-27/3) d) (=3,37/4)
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FIGURA 4

P(r,0) =P(x,y)

N6

o X X

FIGURA 5
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SOLUCION Los puntos se grafican en la figura 3. En el inciso d) el punto (—3, 37/4) se
localiza a tres unidades del polo en el cuarto cuadrante porque el dngulo 37 /4 estd en el
segundo cuadrante y r = —3 es negativa.

w
3
=

)

(2, 3m)

SIR))
\

En el sistema coordenado cartesiano todo punto tiene sélo una representacion, pero en el
sistema de coordenadas polares cada punto tiene muchas representaciones. Por ejemplo,
el punto (1, 57/4) del ejemplo la) se podria escribir como (1, —37/4) o (1, 137/4) o
(—1, w/4). (Véase la figura 4.)

De hecho, puesto que una vuelta completa en sentido contrario a las manecillas del reloj
estd dada por un dngulo 27, el punto representado por coordenadas polares (r, 6) se repre-
senta también por

(r, 0 + 2nm) y (=r,0+ 2n+ Dm)

donde 7 es cualquier entero.

La conexién entre coordenadas polares y cartesianas se puede ver en la figura 5, en la
cual el polo corresponde al origen y el eje polar coincide con el eje x positivo. Si el punto
P tiene coordenadas cartesianas (x, y) y coordenadas polares (r, ), entonces, de la figura,
se tiene

X y
cos 0 = — sen 0 = —
r r

de modo que

1]

x =rcos 6 y=rsen

Aunque las ecuaciones 1 se dedujeron de la figura 5, que ilustra el caso donde r > 0 y
0 < 6 < /2, estas ecuaciones son vilidas para todos los valores de ry 6. (Véase la defi-
nicién general de sen 6 y cos 6 en el apéndice D.)

Las ecuaciones 1 permiten hallar las coordenadas cartesianas de un punto cuando se
conocen las coordenadas polares. Para determinar » y # cuando se conocen x y y, usamos
las ecuaciones



656 CAPITULO 10 ECUACIONES PARAMETRICAS Y COORDENADAS POLARES

[2] r?=x?+ y? tan 6 = 2
X

que pueden deducirse de las ecuaciones 1 o simplemente leyendo la figura 5.

FEETINFY Convierta el punto (2, 7/3) de coordenadas polares a cartesianas.

SOLUCION Como r =2 y 0 = /3, las ecuaciones 1 dan

0 =2 T_, 1 {
=rcosf =2cos =2+ —=
X 3 >
™ 3
y=rsen0=25en—:2._:\/§
3 2
Por tanto, el punto en coordenadas cartesianas es (1, V3 ) r—

FZETINEN Represente el punto con coordenadas cartesianas (1, — 1) en términos de
coordenadas polares.

SOLUCION Si elegimos r como positiva, entonces la ecuacién 2 da

=Ty =TT =2

tan =2 = —1
x

Como el punto (1, —1) estd en el cuarto cuadrante, podemos elegir § = —7/4 o
6 = 71r/4. Asi, una de las posibles respuestas es (v2, —7/4); otra es (v2, 77/4). mmm

NOTA Las ecuaciones 2 no determinan de manera tinica a 6 cuando se dan x y y, porque
cuando 0 crece en el intervalo 0 < 0 < 27 cada valor de tan 6 ocurre dos veces. Por tanto,
al convertir de coordenadas cartesianas a polares, no es suficiente hallar r y 6 para satisfa-
cer las ecuaciones 2. Como en el ejemplo 3, se debe elegir # de modo que el punto (r, 6)
esté en el cuadrante correcto.

B Curvas polares

La grafica de una ecuacion polar r = f(6), o de manera mds general F(r, §) = 0, consis-
te de todos los puntos P que tienen al menos una representacion polar (r, 6) cuyas coorde-
nadas satisfacen la ecuacion.

* m 3HOEE o Qué curva estd representada por la ecuacion polar r = 27?

SOLUCION La curva consiste de todos los puntos (r, §) con r = 2. Puesto que r representa
la distancia del punto al polo, la curva r = 2 representa la circunferencia con centro O 'y

radio 2. En general, la ecuacién r = a representa una circunferencia con centro O y radio
FIGURA 6 |al. (Véase la figura 6.) ]




=2,1)

FIGURA 7

FIGURA 8
Tabla de valores y
grificade r =2 cos 0

En la figura 9 se muestra una ilustracion
geométrica de que la circunferencia del ejemplo
6 tiene la ecuacion r = 2 cos 6. El angulo
OPQ es un angulo recto (jpor qué?), asf que,
r/2 = cos 6.

FIGURA 9
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FFEEINE Bosqueje la curva polar 6 = 1.

SOLUCION Esta curva consiste de todos los puntos (r, 0) tales que el angulo polar 6 es de
1 radidn. Corresponde a la recta que pasa por O y forma un dngulo de 1 radidn con el eje
polar (véase figura 7). Observe que los puntos (7, 1) sobre la recta con r > 0 estdn en el
primer cuadrante, mientras aquellos con r < 0 estdn en el tercer cuadrante.

a) Trace la curva con ecuacion polar r = 2 cos 6.
b) Encuentre una ecuacion cartesiana para esta curva.

SOLUCION

a) En la figura 8 se encuentran los valores de r para algunos valores convenientes de
0y se grafican los puntos correspondientes (7, ). Después se unen estos puntos para
bosquejar la curva, que aparenta ser una circunferencia. Hemos usado sélo valores de 6
entre 0 y 7, porque si hacemos que 6 se incremente mas alld de 7, obtenemos de nuevo
los mismos puntos.

7] r=2cos 6

/6 V3
/4 ﬂ

/3 1
/2 0
2m/3 -1
3w/4 —/2
5m/6 —4/3
T =2

b) Para convertir la ecuacién dada en una ecuacion cartesiana usamos las ecuaciones
1y2.Dex = rcos 0 tenemos cos § = x/r, de modo que la ecuacién r = 2 cos 6 se
convierte en r = 2x/r, lo cual da

2x=r*=x>+y? o bien x>+ y?—2x=0
Completando cuadrados obtenemos
x—12+y*=1

que es la ecuacién de una circunferencia con centro en (1, 0) y radio 1.




658 CAPITULO 10

P

24

1<

0 s w3 270
2 2

FIGURA 10

r =1+ sen fen coordenadas cartesia-
nas, 0<6<2mw

ECUACIONES PARAMETRICAS Y COORDENADAS POLARES

m 220 FE Bosqueje la curva r = 1 + sen 6.

SOLUCION En lugar de graficar puntos como en el ejemplo 6, bosquejamos primero la
graficade r = 1 + sen 6 en coordenadas cartesianas en la figura 10, desplazando

la curva seno hacia arriba una unidad. Esto nos permite leer de un vistazo los valores
de r que corresponden a valores crecientes de 6. Por ejemplo, se ve que cuando 6 se
incrementa de 6 a 77/2, r (la distancia desde O) se incrementa de 1 a 2, de modo que
se bosqueja la parte correspondiente de la curva polar de la figura 11a). Cuando 6 se
incrementa de 7r/2 a 7, la figura 10 muestra que r decrece de 2 a 1, asi que se bosqueja
la parte siguiente de la curva como en la figura 11b). Cuando 6 se incrementa de 7 a
37 /2, r decrece de 1 a 0, como se muestra en el inciso ¢). Por tltimo, cuando 6 se
incrementa de 37/2 a 27, r se incrementa de 0 a 1 como se muestra en el inciso d).
Si hacemos que 6 se incremente mds alld de 27 o decrezca mas alld de 0, podriamos
simplemente volver a trazar nuestra trayectoria. Uniendo las partes de la curva de la
figura 11a)-d), se bosqueja la curva completa del inciso e). Esta curva se llama
cardioide porque tiene forma de corazon.

0 0 0
o= > . \4\;/ 9= 2 ~——
0= 6=
a) c) d) e)

FIGURA 11 Etapas para bosquejar la cardioide r =1 + sen 6

Module 10.3 ayuda a ver cémo se trazan
las curvas polares por medio de animaciones
similares a las figuras 10-13.

230 EE Bosqueje la curva r = cos 26.

SOLUCION Como en el ejemplo 7, primero se bosqueja r = cos 26, 0 < 6 < 2, en
coordenadas cartesianas en la figura 12. Cuando 6 se incrementa de 0 a 7 /4, se
observa en la figura 12 que r decrece de 1 a 0y, de este modo, se dibuja la porcién
correspondiente a la curva polar de la figura 13 (indicada por @). Cuando 6 se
incrementa de 77 /4 a /2, r va de 0 a —1. Esto significa que la distancia desde O

se incrementa de 0 a 1, pero en lugar de estar en el primer cuadrante esta porcién

de la curva polar (indicada por @) se ubica en el lado opuesto del polo en el tercer
cuadrante. El resto de la curva se traza en forma similar, con flechas y nimeros
indicando el orden en el cual se trazan las porciones. La curva resultante tiene cuatro
bucles y se llama rosa de cuatro hojas.

FIGURA 12
r = cos 20 en coordenadas cartesianas

=7
37 _ 7
=327 0=
=" N @ @/// 4
® \\ /
N s
\ v
} } ; 0= =0
Sm 37 1w 2 7 N =
4 2 4
@/// \\\
® @
// ® \\
FIGURA 13

Rosa de cuatro hojas r = cos 26
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a)
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I Simetria

Cuando se bosquejan curvas polares, a veces es ttil aprovechar la simetria. Las tres reglas
siguientes se explican mediante la figura 14.

a) Si una ecuacion polar permanece sin cambio cuando 6 se reemplaza por —6, la curva
es simétrica respecto al eje polar.

b) Si la ecuacién no cambia cuando r se reemplaza por —r, o cuando 6 se sustituye por
0 + r la curva es simétrica respecto al polo. (Esto significa que la curva permanece
sin cambio si la rotamos 180° respecto al origen.)

¢) Si la ecuacién no cambia cuando 6 se reemplaza por m — 6, la curva es simétrica
respecto a la recta vertical 0 = /2.

(=r.0)

b) )

Las curvas bosquejadas en los ejemplos 6 y 8 son simétricas respecto al eje polar,
porque cos(—60) = cos 6. Las curvas de los ejemplos 7 y 8 son simétricas respecto a
0 = /2 porque sen(m — 6) = sen 0 y cos 2(7 — 6) = cos 26. La rosa de cuatro hojas
también es simétrica respecto al polo. Estas propiedades de simetria se podrian haber
usado para bosquejar las curvas. En el caso del ejemplo 6, sdlo se requiere hacer la grafica
de los puntos para 0 < 0 < 7/2 y después reflejar respecto al eje polar para obtener la
circunferencia completa.

I Tangentes a curvas polares

Para hallar una recta tangente a una curva polar r = f(6), se considera § como un pardme-
tro y escribimos sus ecuaciones paramétricas como

x=rcosf=f(H)cosb y=rsenf = f(0)send

Después, con el método para hallar pendientes de curvas paramétricas (ecuacién 10.2.1) y
la regla del producto, tenemos

dy dr

— —sen 6 + rcos6
5 dv_ 9 _ 49
dx dx dr
—cos O —rsenf

40 do

Las rectas tangentes horizontales se localizan al determinar los puntos donde dy/df = 0
(siempre que dx/df # 0). Del mismo modo, se localizan rectas tangentes verticales en los
puntos donde dx/df = 0 (siempre dy/dd # 0).

Observe que si se estdn buscando rectas tangentes en el polo, entonces » = 0 y la ecua-
cion 3 se simplifica a

d d
%=tan0 si d—;;éo



660 CAPITULO 10 ECUACIONES PARAMETRICAS Y COORDENADAS POLARES

En el ejemplo 8 encontramos que r = cos 26 = 0 cuando 6 = /4 o 37 /4. Esto significa
que las rectas 0 = /4y 6 = 37w /4 (0 y = x y y = —Xx) son rectas tangentes a r = cos 26
en el origen.

a) Para la cardioide » = 1 + sen 6 del ejemplo 7, encuentre la pendiente de la recta
tangente cuando 6 = 77/3.

b) Encuentre los puntos sobre la cardioide donde la recta tangente es horizontal o
vertical.

SOLUCION Al utilizar la ecuacién 3 con r = 1 + sen 6, se tiene

dr
—senf + rcosf

dy _ do ~_cosf senf+ (1 + sen 6)cos 0
dx dr cos B cos — (1 + sen ) sen 6
— cos O — rsenf
do
_cosB(1 +2sen)  cosB (I + 2senb)

1 —2sen’d —senf (1 + sen@)(1 — 2 sen O)

a) La pendiente de la recta tangente en el punto donde § = 7/3 es

dy cos(7/3)(1 + 2 sen(w/3)) 1+ 3)

dx |o—ns3 1+ sen(7/3))(1 — 2 sen(w/3)) B (1 + \/§/2)(1 — \/f)
1+3 1+3 _

- = -1
2+V3)(1-v3) -1-3

b) Observe que
dy 7 37 Tm llx
= 142 = == = = —
. cos 0 ( sen ) =0 cuando 6 2 6 6
d 3 5
ﬁ=(l +sen6)(1 — 2sen ) =0 cuando 0=T7T,%,?7T

Debido a eso, hay rectas tangentes horizontales en los puntos (2, 7/2), (5, 77/6),

(5, 1177/6) y rectas tangentes verticales en (3, 77/6) y (3, 5/6). Cuando 6 = 37/2,
tanto dy/df como dx/de son 0, asi que debemos tener cuidado. Usando la regla de
I’Hospital, tenemos

. dy . 1 +2senf ) cos 6
Ilim - = lim - Iim EE—
0—Gm/2)~ dx 0—-3m/2)- 1 — 2sen @ )\ 6—~G72~ 1 + sen O

1 cos 6 | —sen 6

im = im
3 0—Gm2~ 1 + sen 0 3 6—@7/2~ cos 6O

—
N =
a3
—
B[ =
Ni=

3
—

Por simetria, lim d_y = —
0—Gm/2)* dx
FIGURA 15

Rectas tangentes para r =1+ sen 6 En estos términos hay una recta tangente vertical en el polo (véase figura 15). [
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NOTA En lugar de tener que recordar la ecuacién 3, se podria usar el método empleado
para deducirla. En el caso del ejemplo 9 pudimos escribir

x=rcos®= (1 + sen ) cosd = cos6 + 3 sen 260

y=rsenf= (1 + sen 6) sen & = sen 6 + sen’6
Entonces tenemos

dy _ dy/d® _ cosf+ 2senf cosf _ cosf + sen26
dx dx/do —sen 6+ cos 260 —sen 0 + cos 260

que es equivalente a nuestra expresion previa.

I Graficacion de curvas polares con dispositivos de graficacion

Aunque es ttil poder bosquejar a mano curvas polares simples, necesitamos usar una
calculadora o computadora cuando tenemos ante nosotros una curva tan complicada como
las que se muestran en las figuras 16y 17.

1

FIGURA 16 FIGURA 17
r=sen’2.46) + cos*(2.46) r=sen*1.26) + cos*(60)

Algunos dispositivos de graficacién tienen comandos que permiten graficar de manera
directa curvas polares. Con otras miquinas se requiere convertir primero a ecuaciones
paramétricas. En este caso tomamos la ecuacion polar » = f(6) y escribimos sus ecuacio-
nes paramétricas como

x = rcosf=f(6)cosb y=rsenf = f(0)send

Algunas maquinas requieren que el pardmetro se llame ¢ en vez de 6.

FAETI0ETR Grafique la curva r = sen(86/5).

SOLUCION Suponemos que el dispositivo de graficacién no tiene un comando de
graficacién polar integrado. En este caso necesitamos trabajar con las correspondientes
ecuaciones paramétricas

x = rcosf = sen(86/5) cos 0 y = rsenf = sen(86/5) senf

En cualquier caso, necesitamos determinar el dominio para 6, asi que hacemos la
pregunta: jcudntas rotaciones completas se requieren hasta que la curva comience a
repetirse por si misma? Si la respuesta es n, entonces

5 5 5 = sen——

8(0 + 2nm) <80 16n7r> 86
———=sen| — + 5

y, por tanto, se requiere que 16n7/5 sea un miltiplo par de 7. Esto ocurrird primero
cuando n = 5. En consecuencia, graficaremos la curva completa si se especifica que
0=<60<107.
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Al cambiar de 0 a t, se tienen las ecuaciones

x = sen(8¢/5) cos t y = sen(8¢/5) sen ¢ 0<t=< 107
cuya curva resultante se muestra en la figura 18. Note que esta rosa tiene 16 bucles.
I EEETEZNEER Investigue la familia de curvas polares dada por r = 1 + ¢ sen 6.

({Cémo cambia la forma cuando ¢ cambia? (Estas curvas se llaman limagones, palabra
francesa para los caracoles, debido a la forma de las curvas para ciertos valores de c.)

SOLUCION En la figura 19 se muestran graficas dibujadas por computadora para varios
valores de c. Para ¢ > 1 hay un bucle que se hace pequefio cuando ¢ decrece. Cuando
FIGURA 18 ¢ = 1 el bucle desaparece y la curva se convierte en la cardioide que se bosquejé en el
r = sen(86/5) ejemplo 7. Para c entre 1 y ! la cispide de la cardioide desaparece y se convierte en un
En el ejercicio 53, se le pidi6 demostrar en “hoyuelo”. C}lando ¢ decrece de % a 0, la limagon tiene forma Qe dvalo. Este dvalo §e
forma analitica lo que ya se habia descubiertoa ~ vuelve mds circular cuando ¢ — 0y cuando ¢ = 0 la curva es justo la circunferencia
partir de gréficas como la de la figura 19. conr = 1.

Ol ains

NP

(1N ]
N \

\/

c=0 c=-0.2 c=-0.5 c=-0.8 c=-1
FIGURA 19 Las partes restantes de la figura 19 muestran que cuando ¢ se vuelve negativa, las
Miembros de la familia formas cambian en orden inverso. De hecho, estas curvas son reflexiones respecto al eje
de limagones 7 =1+ c sen ¢ horizontal de las curvas correspondientes con ¢ positiva. [

Las limagones son muy utiles en el estudio del movimiento planetario. En particular, la
trayectoria de Marte vista desde el planeta Tierra ha sido modelada con una limagon de un
bucle, como en los incisos de la figura 19 con |c| > 1.

m Ejercicios

1-2 Grafique los puntos cuyas coordenadas polares estdn dadas.
Después encuentre otros dos pares de coordenadas polares de este
punto, uno con r > 0 y uno con r < 0.

1. 2) (2, 7/3) b) (1, =37/4) ¢ (=1, 7/2)
2.a) (1,77/4)  b) (=3, 7/6) o (1,-1)

4. a) (—2,57/4) b) (1,57/2)  c¢) (2, —77/6)

5-6 Se dan las coordenadas cartesianas de un punto.

i) Encuentre las coordenadas polares (7, ) del punto, donde
r>0y0<6<2m.

ii) Determine las coordenadas polares (r, ) del punto, donde
r<0y0=<0<2m.

3-4 Grafique el punto cuyas coordenadas polares estan dadas.
Luego, determine las coordenadas cartesianas del punto. 5. a) (2,-2) b) (—-1,3)

3. 2) (1, b) (2, —27/3) ¢) (=2,3m/4) 6. 2) (343,3) b (1. -2)

ﬁ Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



7-12 Bosqueje la regién en el plano que consiste de todos los
puntos cuyas coordenadas polares satisfacen las condiciones

dadas
1 r=1
8.0=<r<2, w<0O<37/2
9. r=0, w/4<60<37w/4

0. 1<r<3, w/6<6<5m/6

M 2<r<3, 57/3<60<7uw/3

12.r=1, m<0<27w

13. Encuentre la distancia entre los puntos con coordenadas polares
2, 7/3)y 4, 2m/3).

14. Encuentre una férmula para la distancia entre los puntos con
coordenadas polares (ry, 0,) y (72, 0>).

15-20 Identifique la curva encontrando una ecuacién cartesiana para
la curva.

15. 12=5 16. r =4 sec
17. r = 2cos 6 18. 0= m/3
19. r’cos 260 =1 20. r = tan 6 sec O

21-26 Encuentre una ecuacion polar para la curva representada por
las ecuaciones cartesianas dadas.

2. y=2 22. y=x
23. y=1+ 3x 24. 4y =x
25. x? + y* = 2cx 26. xy =4

27-28 Para cada una de las curvas descritas, decida con qué
ecuacion se expresaria mds ficilmente, con una polar o una
cartesiana. Después escriba una ecuacion para la curva.

2]. a) Una recta que pasa por el origen que forma un dngulo de
ar/6 con el eje x positivo.
b) Una recta vertical que pasa por el punto (3, 3).

28. a) Una circunferencia con radio 5 y centro (2, 3).

b)Una circunferencia centrada en el origen con radio 4.

29-46 Bosqueje la curva con la ecuacion polar dada, graficando
primero » como una funcién de 6 en coordenadas cartesianas.

29. r = —2senf 30. r=1 —cos@

31. r =2(1 + cos 0) 32. r=1+2cos0

3B.r=6,0=0 3. r=In0, 6=1
35. r=4sen36 36. r = cos 56
37. r=2cos40 38. r =3 cos 60
39.r=1—-2sen6 40. r =2 + senf

M. r> = 9sen 26
43.

r=2 4+ sen 30
45. r =1+ 2 cos 26
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42. r*=cos40
4. r20=1
46. r =3 + 4 cos b

47-48 La figura muestra una grafica de » como una funcién de 6
en coordenadas cartesianas. Utilicela para bosquejar la
correspondiente curva polar.

47.

o ey 2

49

50.

51.

52,
53.

54.

Demuestre que la curva polar r = 4 + 2 sec 6 (llamada
concoide) tiene la recta x = 2 como asintota vertical
demostrando que lim,_.-. x = 2. Utilice este hecho para
ayudarse a dibujar la concoide.

Demuestre que la curva r = 2 — csc 0 (también una concoide)
tiene la recta y = —1 como una asintota horizontal
demostrando que lim, ... y = —1. Utilice este hecho para
ayudarse a trazar la concoide.

Demuestre que la curva = sen 6 tan 6 (llamada cisoide de
Diocles) tiene la recta x = 1 como una asintota vertical. Demuestre
también que toda la curva estd dentro de la banda vertical 0 < x < 1.
Utilice estos hechos para ayudarse a trazar la cisoide.

Bosqueje la curva (x* + y?)* = 4x?y>

a) En el ejemplo 11, la grifica sugiere que la limacon
r =1+ c sen 6 tiene un bucle interior cuando |c| > 1.
Demuestre que esto es cierto y encuentre los valores de
0 que corresponden a este bucle interior.

b) En la figura 19 parece que la limacon pierde su hoyuelo
cuando ¢ = 3. Demuéstrelo.

Relacione las ecuaciones polares con las grificas [-VI. Dé
razones para sus elecciones. (No utilice dispositivos de
graficacion.)

ayr=4+60, 0<6<Il6mw
c) r = cos(6/3) d) r=1+4 2cos6
e) r=2 + sen 30 f)y r=1+ 2sen 30
I I il

b) r=0%* 0<6<I16m
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55-60 Encuentre la pendiente de la recta tangente para la curva 74. Utilice una gréfica para estimar la coordenada y de los puntos
polar dada en el punto especificado por el valor de 6. superiores sobre la curva r = sen 26. Después utilice su
55. r =2 senf, 0= /6 5. r =2 —senf, 0= /3 calculadora para encontrar el valor exacto.

A 5. Investigue la familia de curvas con ecuaciones polares
r =1+ ccos 0, donde ¢ es un nimero real. ;Cémo cambia

59. r = cos 20, 0= m/4 60. r =1+ 2cosf, 6= /3 la forma de la curva cuando ¢ cambia?

{4 76. Investigue la familia de curvas polares

57. r

/6, 6= 58. r = cos(6/3), 0=

61-64 Encuentre los puntos sobre la curva dada donde la recta r=1+ cos"0
tangente es horizontal o vertical. donde 7 es un entero positivo. ;Cémo cambia la forma de la
61. r =3cos6 62. r=1 — senf curva cuando n crece? ;Qué pasa cuando n es muy grande?

Explique la forma para n muy grande considerando la grafica

— — ,0
63. =1+ cosf 8. r=e de r como una funcién de 6 en coordenadas cartesianas.
77. Sea P un nimero cualquiera (excepto el origen) sobre la curva

65. Demuestre que la ecuacioén polar » = a sen 6 + b cos 6, donde r = f(6). Si ¢ es el dngulo entre la recta tangente en Py la

ab # 0, representa una circunferencia y encuentre su centro y recta radial OP, demuestre que

radio.

-

66. Demuestre que las curvas r = a sen 8 y r = a cos 6 se cortan tan iy = dr/dé

en dngulos rectos.
[Sugerencia: Observe que ¢y = ¢ — 6 en la figura.]

67-72 Utilice un dispositivo de graficacion para trazar la curva
polar. Elija el intervalo para el pardmetro para asegurarse que se
trace toda la curva.

67. r =1+ 2sen(0/2) (nefroide de Freeth)

68. r = /1 — 0.8sen?0 (hipopede)

69. r = ¢*"" — 2 cos(46) (curva mariposa)

70. r = |tan @ |I*°l (curva valentina) N o
78. a) Utilice el ejercicio 77 para demostrar que el dngulo entre la

M. r=1+cos’™f (curva PacMan) recta tangente y la recta radial es ¢ = /4 en todo punto

72. r = sen(46) + cos(46) sobre la curva r = e".
A b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente en
los puntos donde 6 = 0y /2.

/9 73. {Cémo se relacionan las grificas de r = 1 + sen(d — 7/6) y c) Demuestre que cualquier curva polar r = f(#) con la
r=1+ sen(f — 7/3) con la grificade r = 1 + sen 6? En propiedad de que el dngulo ¢ entre la recta radial y la recta
general, ;como se relaciona la grafica de r = f(0 — a) con la tangente es una constante que debe tener la forma r = Ce®,
grifica de r = f(0)? donde Cy k son constantes.

|
PROYECTO DE LABORATORIO FAMILIAS DE CURVAS POLARES

En este proyecto descubrird lo interesante y bello que pueden ser las formas de las familias de
curvas polares. También verd como cambia la forma de las curvas cuando varian las constantes.

1. a) Investigue la familia de curvas definida por las ecuaciones polares r = sen nf, donde n es
un entero positivo. ;Como se relaciona n con el nimero de bucles?
b) ¢Qué pasa si la ecuacion del inciso a) se reemplaza por r = |sen nf|?

2. Una familia de curvas estd dada por las ecuaciones r = 1 + ¢ sen nf), donde ¢ es un nimero
real y n es un entero positivo. ;Cémo cambia la forma de la grafica cuando n crece? ;Como
cambia cuando ¢ cambia? Ilustre graficando suficientes miembros de la familia para apoyar sus
conclusiones.

ﬁ Se requiere calculadora graficadora o computadora
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3. Una familia de curvas tiene las ecuaciones polares

1l —acosb

P el 1=~ 4
1 + acosf

Investigue como cambian las gréficas cuando el nimero a cambia. En particular, debe usted
identificar la transicion de los valores de a para los cuales la forma bésica de la curva cambia.

4. El astronomo Giovanni Cassini (1625-1712) estudi6 la familia de curvas con ecuaciones
polares

r* — 2¢%r’cos 20 + ¢t —a* =0

donde a y ¢ son nimeros reales positivos. Estas curvas se 1laman évalos de Cassini aunque
tienen la forma de 6valo sélo para ciertos valores de a y c¢. (Cassini pensé que estas curvas
podian representar orbitas planetarias mejor que las elipses de Kepler.) Investigue la variedad
de formas que estas curvas pueden tener. En particular, ;cémo se relacionan a y ¢ con cada una
cuando la curva se divide en dos partes?

m Areas y longitudes en coordenadas polares

/2

FIGURA 1

FIGURA 3

En esta seccién desarrollamos la férmula para el area de una region cuya frontera esta dada
por una ecuacién polar. Necesitamos utilizar la férmula para el drea de un sector de un
circulo:

m A=1r

donde, como se ve en la figura 1, r es el radio y 6 es la medida en radianes del dngulo
central. La féormula 1 se sigue del hecho de que el area de un sector es proporcional a su
dngulo central: A = (0/2m)mr> = 3r°6. (Véase también el ejercicio 35 de la seccién 7.3.)

Sea R la region, ilustrada en la figura 2, acotada por la curva polar r = f(0) y por los
rayos § = a'y 0 = b, donde f es una funcién positiva continua y donde 0 < b — a < 2.
Dividimos el intervalo [a, b] en subintervalos con puntos extremos 6y, 0, 0,,..., 0, € igual
ancho A6. Entonces los rayos 6 = 6, dividen a R en n pequenas regiones con dngulo cen-
tral A = 6, — 0,-,. Si elegimos 0;* en el i-ésimo subintervalo [0;-,, 6; ], entonces el drea
AA; de la i-ésima region estd aproximada por el drea del sector de un circulo con dngulo
central A y radio f(0;*). (Véase la figura 3.)

Asi, de la férmula 1 tenemos

AA; =~ 5[ F(67)] Af

y por tanto una aproximacién al drea A de R es

7] A= é%[f(a-*)]m

En la figura 3 parece que la aproximacion en |2/ mejora cuando n — . Pero las sumas en
son sumas de Riemann para la funcién g(68) = 5[ £(8)]%, de modo que

tim 3 3004 20 = [ H7(0))do

—0o
n i=1
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FIGURA 4

FIGURA 5

r=1+sen@

ECUACIONES PARAMETRICAS Y COORDENADAS POLARES

Por tanto parece plausible (y de hecho puede demostrarse) que la férmula para el drea
A de la regi6n polar de la regién R es

3] A= ["ilf(0)1a0

Usualmente, la férmula 3 se escribe como

[a] A=("irao

con el entendido de que r = f(6). Observe la semejanza entre las férmulas 1 y 4.
Cuando aplicamos la férmula 3 o 4 es 1til pensar que el area es barrida por un rayo que
rota alrededor de O empezando con un dngulo a y terminando en un dngulo b.

m 22 Z0EE Encuentre el drea encerrada por un bucle de cuatro pétalos » = cos 26.

SOLUCION La curva r = cos 26 se bosquejé en el ejemplo 8 de la seccién 10.3. Observe
de la figura 4 que la region encerrada por el bucle de la derecha es barrido por un rayo
que rota de § = —r/4 a § = /4. Por tanto, la férmula 4 da

A= f”“ %rdeZ%fﬁ/44005226d9=f;/4005229d0

—m/4 —ar/

A= 1T/4%(1 + cos 40) df = %[0 + 1 sen 40]3/4= % |

0

m 240 {0PE Encuentre el drea de la region que estd dentro de la circunferencia
r = 3 sen 0 y fuera del cardioide r = 1 + sen 6.

SOLUCION El cardioide (véase ejemplo 7 en la seccién 10.3) y la circunferencia estdn
trazadas en la figura 5 y la regién deseada estd sombreada. Los valores de a y b en la
férmula 4 se determinan encontrando los puntos de interseccion de las dos curvas.

La interseccién de éstas se da cuando 3 sen # = 1 + sen 6, lo que da senf = 3, asi que
0 = 1/6, 51 /6. El drea deseada puede encontrarse restando el drea dentro del cardioide
entre 0 = /6y 0 = 571/6 del drea dentro de la circunferencia de 7/6 a 57 /6. Asi

S,

_ 1 (56 2 g 157/ )
A sz/s (3 sen 6)>d6 va/s (1 + sen)*do

Como la regién es simétrica respecto al eje vertical 6 = /2, podemos escribir

A= 2[; j;/:9sen20d0 - %f;/: (1 + 2senf + sen6) df)]

= jﬂ//: (8 sen’0 — 1 — 2 senf) db

/2
= / (3 — 4cos260 — 2 sen 0) do [dcbido aquesen’d = 3(1 — cos 29)]
/6

=39—2sen20+20050]://26=77 |
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En el ejemplo 2 se ilustra el procedimiento para hallar el drea de la regién acotada
por dos curvas polares. En general, sea R una regién, como la que se ilustra en la
figura 6, que estd acotada por curvas con ecuaciones polares r = f(0), r = g(0), 0 = a
y 0 = b, donde f(#) = g(0) =0y 0 < b — a < 2. El drea A de R se encuentra res-
tando el drea bajo r = g(0) del drea bajo r = f(6), de modo que utilizando la férmula
3 se tiene

FIGURA 6

A= ["ilr@Prdo — ["ilg0)1do
= [ (LrOF ~ 90 do

@ PRECAUCION El hecho de que un solo punto tenga muchas representaciones en coor-
denadas polares, dificulta a veces hallar todos los puntos de interseccién de dos curvas
polares. Por ejemplo, es obvio de la figura 5 que la circunferencia y la cardioide tienen
tres puntos de interseccion; sin embargo, en el ejemplo 2 se resolvieron las ecuaciones
r=3senfyr =1+ sen 6y se hallaron sélo dos puntos (3, 7/6) y (3,57/6). El
origen también es un punto de interseccién, pero no se puede determinar resolviendo
las ecuaciones de las curvas porque el origen no tiene representacion Unica en coorde-
nadas polares que satisfaga ambas ecuaciones. Observe que, cuando se representa como
(0, 0) o (0, ), el origen satisface r = 3 sen 6 y, por tanto, estd dentro de la circun-
ferencia; cuando se representa como (0, 37/2), satisface » = 1 + sen 0 y, por consi-
guiente, estd sobre la cardioide. Considere dos puntos que se mueven a lo largo de las
curvas cuando el valor de pardmetro 6 se incrementa de 0 a 2. Sobre una curva el
origen se alcanza en # = 0y § = 1r; sobre la otra curva se alcanza en 6 = 37 /2. Los
puntos no chocan en el origen porque llegan en diferentes tiempos, aunque allf se cortan
las curvas.

Asi, para hallar fodos los puntos de interseccién de dos curvas polares, se recomienda
dibujar las gréficas de ambas curvas. Es especialmente conveniente usar una calculadora o
computadora como medio auxiliar para esta tarea.

~
|
[ —
—
0=
—
[y
- ~—
a3

. .z 1
) FZETINEN Encuentre los puntos de interseccién de la curvas r = cos 20 y r = 3.

SOLUCION  Si resolvemos las ecuaciones r = cos 20 yr= %, obtenemos cos 20 = %y,

por tanto, 20 = /3, 57 /3, 7w /3, 1147 /3. Asi, los valores de 6 entre 0 y 277 que

satisfacen ambas ecuaciones son 0 = /6, 57 /6, 77 /6, 117 /6. Hemos encontrado

cuatro puntos de interseccion: (3, 7/6), (3, 57/6), (3, 77/6) y (3, 117/6).

r=cos 20 Sin embargo, podemos ver de la figura 7 que las curvas tienen otros cuatro puntos de
interseccion: (3, 7/3), (3,27/3), (5,4m/3) y (3.5m/3). Estos puntos pueden encontrarse
utilizando la simetrfa o advirtiendo que la otra ecuacioén de la circunferencia es r = —3 y

FIGURA 7 después resolviendo las ecuaciones r = cos 20 y r = —%.

I Longitud de arco

Para determinar la longitud de una curva polar r = f(0), a < 6 < b, consideramos 6 como
un pardmetro y escribimos las ecuaciones paramétricas de la curva como

x =rcosf = f(6)cosb y=rsenf = f(6)sen 0
Usando la regla del producto y derivando con respecto a 6 obtenemos

dx dr 0 0 dy r 0+ 0
—— = —— COS - sen — = —— S€én COS
do  dp VT do  do °° reo
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asi, utilizando cos?6 + sen?6 = 1, tenemos

dx \? dy \? dr \? d
<£> + <£> = (d_;> cos?f — Zrd—; cos 0 sen O + r*sen’d

dr \? d
+ <d_;) sen’f + 2r d—; sen 6 cos 6 + r? cos’6

dr \? )
=\|— +r
do

Suponiendo que f” es continua, podemos utilizar el teorema 10.2.5 para expresar la longi-

tud de arco como

T G -

Por tanto, la longitud de una curva con ecuacién polar r = f(0), a < 0 < b, es

(" e (4
@ LL r+<d0>d0

m 220 EE Encuentre la longitud de la cardioide r = 1 + sen 6.

SOLUCION La cardioide se muestra en la figura 8. (La trazamos en el ejemplo 7 de la

que la férmula 5 da

2
0 _ 2 5 ﬂ _ 2m 3 3
L L AP+ <d0> de JO V(1 + sen §)? + cos?6 df

21
FIGURA 8 = jo V2 T 2sen 0 do

r=1+sen 6

Podriamos haber evaluado esta integral multiplicando y dividiendo el integrando por
v/2 — 2 senf, o podriamos utilizar la computadora. En cualquier caso, encontramos
que la longitud de la cardioide es L = 8.

Ejercicios

seccion 10.3.) Su longitud total estd dada por el intervalo del pardmetro 0 < 6 < 21, asi

1-4 Encuentre el drea de la regién acotada por las curvas dadas y 5-8 Encuentre el drea de la region sombreada

que estdn en el sector especificado.
5. 6.

Lr=e¢ m/2<60<m /‘)

2. r=cosf, 0<O=<m/6

3. r2=09sen20, r=0, 0 <6< /2

4 r=tanh, w6<0<m/3
r=1/0 r=1+cos 6

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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1. 8. 35. Encuentre el drea dentro del bucle mds grande y fuera del bucle
més pequefio de la limagon r = § + cos 6.

36. Encuentre el drea entre el bucle mds grande y el bucle mas
pequeiio encerrado de la curva r = 1 + 2 cos 30

37-42 Encuentre todos los puntos de interseccion de las curvas
dadas.

7. r=1+ 0. = 0
r— 4+ 3sen 0 »— sen 20 31. r sen, r = 3sen

38. r=1—cosf, r=1+ senf

39. r=2sen26, r =1
9-12 Trace la curva y encuentre el drea que encierra.

9. r=2sen6 10. r=1 —sen 6

40. r

cos 30, r = sen 360

M. r=sen6, r=sen226
M. r=3+ 2cosf 12. r=4 + 3sen 6

42. r*=sen26, r>=cos?26

13-16 Grafique la curva y encuentre el drea que encierra.

43. Los puntos de interseccion de la cardioide » = 1 + sen 0 y
13. r =2 + sen 46 14. r =3 — 2cos 46

el bucle en espiral r = 26, —7/2 < 6 < /2, no se pueden
15. r = /T + cos2(560) 16. =1+ 5sen 60 encontrar exactamente. Utilice un dispositivo de graficacion
para aproximar los valores de 6 en los que se intersecan.
Después use estos valores para estimar el drea que estd dentro
de ambas curvas.

17-21 Encuentre el area de la region encerrada por uno de los

bucles de la curva. 44. Cuando se graban programas en vivo, es frecuente que los

17. 7 = 4 cos 30 18. 72 = sen 26 ingenieros de sonido utilicen un micréfono con un fonocaptor
en forma de cardioide porque suprime ruido de la audiencia.

19. r = sen 46 20. r = 2sen 50 Suponga que el micréfono se coloca a 4 m del frente del

escenario (como en la figura) y la frontera de la region de
captacién Optima estd dada por la cardioide » = 8 + 8 sen 0,
donde r se mide en metros y el micréfono estd en el polo. Los
musicos quieren conocer el drea que tendrédn en el escenario
dentro del campo 6ptimo de captacién del micr6fono. Conteste
esta pregunta.

21. r =1 + 2 sen 0 (bucle interno)

22. Encuentre el drea encerrada por el bucle de la astrofoide
r=2cos f — secf.

23-28 Encuentre el area de la regién que esta dentro de la primera

curva y fuera de la segunda curva. escenario
23. r=2cosf, r=1 28, r=1—senf, r=1
12m
25 r>=8cos20, r=2 l
2. r=2+sen6, r=23senb \—K/‘/
2]. r=3cosf, r=1+ cosb micréfono
audiencia

28. r=3senf, r=2 —senf

45-48 Encuentre la longitud exacta de la curva polar.

29-34 Encuentre el drea de la region que estd dentro de ambas 5. r=2cosh, O0<b=<m

curvas. 46. r=5 0<6<2mw
29. r=ﬁcos(9, r=senf 4. r=0>, 0<0<27
30. r=1+cosh, r=1—cosb 48. r = 2(1 + cos )

31. r=sen26, r = cos?20

2. r=3+2 =3+ 2senf . .
! cosf, r sen 49-50 Encuentre la longitud exacta de la curva. Utilice una grafica

33. r*=sen26, r’=cos26 para determinar el intervalo del pardmetro.

34. r=asenf, r=bcosh, a>0,b>0 49. r = cos*(6/4) 50. r = cos*(6/2)
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51-54 Utilice una calculadora para encontrar la longitud de la curva
con una aproximacion de cuatro decimales. Si es necesario,
grafique la curva para determinar el intervalo del pardmetro.

ECUACIONES PARAMETRICAS Y COORDENADAS POLARES

(donde f" es continuay 0 < a < b < ) en torno al eje
polar es

51. Un bucle de la curva r = cos 26
52. r=tanf, w/6<6< m/3
53. r = sen (6 sen0)

sen (0/4)

54. r

d 2
S = fb277-rsen0 Nk <d;> de

b) Utilice la férmula del inciso a) para encontrar el drea de la
superficie generada al rotar la lemniscata > = cos 26 en
torno al eje polar.

55. a) Utilice la féormula 10.2.6 para demostrar que el area de la
superficie generada al rotar la curva polar

r =) a

m Secciones conicas

56. a) Encuentre una férmula para el drea de la superficie generada
al rotar la curva polar r = f(0), a < 0 < b (donde f' es
continuay 0 < a < b < 77), en torno a la recta 6 = /2.

b) Encuentre el drea de la superficie generada al hacer rotar la
lemniscata r*> = cos 20 en torno a la recta = /2.

FIGURA 1
Conicas

parabola

7

|

f
A N
vértice | directriz

FIGURA 2

En esta seccién daremos definiciones geométricas de las pardbolas, elipses e hipérbolas, y
deduciremos sus ecuaciones estdndar. Se llaman secciones conicas, o conicas, porque
resultan de cortar un cono con un plano, como se muestra en la figura 1.

parabola hipérbola

I Parabolas

Una pardbola es el conjunto de puntos en el plano que equidistan de un punto fijo F
(llamado foco) y una recta fija (llamada directriz). Esta definicidn se ilustra en la figura 2.
Observe que el punto a la mitad entre el foco y la directriz estd sobre la pardbola y se
llama vértice. La recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco se llama eje de
la pardbola.

En el siglo xvI Galileo demostré que la trayectoria de un proyectil disparado al aire
con un angulo respecto al suelo, es una pardbola. Desde entonces, las formas parabdlicas
se han usado en el disefio de los faros de automdviles, telescopios reflectores y puentes
suspendidos. (Véase en el problema 20 de la pagina 271 para la propiedad de reflexion de
pardbolas que las hace tan ttiles.)

Se obtiene una ecuacién particularmente simple para una parabola si se coloca su vér-
tice en el origen y su directriz paralela al eje x como en la figura 3. Si el foco estd en el
punto (0, p), entonces la directriz tiene la ecuaciéon y = —p. Si P(x, y) es cualquier punto
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sobre la pardbola, entonces la distancia de P al foco es

|PF| = i 5 G =

y la distancia de P a la directriz es | y + p |. (La figura 3 ilustra el caso donde p > 0.) La
propiedad que define a una pardbola es que estas distancias son iguales:

Va4 (y—p? =y +p]
Una ecuacion equivalente se obtiene elevando al cuadrado y simplificando:
X+ (y-pP=ly+tpP=0+py
x?+y* =2y +p’ =y’ +2py + p?
x> = 4py

E] La ecuacidn de la pardbola con foco (0, p) y directriz y = —p es

x? = dpy

Si escribimos a = 1/(4p), entonces la ecuacién estdndar de una pardbola[1] se convier-
te en y = ax?. Abre hacia arriba si p > 0y hacia abajo si p < 0 [véase figura 4, incisos a)
y b)]. La grifica es simétrica con respecto al eje y porque [ 1] permanece sin cambio cuan-
do x se sustituye por —x.

Si intercambiamos x y y en [1], obtenemos

y=-r

a) x’=4py,p>0

FIGURA 4

FIGURA 5

b) x*=4py, p<0 c)y*=4px,p>0 d) y*=4px, p<0

@ y? = 4px

que es una ecuacién de la pardbola con foco en (p, 0) y directriz x = —p. (Intercambiar
Xy y equivale a reflejar respecto a la recta y = x.) La pardbola abre hacia la derecha si
p > 0y hacia la izquierda si p < 0 [véase figura 4, incisos ¢) y d)]. En ambos casos, la
gréfica es simétrica respecto al eje x, que es el eje de la pardbola.

FZEZNEN Encuentre el foco y la directriz de la pardbola y* + 10x = 0 y bosqueje la
gréfica.

SOLUCION Si se escribe la ecuacién como y> = —10x y se compara con la ecuacién 2, se
ve que 4p = —10, de modo que p = —3. Asi, el foco es (p, 0) = (=2, 0) y la directriz
es x = 3. El bosquejo se muestra en la figura 5. [
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(—¢, 0) 0 c
(0, =b)
FIGURA 8
2 2
% + % =1, a=b

I Elipses

Una elipse es el conjunto de puntos en un plano cuya suma de sus distancias a dos puntos
fijos F; y F> es una constante (véase figura 6). Estos dos puntos fijos se llaman focos (plu-
ral del lugar geométrico foco). Una de las leyes de Kepler es que las 6rbitas de los planetas
en el sistema solar son elipses con el Sol en un foco.

y
P P(x, y)

S SN

Fi=c,0) O Fye0 /

FIGURA 6 FIGURA 7

Con el fin de obtener la ecuacién mds simple para una elipse, colocamos los focos en
el eje x en los puntos (—c, 0) y (¢, 0) como en la figura 7, de modo que el origen esté a la
mitad entre los focos. Sea 2a > 0 la suma de las distancias de un punto de la elipse a los
focos. Entonces P(x, y) es un punto sobre la elipse cuando

|PF1| + |PF2| = 2a

es decir, Va+er+y? +J(x—cP+y?=2a

o bien, V=0 +y2 =2a— J(x + ¢)? +y?

Al elevar al cuadrado ambos lados, tenemos
x*=2cx +c*+y*=4a’ —4day/(x + ¢ + y* +x*+ 2cx + 2+ y?

que podemos simplificar como a/(x + ¢+ y2 =a?+ cx

Elevando al cuadrado otra vez:
a*(x* + 2cx + ¢+ y?) = a* + 2a’cx + ¢*x?
lo que resulta (a®> — ¢*)x*> + a*y* = a*(a* — ¢?)

Del tridngulo F; F, P de la figura 7 se ve que 2¢ < 2a, asi que ¢ < a, y por tanto, a> — ¢* > 0.
Por conveniencia, sea b> = a? — c¢*. Entonces la ecuacion de la elipse se convierte en
b*x* + a’y* = a*b? o, si ambos lados se dividen entre ab?,

x2 2

@ ? + % =1
Puesto que b? = a* — ¢? < a?, se deduce que b < a. Las intersecciones con el eje x se
encuentran al hacer y = 0. Entonces x2/a? = 1, o bien x> = a2, de modo que x = *a. Los
puntos correspondientes (a, 0) y (—a, 0) se llaman vértices de la elipse y el segmento de
recta que une los vértices se llama eje mayor. Para hallar las intersecciones con el eje y
hacemos x = 0 y obtenemos y? = b2, de modo que y = *b. El segmento de recta que une
(0, b) y (0, —b) es el eje menor. La ecuacién 3 no cambia si x se sustituye por —x 0 y se
reemplaza por —Yy, asi que la elipse es simétrica respecto a ambos ejes. Observe que si los
focos coinciden, entonces ¢ = 0, de modo que a = b y la elipse se convierte en una cir-
cunferencia con radio r = a = b.

Un resumen de esta discusion es el que se muestra (véase figura 8).
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FIGURA 10
9x% + 16y = 144
y
P(x, )
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FIGURA 11
P estd sobre la hipérbola cuando
|PF,| — |PF,| = *2a.
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(4] Laelipse

x2 y2
?'F?:l

a=b>0

tiene focos (*¢, 0), donde ¢? = a? — b? y vértices (*a, 0).

Si los focos de una elipse se localizan en el eje y en (0, *c¢), entonces podemos hallar
su ecuacion al intercambiar x y y en [4]. (Véase figura 9.)

@ La elipse

2 2
%Jr%:l a=b>0
a

tiene focos (0, *¢), donde ¢* = a*? — b? y vértices (0, *=a).

I FEETINFY Bosqueje la grafica de 9x2 + 16y2 = 144 y localice los focos.

SOLUCION Dividimos ambos lados de la ecuacién entre 144:

X

XL

16 9

La ecuacion estd ahora en la forma estdndar para una elipse, asi que tenemos a? = 16,

b*=9,a =4y b= 3. Las intersecciones con el eje x son =4 y las intersecciones con
el eje y son £3. También, ¢2 = a? — b2 = 7, de modo que ¢ = +/7 y los focos son

(i 7, 0). La gréfica se bosqueja en la figura 10. |

m m Obtenga la ecuacién de la elipse con focos (0, =2) y vértices (0, =3).

SOLUCION Al usar la notacién de , se tiene ¢ = 2 y a = 3. Entonces obtenemos
b*=a?>— c*=9 — 4 =5, asi que la ecuacion de la elipse es

2 2
R G
5 9

Otra forma de escribir la ecuacién es 9x? + 5y? = 45. [ |

Al igual que las pardbolas, las elipses tienen una propiedad de reflexién interesante que
tiene consecuencias practicas. Si se coloca una fuente de luz o sonido en un foco con sec-
ciones transversales elipticas, entonces toda la luz o sonido se refleja de la superficie al
otro foco (véase el ejercicio 65). Este principio se usa en litotripsia, un tratamiento para
célculos renales. Un reflector con seccidn transversal eliptica se coloca de tal manera que
el célculo estd en un foco. Ondas sonoras de alta intensidad generadas en el otro foco, se
reflejan hacia el célculo y lo destruyen sin dafiar el tejido circundante. Se ahorra al pacien-
te el traumatismo de la cirugia y se recupera en pocos dias.

I Hipérbolas

Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos en un plano cuya diferencia de sus dis-
tancias a dos puntos fijos F; y F» (los focos) es una constante. Esta definicién se ilustra en
la figura 11.

Las hipérbolas aparecen con frecuencia como graficas de ecuaciones en quimica, fisica,
biologia y economia (ley de Boyle, ley de Ohm, curvas de oferta y demanda). Una aplicacién
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FIGURA 12
xz yz
R

particularmente importante de las hipérbolas se encuentra en los sistemas de navegacion
desarrollados en las guerras mundiales I y II (véase el ejercicio 51).

Observe que la definicién de una hipérbola es similar a la de una elipse; el tinico cambio
es que la suma de las distancias se convirti6 en una diferencia de distancias. De hecho, la
deduccién de la ecuacién de una hipérbola es también similar a la que se dio antes para
una elipse. Se deja al ejercicio 52 demostrar que cuando los focos estdn sobre el eje x en
(*c, 0) y la diferencia de distancias es | PF, | — | PF, | = *2a, entonces la ecuacién de la
hipérbola es

x2 yZ
6] T

a

donde ¢* = a? + b2 Observe que las intersecciones con el eje x son de nuevo *a y los
puntos (a, 0) y (—a, 0) son los vértices de la hipérbola. Pero si hacemos x = 0 en la ecua-
cién 6 obtenemos y> = —b?, lo cual es imposible, asi que no hay interseccion con el eje
y. La hipérbola es simétrica respecto a ambos ejes.

Para analizar mds la hipérbola, de la ecuacién 6 obtenemos

x2 2
?=1+%>1

Esto demuestra que x> = a2, de modo que | x| = Vx? = a. Por consiguiente, tenemos
que x = a o x =< —a. Esto significa que la hipérbola consta de dos partes, llamadas
ramas.

Cuando dibujamos una hipérbola, es ttil dibujar primero sus asintotas, que son las
rectas discontinuas y = (b/a)xy y = —(b/a)x mostradas en la figura 12. Ambas ramas de
la hipérbola se aproximan a las asintotas; es decir, se acercan de manera arbitraria a las
asintotas. [ Véase el ejercicio 73 en la seccién 4.5, donde estas rectas se muestran como una
asintota inclinada.]

La hipérbola

x2

2

2
Y
PrA R

tiene focos (*c, 0), donde ¢ = a? + b?, vértices (*+a, 0) y asintotas y = *(b/a)x.

Si los focos de una hipérbola estan en el eje y, entonces al invertir los roles de x y y
obtenemos la siguiente informacion, que se ilustra en la figura 13.

La hipérbola

o

2
2 x_zl
a b?

tiene focos (0, *c¢), donde ¢> = a? + b2, vértices (0, *a) y asintotas y = *(a/b)x.

24 {0EE Encuentre los focos y las asintotas de la hipérbola 9x2 — 16y? = 144 y
bosqueje su grafica.



FIGURA 14
9x% — 16y = 144

/

FIGURA 15
x> —4y*—72x+8y+176 =0
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SOLUCION Si dividimos ambos lados de la ecuacién entre 144, resulta

2 2
Xy,
16 9
lo cual es de la forma dadaen |7|cona =4y b = 3. Como c*= 16 + 9 = 25, los
focos son (%35, 0). Las asintotas son las rectas y = 3x yy = —3x. La grafica se muestra
en la figura 14. [ |

m Encuentre los focos y la ecuacién de la hipérbola con vértices (0, =1) y
asintota y = 2x.

SOLUCION De [8]y la informacién dada, vemos que a = 1y a/b = 2. Asi, b = a/2 =}
y > =a’+ b*> =73 Los focos son (0, =+/5/2) y la ecuacién de la hipérbola es

y:—4x2=1 |

B Conicas desplazadas

Como se discute en el apéndice, las cénicas se desplazan tomando las ecuaciones estandar

[1],[2],[4},[5],[7] y [8] y reemplazamos xy y porx — hy y — k.

FEETI0NE] Encuentre una ecuacion de la elipse con focos (2, —2), (4, —2) y vértices
(1, =2), 5, =2).

SOLUCION El eje mayor es el segmento de recta que une los vértices (1, —2), (5, —2)
y tiene longitud 4, de manera que a = 2. La distancia entre los focos es 2, por lo que
c¢=1.Asi b?* = a? — ¢? = 3. Como el centro de la elipse es (3, —2), reemplazamos
xyyen[4]porx — 3yy + 2 para obtener

(=3P , (G +2F _
4 3

1
como la ecuacién de la elipse. [ |

u m Trace la conica 9x* — 4y? — 72x + 8y + 176 = 0 y encuentre sus
focos.

SOLUCION Completamos los cuadrados como sigue:
4(y* — 2y) — 9(x* — 8x) = 176
4(y* =2y +1) = 9(x* — 8x + 16) = 176 + 4 — 144
4(y — 17 — 9(x — 4> =36

e
9 4

1

Esta es de la forma [8] excepto que x y y son reemplazadas por x — 4y y — 1. Asi a?> = 9,
b* =4y c? = 13. La hipérbola es desplazada cuatro unidades a la derecha y una unidad
hacia arriba. Los focos son (4, 1+ \/ﬁ) y (4, 1 - \/ﬁ) y los vértices son (4, 4) y

(4, —2). Las asintotas sony — 1 = i% x — 4). El trazo de la hipérbola se da en la
figura 15. [
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m Ejercicios

1-8 Encuentre el vértice, focos y directriz de la pardbola y trace su
gréfica.
1. x> = 6y 2. 2y? = 5x
3 2x=—y? 4. 3x*>+8y=0
5. (x+22=8(y—3) 6. x—1=(y+5)?

7.2+ 2y + 12x +25=0 8 y+ 12x —2x* =16

9-10 Encuentre la ecuacion de la pardbola. Después determine los
focos y la directriz.

9, —_ y 10. —y

11-16 Encuentre los vértices y focos de la elipse y trace su grafica.

2 2 2
1. DA 4+
8

+ 1 12 — +

x2
= =1
2 4 36

13. x> +9y*=9 14. 100x* + 36y? = 225
15. 9x? — 18x + 4y? =27

16. x> + 3y +2x — 12y + 10=10

17-18 Encuentre la ecuacion de la elipse. Después encuentre sus
focos.

17. y 18. y

19-24 Encuentre los vértices, focos y asintotas de la hipérbola y
trace su gréfica.

¥
25

X2
19. —=1 20 ——-—=1
9

21. x* — y* =100 22. y2 — 16x* =16

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com

23 4x* —y* —24x — 4y + 28 =0

24. y? — 4x* — 2y + 16x = 31

25-30 Identifique el tipo de seccidén cénica cuya ecuacidn se da y
encuentre los vértices y los focos.

2% x*=y+1 26. x*=y>+ 1

21. x? =4y — 2y? 28. y> — 8y =6x— 16

29, y? 4+ 2y =4x>+3 30. 4x* +4x +y*=0

31-48 Encuentre la ecuacion para la cénica que satisface las
condiciones dadas.

31. Parabola, vértice (0, 0), foco (1, 0)

32. Parabola, foco (0, 0), directrizy =6
33. Parabola, foco (—4,0), directrizx =2
34. Parabola, foco (3, 6), vértice (3, 2)

35. Pardbola, vértice (2, 3), eje vertical,
que pasa por (1, 5)

36. Pardbola, eje horizontal,
que pasa por (—1,0), (I, =1)y 3, 1)

37. Elipse, focos (*+2,0), vértices (=5, 0)

38. Elipse, focos (0, £5), vértices (0, £13)

39. Elipse, focos (0, 2), (0, 6), vértices (0, 0), (0, 8)

40. Elipse, focos (0, —1), (8, —1), vértice (9, —1)

41. Elipse, centro (—1,4), vértice (—1,0), foco (—1, 6)
42. Elipse, focos (*4,0), que pasa por (—4, 1.8)

43. Hipérbola, vértices (+3, 0), focos (=5, 0)

44. Hipérbola, vértices (0, =2), focos (0, =5)

45. Hipérbola, vértices (—3, —4), (=3, 6),
focos (=3, =7), (—3,9)

46. Hipérbola, vértices (—1, 2), (7, 2),
focos (—2, 2), (8, 2)

47. Hipérbola, vértices (£3, 0), asintotas y = *2x

48. Hipérbola, focos (2, 0), (2, 8),
asintotas y = 3 + 3xyy =5 — 3x




49.

50.

51.

52.

53.

El punto en una 6rbita lunar préxima a la superficie de la Luna
se llama perilunio, y el punto mas alejado de la superficie se
llama apolunio. La nave espacial Apolo 11 se colocé en una

orbita lunar eliptica con altitud de perilunio de 110 km y altitud

de apolunio de 314 km (arriba de la Luna). Encuentre una
ecuacion para esta elipse si el radio de la Luna es de 1728 km
y su centro estd en uno de los focos.

En la figura se muestra una seccion transversal de un reflector
parabdlico. El bulbo se localiza en el foco y la abertura en el
foco es de 10 cm.

a) Encuentre una ecuacién de la pardbola.

b) Determine el didmetro de la abertura | CD |, a 11 cm del
vértice.
c
A /
Scm
f———+F1lcm—
Vv
F
Scm

B |

D

En el sistema de navegacion por radio LORAN (LOng RAnge
Navigation), dos estaciones de radio localizadas en A y B,
transmiten en forma simultdnea sefiales a un barco o un avién
localizado en P. La computadora de a bordo convierte

la diferencia de tiempo de recibir estas sefiales en una

diferencia de distancia | PA | — | PB |, y esto, de acuerdo

con la definicién de una hipérbola, localiza al barco o avién

en una rama de una hipérbola (véase la figura). Suponga

que la estacién B se localiza a 400 millas al este de la

estacion A sobre la costa. Un barco recibe la sefial de B 1200

microsegundos (us) antes de recibir la sefial de A.

a) Si se supone que la sefial de radio viaja a una rapidez de
980pies/us, encuentre la ecuacién de la hipérbola sobre la
que se localiza el barco.

b) Si el barco se dirige al norte de B, ;qué tan lejos de la costa
estd el barco?

400 millas
estaciones de radio N

Use la definicién de hipérbola para deducir la ecuacién 6 para
una hipérbola con focos (£¢, 0) y vértices (£a, 0).

Demuestre que la funcién definida por la rama superior de la
hipérbola y?/a®> — x2/b?> = 1 es céncava hacia arriba.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.
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Encuentre la ecuacion para la elipse con focos (1, 1) y
(=1, —1) y eje principal de longitud 4.

Determine el tipo de curva representada por la ecuacién

2
X
4 =1
[’

en cada uno de los siguientes casos: a) k > 16, b) 0 < k < 16,

yec)k<O.

d) Demuestre que todas las curvas en los incisos a) y b) tienen
los mismos focos, sin importar el valor de k.

a) Demuestre que la ecuacion de la recta tangente a la pardbola
y? = 4px en el punto (xo, yo) puede expresarse como

Yoy = 2p(x + xo)

b) (Cual es la interseccion de esta recta tangente con el eje x?
Use este hecho para dibujar la recta tangente.

Demuestre que las rectas tangentes a la parabola
x? = 4py trazadas desde cualquier punto sobre la directriz
son perpendiculares.

Demuestre que si una elipse y una hipérbola tienen los
mismos focos, entonces sus rectas tangentes en cada punto de
interseccion son perpendiculares.

Use ecuaciones paramétricas y la regla de Simpson con
n = 8 para estimar la circunferencia de la elipse
9x? + 4y* = 36.

El planeta Plut6n viaja en una 6rbita eliptica alrededor del

Sol (en un foco). La longitud del eje mayor es 1.18 X 10" km
y la longitud del eje menor es 1.14 X 10" km. Use la

regla de Simpson con n = 10 para estimar la distancia

que viaja el planeta durante una drbita completa alrededor
del Sol.

Encuentre el drea de la region encerrada por la hipérbola
x2/a* — y2/b?* = 1y la recta vertical que pasa por un
foco.

a) Si una elipse gira alrededor de su eje mayor, encuentre el
volumen del sélido resultante.

b) Si gira alrededor de su eje menor, encuentre el volumen
resultante.

Encuentre el centroide de la region encerrada por el eje x y la
mitad superior de la elipse 9x2 + 4y? = 36.

a) Calcule el drea de la superficie del elipsoide generado al
rotar una elipse en torno a su eje mayor.

b) (Cudl es el drea de la superficie si la elipse rota en torno
de su eje menor?

Sea P(x;, y;) un punto sobre la elipse x2/a> + y?/b*> = 1 con
focos F y F»y sean a 'y 3 los dngulos entre las rectas
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PF,, PF, y la elipse como se ve en la figura. Demuestre que Demuestra que la luz dirigida a un foco F, de un espejo
a = B. Esto explica cémo funcionan las cuipulas susurrantes hiperbdlico, se refleja hacia el otro foco F.)

y la litotricia. El sonido que viene de un foco se refleja y pasa
por el otro foco. [Sugerencia: use la férmula del problema 19
de la pagina 271 para demostrar que tan o = tan 3.]

s
\% ) R VAR

K []

/ F, 0 J X

66. Sea P(x;, y)) un punto sobre la hipérbola x?/a?> — y?/b> =1
con focos F; y F,y sean 'y 3 los dngulos entre las rectas
PF,, PF, y la hipérbola como se ilustra en la figura. Demuestre
que a = . (Esta es la propiedad de reflexién de la hipérbola.

m Secciones conicas en coordenadas polares

En la seccién precedente definimos la parabola en términos de un foco y una directriz, pero
definimos la elipse y la hipérbola en términos de dos focos. En esta seccién se da un tra-
tamiento mas unificado de los tres tipos de secciones cénicas en términos de un foco y la
directriz. Ademads, si colocamos el foco en el origen, entonces una seccién conica tiene una
ecuacién polar simple, la cual es una descripcién comoda del movimiento de planetas,
satélites y cometas.

E] Teorema Sea F un punto fijo (llamado foco) y / una recta fija (llamada directriz)
en un plano. Sea ¢ un nimero positivo fijo (llamado excentricidad). El conjunto de
todos los puntos P en el plano, tales que

|PF| _

I

(esto es, la razon de la distancia desde F a la distancia desde / es la constante ¢) es
una seccion cénica. La conica es

a) una elipse si e < 1

b) una pardbola sie = 1

¢) una hipérbola si e > 1

DEMOSTRACION  Observe que si la excentricidad es e = 1, entonces | PF | = | Pl |y, de
este modo, la condicién dada simplemente se convierte en la definicién de una pardbola
segln se da en la seccién 10.5.
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Colocamos el foco F en el origen y la directriz paralela al eje y y d unidades a la dere-
cha. Asi, la directriz tiene ecuacién x = d y es perpendicular al eje polar. Si el punto P
tiene coordenadas polares (7, 6), vemos de la figura 1 que

|PF| =r |Pl| =d — rcos@
Asi, la condicién | PF |/| Pl| = e o | PF|= e | Pl | resulta
@ r=e(d — rcos0)

Si elevamos al cuadrado ambas partes de esta ecuacidn polar y la convertimos a coordena-
da rectangulares, obtenemos

x* 4+ y?=e*d — x)* = e*(d* — 2dx + x?)
o bien, (1 — e?)x* + 2de*x + y* = e*d?
Después de completar los cuadrados, tenemos
€2d 2 y2 €2d2
+ + =
3] S 1 —e? (1 —e?)?

Si e < 1, reconocemos a la ecuacién 3 como la ecuacion de una elipse. De hecho, es de la
forma

(x—h?®
e !
donde
Zd 2d2 2d2
[4] h= s @ = b=
1—e 1 —¢? 1—e

En la seccidon 10.5 encontramos que el foco de una elipse estd a una distancia ¢ del centro,
donde

e'd?

@ czzaz_bzz(l_eZ)z

e’d
Esto demuestra que €=7 = —h
—e

y confirma que el foco como se definié en el teorema 1 significa lo mismo que el foco
definido en la seccion 10.5. Se deduce también de las ecuaciones 4 y 5 que la excentricidad
estd dada por

Cc
e = —
a

Sie > 1, entonces 1 — ¢? < 0y vemos que la ecuacion 3 representa una hipérbola. Tal y
como se hizo antes, se podria reescribir la ecuaciéon 3 en la forma

L
a’ b?
y vemos que
=< donde c¢?>=a*+ b? ]

S
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Al resolver la ecuacién 2 para r, vemos que la ecuacion polar de la conica mostrada en
la figura 1 se puede expresar como
ed
=
1+ ecosf
Si se elige que la directriz esté a la izquierda del foco como x = —d, o si se elige la direc-

triz paralela al eje polar como y = *d, entonces la ecuacién polar de la cénica estd dada
por el siguiente teorema, que se ilustra mediante la figura 2. (Véanse los ejercicios 21-23.)

y y
y y
\ x=d x=-—d / y=d directriz
directriz directriz
F X
F F
* * F X
/ \ y=—d directriz
ed ed ed ed
a)r_1+ecos6’ b)r_l—ecosﬁ C)r71+esent9 d)lil—esenﬂ

FIGURA 2
Ecuacién polar de la cénica

[6] Teorema Una ecuacion polar de la forma

ed ed
= o =
1 *+ecosh 1 *+esenf

representa una seccién cénica con excentricidad e. La cénica es una elipse si e < 1,
una parabola si e = 1, o una hipérbola si e > 1.

m 22[J0EE Encuentre la ecuacién polar para una pardbola que tiene su foco en el
origen y cuya directriz es la recta y = —6.

SOLUCION Al usar el teorema 6 con e = 1y d = 6, y emplear el inciso d) de la figura 2,
vemos que la ecuacién de la pardbola es

6

=
1 —senf

I FZEIEFY Una cénica estd dada por la ecuacién polar

_ 10
" 3 —2cosf
Encuentre la excentricidad, identifique la cdnica, localice la directriz y bosqueje la

cénica.

SOLUCION Al dividir numerador y denominador entre 3, se escribe la ecuaciéon como



y
o 10
x=-5 =3 2 cos 0
(directriz) ,/
//foco
/'Q 10,07/ x
(2, )
FIGURA 3
FIGURA 4
B 12
"2 ¥ 4send

11

r

10

~3-2 cos(0— m/4)

__/

15

~ 10
"' =3=2cos 6

FIGURA 5
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., . 2
Del teorema 6 vemos que esta ecuacion representa una elipse con e = 5. Puesto que
10
ed = 7, tenemos

010
d=+=5=5
e 3
de manera que la directriz tiene la ecuacién cartesiana x = —5. Cuando 8 = 0, r = 10;
cuando 6 = a, r = 2. Asi que los vértices tienen coordenadas polares (10, 0) y (2, ).
La elipse se bosqueja en la figura 3. |
12

Bosqueje la conicar = ———.
EEIETEN Bosquej r T aend

SOLUCION Escribiendo la ecuacion en la forma

6

" 1+ 2send

vemos que la excentricidad es e = 2y, por tanto, la ecuacion representa una

hipérbola. Puesto que ed = 6, d = 3 y la directriz tiene ecuaciéon y = 3. Los vértices
ocurren cuando 6 = /2y 37 /2, de modo que son (2, w/2) y (=6, 37w /2) = (6, 7/2).
También es itil graficar las intersecciones con el eje x. Estas ocurren cuando 6 = 0, 7r;
en ambos casos r = 6. Para mds exactitud, podriamos dibujar las asintotas. Observe que
r— *oocuando 1 +2sen @ —0* 00"y 1 + 2 sen § = 0 cuando sen = —3. Asi, las
asintotas son paralelas a los rayos 6 = 77/6 y 6 = 1147 /6. La hipérbola se bosqueja en
la figura 4.

Al hacer girar secciones cénicas, es mucho mds conveniente usar ecuaciones polares
que cartesianas. Se usa el hecho (véase el ejercicio 73 de la seccién 10.3) de que la grafica
de r = f(6 — a) es la grifica de r = f(0) rotada en sentido contrario a las manecillas del
reloj en torno al origen por un dngulo a.

W FEEIENEY Sila elipse del ejemplo 2 se hace girar por un dngulo /4 en torno al
origen, determine una ecuacién polar y grafique la elipse resultante.
SOLUCION La ecuacién de la elipse rotada se obtiene reemplazando 6 con 6 — 77/4 en la

ecuacion dada en el ejemplo 2. Asi que la nueva ecuacién es

B 10
3 —2cos(0 — 7/4)

r

Usamos esta ecuacion para graficar la elipse rotada en la figura 5. Observe que la elipse
ha sido rotada en torno a su foco izquierdo. |
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En la figura 6 utilizamos una computadora para bosquejar varias conicas para mostrar
el efecto de variar la excentricidad e. Observe que cuando e es cercana a 0 la elipse es casi
circular, mientras que se vuelve mds alargada cuando ¢ — 1~. Cuando e = 1, por supues-
to, la cénica es una pardbola.

O O O o =

e=0.1 e=0.5 e=10.68 e=0.86 e=10.96
e=1 e=1.1 e=1.4 e=4
FIGURA 6

I Leyes de Kepler

En 1609 el matemdtico y astrénomo aleman Johannes Kepler, con base en enormes
cantidades de datos astronémicos, publicé las siguientes tres leyes del movimiento
planetario.

Leyes de Kepler

1. Un planeta gira alrededor del Sol en 6rbita eliptica con el Sol en uno de los
focos.

2. Larecta que une el Sol con un planeta barre areas iguales en tiempos iguales.

3. El cuadrado del periodo de revoluciéon de un planeta es proporcional al cubo de
la longitud del eje mayor de su 6rbita.

Aun cuando Kepler formuld sus leyes en términos del movimiento de planetas alrede-
dor del Sol, se aplican igualmente bien al movimiento de lunas, cometas, satélites y otros
cuerpos que giran sujetos a una sola fuerza gravitacional. En la seccién 13.4 se demuestra
cémo deducir las leyes de Kepler a partir de las leyes de Newton. Aqui se emplea la pri-
mera ley de Kepler, junto con la ecuacién polar de una elipse, para calcular cantidades de
interés en astronomia.

Para fines de calculos astronémicos, es 1til expresar la ecuacién de una elipse en térmi-
nos de su excentricidad e y su semieje mayor a. Podemos expresar la distancia d del foco
a la directriz en términos de a si usamos [4]:

5 e’d? _a’(l1 — ey a(l — &%)

= > A= > d=
“ (1 —e?)? e? e
Entonces ed = a(1 — e?). Si la directriz es x = d, entonces la ecuacion polar es

B ed _a(l =€)
1+ ecos@ 1 + ecosb

r
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FIGURA 7

SECCION 10.6 SECCIONES CONICAS EN COORDENADAS POLARES 683

La ecuacion polar de una elipse con foco en el origen, semieje mayor a, excentri-
cidad e y directriz x = d se puede expresar en la forma
a(l — &%)
=7
1+ ecosb

Las posiciones de un planeta que sean mds cercanas al Sol, y mds lejanas a éste, se
denominan perihelio y afelio, respectivamente, y corresponden a los vértices de la elipse.
(Véase figura 7.) Las distancias del Sol al perihelio y afelio reciben el nombre de distancia
al perihelio y distancia al afelio, respectivamente. En la figura 1 el Sol esta en el foco F,
de modo que en el perihelio se tiene § = 0y, de la ecuacién 7,

_al—=¢)  al—e(l+e
g 1 +ecosO 1 +e

a(l — e)

Del mismo modo, en el afelio 0 = 7wy r = a(l + e).

La distancia al perihelio de un planeta al Sol es a(1 — ¢) y la distancia al afelio
esa(l + e).

a) Encuentre una ecuacién polar aproximada para la 6rbita eliptica de la Tierra alrededor
del Sol (en un foco), dado que la excentricidad es alrededor de 0.017 y la longitud del
eje mayor es de unos 2.99 X 108km.

b) Encuentre la distancia de la Tierra al Sol en el perihelio y el afelio.

SOLUCION

a) La longitud del eje mayor es 2a = 2.99 X 108, por lo que a = 1.495 X 10%. Un dato
es que e = 0.017 y, por tanto, de la ecuacién 7, una ecuacién de la 6rbita de la Tierra
alrededor del Sol es

a(l — &%) (1.495 X 10%)[1 — (0.017)%]
r = =
1 + ecosf 1 + 0.017 cos 6

0, aproximadamente,

1.49 X 108
= —
1 + 0.017 cos 0

b) De [8], la distancia al perihelio de la Tierra al Sol es
a(l — e) = (1.495 X 10*)(1 — 0.017) = 1.47 X 10®km
y la distancia al afelio es

a(l + e) = (1.495 X 10%(1 + 0.017) = 1.52 X 10® km -
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m Ejercicios

1-8 Escriba una ecuacién polar de una cénica con el foco en el
origen y los datos dados.

1. Elipse, excentricidad %, directriz x = 4

. Pardbola, directriz x = —3

. Hipérbola, excentricidad 1.5, directrizy = 2
. Hipérbola, excentricidad 3, directrizx = 3

. Pardbola, vértice (4, 37/2)

. Elipse, excentricidad 0.8, vértice (1, 7/2)

. Elipse, excentricidad %, directriz r = 4 sec 6

0 N o o1 B W N

. Hipérbola, excentricidad 3, directrizr = —6 csc 6

9-16 a) Encuentre la excentricidad, b) identifique la cénica, c) dé
una ecuacion de la directriz y d) bosqueje la conica.

9 4+ 10 12
-’ 5 —4senf -7 3 —10cos 6
2 3
"Nr=——— 12 r=—"7-—
3+ 3senf 2+ 2cosb
13 - 14 8
T 6 + 2 cos6 -7 4+ 5sen6
3 10
15. r=——"— 16. r=—"—
4 — 8 cos 5 —6senf

{4 17. a) Encuentre la excentricidad y la directriz de la cénica
r=1/(1 — 2 sen 6) y grafique la cénica y su directriz.
b) Si esta conica se hace girar en sentido contrario a las
manecillas del reloj en torno al origen con un dngulo 377 /4,
escriba la ecuacion resultante y grafique su curva.

{4 18. Grafique la cénica r = 4/(5 + 6 cos 6) y su directriz. También
grafique la cénica obtenida al girar esta curva en torno al
origen con un angulo /3.

19. Grafique las cénicas r = e/(1 — e cos ) con e = 0.4, 0.6, 0.8
y 1.0 en una pantalla comiin. ;Cémo afecta el valor de e la
forma de la curva?

Y
1<

20. a) Grafique las cénicas r = ed/(1 + e sen f) parae = 1y
varios valores de d. ;Cémo afecta el valor de d la forma de
la conica?

b) Grafique estas conicas para d = 1y varios valores de e.
(Como afecta el valor de e la forma de la cénica?

21. Demuestre que una cénica con foco en el origen, excentricidad

e y directriz x = —d tiene la ecuacién polar
ed
F=—
1 —ecosf

22,

23.

24.

25.

26.

21.

28.

29.

30.

3.

Demuestre que una cénica con foco en el origen, excentricidad
ey directriz y = d tiene la ecuacién polar

ed
P —
1 +esenf
Demuestre que una cénica con foco en el origen, excentricidad
e y directriz y = —d tiene la ecuacién polar
ed
yr=——
1 —esenf

Demuestre que las pardbolas r = ¢/(1 + cos 6) y
r=d/(1 — cos 6) se cortan en dngulos rectos.

La 6rbita de Marte alrededor del Sol es una elipse con
excentricidad 0.093 y semieje mayor de 2.28 X 10*km.
Encuentre una ecuacién polar para la orbita.

La o6rbita de Jupiter tiene excentricidad de 0.048 y la longitud
del eje mayor es 1.56 X 10°km. Encuentre una ecuacién polar
para la orbita.

La 6rbita del cometa Halley, visto por tltima vez en 1986 y
que debe volver en 2062, es una elipse con excentricidad 0.97
y un foco en el Sol. La longitud de su eje principal es 36.18
UA. [Una unidad astronémica (UA) es la distancia media entre
la Tierra y el Sol, cerca de 93 millones de millas.] Encuentre
una ecuacion polar para la érbita del cometa Halley. ;Cudl es la
distancia maxima desde el cometa al Sol?

El cometa Hale-Bopp, descubierto en 1995, tiene una drbita
eliptica con excentricidad 0.9951 y la longitud del eje mayor es
356.5 UA. Encuentre una ecuacién polar para la érbita de este
cometa. ;Qué tan cerca del Sol llega?

®
E
b7
£
<
<}
=}
©

El planeta Mercurio viaja en una 6rbita eliptica con
excentricidad 0.206. Su distancia minima del Sol es
4.6 X 107km. Determine su distancia maxima del Sol.

La distancia desde el planeta Plutén al Sol es de
4.43 X 10°km en el perihelio y 7.37 X 10°km en el afelio.
Halle la excentricidad de la 6rbita de Plutén.

Con los datos del ejercicio 29, calcule la distancia que recorre
el planeta Mercurio durante una 6rbita completa alrededor del
Sol. (Si su calculadora o sistema algebraico computarizado
evalda integrales definidas, utilicelo. De lo contrario, use la
regla de Simpson.)

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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Verificacion de conceptos

1. a) ;Qué es una curva paramétrica?
b) (Cémo se bosqueja una curva paramétrica?

2. a) ;Como se encuentra la pendiente de una recta tangente a
una curva paramétrica?
b) Determine el drea debajo de una curva paramétrica.

3. Escriba una expresién para cada una de las siguientes
descripciones:
a) La longitud de una curva paramétrica.
b) El drea de la superficie obtenida al hacer girar una curva
paramétrica en torno al eje x.

4. a) Use un diagrama para explicar el significado de las
coordenadas polares (r, ) de un punto.
b) Escriba ecuaciones que expresen las coordenadas
cartesianas (x, y) de un punto en términos de las
coordenadas polares.

¢) (Que ecuaciones usaria para obtener las coordenadas polares

de un punto si conociera las coordenadas cartesianas?

5. a) ;Cémo determina la pendiente de una recta tangente a una

curva polar?

b) (Coémo calcula el drea de una regidn acotada por una curva

polar?
¢) (Coémo halla la longitud de una curva polar?

. a) Dé€ una definiciéon geométrica de una pardbola.

b) Escriba una ecuacién de una parabola con foco (0, p)
y directriz y = —p. ;Qué pasa si el focoes (p, 0) y la
directriz es x = —p?

. a) Dé€ una definicién de una elipse en términos de los

focos.
Escriba una ecuacién para la elipse con focos (*c, 0)
y vértices (*a, 0).

b

=~

. a) Dé€ una definicién de una hipérbola en términos de los

focos.

Escriba una ecuacién para la hipérbola con focos (*c, 0)
y vértices (£a, 0).

Escriba ecuaciones para las asintotas de la hipérbola del
inciso b).

b

=~

C

~

. a) (Cudl es la excentricidad de una seccién cénica?

b) (Qué se puede decir acerca de la excentricidad si la

seccidn conica es una elipse? ;Una hipérbola? ;Una
pardbola?

Escriba una ecuacién polar para una seccién cénica con
excentricidad e y directriz x = d. ;Qué pasa si la directriz es
x=—=d?;y=d?;y= —d?

~

C

Examen rapido Verdadero-Falso

Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, explique por

qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo que refute el enunciado.

1. Si la curva paramétrica x = f(r), y = g(¢) satisface g'(1) = 0,

entonces tiene una recta tangente horizontal cuando ¢ = 1.
2. Six = f(¢) y y = ¢g(¢) son derivables dos veces, entonces
d’y _ d’y/dr’
dx*  d*/dt?
3. Lalongitud de la curva x = f(¢), y = g(t),a <t < b, es

PNVIFOF + g 0] dr.

4. Si un punto se representa por (x, y) en coordenadas cartesianas

(donde x # 0) y (r, 0) en coordenadas polares, entonces
0 = tan"'(y/x).

10.

. Las curvas polares r = 1 — sen 20 y r = sen 20 — 1 tienen la

misma gréfica.

. Las ecuaciones r = 2, x> + y> =4y x = 2 sen 31,

y=2cos 3t (0 =< ¢t < 27) tienen la misma gréfica.

. Las ecuaciones paramétricas x = 2, y = t* tienen la misma

grafica que x = 13, y = t°.

. La grdfica de y> = 2y + 3x es una parabola.

. Una recta tangente a una parabola corta la pardbola sélo

una vez.

Una hipérbola nunca corta su directriz.
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Ejercicios

1-4 Bosqueje la curva paramétrica y elimine el pardmetro para
hallar la ecuacién cartesiana de la curva.

1. x=t*+4t, y=2—1t —-4st=s1
2 x=1+¢e* y=e'

3. x=cosf, y=sech, 0<6<m/2
4 x=2cosh, y=1+senf

5. Escriba tres diferentes conjuntos de ecuaciones paramétricas
para la curva y = /x.

6. Use las grificas de x = f(f) y y = g(¢) para bosquejar la curva

paramétrica x = f(r), y = g(¢). Indique con flechas la direccién

en que se traza la curva cuando se incrementa f.

7. a) Ubique el punto con coordenadas polares (4, 277/3). A
continuacion encuentre sus coordenadas cartesianas.
b) Las coordenadas cartesianas de un punto son (—3, 3).
Encuentre dos conjuntos de coordenadas polares para el
punto.

8. Trace la region formada de puntos cuyas coordenadas polares
satisfacen 1 < r/2y w/6 <0 < 57/6.

9-16 Bosqueje la curva polar.

9. r=1—cosfb 10. » = sen 460
1. r = cos 36 12. r =3 + cos 30
13. r=1 + cos 20 14. r =2 cos(6/2)
3 3
15 r=—""—+ 16. r=—"—
1 + 2sen6 2 —2cosf

17-18 Encuentre la ecuacion polar para la curva representada por la

ecuacion cartesiana dada.

17. x +y=2 18. x>+ y2=2

19. La curva con ecuacién polar r = (sen 6)/6 se llama
caracoloide. Use una grifica de  como una funcién de 6
en coordenadas cartesianas para bosquejar la caracoloide a

mano. Después grafiquela con una madquina para comprobar su

bosquejo.

20.
también la elipse obtenida por rotacién en torno al origen por
un dngulo de 27 /3.

Se requiere calculadora graficadora o computadora

Grafique la elipse r = 2/(4 — 3 cos 0) y su directriz. Grafique

21-24 Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva dada
en el punto correspondiente al valor especificado del pardmetro.

. x=Int,y=1+1¢5 t=1

2 x=t’+6r+1, y=2t—1t% t=-1
2B.r=¢’ 0=

24. r =3+ cos30; 0= m/2

25-26 Encuentre dy/dx y d*y/dx>.

25. x =1+ sent, y=1—cost

26.

x=1+1¢ y=t—1¢

2.

28.

29.

30.
31.
32.

33.
34.
35.

36.

Use una gréfica para estimar las coordenadas del punto minimo
sobre la curva x = ¢* — 3t,y = t* + t + 1. Después use el
célculo para determinar las coordenadas exactas.

Encuentre el drea encerrada por el bucle de la curva del
ejercicio 27.

(En qué puntos la curva

x =2a cost — a cos 2t y = 2a sent — a sen 2t

tiene rectas tangentes verticales y horizontales? Use esta
informacién como ayuda para bosquejar la curva.

Determine el drea encerrada por la curva del ejercicio 29.
Obtenga el drea encerrada por la curva r> = 9 cos 56.

Halle el drea encerrada por el bucle interior de la curva
r=1—3sen6.

Encuentre los puntos de interseccién de las curvas r = 2y
r=4cos 6.

Obtenga los puntos de interseccion de las curvas r = cot 6 y
r=2cos 6.

Determine el drea de la regién que estd dentro de ambas
circunferencias r =2 sen § y r = sen 6 + cos 6.

Halle el drea de la region que estd dentro de la curva
r =2 + cos 26 pero fuera de la curva r = 2 + sen 6.

37-40 Encuentre la longitud de la curva.

37.

38.

39.

40.

x=3} y=2, 0<t<2
x=2+3t, y=cosh3t, 0<r=<1
r=1/0, m<60<2mw
r=sen’(6/3), 0<6O<m

Se requiere sistema algebraico computarizado
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41-42 Calcule el drea de la superficie obtenida al hacer girar la
curva dada en torno al eje x.

a.

42.

lstr<4

4./t a 4
x=4Vt, y=—+ -7,
YT T

x =2+ 3t 0=sr=1

y = cosh 3¢,

11 44.

43.

Las curvas definidas por las ecuaciones paramétricas

l—¢ 1t = o)
>+ 1 Y 2+ 1

~

X =

se llaman estrofoides (de una palabra griega que significa
torcer). Investigue cdmo varian estas curvas cuando varia c.

Una familia de curvas tiene ecuaciones polares r* = |sen 26 |
donde a es un nimero positivo. Investigue como cambian estas
curvas cuando cambia a.

45-48 Encuentre los focos y vértices y bosqueje la grafica.

45,

47.
48.

x2 yZ

A 8. 43> — y2 = 16
9 8 vy
6y> + x — 36y + 55 =0

25x% 4+ 4y* + 50x — 16y = 59

49.

50.

51.

52.

Encuentre una ecuacién de la elipse con focos (£4, 0) y
vértices (£5, 0).

Encuentre una ecuacion de la pardbola con focos (2, 1) y
directriz x = —4.

Halle una ecuacién de la hipérbola con focos (0, £4) y
asintotas y = *3x.

Encuentre una ecuacion de la elipse con focos (3, *=2) y un eje
con longitud 8.

53.

54

55.

56.

57.
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Obtenga una ecuacidn para la elipse que comparte un vértice y
un foco con la parabola x> + y = 100 y que tiene su otro foco
en el origen.

Demuestre que si m es cualquier nimero real, entonces hay
exactamente dos rectas de pendiente m que son tangentes
ala elipse x*/a® + y?/b> = 1y sus ecuaciones son

y =mx £ \/a’m? + b?.

Encuentre una ecuacién polar para la elipse con foco en el
origen, excentricidad % y directriz con ecuacién r = 4 sec 6.

Demuestre que los dngulos entre el eje polar y las asintotas
de la hipérbola r = ed/(1 — e cos 6), e > 1, estdn dados por
cos”'(£1/e).

Una curva llamada folium de Descartes estd definida por las
ecuaciones paramétricas

3t 3t
T

a) Demuestre que si (a, b) estd sobre la curva, entonces (b, a)
también lo estd; es decir, la curva es simétrica respecto
alarectay = x. (En donde se interseca la curva con esta
recta?
Encuentre los puntos sobre la curva donde las rectas
tangentes son horizontales o verticales.
c) Demuestre que la recta y = —x — 1 es una asintota oblicua.
d) Trace la curva.
e) Demuestre que una ecuacion cartesiana de esta curva es
x3 4+ y3 = 3xy.
f) Demuestre que la ecuacion polar puede expresarse en la
forma

b

=~

3 secf tan 6
=0 7
1 + tan’6

g) Encuentre el drea encerrada por el bucle de esta curva.

h) Demuestre que el drea del bucle es la misma que el drea
que estd entre la asintota y las ramas infinitas de la curva.
(Utilice un sistema algebraico computarizado para evaluar la
integral.)



Problemas adicionales

1. Una curva estd definida mediante las ecuaciones paramétricas

+ COS U ¢ sen u
x=f du y={ du
1 u J1 u

Encuentre la longitud del arco de la curva desde el origen hasta el punto més préximo donde
hay una recta tangente vertical.

2. a) Encuentre los puntos maximo y minimo de la curva x* + y* = x* + y=
b) Bosqueje la curva. (Observe que es simétrica con respecto a ambos ejes y a ambas rectas
y = *x, de modo que es suficiente considerar inicialmente y = x = 0.)
SACI ¢) Emplee coordenadas polares y un sistema algebraico computarizado para hallar el drea
encerrada por la curva.
/9 3. (Cuil es el rectangulo de vista mds pequefio que contiene a cada miembro de la familia de
curvas polares r = 1 + ¢ sen 6, donde 0 < ¢ < 1? Ilustre su respuesta graficando varios
miembros de la familia en este rectdngulo de vista.

4. Se colocan cuatro insectos en cuatro esquinas de un cuadrado con longitud a. Los insectos
avanzan en sentido contrario a las manecillas del reloj a la misma rapidez, y cada uno avanza
directamente hacia el siguiente insecto todo el tiempo. Se aproximan al centro del cuadrado a
lo largo de trayectorias espirales.

a) Obtenga la ecuacién polar de la trayectoria de un insecto al suponer que el polo estd en el
centro del cuadrado. (Use el hecho de que la recta que une a un insecto con el siguiente es
tangente a la trayectoria del insecto.)

b) Encuentre la distancia recorrida por un insecto en el momento que se encuentra con los
otros insectos en el centro.

5. Demuestre que cualquier recta tangente a una hipérbola toca la hipérbola a la mitad del camino
entre los puntos de interseccion de la recta tangente y las asintotas.

6. Una circunferencia C de radio 2r tiene su centro en el origen. Un circulo de radio r rueda sin
resbalar en direccién contraria al giro de las manecillas del reloj alrededor de C. Un punto P

FIGURA PARA EL PROBLEMA 4 estd situado en un radio fijo del circulo giratorio a una distancia b de su centro, 0 < b < r.

[Vea las partes i) e ii) de la figura.] Sea L la recta desde el centro de C al centro del circulo

giratorio y sea 6 el 4ngulo que L forma con el eje x positivo.

a) Usando 6 como un perimetro, demuestre que las ecuaciones paramétricas de la trayectoria
trazada por P son

x = b cos 36 + 3rcos 6 y = b sen 36 + 3r sen 6

Nota: Si b = 0, la trayectoria es una circunferencia de radio 3r; si b = r, la trayectoria es
una epicicloide. La trayectoria trazada por P para 0 < b < r se llama epitrocoide.

a

b

¢) Demuestre que un tridngulo equildtero puede inscribirse en el epitrocoide y que su centroide
estd sobre la circunferencia de radio b con centro en el origen.

=

Grafique la curva para varios valores de b entre 0 y r.

Nota: Este es el principio del motor rotatorio Wankel. Cuando el tridngulo equildtero gira
con sus vértices en el epitrocoide, su centroide recorre una circunferencia cuyo centro estd
en el centro de la curva.

d

=

En casi todos los motores rotatorios, los lados de los tridngulos equildteros son sustituidos
por arcos de circunferencia con centro en los vértices opuestos como en la parte iii) de la
figura. (Entonces el didmetro del rotor es constante.) Demuestre que el rotor se ajusta en el
epitrocoide si b < %(2 -3 )r.

y y

2r r

. 1 7|
b~ X P, X

i) i) iif)
FIGURA PARA EL PROBLEMA 6
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Sucesiones y series infinitas

En la dltima seccién de este capitulo le

pediremos que utilice una serie para - : -

deducir una férmula para determinar la © Epic Stock / Shutterstock
velocidad de una onda oceénica.

En Un previo de Cdlculo, hicimos una breve introduccién de las sucesiones y series en relacién
con las paradojas de Zen6n y la representacion decimal de nimeros. Su importancia en el
Célculo se deriva de la idea de Newton de representar funciones como sumas de sucesiones
infinitas. Por ejemplo, para encontrar dreas, con frecuencia integraba una funcién
expresandola primero como una serie y después integrando cada uno de sus términos. En la
seccién 11.10 trataremos de seguir esta idea con el fin de integrar funciones como e *'.
(Recuerde que anteriormente nos vimos incapacitados para enfrentar esto.) Muchas de las
funciones que aparecen en fisica matematica y quimica, tales como las funciones de Bessel,
estan definidas como sumas de series, asi que es muy importante familiarizarse con los
conceptos basicos de convergencia de sucesiones y series infinitas.

Los fisicos también usan las series en otro modo, tal como veremos en la seccion 11.11. En
el estudio de fendmenos tan diversos como la 6ptica, relatividad especial y electromagnetismo,
los fisicos analizan los fenémenos reemplazandolos primero por unos cuantos términos de las
series que los representan.
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m Sucesiones

b)

)

d)

{
{

(—1)'(n + 1)} LDt {_g 3
— 379

Una sucesion se puede pensar como una lista de nimeros escritos en un orden definido:
ap, dz, Az, A4y ..y Ay ...

El ndmero a, recibe el nombre de primer término, a, es el segundo término y, en general,
a, es el n-ésimo término. Aqui tratamos exclusivamente con sucesiones infinitas, por lo que
cada término a, tiene un Sucesor d,.

Observe que para todo entero positivo n hay un nimero correspondiente a,, por lo que
una sucesion se puede definir como una funcién cuyo dominio es el conjunto de enteros
positivos. Pero usualmente escribimos a, en lugar de la notacién de funcién f(n) para el
valor de la funcién en el ndmero n.

NOTACION La sucesién {a,, a,, as,...} también se denota mediante

fa.} o Aauti=

FEEII0EN Algunas sucesiones se pueden definir dando una férmula para el n-ésimo
término. En los ejemplos siguientes se ofrecen tres descripciones de la sucesion: una en
la que se aplica la notacién anterior, en otra se aplica una férmula definida y en la tercera
se escriben los términos de la sucesidn. Observe que la n no tiene que empezar en 1.

N

n . 1 2 3 4 n
a, = PP EEENFEREEE) RO
n+1 n+1 23 4°5 n+1

_|_

n=1

45 (DG
© 277810 3

n

3)1 311

{(Vn =731}, a=+vn—3,n=3 {0,1,v2,V3,....¥n—3,...}

{

o0
nir ni
cos? a,=cos—, n=0 1,

l0 cosM [ |
,2’ LI ) 6,...

|5

6

n=0

m 23[d0 PR Encuentre una férmula para el término general a, de la sucesion

3 4 5 6 7
57 2571257 6257312577

y suponga que el patrén de los primeros términos continta.

SOLUCION Sabemos que

_3 4 5 _ 6 7
aq as as - ay as _3125

5 25 125 625

Observe que los numeradores de estas fracciones empiezan con 3 y se incrementan una
unidad al pasar al siguiente término. El segundo término tiene numerador 4, el siguiente
numerador es 5; en general, el n-ésimo término tendrd como numerador n + 2. Los
denominadores son las potencias de 5, de modo que a, tiene por denominador 5". El



ay
a, ayaz
+ + -
0 1 1
2
FIGURA 1
an
f—
_ 7
ay 3
0l 1234567 n
FIGURA 2
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signo de los términos es alternadamente positivo y negativo, por lo que es necesario
multiplicar por una potencia de —1. En el ejemplo 1b) el factor (—1)” significa que
empieza con un término negativo. Como aqui se busca iniciar con un término positivo,
usamos (—1)""!, o bien (—1)"*'. Por tanto

n+2

.= _lnfl
a,=(—1) 5

FZETI0E] En este caso hay algunas sucesiones que no tienen una ecuacién que las
defina en forma simple.

a) La sucesion {p,}, donde p, es la poblacién mundial el 1 de enero del afio n.

b) Sea a, el n-ésimo digito en la expansién decimal del niimero e, entonces {a,} es una
sucesion bien definida cuyos primeros términos son

{7,1,8,2,8,1,8,2,8,4,5,...}

¢) Las condiciones siguientes definen en forma recursiva la sucesion de Fibonacci {f,}
fi=1 h=1 fi=fia T fin n=3
Cada uno de los términos es la suma de los dos anteriores. Los primeros términos son

{1,1,2,3,5,8,13,21,..}

Esta sucesion surgié cuando el matemadtico italiano del siglo X111, a quien se conoce
como Fibonacci, resolvié un problema que se relacionaba con la cria de conejos (véase
ejercicio 83). [

Una sucesién como la del ejemplo 1a), a, = n/(n + 1), se puede representar dibujando
sus términos en una recta numérica como en la figura 1, o trazando la gréifica como en la
figura 2. Observe que, como una sucesion es una funcién cuyo dominio es el conjunto de
los enteros positivos, su grafica consta de puntos aislados con coordenadas

(1,a1) (2, az) (3, a3) . (n, a,)

De acuerdo con las figuras 1 o 2, parece que los términos de la sucesién a, = n/(n + 1)
se aproximan a 1 cuando 7n es suficientemente grande. De hecho, la diferencia

se puede hacer tan pequefia como se quiera al incrementar suficientemente n. Lo anterior se
indica escribiendo

P

m =
n—o n + 1

En general, la notacién

lima, =1L

n—®

significa que los términos de la sucesion {a,} se aproximan a L cuando n se incrementa
suficientemente. Observe que la definicién siguiente del limite de una sucesiéon es muy
parecida a la definicién de limite de una funcién en el infinito dada en la seccién 2.6.
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E Definicion Una sucesion {a,} tiene el limite L y lo expresamos como

lima, =L o) a, — L cuando n — o

n—o"

si podemos hacer que los términos a, se aproximen a L tanto como se quiera tomando
n lo suficientemente grande. Si lim, .. a, existe, se dice que la sucesién converge (o
que es convergente). De lo contrario, se dice que la sucesion diverge (o es divergente).

En la figura 3 se ilustra la definicién 1 mostrando las gréificas de dos sucesiones que

tienen como limite L.

L L
FIGURA 3

Grificas de dos

sucesiones con 0 n 0

lim a,= L

n—oo

Compare esta definicion con la definicion 2.6.7.

FIGURA 4

FIGURA 5

Una version mds precisa de la definicién 1 es como sigue.

(2] Definicion Una sucesion {a,} tiene el limite L y lo expresamos como

lima, =L o bien a, — L cuando n —

n—o

si para todo € > 0 hay un correspondiente entero N tal que

si n>N entonces

a,— L|<eg

La definicién 2 se ilustra mediante la figura 4, en la cual los términos ai, a», as,... se
localizan sobre una recta numérica. No importa qué tan pequefio se elija un intervalo
(L — &, L + ¢g), existe una N tal que todos los términos de la sucesiéon desde ay:; en

adelante deben estar en ese intervalo.

a as 4 ag {aN+I ay+2 ayg g

. . o . \ o .

L
L
L
L
| ~

]
e L L+e

Otra ilustracién de la definicién 2 es la figura 5. Los puntos sobre la grifica de {a.}
deben estar entre las rectas horizontales y = L + ey y = L — & si n > N. Esta imagen
debe ser vdlida, sin importar qué tan pequefio se haya escogido &, pero usualmente se
requiere un valor de & mucho muy pequefio y un valor de N mucho muy grande.

y

y=L+e
L

y=L—¢
0l 1234 N n
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Si comparamos la definicién 2 con la definicién 2.6.7 veremos que la tnica diferencia
entre lim, . a, = L y lim,_.. f(x) = L es que se requiere que n sea un entero. En este
sentido se tiene el siguiente teorema, ilustrado en la figura 6.

@ Teorema Silim,_. f(x) = Ly f(n) = a, cuando n es un entero, entonces
lim, ...a, = L.

-

0 —t—t
FIGURA 6 1234 *

En particular, puesto que ya sabemos que 1im__. . (1/x") = 0, cuando r > 0 (teorema
2.6.5), se tiene

1
lim— =0 sir>0

n—e n

Si a, es muy grande cuando n es muy grande, usamos la notacién lim, .. a, = . La
siguiente definicion precisa es parecida a la definicion 2.6.9.

@ Definicion lim, .. a, = % significa que para todo nimero positivo M existe un
entero N tal que

si n>N entonces a, > M

Si lim, .- a, = o, entonces la sucesion {a,} es divergente pero de una manera especial.
Se dice que {a,} diverge a .

Las leyes de los limites dadas en la seccidn 2.3 también se cumplen para los limites de
sucesiones y sus demostraciones son similares.

Leyes de los limites para las sucesiones Si{a.}y {b.} son sucesiones convergentes y ¢ es una constante, entonces

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,

n—®° n—o© n—o©

n—o

lim (a, — b,) = lim a, — lim b,
m o

lim ca, = ¢ lim a, limc=c

n—ow n—ow n—o

lim (a,b,) = lim a, - lim b,
Sy e 1m

n—om

a lima,

’ n o . 7’

Iim === si lim b, # 0
n—e= b, lim b, n—o

n—w

n—oe n—o

lim a? = [ll’m an]p si p>0anda,>0
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El teorema de la compresion para sucesiones

FIGURA 7
La sucesién {b, } estd comprimida
entre las sucesiones {a, }y {c,}.

Esto demuestra que la conjetura que hicimos

antes a partir de las figuras 1y 2 era correcta.

El teorema de la compresion también se puede adaptar a las sucesiones como sigue (véase
figura 7).

Sia, < b, < c, paran = nyy lim a, = lim ¢, = L, entonces lim b, = L.
e

n—o n— o

Otro hecho titil respecto a los limites de sucesiones se evidencia en el teorema siguiente
cuya demostracion se deja para el ejercicio 87.

|E| Teorema Silim |a,| = 0, entonces lim a, = 0.
et

n—"

n

A3 JOEE Determine 1im
n—ep + 1

SOLUCION El método es similar al que usamos en la seccién 2.6: dividir tanto el
numerador como el denominador entre la potencia mas alta de n del denominador y
luego aplicar las leyes de los limites.

o !
lim = lim =
n—» pn + 1 n—o . . 1
1+— Ilim1+ lim—
n n—o n—o n
1
= =1
1+0
Aqui usamos la ecuacién 4 con r = 1. [

.y n .
EEETENE La sucesion a, = %, (es convergente o divergente?

10 + n

SOLUCION Como en el ejemplo 4, dividimos el numerador y el denominador entre 7:

Iim

n 1
—— =M=
n—=e 10 +n n— 10 1
n

porque el numerador es una constante y el denominador se aproxima a cero, asi que {a,}
es divergente. [ |

. . Inn
FEEE0E Determine lim —.

n—» n

SOLUCION Observe que tanto el numerador como el denominador tienden a infinito
cuando n — <. No se puede aplicar directamente la regla de 1’Hospital porque no se
aplica a sucesiones, sino a funciones de una variable real. Sin embargo, se puede aplicar
la regla de 1’Hospital a la funcién relacionada f(x) = (In x)/x y obtener

In x 1/x
lim — = lim L =0
x—w X x—o ]
Por tanto, de acuerdo con el teorema 3
. Inn
Iim—=0 |

n—w N



FIGURA 8

La grafica de la sucesion del ejemplo 8
se muestra en la figura 9 y apoya nuestra
respuesta.

an

1<,

0 ; n
_1 4 .
FIGURA 9

Creando graficas de sucesiones
Algunos sistemas algebraicos computarizados
contienen comandos especiales que permiten

crear sucesiones y dibujarlas directamente. Sin

embargo, con la mayoria de las calculadoras
para trazar gréficas se pueden dibujar
sucesiones usando ecuaciones paramétricas.
Por ejemplo, la sucesion del ejemplo 10 se
puede dibujar introduciendo las ecuaciones
paramétricas

x=t y=1/t

y dibujando en el modo punto (dot mode),
iniciando con # = 1; se establece el -ésimo
paso igual a 1. El resultado se muestra en la
figura 10.

1

0 < e e 10

FIGURA 10
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FFEINEA Determine si la sucesion a, = (—1)" es convergente o divergente.
SOLUCION Si escribimos algunos términos de la sucesion obtenemos
{-L1L-11,-1,1,-1,..}

La grifica de esta sucesion se muestra en la figura 8. Como los términos oscilan entre 1
y —1 en forma infinita, a, no se aproxima a ningtin nimero. Por tanto, 1im,—.. (—1)" no
existe; la sucesion {(—1)"} es divergente. [ |

—1)"
(ALK Evalie h'm( )

n—w n

si éste existe.

SOLUCION Primero calculamos el limite del valor absoluto:

—-1)" 1
) =1lim—=0

n—x N

lim

n—ow n
Por tanto, de acuerdo con el teorema 6,

—1)"
h’m( ) =

n—ow n

0 |

El siguiente teorema dice que si acoplamos una funcién continua a los términos de una
sucesion convergente, el resultado también es convergente. La demostracion se deja para
el ejercicio 88.

Teorema Si lim a, = Ly la funcién fes continua en L, entonces
o0

lim f(a,) = (L)

FEETI0EN Encuentre lim sen(w/n).
i

SOLUCION Como la funcién seno es continua en 0, el teorema 7 nos permite escribir

lim sen(w/n) = sen(lim (ﬂ/n)) =sen0=0 [ |

I FZETIGETR Analice la convergencia de la sucesion a, = n!/n", donde
n!l=1+2+3«.+-2p.

SOLUCION Tanto numerador como denominador se aproximan al infinito cuando n — oo,
pero no cabe utilizar la regla de I’Hospital (x! no estd definida cuando x no es un nimero
entero). Escribamos algunos términos para ver si es posible intuir qué pasa con a,
cuando n es muy grande:

1-2 1-2-3

as =

2:2 3-3-3

(1121 a, =

1:2:3----p

a, =

n*n+*n---**n

Esta expresion y la gréfica de la figura 10 sugieren que los términos estan decreciendo
y parecen aproximarse a cero. Para confirmar esto, observe de la ecuacién 8 que

1<2.3.....n>
ay=—|—
n nen-+-+++--n
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FIGURA 11
La sucesién a, = r"

Observe que la expresion entre paréntesis es a lo mds 1 porque el numerador es menor que
(o igual) al denominador. Asi que

1
0<a,=s—
n

Sabemos que 1/n — 0 cuando n — o, asi que a, — 0 cuando n — o por el teorema de
la compresion. |

I FZEIGEEN ;Para qué valores de r es convergente la sucesién {r"}?

SOLUCION Sabemos, por la seccién 2.6 y las graficas de las funciones exponenciales de
la seccién 1.5, que lim, ...a® = ® paraa > 1 y lim, ...a* = 0 para 0 < a < 1. Por
tanto, si hacemos a = r y usamos el teorema 3 tenemos

; o sir>1
lim r" = .

0 sio<r<l1
Es obvio que

Iim 1" = y lim 0" =

n—®° n—©

Si —1 < r < 0, entonces 0 < |r| < 1, de modo que

lim |r"| = lim [r|"=0
n—w n—o

y, por tanto, lim,—.. 7" = 0 de acuerdo con el teorema 6. Si r < —1, entonces {r"}
diverge como en el ejemplo 7. En la figura 11 se ilustran las gréaficas de varios valores de

r. (El caso de »r = —1 se muestra en la figura 8.)
afl afl
r>1,
T —1<r<0
r=1 0 ' n
1+
t ‘) =
0 n N TN
! 0<r<l rel
|

Los resultados del ejemplo 11 se resumen para uso futuro como sigue:

@ La sucesion {r"} es convergente si —1 < r < 1 y divergente para todos los otros
valores de r.

3 0 si—1<r<l1
lim r" = .
n—o 1 sir=1

Definicion  Una sucesion {a,} se llama creciente si a, < a,.,, para todan = 1, es
decir, a1 < a» < a; < ---. Si a, > a,«1paratoda n = 1 se denomina decreciente. Una
sucesion es monotona si es creciente o decreciente.




El lado derecho es menor porque tiene un
denominador mayor.
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} es decreciente porque

CEEnPLO 12 [0S {

n+5

3 - 3 3
n+5 nm+1)+5 n+6

y, por tanto, a, > a,+,, paratodan = 1. |

L n .
m Demuestre que la sucesion a, = e decreciente.
n

SOLUCION 1 Debemos demostrar que a,+; < a,, es decir,

n+1 - n
n+1>+1 n*+1

Esta desigualdad es equivalente a la obtenida por multiplicacion cruzada:

n+1 - n
m+1D>+1 n*+1

< m+ D>+ 1) <n[n+ 1)?*+ 1]
& P+ n+1l<nd+ 20+ 2n

& 1<n*+n

Puesto que n = 1, sabemos que la desigualdad n*> + n > 1 es verdadera. Por tanto, a,; < a,
y también que {a,} es decreciente.

B X
SOLUCION 2 Considere la funcién f(x) = PranEE
¥ +1-2x 1-x _

(x*+1)° (x*+1)7°

0  siempre que x> > 1

f'lx) =

En estos términos, f es decreciente sobre (1, ®) asf que f(n) > f(n + 1), por tanto {a,} es
decreciente. [

[11] Definicion  Una sucesién {a,} estd acotada por arriba si existe un nimero M tal
que

a, <M para todan = 1
Estd acotada por abajo si existe un nimero m tal que
m<=a, para toda n =1

Si estd acotada por arriba y por abajo, entonces {a,} es una sucesién acotada.

Por ejemplo, la sucesion a, = n estd acotada por abajo (a, > 0), pero no por arriba. La
sucesion a, = n/(n + 1) estéd acotada porque 0 < a, < 1 para toda n.

Sabemos que no toda sucesién acotada es convergente [por ejemplo, la sucesién
a, = (—1)" satisface —1 < a, < 1, pero es divergente del ejemplo 7] y no toda
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FIGURA 12

sucesion mondtona es convergente (a, = n — ). Pero si una sucesion es tanto acotada
como mondétona, entonces tiene que ser convergente. Este hecho se demuestra en la forma
del teorema 12, pero intuitivamente se entiende por qué es cierto viendo la figura 12. Si
{a,} es creciente y a, < M para toda n, entonces los términos estan forzados a juntarse y
aproximarse a un nimero L.

0[123 n

La demostracion del teorema 12 se apoya en el axioma de completez para el conjunto
R de los nimeros reales, que dice que si S es un conjunto no vacio de nimeros reales que
tiene una cota superior M (x < M para toda x en S), entonces S tiene una minima cota
superior b. (Esto significa que b es una cota superior para S, pero si M es cualquier otra
cota superior, entonces b < M.) El axioma de completez expresa el hecho de que la recta
de los nimeros reales no tiene brechas o agujeros.

12| Teorema de la sucesion mondtona  Toda sucesi6n acotada y monétona es
convergente.

DEMOSTRACION ~ Suponga que {a,} es una sucesién creciente. Puesto que {a,} estd acotada,
el conjunto § = {a,|n = 1} posee una cota superior. De acuerdo con el axioma de
completez, tiene una minima cota superior L. Dado € > 0, L — & no es una cota superior
para S (puesto que L es la minima cota superior). Por tanto,

ayv>L — ¢ para algin entero N

Pero la sucesion es creciente de modo que a, = ay para toda n > N. En estos términos,
sin >N

a,>L—¢

de manera que O0sL—-a,<e¢

puesto que a, < L. Asi que,
|L—a,|<e siempre que n > N

asi que lim,—.. a, = L.
Una demostracién similar (aplicando la mdxima cota inferior) funciona si {a,} es
decreciente. [ |

La demostracién del teorema 12 demuestra que una sucesion que es creciente y acotada
por arriba es convergente. (De igual manera, una sucesion decreciente que estd acotada por
abajo es convergente.) Este hecho se aplica muchas veces al trabajar con series infinitas.



Con frecuencia, la induccién matematica se
aplica cuando se trabaja con sucesiones
recursivas. Véase pagina 76 donde se encuentra
un anélisis del principio de induccion
matematica.

En el ejercicio 70 se pide una demostracion de
este hecho.

SECCION 11.1  SUCESIONES 699

m Investigue la sucesion {a,} definida por la relacion recursiva

a, =2 ane1 = 3(a, + 6) para n =1,2,3,...

SOLUCION Para empezar se calculan los primeros términos:

ar =2 a=32+6)=4  a=34+6=5
a;=35+6)=55 as=5.75 as = 5.875
a; = 5.9375 as = 5.96875 as = 5.984375

Estos términos iniciales hacen pensar que la sucesion es creciente y que los términos se
aproximan a 6. Para confirmar que la sucesion es creciente, utilizamos induccién
matematica para demostrar que a,+; > a, para toda n = 1. Esto es cierto paran = 1
porque a, = 4 > a,. Si suponemos que se cumple para n = k, entonces tenemos

A1 > g
de modo que div1 +6>a,+6
y %(akﬂ + 6) > %(ak + 6)
Por esto Ap+2 = gt

Ya se dedujo que a,+; > a, es cierta para n = k + 1. Por tanto, la desigualdad se cumple
para toda n por induccién.

Luego de verificar que {a,} estd acotada demostrando que a, < 6 para toda n. (Puesto
que la sucesion es creciente, sabemos que tiene una cota inferior: a, = a, = 2 para toda
n.) Sabemos que a; < 6, de modo que la aseveracién es cierta para n = 1. Supongamos
que se cumple para n = k. Entonces

a, < 6
de este modo art+6<12
y 2ar+6) <5(12) = 6
Asi que a1 < 6

Esto demuestra, por induccién matematica, que a, < 6 para toda n.

Como la sucesion {a,} es creciente y acotada, el teorema 12 garantiza que tiene un
limite. El teorema no dice cudl es el valor del limite, pero ahora que sabemos que
L = lim, .. a, existe, podemos aplicar la relacién recursiva para escribir

Iim a, = lim%(a,, +6) = %(lim a, + 6) =1(L + 6)

n—o

Como a, — L, se infiere igualmente que a,, — L (también cuando n — oo,
n + 1 — ). De este modo tenemos

L=3(L+6)

Al resolver esta ecuacion para L, determinamos que L = 6, tal como se habia predicho.
|
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m Ejercicios

1. a) ;Qué es una sucesién?
b) (Qué significa decir que lim,—.. a, = 8?
c) (Qué significa decir que lim, ... a, = ®?

2. a) (Qué es una sucesion convergente? Dé dos ejemplos.
b) (Qué es una sucesion divergente? Dé dos ejemplos.

3-12 Liste los primeros cinco términos de la sucesion.

2n 3"
3. a,=— 4 q,=
n®+1 1+ 2"
(=11 n
5 a,=—F7— 6. a, = cos——
5" 2
1 a =71 8 a,= (1)
T+ 1) T a4+

9. a, =1, a,+1 =5a,—3

10. a, = 6, ap+1 — —

1. =2, Ay =
ay Ap+1 1 +a,

12.a, =2, a,=1, aw1=a, — a,

13-18 Encuentre una férmula para el término general a, de la
sucesion, suponiendo que se mantenga el patrén de los primeros
términos.

13 {1,3,5.4.4,..}

18, {1, -0, —L &)
15, {-3,2, -4 5 1}
16. {58, 11,14,17,.. }
7 {51 - )

18. {1,0,-1,0,1,0, —1,0,..}

19-22. Calcule, con una aproximacién de cuatro decimales, los
primeros diez términos de la sucesion y dselos para graficar a mano
la sucesion. ;Parece tener limite la sucesion? Si es asi, calcilelo. Si
no, explique por qué.

3n (=D"
19. a,= 20. g, =2 + ———
1 + 6n n
n 10"
2M.a,=1+(-3) 2 a,=1+

9n

Se requiere calculadora graficadora o computadora

23-56 Determine si la sucesion converge o diverge. Si converge,
encuentre el limite.

23.

25.

21.

29.

31.

33.

35.

31.

39.

a.

43.

45,

47.

49

50.

51.

52,

53.

a, = 1 - (02)"
3 + 5n?
a, = 72
n+n
a, = el/”
2nr
a, = tan
(1 + 8n>
n?
a, = — F—
L
N
a, = cos(n/2)
@n - DY
(2n + 1)!
eZn _ 1
{nze*n}
_cos’n
an 271
a, =n Sen(l/}’l)
< 2>n
a,=|1+—
n
a,=I@2n*+ 1) — In(n*> + 1)
(In n)?
a, = ———
n
a, = arctan(In n)
G=n— AT T ¥ 3
{0,1,0,0,1,0,0,0,1,...}
O N

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com

24.

26.

28.

32.

34.

36.

42.

44.

46.

. dp

n
all = 3
n’+1
n’
a, =
n+1
3n+2
a, = —,
5
n+1
all =
On + 1
a, = e+
B (_1)n+1n

o n+\/;

a, = cos(2/n)

Inn
" |In2n

tan"'n

n

ap = ln(}’l + 1) —Inn

a, = n/2]+3n

a, = 2""cos nm

sen2n

1+ 4n

. a, =



! —3)
n 56. a, = u

55, a, =
= nl

A 57-63 Con la ayuda de una grafica de la sucesion, establezca si ésta

es convergente o divergente. Si la sucesion es convergente,
conjeture el valor del limite a partir de la grafica y luego demuestre
su conjetura. (Vea la nota al margen de la pagina 695 relacionada
con la advertencia sobre las gréficas de sucesiones.)

5. a, = 1 + (=2/e)" 58. a, = /n sen(m/\/n)
3+ 2n?
59. a, = \/2" 60. a, = /3" + 5
8n” +n
n’cosn
6. a,=——3
1+n
1 . . o o s e » 2 - 1
62 a, — - @n — 1)
n!
1+3:5+----2n—1)
63. a, —
¢ 2n)"

64. a) Determine si la sucesion definida como sigue es convergente
o divergente:

a =1 a1 =4 — a, paran =1

b) (Qué ocurre si el primer término es a, = 2?

65. Si se invierten 1000 délares a 6% de interés compuesto
anualmente, entonces 7 afios después la inversion tiene un valor
de a, = 1000(1.06)" ddlares.

a) Determine los primeros cinco términos de la sucesion {a,}.
b) ¢(La sucesion es convergente o divergente? Explique.

66. Si se depositan 100 délares al final de cada mes en una cuenta
que paga 3% de interés al aflo capitalizado mensualmente, la
cantidad de interés acumulado después de n meses estd dada
por la sucesién

1.0025" — 1
I, =10——F——n
0.0025

a) Encuentre los primeros seis términos de la sucesion.
b) ¢(Cudnto interés habra obtenido después de dos afios?

67. En una granja piscicola se tienen 5000 bagres en su estanque
de crias. El nimero de bagres aumenta en 8% al mes y el
productor cosecha 300 bagres al mes.

a) Demuestre que la poblacién P, de bagres después de n
meses estd dada periédicamente por

P, =1.08P,-; — 300 P, = 5000

b) (Cuantos bagres hay en el estanque después de seis meses?

68.

69.
10.

n.
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Determine los primeros 40 términos de la sucesién definida por

1 . 3
P LT si a, es un nimero par
n+l . L .
3a, + 1 si a,esun nimero impar

y a; = 11. Haga lo mismo si a; = 25. Conjeture respecto al
tipo de sucesion.

(Para qué valores de r converge la sucesion {nr"}?

a) Si{a,} es convergente, demuestre que

lim aAp+1 — lim ay

n—o n—

b) Una sucesion {a,} se define pora; = 1y a,.. = 1/(1 + a,)
para n = 1. Si suponemos que {a,} es convergente, calcule
su limite.

Suponga que sabemos que {a,} es una sucesién decreciente y
que todos sus términos estdn entre los nimeros 5 y 8. Explique
por qué la sucesion tiene un limite. ;Qué puede decir respecto
al valor del limite?

72-718 Determine si la sucesion es creciente, decreciente o es no
mondtona. jEstd acotada la sucesion?

72. a, = (—2)""!
B.oay=—— M a, =23
SR PR T S v 4
75. a, = n(—1)" 76. a, = ne™"
n 1
n a,=—F—— 78. a,=n+ —
n-+1 n
79. Encuentre el limite de la sucesion

80.

81.

82.

{ﬂ,\/ﬁ, 2 2ﬁ}

Una sucesion {a,} estd dada por a1 = v/2 a1 = /2 + a,.

a) Mediante induccién u otro método, demuestre que {a,} es
creciente y que su cota superior es 3. Aplique el teorema de
sucesion mondétona para demostrar que lim,—- a, existe.

b) Determine lim, .. a,.

Demuestre que la sucesién definida por

1
a, =1 a1 =3 ——
ay

es creciente y a, < 3 para toda n. Deduzca que {a.} es
convergente y encuentre su limite.

Demuestre que la sucesion definida por

1

a =2 an+1 =
3 —a.

satisface 0 < a, =< 2 y es decreciente. Deduzca que la sucesion
es convergente y encuentre su limite.
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83.

84.

85.

86.

817.

88.
89.

90.

CAPITULO 11 SUCESIONES Y SERIES INFINITAS

a) Fibonacci plante6 el problema siguiente: Suponga que los
conejos viven toda la vida, que cada mes todas las parejas
tienen un nuevo par de conejitos, los cuales empiezan a ser
productivos a la edad de dos meses. Si empieza con una
pareja de recién nacidos, ;cudntas parejas de conejos tendrd
en el n-ésimo mes? Demuestre que la respuesta es f,,,
donde {f.} es la sucesion de Fibonacci que se define en

el ejemplo 3c).

Sea a, = f,+1/f, demuestre que @, = 1 + 1/a,-».
Suponiendo que {a,} es convergente, determine su limite.

a) Seaa, = a, a, = f(a), as = f(a) = f(f(@)),..., a1 = f(a,),
donde fes una funcién continua. Si lim,—.a, = L,
demuestre que f(L) = L.

b) Ilustre el inciso a) haciendo f(x) = cos x, a = 1, y
estimando el valor de L con una aproximacién de cinco
cifras decimales.

b

=

a) Mediante una gréfica, deduzca el valor del limite

b) Con una grifica de la sucesion del inciso a) calcule los
valores mds pequefios de N que corresponden a € = 0.1
y € = 0.001 en la definicién 2.

Aplique directamente la definicion 2 para demostrar que
lim,—. 7" = 0 cuando |r| < 1.

Demuestre el teorema 6.

[Sugerencia: utilice la definicién 2 o el teorema de la
compresion. |

Demuestre el teorema 7.

Demuestre que si lim,—- a, = 0 y {b,} es acotada, entonces
lim,—« (a,b,) = 0.

1 n
Seaa, = <1 + ) .
n

a) Demuestre que si 0 < a < b, entonces

n+l n+1
LAy
b—a

b) Deduzca que b"[(n + 1)a — nb] < a"*'.

¢) Utilicea=1+ 1/(n+ 1)y b =1+ 1/n del inciso b) para
demostrar que {a.} es creciente.

d) Usea=1yb=1+ 1/(2n) en el inciso b) para demostrar
que a,, < 4.

e) Mediante los incisos ¢) y d) demuestre que a, < 4 para
toda n.

f) Utilice el teorema 12 para demostrar que lim, . (1 + 1/n)"
existe. (El limite es e. Véase la ecuacion 3.6.6.)

91.

92.

93.

Sean a y b niimeros positivos con a > b. Sea a, la media
aritmética y b, la media geométrica:

a+b
2

b[ = \/db

Repita el proceso de modo que, en general

a; =

Gnt b

B by =

Ap+1 = a,b,

a) Mediante la induccién matemadtica demuestre que
an > An+1 > bn+| > bn

b) Deduzca que tanto {a,} como {b,} son convergentes.

¢) Demuestre que lim,—... a, = lim,_.. b,. Gauss llam6
al valor comiin de estos limites la media aritmética-
geométrica de los nimeros a y b.

a) Demuestre que si lim, -« az, = Ly lim, ~« az,+1 = L,
entonces {a,} es convergente y lim, .. a, = L.
b) Sia, =1y

1
1 + a,

1+

apt+1 =

calcule los primeros ocho términos de la sucesion {a,}. Luego
use el inciso a) para demostrar que lim, .- a, = /2. Esto da
el desarrollo en fraccion continua

N/ IR E—

1
2+ —
24

El tamafio de una poblacion inalterada de peces se ha modelado
mediante la férmula

__bp,
DPn+1 a+ p

donde p, es la poblacién de peces después de n afios, y a y

b son constantes positivas que dependen de las especies y su

medio ambiente. Suponga que la poblacién en el afio 0 es

po > 0.

a) Demuestre que si {p,} es convergente, entonces los tnicos
valores posibles de este limite son 0y b — a.

b) Demuestre que p,+1 < (b/a)p..

¢) Mediante el inciso b) demuestre que si a > b, entonces
lim, . p, = 0; en otras palabras, la poblacién muere.

d) Ahora suponga que a < b. Demuestre que si po < b — a,
entonces {p,} es creciente y 0 < p, < b — a. Demuestre que
si po > b — a, entonces {p,} es decreciente y p,> b — a.
Deduzca que si a < b, entonces lim, .. p, = b — a.
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Una sucesion que surge en ecologia como un modelo para el crecimiento poblacional se define por
medio de la ecuacion logistica en diferencias

DPnt1 = kp,,(l - pn)

donde p, mide el tamailo de la poblacion de la n-€sima generacion de una sola especie. Para
mantener manejables los nimeros, p, es una fraccion del tamafio maximo de la poblacién, de
modo que 0 < p, = 1. Observe que la forma de la ecuacién es similar a la ecuacién diferencial
logistica de la seccién 9.4. El modelo discreto, con sucesiones en lugar de funciones continuas, es
preferible para modelar las poblaciones de insectos, donde el apareamiento y la muerte ocurren de
un modo periddico.

Un ecologista se interesa en predecir el tamaifio de la poblacion a medida que el tiempo avanza,
y plantea estas preguntas: ;se estabilizard en un valor limite?, ;cambiara de manera ciclica?, o
bien, ;mostrard un comportamiento aleatorio?

Escriba un programa para calcular los n primeros términos de esta sucesiéon con una poblacién
inicial py, donde 0 < p, <1. Con este programa efectuie lo siguiente:

1. Calcule 20 o 30 términos de la sucesion para p, = 5 y para dos valores de k tales que
1 < k < 3. Grafique cada sucesion. ;Parecen converger? Repita para un valor distinto
de po entre 0 y 1. (El limite depende del valor elegido de p,? ; Depende del valor
elegido de k?

2. Calcule términos de la sucesion para un valor de k entre 3 y 3.4 y dibdjelos. ;Qué observa
con respecto al comportamiento de los términos?

3. Experimente con valores de k entre 3.4 y 3.5. ;Qué sucede con los términos?

4. Para valores de k entre 3.6 y 4, calcule y dibuje por lo menos 100 términos y comente
el comportamiento de la sucesion. ;Qué sucede si cambia p, por 0.001? Este tipo de
comportamiento se llama cadtico y lo muestran poblaciones de insectos bajo ciertas
condiciones.

Se requiere sistema algebraico computarizado

m Series

(A qué nos referimos cuando expresamos un nimero como decimal infinito? Por ejemplo,
qué significa escribir

El actual récord de r ha sido calculado con m = 3.14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 . ..

2576980370000 decimales (més de dos

trillones) de lugares decimales por T. Daisuke y . . . .

SU equipo. La convencién que hay detrds de nuestra notacién decimal es que cualquier nimero se

puede escribir como una suma infinita. Aqui, el significado es que

donde los puntos suspensivos (...) indican que la suma continda por siempre y que cuantos
mads términos agreguemos, estaremos mas cerca del valor verdadero de 7.
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n |Suma de los primeros n términos
1 0.50000000
2 0.75000000
3 0.87500000
4 0.93750000
5 0.96875000
6 0.98437500
7 0.99218750

10 0.99902344

15 0.99996948

20 0.99999905

25 0.99999997

. 3 . ., . . ©
En general, si tratamos de sumar los términos de una sucesion infinita {an},—1, obte-
nemos una expresion de la forma

(1] ai+a+ay+ - +a,+ -

que se denomina serie infinita (o sélo serie) y se denota con el simbolo

25 a, (6] 25 ay

n=1

Pero, ;tiene sentido hablar de suma de un infinito de términos?
Seria imposible encontrar la suma finita de la serie

1+2+3+4+5+ +n+--

porque si empezamos a sumar los términos, obtenemos sumas acumulativas 1, 3, 6, 10, 15,
21, ...y después del n-ésimo término, llegamos a n(n + 1)/2, lo cual resulta muy grande
cuando 7 se incrementa.

Sin embargo, si empezamos por sumar los términos de la serie

1 1 1 1 1 1 1
b e
2 4 8 16 32 64 2"

obtenemos 1,2 1 2 3 8y _ 1/27  En la tabla se puede ver que cuando se

suman mas y mas términos, estas sumas parciales se vuelven mas y mds cercanas a 1.
(Véase también la figura 11 en un Previo al cdlculo en la pagina 6.) De hecho, al sumar
suficientes términos de la serie es posible hacer que las sumas parciales sean tan cercanas
a 1 como se quiera. Asi que es razonable decir que la suma de esta serie infinita es igual a
1 y escribir

1 1
— e — =11
16 2"

DM s

+—+—+

11,11
2 2 438

1

n

Usaremos una idea similar para determinar si una serie general tiene 0 no tiene
suma. Consideremos las sumas parciales

ST = a;

ss=a; + a

s3=a; +a, + as
s4=a1+a2+a3+a4

y, en general,
n
Ss=artatat-ota,=2a
i=1

Estas sumas parciales forman una nueva sucesion {s,}, la cual puede tener o no tener un
limite. Si lim,_... s, = s existe (como un ndmero finito), entonces, como en el ejemplo
anterior, se llama suma de la serie infinita X a,.



Compare con la integral impropia
[ " f() dx = 1im f}’ F(x) dx

Para determinar esa integral se integra desde 1
hasta 7y después se hace que t — . En el
caso de series, se suma desde 1 hastany
después se hace que n — .

SECCION 11.2  SERIES
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suma parcial:

n
=Ya=a+a+- - +a,
i=1

ces la serie X a, se dice convergente y se escribe

ata+--+a, +---=s o da,=s

serie es divergente.

@ Definicion Dada una serie =,—1a, =a, + a, + a3 + -+ -, sea s, la n-ésima

Si la sucesion {s,} es convergente y lim,_... s, = s existe como un niimero real, enton-

El ndmero s se llama suma de la serie. Si la sucesion {s,} es divergente, entonces la

Asi, la suma de una serie es el limite de la sucesion de sumas parciales. Asi, cuando
escribimos X;_, g, = s, queremos decir que al sumar suficientes términos de la serie

podemos llegar tan cerca como queramos al nimero s. Observe que

'M=

> a, = lim
n=1 n—x®

i 1

FEETI0EN Supongamos que sabemos que la suma de los primeros 7 términos de la
serie Z,-1 a, es

2n

S, =a ta+ - +ta=—"—
o 3n + 5

Entonces la suma de la serie es el limite de la sucesién {s,}:

°° 2n 2

n—w n—w Sn 5 n—o
3+
n

2
2a,,=11’ms,,=lim—=h’m—5=§ [ |

En el ejemplo 1 estamos dando una expresion para la suma de los primeros n términos,
pero usualmente no es facil encontrar tal expresién. Sin embargo, en el ejemplo 2, nos
topamos con una famosa serie para la cual podemos encontrar una férmula explicita

para s,.

FEETE0FY Un importante ejemplo de una serie infinita es la serie geométrica

atart+ar’+ar+--+ar"'+o=Yar" a#0

Cada término se obtiene a partir del término precedente multiplicdndolo por la razén
comun r. (Ya hemos considerado el caso especial cuando a = lyr=1idela pagina
704.)

Sir=1,entonces s, =a + a + +*+ + a = na — *. Puesto que lim, .. s, no
existe, la serie geométrica diverge en este caso.

Sir # 1, tenemos

ss=a+ar+ar*+ -+ ar"!

y 7S, = ar+ar*+ -+ ar”' + ar”
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La figura 1 proporciona una demostracion
geométrica del resultado del ejemplo 2. Si los
tridngulos se construyen como se indica y s es
la suma de la serie, entonces, por tridangulos
semejantes

s a a
— = porloque s =
a a—ar 1—r
ar’
ar’
ar®
ar
a—ar ar
s
a a
a
FIGURA 1

En palabras: la suma de una serie geométrica
convergente es

primer término

1 — razén comin

1Qué se quiere realmente decir cuando
afirmamos que la suma de la serie del ejemplo
3 es 37 Naturalmente, no podemos sumar un
infinito de términos uno méas uno. Pero, de
acuerdo con la definicién 2, la suma total es el
limite de la sucesién de sumas parciales. De
este modo, al efectuar la suma de suficientes
términos, nos acercamos tanto como queramos
al nimero 3. La tabla muestra las primeras diez
sumas parciales s,y en la grafica de la figura 2
se ilustra como la sucesién de las sumas
parciales se aproxima a 3.

SUCESIONES Y SERIES INFINITAS

Al restar estas ecuaciones obtenemos

Sy — rs, =a — ar"
@ a(l —r")
Sy =
1—r
Si —1 <r<1,sabemos de (11.1.9) que r, — 0 cuando n — %, asi que
. .a(l —r") a a a
lim s, = lim = - lim r" =
n—>c n—e 1 —7r 1—r 1 —r o 1—r

Asi, cuando | r| < 1, la serie geométrica es convergente y su suma es a/(1 — ).
Sir < —1obien, r > 1, la sucesién {r"} es divergente de acuerdo con (11.1.9) y de
ese modo, segin la ecuacién 3, Iim, . s, no existe. Por tanto, la serie geométrica

diverge en esos casos. |
Los resultados del ejemplo 2 se resumen como:
(4] La serie geométrica
Nar"'=a+ar+art+ -
n=1
es convergente si || < 1y su suma es
S n—1 a
D oar"t = |r| <1
=1 1 -
Si|r| = 1, la serie geométrica es divergente.
m 24 0ER  Calcule la suma de la serie geométrica
S e
SOLUCION El primer término es a = 5 y la razén comiin es r = —3. Como |r| = i<,
la serie es convergente por [4] y su suma es
10 20 40 5 5
5—-—+——-——+ . =—F = =%=3 —
39 27 1-(-3) 3
Sll
n Sn
1 5.000000
2 1.666667
3 3.888889 =
4 2.407407
5 3.395062
6 2.736626
7 3.175583 .
8 | 2882945 0 201
9 3.078037
10 2.947975
FIGURA 2




Otra manera de identificar a y r es escribir los
primeros términos.

4+8 4G+

En Module 11.2 se explora una serie que
depende de un &ngulo 6 en un tridngulo y
permite ver qué tan rapido converge la serie
cuando varfa 6.
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. 2n1— .
EETINE La serie 2 2°"3'™", ;es convergente o divergente?
n=1

SOLUCION Escribamos el n-ésimo término de la serie en la forma ar"':

z z - 4” & n—
2} 22n31—n _ 2] (22)n3—(n—1) — E — E 4(%) 1

=1
n=1 3” n=1

. . . L. 4
Identificamos esta serie como una serie geométricacona =4y r =3 Como r > 1, la
serie diverge, de acuerdo con [4]. [ |

I FEEEIINE] Escribimos el nimero 2.317 = 2.3171717 como una raz6n de enteros
SOLUCION

23171717... =23 +i+i 17

’ o ' 10° 10° 107

Después del primer término tenemos una serie geométrica con a = 17/10°y r = 1/10%
Debido a esto,

17 17
— 10° 1000
2317 =23+ ———— =23+ ——

1 99

1 - — —

10 100

23 17 1147

10 990 495

FEFETIONR Encuentre la suma de la serie ) x, donde |x| < 1.

n=0

SOLUCION Observe que esta serie inicia con n = 0 y por eso el primer término x°= 1.
(En las series, se adopta la convencion de que x° = 1 aun cuando x = 0.) De este modo,

M8

xX"=14+x+x2+x3+x*+---
0

n

Esta es una serie geométrica con @ = 1y r = x. Puesto que |r| = |x| < 1, converge, y
de acuerdo con 4] se tiene

5]

ad 1
24HNFA Demuestre que la serie 21 n(n + 1) es convergente, y determine su suma.

SOLUCION Esta no es una serie geométrica, de modo que regresamos a la definicién de
una serie convergente y calculamos las sumas parciales.

z 1 1 1 1 1

. = + + e
s i:E]i(i-i-l) 1.2 2-3 3-4 n(n + 1)

Esta expresion se puede simplificar utilizando la descomposicion en fracciones parciales

_tr _1__ 1t
ii +1) i i+ 1
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Observe que los términos se cancelan por pares.
Este es un ejemplo de una suma telescépica.
Debido a las cancelaciones, la suma se colapsa
(tal y como se colapsan los telescopios de los
piratas), justamente en dos términos.

En la figura 3 se ilustra el ejemplo 7 y se
muestra la grafica de la sucesion de términos
a, = 1/n(n + 1)y la sucesion {s,} de sumas
parciales. Observe que @, =0y s, — 1.
Véanse los ejercicios 76 y 77, en donde se tratan
dos interpretaciones geométricas del ejemplo 7.

FIGURA 3

El método usado en el ejemplo 8 para demostrar
que la serie arménica diverge es original del
francés Nicole Oresme (1323-1382).

SUCESIONES Y SERIES INFINITAS

(Véase la seccion 7.4.) Asi tenemos que,

St ()
<1_ )+< _ >+( - >+...+< —nil>

B S i+ 1) i
1

n+1

=1 —

1
y de este modo h’msn=11'm<1— >=1—0=1

n—® n—o n + 1

Por tanto, la serie dada es convergente y

o 1
S =

= nn+ 1)

m 22 J0EE  Demuestre que la serie arménica

DM s

1 111
—=l4+—+—+—F--
n 2 3 4

n

es divergente.

SOLUCION Para esta serie particular, es conveniente considerar las sumas parciales s», s,

S35 S16s S32, ... Y demostrar que se hacen muy grandes.

s, =143
ss=1+5+0G+)>1+3+0G+) =143
=l b (e (b
()
=1+i+i+i=1+3

L R () R (R R LR
S () Gt Db (et )
=1+53+5+3+3;=1+}

En forma similar, s3> > 1 + % Ses > 1 + 2 y, en general

>14+ 2
Son —
’ 2

Esto demuestra que s,» — o« cuando n — oy por eso {s,} es divergente. Debido a eso, la
serie armonica diverge. L

%

(6] Teorema Si la serie 2 dues convergente, entonces lim a, = 0.
n=1

n—ow
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DEMOSTRACION Sea s, = a; + a, + +*+ + a,. Entonces, a, = s, — s,-1. Puesto que = a,
es convergente, la sucesion {s,} es convergente. Sea lim, s, = 5. Comon — 1 — ©

cuando n — o, también se tiene lim, .. s,—; = 5. Por tanto,
lim a, = lim (s, — s,-1) = lim s, — lim s,
oo et e e
=s5—5=0 |

NOTA 1 Con cualquier serie 2 a, se asocian dos sucesiones: la sucesion {s,} de sus
sumas parciales y la sucesion {a,} de sus términos. Si 2 a, es convergente, entonces el
limite de la sucesion {s,} es s (la suma de la serie) y, como establece el teorema 6, el limite
de la sucesion {a,} es 0.

@ nNoTA 2 En general, el inverso del teorema 6 no se cumple. Si lim,...a, = 0, no
podemos concluir que X a, es convergente. Observe que para la serie arménica 21/n
tenemos a, = 1/n —> o cuando n — %, pero ya demostramos en el ejemplo 8 que 21/n es
divergente.

La prueba de la divergencia Si lim a, no existe o si lim a, # 0, entonces la

n—o n—ow
0

serie Y, a, es divergente.

n=1

La prueba de la divergencia se infiere del teorema 6 porque si la serie no es divergente,
entonces es convergente y, por tanto, lim, .. a, = 0.

S 2
FFETINE] Demuestre que la serie P Srzzn—-i-zt es divergente.
SOLUCION
lim a, = h’mn—2= h’m;=l#0
n—e ' on—w 502+ 4 a-= 5+ 4/ 5
De modo que la serie diverge de acuerdo con la prueba de la divergencia. [

NOTA 3 Si encontramos que 1im, ... a, # 0, sabemos que X a, es divergente. Si tiene
que lim,—.. @, = 0, nada sabemos con respecto a la convergencia o la divergencia de X a,.
Recuerde la advertencia de la nota 2: si lim,,—... a, = 0, la serie  a, podria ser convergente
o divergente.

Teorema Si X a,y 2 b, son series convergentes, entonces también lo son las
series > ca, (donde c es una constante), > (a, + b,) y 2 (a, — b,), y

©

i) X ca,=c a, i)y X (@, +b)=2a,+ X b,
n=1 n=1 n=1 n=1

n=1

% %

M)i@—m=2m—2h

n=1 n=1

Estas propiedades de las series convergentes se infieren de las leyes de los limites
correspondientes a las sucesiones de la seccién 11.1. Por ejemplo, aqui se demuestra la
parte ii) del teorema 8:

Sea

©”
=

I
%
8

1)

|
[\
2

=

o~

I
=
S
-~

I
DM s
S

=

i
i
T
3

[
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La n-ésima suma parcial de la serie X (a, + b,) es

= 2": (a; + b))

y, usando la ecuacién 5.2.10, tenemos

n—®.

lim u, = lim Y, (@ + b;) = lim (2 a+ b,—>

= 1lim >, a; + lim X, b;

=] N =]

=lims, +1limt, =s + ¢

n—ow n—ow

Por tanto, 2 (a, + b,) es convergente y su suma es

i(a,l+b)—s+t—2a,,+2b [

n=1
Z 3
m Determine la suma de la serie ;Zl n(n + 1) + ).

SOLUCION La serie X 1/2" es una serie geométrica con ¢ = ; y r = 3, de modo que

En el ejemplo 7 encontramos que

M8

1n(n+ 1)

Asi, por el teorema 8, la serie dada es convergente y

,,21<n(n+1) >_32 g

a1 n(n + 1)

=3-1+1=4 —

NOTA 4 Una cantidad finita de términos no afecta la convergencia o divergencia de una
serie. Por ejemplo, supongamos que somos capaces de demostrar que la serie

S n
,24 I’l3 +1
es convergente. Puesto que
°° n 1 2 3 E
 — + —_ —_
o+l 2 9 28 ,24

se infiere que toda la serie ;- n/(n* + 1) es convergente. Asimismo, si sabemos que la
serie X,—y+1 @, €S convergente, entonces toda la serie

Ean Ea,,—i— Ea,,

n=1 n=N+1

es también convergente.



m Ejercicios

SECCION 11.2  SERIES m

1. a) ;Cuadl es la diferencia entre una sucesién y una serie?
b) (Qué es una serie convergente? ;Qué es una serie
divergente?

2. Explique qué significa decir que Z5-1 a, = 5.
3-4 Calcule la suma de la serie 2~ @, cuyas sumas parciales estdn
dadas.

n?—1

35, =2 — 3(08)" 4 5, =1
s 3(08) T A 1

5-8 Calcule los primeros ocho términos de la sucesion de sumas
parciales con una aproximacién de cuatro decimales. ;Las series
aparentan que convergen o divergen?

1
' n? T In(n+ 1)

o
M s

n

7. 2 8 ii(_l)m
,111+f e

9-14 Encuentre por lo menos 10 sumas parciales de las series.

Grafique tanto la sucesién de los términos como la sucesion de las
sumas parciales en la misma pantalla. ;Cémo parece ser la serie,
convergente o divergente? Si es convergente, determine la suma. Si
es divergente, explique por qué.

9, 10. cos n
nEl] ( 5)" ngl

o n 7n+l
1. N 12.

ngl Jn?+ 4 nzl 10"

o (b ) wsot
— f n+1 — (n+2)
2n
all=
15. Sea EP

a) Determine si {a.} es convergente.
b) Determine si 3,-; a, €s convergente.

16. a) Explique la diferencia entre

E ai y 2 aj
i=1

b) Explique la diferencia entre
2 ai y 2 a
i=1 3

17-26 Determine si la serie geométrica es convergente o divergente.
Si es convergente, calcule la suma.

1.3 -4+ -8+ ...
19. 10 — 2 + 0.4 — 0.08 + - - -
20. 2 + 0.5 + 0.125 + 0.03125 + - - -

1. 4+3+5+5+ -

i 10"
21. 6(0.9)""! 22.
r;l ( ) n= l( 9)” (=9t
S (=3 51
23 Y — 24, -
n=1 4n ng() (\/5)

5 > 26. 2

27-42 Determine si la serie es convergente o divergente. Si es
convergente, encuentre su suma.

11 11 1
2. —+—+—+—+——+
36 9 12 15
1 2 1 2 1 2
28—+ —F—+——+—
39 27 1 243 729
n—1 = k(k + 2)
29, 30.
S — 1 kgl (k + 3y
=1+ 2 =1+ 3"
31. 32
DAY 2
3. Y 2 3. > [(0.8)"" — (0.3)"]
n=1 n=1
% 31 et % S|
. n———— . Sy
2o\ 2 + 1 S+ (3)

31 i <W>k 38. i (cos 1)*

s a3 2
39. Y arctann 4. Y ( + )

o1 1 5 e
n 3 < +> R Y

e nn + 1)

43-48 Determine si la serie es convergente o divergente al expresar
s, como suma telescopica (como en el ejemplo 7). Si es
convergente, encuentre su suma.

& 2 < n
43, 44 1
Eznz—l ,Elnn-i-l
& 3
45, —_—
,Zl n(n + 3)

S 1
46. > <cos2 -
n

47. 3 (' — e/mY) Y

n=1 1:2n_n

ﬁ Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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49. Sea x = 0.99999...
a) (Qué piensa usted, que x < 1 o que x = 1?
b) Sume una serie geométrica para determinar el valor de x.
c¢) (Cudntas representaciones decimales tiene el 1?
d) (Cudles niimeros tienen mds de una representacion decimal?

50. Una sucesién de términos estd definida por

a; =0 a,= (5 — n)a,-

Calcule ;- a,.

51-56 Exprese el nimero como una razén de enteros.

51. 0.8 = 0.8888 ... 52. 0.46 = 0.46464646 . ..
53. 2.516 = 2.516516516 . ..

54. 10.135 = 10.135353535 . ..

55. 1.5342 56. 7.12345

57-63 Calcule los valores de x para los cuales la serie converge.
Determine la suma de la serie para dichos valores de x.

58. i (x +2)"

n=1

57. > (—5)"x"
n=1

S .
59, > u 60. S (—4)"(x — 5)"
n=0 3 n=0
w 27[ 71
6. Y = 6. 3 ot
n=0 X n=0 3
63. > ™

64. Hemos visto que una serie arménica es una serie divergente
cuyos términos se aproximan a 0. Demuestre que

S 1
> ln<l + )
n=1 n

es otra serie con esta propiedad.

65-66 Utilice el comando de las fracciones parciales en su sistema

algebraico computarizado para encontrar una expresion conveniente
para la suma parcial, y luego use esta expresion para encontrar la
suma de la serie. Compruebe su respuesta usando directamente el
sistema algebraico a la suma de la serie.

3n*+3n+ 1 z 1
g5, > - "

66.

= (n*+n)? Znd =50 + 4n

67. Si la n-ésima suma parcial de una serie =,—; a, s

n—1
n+1

Sp =

determine a, y 2i-1 a,.

68. Si la n-ésima suma parcial de una serie
So—1da, ess, =3 — n27", determine a, y =,—; a,.

69. Un paciente toma 150 mg de una droga a la misma hora
cada dfa. Justo antes de tomar cada tableta, 5% de la droga
permanece en el cuerpo.
a) (Qué cantidad de la droga estd en el cuerpo después de la
tercera tableta? ; Después de la n-ésima tableta?
b) (Qué cantidad de la droga queda en el cuerpo a largo plazo?

70. Después de la inyeccion de una dosis D de insulina, la
concentracion de insulina en un sistema del paciente decae
exponencialmente, asi que puede expresarse como De ™,
donde ¢ representa el tiempo en horas y a es una constante
positiva.

a) Sila dosis D se inyecta cada T horas, escriba una expresion
para la suma de la concentracion residual justo antes de la
(n + 1)-ésima inyeccion.

b) Determine la concentracién limite antes de inyectar.

¢) Si la concentracién de insulina debe siempre permanecer
en, o por encima de un valor critico C, determine la dosis
minima de D en términos de C, a 'y T.

7. Cuando el dinero se gasta en bienes y servicios, los que
reciben el dinero también gastan un poco de €l. Las personas
que reciben algo del dinero gastado dos veces, gastardn algo
de dicho dinero, y asi sucesivamente. Los economistas
Ilaman a esta reaccion en cadena efecto multiplicador. En
un hipotético pueblo aislado, el gobierno local inicia el proceso
gastando D ddlares. Suponga que cada persona que recibe
dinero gasta 100c% y ahorra 100s% del dinero. Los valores ¢
y s se denominan propension marginal al consumo'y
propension marginal al ahorro y, naturalmente, ¢ + s = 1.
a) Sea S, el total de lo gastado que ha sido generado
después de n transacciones. Determine una ecuacién
para S,.

b) Demuestre que lim,—- S, = kD, donde k = 1/s.
La cantidad k se llama el multiplicador. ;Cudl es el
multiplicador si la propensién marginal al consumo
es 80%?

Nota: El gobierno federal de Estados Unidos usa este principio
para justificar el gasto que muestra déficit. Los bancos

utilizan este principio para justificar los préstamos de un gran
porcentaje del dinero que reciben como depdsito.

72. Una cierta pelota tiene la propiedad de que cada vez que cae
desde una altura & sobre una superficie nivelada y dura, rebota
hasta una altura rh, donde 0 < r < 1. Suponga que la pelota
cae desde una altura inicial de H metros.

a) Suponiendo que la pelota continda rebotando de manera
indefinida, calcule la distancia total que recorre.

b) Calcule el tiempo total que la pelota viaja. (Use el hecho de
que la pelota cae 1g7> metros en ¢ segundos.)

¢) Suponga que cada vez que la pelota golpea la superficie con
velocidad v rebota con velocidad —kv, donde 0 < k < 1.
(Cuanto tiempo le tomard a la pelota llegar al reposo?

73. Encuentre el valor de ¢ si

M s

(1+o7"=2

2

n



74. Encuentre el valor de c tal que

e" =10

DMs

n=0

75. En el ejemplo 8 se demostré que la serie arménica es
divergente. Aqui se resume otro método, haciendo uso del
hecho de que e* > 1 + x para cualquier x > 0. (Véase el
ejercicio 4.3.78.)

Si s, es la n-ésima suma parcial de la serie arménica,
demuestre que e > n + 1. {Por qué esto implica que la serie
armonica es divergente?

76. Grafique lascurvasy =x",0<sx < l,paran=0,1,2,3,4,...

sobre una misma pantalla. Determinando las 4reas entre las
curvas sucesivas, de una demostraciéon geométrica del hecho,
demostrado en el ejemplo 7, de que

ad 1

Zl a1

77. En la figura se muestran dos circunferencias C'y D de radio
1 que se tocan en P. T es una tangente comun; C, es la
circunferencia que toca C, D y T; C, es la circunferencia que
toca C, D'y Ci; C; es la circunferencia que toca C, D'y C.. Este
procedimiento puede continuar en forma indefinida y produce
una sucesion infinita de circunferencias {C,}. Encuentre una
expresion para el didmetro de C, y, de ese modo, proporcione
otra demostracién geométrica del ejemplo 7.

78. Un tridngulo rectdngulo ABC estd definido con
LA =0y |AC| = b. CD se traza perpendicular a AB, DE se
traza en forma perpendicular a BC, EF | AB, y este proceso
continda en forma indefinida como se ilustra en la figura.
Determine la longitud total de todas las perpendiculares

|CD| + |DE| + |EF| + |FG| + - - -

en términos de b y 6.

19.

80.

81.
82,

83.

84.

85.

86.

87.
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(Qué es lo que estd mal en el cdlculo siguiente?
0=0+0+0+---
=1-D+0-H+0—=1)+---

I=1+1—-1+1—1+:-
=1+(1+D)+ 1+ +(=1+1)+--
=1+0+0+0+ =1

(Guido Ubaldus pensaba que esto demostraba la existencia de
Dios, porque “se habfa creado algo de la nada”.)

Suponga que sabemos que =,—; @, (@, 7 0) es una serie
convergente. Demuestre que ;-1 1/a, es una serie divergente.

Demuestre el inciso 1) del teorema 8.

Si 2 a, es divergente y ¢ # 0, demuestre que > ca, es
divergente.

Si ¥ a, es convergente y 2 b, es divergente, demuestre que la
serie 2 (a, + b,) es divergente. [Sugerencia: argumente por
contradiccion. ]

Si 2 a,y X b, son divergentes, ;necesariamente X (a, + b,) es
divergente?

Suponga que una serie = a, consta de términos positivos y sus
sumas parciales s, cumplen con la desigualdad s, < 1000 para
toda n. Explique por qué X a, debe ser convergente.

La sucesion de Fibonacci se define en la seccién 11.1 mediante
las ecuaciones

Si=1, f=1, m=f+fua n=3
Demuestre que cada uno de los siguientes enunciados es cierto.
1 1 1
a) = -
Jomiforr faifa S
& 1
by X —— =1
n=2 Jn—1/n+1
S
0 Y —H—=2
n=2 ﬁl*lﬁl‘*’l

El conjunto de Cantor, nombrado asi en honor al matemdtico
alemdn Georg Cantor (1845-1918), se construye como se
sefiala a continuacién. Empiece con el intervalo cerrado [0, 1]
y retire el intervalo abierto (1, 2). Esto deja los dos intervalos
[0,3] y [3. 1] y luego elimine el intervalo abierto constituido
por el tercio medio de cada uno. De este modo quedan cuatro
intervalos y de nuevo elimine el tercio medio de cada uno

de ellos. Continte este procedimiento de manera indefinida

eliminando en cada paso el tercio medio de cada intervalo que

queda del paso anterior. El conjunto de Cantor consiste en

los nimeros que quedan en [0, 1] después de que todos esos

intervalos se han eliminado.

a) Demuestre que la longitud total de todos los intervalos que
se eliminan es 1. A pesar de eso, el conjunto de Cantor
contiene un infinito de nimeros. Proporcione ejemplos de
algunos nimeros del conjunto de Cantor.

b) El tapete de Sierpinski es un equivalente en dos
dimensiones del conjunto de Cantor. Se construye
eliminando el noveno central de un cuadrado de lado 1,

y luego se elimina el centro de cada uno de los ocho
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cuadrados restantes, y asi sucesivamente. (En la figura b) Aplique la induccién matemdtica para demostrar su
se ilustran los primeros tres pasos de la construccion.) conjetura.

Demuestre que la suma de las dreas de los cuadrados ¢) Demuestre que la serie infinita dada es convergente y
eliminados es 1. Esto significa que el drea del tapete de calcule su suma.

Sierpinski es cero. 90. En la figura hay un infinito de circulos que se aproximan a

"I r los vértices de un tridngulo equildtero. Cada circulo toca
" amamaEan otros circulos y los lados del tridngulo. Si el tridngulo
. i . . i . tiene lados que miden una unidad de longitud, calcule el

e e drea total que ocupan los circulos.

88. a) Una sucesion {a,} se define recursivamente mediante la
ecuacion a, = 3 (d,—1 + dn-2) paran = 3, donde a, y a, son
nimeros reales. Experimente con varios valores de a, y a»
y con la ayuda de su calculadora conjeture el limite de la
sucesion.

b) Encuentre lim, .. a, en términos de a, y a, expresando
a1 — a, en funcioén de a, — a; y sume una serie.

89. Considere la serie 35— n/(n + 1)\
a) Calcule las sumas parciales sy, 5,, 53 y s4. {Reconoce los
denominadores? Mediante el patrén conjeture una férmula
para s,.

m La prueba de la integral y estimacion de sumas

En general, es dificil determinar la suma exacta de una serie. Podemos lograrlo en el caso de
series geométricas y las series 2 1/[n(n + 1)] porque en cada uno de estos casos es posible
encontrar una férmula simple para la n-€sima suma parcial s,. Pero por lo regular no es facil
descubrir tal formula. Por tanto, en las siguientes secciones se tratan varias pruebas que
permiten determinar si una serie es convergente o divergente sin que se tenga que encontrar
en forma explicita su suma. (En algunos casos, los métodos permiten determinar unas buenas
estimaciones de la suma.) El primer método utiliza integrales impropias.

Empecemos por investigar las series cuyos términos son los reciprocos de los cuadrados
de los enteros positivos:

i Lttt . 1,
n Sy = En: iz st 17 >3 5
i=1 1
5 L4636 No hay una férmula sencilla para la suma s, de los primeros n términos, pero la tabla
10 . generada mediante una computadora de los valores, dados en el margen, sugiere que las
50 1' 6251 sumas parciales se aproximan a un nimero cercano a 1.64 cuando n — <y de este modo

100 1' 6350 parece como si la serie fuera convergente.

500 1" 6429 Podemos confirmar esta impresién con un razonamiento geométrico. En la figura 1 se
1000 1.6 439 ilustra la curva y = 1/x? y algunos rectdngulos que se encuentran abajo de la curva. La
5000 1.6447 base de cada uno QC los rectangulos es un intervalo de longitud igual a 1; la altura es igual

al valor de la funcién y = 1/x? en el extremo derecho del intervalo.

érea=%

e

FIGURA 1 2? 3?



5 1

n Su N
5 3.2317
10 5.0210
50 12.7524
100 18.5896
500 43.2834
1000 61.8010
5000 139.9681

SECCION 11.3 LA PRUEBA DE LA INTEGRAL Y ESTIMACION DE SUMAS ns

De este modo, la suma de las dreas de los rectdngulos es
1 1 1 1 o1
Tttt atato = > —

Si excluimos el primer rectdngulo, el drea total de los rectingulos restantes es menor
que el drea bajo la curva y = 1/x2 para x=1, que es el valor de la integral |, (1/x?) dx. En
la seccién 7.8 descubrimos que esta integral impropia es convergente y que tiene un valor
de 1. De modo que la figura muestra que todas las sumas parciales son menores que

+£ —dx—2

Asi, las sumas parciales estdn acotadas. También sabemos que las sumas parciales son
crecientes porque todos los términos son positivos. Por lo tanto, las sumas parciales con-
vergen, de acuerdo con el teorema de la sucesiéon mondétona, de manera que la serie es
convergente. La suma de la serie (el limite de las sumas parciales) es también menor que 2:

+ =+

M8

1 1
ettt pto=2

n

[El matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783) calcul6 que la suma exacta de esta serie
es 72/6, pero la demostracion de esto es muy dificil. (Véase el problema 6 en los Problemas
adicionales después del capitulo 15.)]

Ahora veamos la serie

%

TR v v e

La tabla de valores de s,, hace pensar que las sumas parciales no se aproximan a un nime-
ro finito, de modo que se sospecha que la serie dada podria ser divergente. Otra vez usamos
una imagen para confirmarlo. En la figura 2 se muestra la curva y = 1/ Vx, pero esta vez
se usan rectangulos cuya parte superior queda por encima de la curva.

La base de cada uno de los rectdngulos es un intervalo de longitud 1. La altura es igual
al valor de la funcién y = 1/+/x en el extremo izquierdo del intervalo. Asi que la suma de
las areas de todos los rectdngulos es

IS S T S DN U O
AP R AT AT E T AR

Esta drea total es mayor que el drea bajo la curva y = 1/4/x para x = 1, que es igual ala
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Para usar la prueba de la integral necesitamos
evaluar [;" f(x) dxy, por tanto, tenemos que
hallar una antiderivada de f. Es frecuente

que esto sea dificil o imposible, de modo que
también necesitamos otras pruebas para
convergencia.

integral Jf (1 /X ) dx. Pero segun la seccion 7.8, esta integral impropia es divergente. En
otras palabras, el area bajo la curva es infinita. Asi que la suma de la serie debe ser infinita;
es decir, la serie es divergente.

El mismo tipo de razonamiento geométrico aplicado para estas dos series, se puede
hacer para demostrar la prueba siguiente. (La demostracién se encuentra al final de esta
seccion.)

Prueba de la integral Suponga que f es una funcidén continua, positiva y decreciente
sobre [1, ®) y sea a, = f(n). Entonces la serie >;_; a, es convergente si y sélo si la
integral impropia [, f(x) dx es convergente. En otras palabras:

0

i) Sij f(x) dx es convergente, entonces 2 a, es convergente.
1

n=1

i) Si F f(x) dx es divergente, entonces , a, es divergente.
1

n=1

NOTA Cuando use la prueba de la integral no es necesario iniciar la serie o la integral
en n = 1. Por ejemplo, al probar la serie

oo 1
usamos L m dx

Asimismo, no es necesario que f sea siempre decreciente. Lo importante es que f sea final-
mente decreciente, es decir, decreciente para x mas grande que algin nimero N. En con-
secuencia 2.—v d, es convergente, de modo que ;- a, es convergente de acuerdo con la
nota 4 de la seccion 11.2.
- 1
RZETITEN Pruebe la convergencia o divergencia de la serie 21 PR
fo
SOLUCION La funcién f(x) = 1/(x*> + 1) es continua, positiva y decreciente sobre [1, )
de modo que aplicamos la prueba de la integral:
| o1 3 T
j ————dx =lim | ———dx = lim tan x]l
1 x”+ 1 =1 x° + 1

t—o0

) . T T
=lim|tan 't —— | =— —
1—o 4 2

Por tanto, [ 1/(x* + 1) dx es una integral convergente y si es asf, de acuerdo con la

E
4

!

prueba de la integral, la serie = 1/(n*> + 1) es convergente. [

S 1
m 2 G0PR  Para qué valores de p la serie > P convergente?
n=1

SOLUCION Sip < 0, entonces lim,, ... (1/n?) = <. Si p = 0, entonces lim, ... (1/n*) = 1.
En cualquier caso lim,—- (1/n”) # 0, por lo que la serie dada es divergente de acuerdo
con la prueba de la divergencia (11.2.7).

Si p > 0, entonces la funcién f(x) = 1/x” es evidentemente continua, positiva y
decreciente sobre [1, ). En el capitulo 7 [véase (7.8.2)] encontramos que

= 1
fl —, dx converge sip > 1y divergesip < 1
X
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De la prueba de la integral se infiere que la serie = 1/n” converge si p > 1y diverge
si0 <p =< 1. (Enel caso de p = 1, esta serie es la serie armdnica estudiada en el
ejemplo 8 de la seccién 11.2.) [

La serie del ejemplo 2 se llama serie p. Esto es importante en el resto de este capitulo,
de modo que se resumen los resultados del ejemplo 2 para referencia futura como se indica
a continuacion.

1
E] La serie p 2 ~,» €S convergente sip > 1y divergente si p < 1.
n=1

a) La serie

es convergente porque es una serie p conp = 3 > 1.

b) La serie
o 1 | 1 1 1
= =1+ + + + -
;Zl n's ,Zl Q/; Q/E {/? Q/Z
es divergente porque es una serie p con p =5 < 1. [

NOTA No debemos inferir que, de acuerdo con la prueba de la integral, la suma de la
serie es igual al valor de la integral. De hecho,

2

1 ™ © 1
1?—? en tanto que L ?dx—l

M8

n

Por tanto, en general
> a, # fwf(x) dx
n=1 1

Inn
m m Determine si la serie E — es convergente o divergente.
n

n=1

SOLUCION La funcién f(x) = (In x)/x es positiva y continua para x > 1 porque la funcién
logaritmo es continua. Pero no es obvio si f es decreciente o no lo es, de modo que al
calcular su derivada:

Flo) = (l/x)xxz— Inx 1- inx

X

Por tanto, f'(x) < 0 cuando In x > 1, es decir, x > e. Se sigue que f es decreciente
cuando x > ¢, de manera que podemos aplicar la prueba de la integral:

t—0

2 1 Inx? |
jﬂdx—h fﬂdx—l' (“x)]
2 1

(In?)? _

= lim

t—%

Puesto que esta integral impropia es divergente, la serie 2 (In n)/n también es divergente
de acuerdo con la prueba de la integral. [ |
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y
y=Fx)
dn+l | @,y
0 n
FIGURA 3
y
y=rf
Gt | @yig
0 n+1
FIGURA 4

I Estimacion de la suma de una serie

Suponga que pudimos aplicar la prueba de la integral para demostrar que una serie X a, es
convergente y que queremos encontrar una aproximacién a la suma s de la serie. Por
supuesto, cualquier suma parcial s, es una aproximacién a s porque lim, .. s, = s. Pero,
(qué tan buena es esa aproximacién? Para saberlo, necesitamos estimar el tamafio del
residuo.

Rn:S_Srlzan+l +an+2+an+3+ e
El residuo R, es el error que se comete cuando s, la suma de los primeros n términos, se
usa como una aproximacion a la suma total.
Usamos la misma notacion y las ideas que en la prueba de la integral, suponiendo que

fes decreciente sobre [n, ). Al comparar las dreas de los rectdngulos con el drea bajo
y = f(x) para x > n en la figura 3, vemos que

R,,=(1,,+1 +a,,+2-‘r- e SJ‘ f(x)dx
Asimismo, en la figura 4 vemos que
R, =a,s +aysn + - = jm | f(x) dx
n+

De este modo hemos demostrado la siguiente estimacion de error.

E] Estimacion del residuo para la prueba de la integral Supongamos que
f(k) = a, donde f es una funcién continua, positiva y decreciente parax =ny = a,
es convergente. Si R, = s — s, entonces

f:u f(x)dx <R, < f: f(x) dx

] Euemeios |

a) Obtenga un valor aproximado de la suma de la serie = 1/x° usando la suma de los
primeros 10 términos. Estime el error involucrado en esta aproximacion.

b) (Cudntos términos se requieren para asegurar que la suma no difiere en mas de
0.0005?

SOLUCION En los incisos a) y b) necesitamos conocer J.7 f(x) dx. Con f(x) = 1/x%, que
satisface las condiciones de la prueba integral, tenemos

r 1 e it 1| y L, 1
— =uaum | ——— =im\|\ ———= — | =
n x> * t—w® 2x? . 212 2n? 2n?

a) Aproximando la suma de la serie por la 10-ésima suma parcial, tenemos

ii"s L L L s
i SIS D SR T 108

De acuerdo con el residuo estimado en [2], tenemos

Rin < de _;_L
'O\fmxS T 2007 T 200

De modo que el tamaiio del error es cuanto mucho de 0.005.



Aunque Euler calculé la suma exacta de las
series p para p = 2, no se ha encontrado la
suma para p = 3. Sin embargo, en el ejemplo 6
mostramos como estimar esta suma.

SECCION 11.3 LA PRUEBA DE LA INTEGRAL Y ESTIMACION DE SUMAS n9

b) La precision de 0.0005 quiere decir que debemos encontrar un valor de n tal que
R, = 0.0005. Puesto que

queremos que 2 < 0.0005
Al resolver esta desigualdad, obtenemos
n? > 1 1000 obien n > /1000 = 31.6
0.001
Necesitamos 32 términos para garantizar una precision dentro de 0.0005. |

Si sumamos s, a cada miembro de las desigualdades en [2], obtenemos

@ s, + fil fdx<s<s, + focf(x) dx

porque s, + R, = s. Las desigualdades en |3 | dan una cota inferior y una cota superior para s.
Estas cotas proporcionan una aproximacion mds certera a la suma de la serie que la suma
parcial s,.

8

1
'n’e

m Use [3|con n = 10 para estimar la suma de la serie
SOLUCION Las desigualdades en [3] resultan

o 1 = 1
s10+f —3dx$s$s.0+f —dx
1 x 10 x

Del ejemplo 5 sabemos que

J‘wid 1
w2 T o2

1 1
de modo que S0 + W Ssss<spt+ W

Si usamos 5,0 = 1.197532, obtenemos

1.201664 < s < 1.202532

Si aproximamos s por el punto medio de este intervalo, entonces el error es a lo mas la
mitad de la longitud del intervalo. Asi que,

1
3

n

M s

=~ 1.2021 con error < 0.0005 [ |

n

Si comparamos el ejemplo 6 con el ejemplo 5, observamos que la estimacién mejorada
en [3] es mucho mejor que la estimacién s = s,. Para que el error sea menor que 0.0005
tenemos que usar 32 términos en el ejemplo 5, pero s6lo 10 términos en el ejemplo 6.
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B Demostracion de la prueba de la integral

y
observamos que
0
FIGURA 5
y
0
FIGURA 6

Ya hemos visto la idea basica en que se apoya la demostracién de la prueba de la integral
en las figuras 1 y 2 para las series X 1/n’ y X 1 /v/n. En el caso de la serie general
> a,, véanse las figuras 5 y 6. El drea del primer rectingulo sombreado de la figura 5 es
el valor de fen el extremo derecho de [1, 2], es decir, f(2) = a,. De esta manera, al com-
parar las areas de los rectangulos sombreados con el area bajo y = f(x) desde 1 hasta n

a+az+ - +a,,$flnf(x)dx

(Observe que esta desigualdad depende del hecho de que f es decreciente.) De manera
similar, en la figura 6 se muestra que

jlnf(x)dx$a1 +a,+ 0+ oa,

1) Si fx f(x) dx es convergente, entonces [4] da
1

éai < flnf(x) dx < flwf(x) dx

puesto que f(x) = 0. Por tanto

Ss=a;+ 2 ai<a -I—jlwf(x)dx:M
i=2

Como s, < M para toda n, la sucesion {s,} estd acotada por arriba. Asimismo,

Sn+1 = Sn + An+1 = Sn

como a,+; = f(n + 1) = 0. En estos términos, {s,} es una sucesion acotada creciente y, de
este modo, es convergente de acuerdo con el teorema de la sucesiéon monétona (11.1.12).
Esto significa que X a, es convergente.

i) Si jf f(x) dx es divergente, entonces Jl" f(x) dx — oo cuando n — < porque f(x) = 0.

Pero con |5 | obtenemos

n—1

jlnf(x) dx < Y a; = s,

i=1

y por tanto s,-;, — %. Esto implica que s, — %, luego entonces X a, diverge. [ |

m Ejercicios

1. Dibuje una gréfica para demostrar que

o 1 = 1
2 13 < f 1.3 d.X
n=2 N X
(Qué puede concluir con respecto a la serie?

2. Suponga que fes una funcién continua, positiva y decreciente
para x = 1y a,= f(n). En una gréifica acomode las tres
cantidades siguientes en orden creciente.

T

[roa a3

Se requiere sistema algebraico computarizado

3-8 Mediante la prueba de la integral determine si la serie es
convergente o divergente.

> |
3. 4. —
:ZJ {/r7 ,gl n’
S 1 - 1
5 6.y ——
IZI (2}’1 + 1)3 ngl Vn + 4
1. E n 8 nle ™

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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9-26 Determine si la serie es convergente o divergente.

= ©
9_ 10 n—0,9999
El f’lx/7 ng_'ﬂ
1 1 1 1
Ml F—t——F—t—— -
8 27 64 125
APIR I LEL S S S
' 2J2 33 44 55
1 1 1 1
Bol+—+—+—+—+-
3 5 7 9
1 1 1 1 1
W —+—+—+—+—+-
5 8 11 14 17
& \/}’7 + 4 S n?
15. —_— 16. —_
El n2 ,,21 }’l3 + 1
S 1 S 3n—4
17. 18.
rgl n2+4 n:3n2*2n
S Inn S 1
19. 20.
El n’ 2 2+ 6n+ 13
S 1 < 1
21. 22. —_—
,zz ninn ,22 n(ln n)?
«  _1/n © 2
n Y u Yy
n=1 N n=3 €
PR L % 3 "
TS+’ et

27-28 Explique por qué no es posible utilizar la prueba de la
integral para determinar si la serie es convergente.

S COS T z  cos’n
2]. 28.
E ,121 1+ n

29-32 Determine los valores de p para los cuales la serie es
convergente.

29 i# 30 S ;
"2 n(lnn)? "2 ninn[In(ln n)]?
S o
3. S (1 + n?) 32, 3 1
n=1 n=1 n?

33. La funcién zeta de Riemann { se define como

s

1
nX

{x) =

n=1

y se usa en teoria de los nimeros para estudiar la distribucién
de los niimeros primos. ;Cudl es el dominio de {?

LA PRUEBA DE LA INTEGRAL Y ESTIMACION DE SUMAS prAl

34. Leonhard Euler calcul6 la suma exacta de la serie p para
p=2

17
1}’12 6

Q) =

qu
I
|

(Vedse pagina 715.) Use este hecho para encontrar la suma de
cada serie:

@% b3

n=3 )’l + 1)2

)E

(2n)2

35. Euler también encontré la suma para la serie p con p = 4:

! =1
05 2) .
36. a) Calcule la suma parcial s, de la serie >;—; 1/ n.
Estime el error al usar s;, como aproximacién a la suma
de la serie.
b) Use 3] con n = 10 para conseguir una estimacién mejorada
de la suma.
¢) Compare su estimacion en el inciso b) con el valor exacto
dado en el ejercicio 35.
d) Calcule un valor de n tal que s, no difiera mas de 0.00001
del valor de la suma.

37. a) Mediante la suma de los primeros 10 términos, estime

la suma de la serie -, 1/n* ;Qué tan buena es la
estimacion?

b) Mejore esta estimacién usando |3 | con n = 10.

¢) Compare su estimacion en el inciso b) con el valor exacto
dado en el ejercicio 34.

d) Encuentre un valor de n que dé la certeza de que el error en
la aproximacién s = s, es menor que 0.001.

38. Calcule la suma de la serie =;—; 1/n° con una aproximacién de
tres cifras decimales.

39. Estime =~ (2n + 1)~ con una aproximacién de cinco
decimales.

40. ;Cuantos términos de la serie ;- 1/[n(In 1)*] se necesitarfan
sumar para calcular la suma que no difiera de 0.01?

41. Demuestre que si queremos aproximar la suma de la serie
Sy n~ " de modo que el error sea menor de 5 en la novena
cifra decimal, entonces jnecesitamos sumar mas de 10'*"!
términos!

SAC| 42, a) Demuestre que la serie 5;—; (In n)*/n? es convergente.

b) Encuentre una cota superior para el error en la
aproximacion § = s,.

c) (Cudl es el valor mas pequefio de n tal que esta cota
superior sea menor que 0.05?

d) Encuentre s, para este valor de n.
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43. a) Mediante |4 | demuestre que si s, es la n-ésima suma parcial
de la serie armonica, entonces

sy, =1+1Inn

b) La serie armonica diverge, pero muy lentamente. Con ayuda
del inciso a) demuestre que la suma del primer millén de
términos es menor que 15 y que la suma de los primeros mil
millones de términos es menor que 22.

44. Siga los pasos siguientes para demostrar que la sucesion

ey PRI
t, ) 3 " nn
tiene un limite. (El valor del limite se denota con y y se
denomina constante de Euler.)
a) Dibuje un diagrama como la figura 6 con f(x) = 1/xe
interprete ¢, como un 4rea [0 use [5]] para demostrar que
t, > 0 para toda n.

m Pruebas por comparacion

45.

46.

b) Interprete

ty =t =[In(n + 1) — Inn] — )

como una diferencia de dreas para demostrar que 7, — t,+; > 0.

Por tanto, {t,} es una sucesién decreciente.

¢) Use el teorema de la sucesién mondtona para demostrar que
{t.} es convergente.

Determine todos los valores positivos de b para los cuales la
serie S;—, b™" converge.

Encuentre todos los valores de ¢ para los que converge la

siguiente serie
5(c_
i\ n n+1

En las pruebas por comparacidn, la idea es comparar una serie dada con una serie que ya
se sabe que es convergente o divergente. Por ejemplo, la serie

1]

M8

2”+1

. o . o 1 1
nos recuerda la serie -, 1/2", que es una serie geométricacona =5 y r = 3, por lo que
es convergente. Como la serie | 1 | es similar a la serie convergente, se presiente que también
debe ser convergente. De hecho, asi es. La desigualdad

1 1

— <
2"+ 1 2"

demuestra que la serie dada [1] tiene términos menores que los de la serie geométrica y,
por tanto, todas las sumas parciales son también mds pequefias que 1 (la suma de la serie
geométrica). Esto quiere decir que las sumas parciales forman una sucesion creciente
acotada, la cual es convergente. Asimismo, se infiere que la suma de la serie es menor que
la suma de la serie geométrica:

21

Un razonamiento similar se puede usar para demostrar la prueba siguiente, la cual se
aplica sélo a series cuyos términos son positivos. La primera parte dice que si tenemos una
serie cuyos términos son menores que los de una serie convergente conocida, entonces
nuestra serie también es convergente. La segunda parte establece que si empezamos con
una serie cuyos términos son mayores que los de una serie divergente conocida, entonces

también es divergente.

La prueba por comparacion
tivos.

i) Si 2 b, es convergente y a, < b, para toda n, entonces > a, también es convergente.
ii) Si 2 b, es divergente y a, = b, para toda n, entonces > a, también es divergente.

Supongamos que X a, y 2 b, son series con términos posi-




Es importante estar atento a la distincion entre
sucesion y serie. Una sucesion es un listado de
nlimeros y una serie es una suma. Con cada
serie 2 a, hay dos sucesiones asociadas: la
sucesion {a,} de términos y la sucesion {b,}
de sumas parciales.

Serie estandar usada con
la prueba por comparacién

SECCION 11.4 PRUEBAS POR COMPARACION 123

DEMOSTRACION

P
I
b=
s
-
I
N
>
=

i) Sea Se = a

i=1 i

Il
=
[

Puesto que ambas series tienen términos positivos, las sucesiones {s,} y {z.} son
crecientes (S,+1 = S, + @,+1 = §,). Asimismo, #, — t, asi que ¢, < t para toda n. Como
a; < b; tenemos s, < t,. De este modo, s, < ¢ para toda n. Esto significa que {s,} es
creciente y estd acotada superiormente y, por tanto, converge por el teorema de
sucesiones mondtonas. Asi, > a, es convergente.

ii) Si 2 b, es divergente, entonces 1, — % (puesto que {z,} es creciente). Pero a; = b,,
de modo que s, = t,. Asi que s, — o. Por tanto, > a, diverge. |

Por supuesto, al usar la prueba por comparacién es necesario tener alguna serie co-
nocida X b, para los fines de la comparacion. La mayoria de las veces se usa una de estas
series:

= Una serie p [2 1/n” que converge si p > 1y diverge si p < 1; véase (11.3.1)]

= Una serie geométrica [ ar"' es convergente si || < 1y es divergente si |r| =1
véase (11.2.4)]

5
m S3J0EE  Determine si la serie nE} 2+ an + 3 8 convergente o divergente.

SOLUCION En el caso de n grande el término dominante en el denominador es 2n%, de
modo que comparemos la serie dada con la serie 2 5/(2n?). Observe que
5 5

— < —_—

2n*+4n+ 3  2n?
porque el lado izquierdo tiene un denominador mds grande. (En la notacién de la prueba
por comparacion, a, estd en el lado izquierdo y b, en el lado derecho.) Ya sabemos que

1

_2

nMs
nMs

i Bl
o’ 2,

es convergente porque es una constante por una serie p con p = 2 > 1. Por tanto,

i 5

= 2nt 4+ 4n + 3

es convergente de acuerdo con el inciso i) de la prueba por comparacion. |

NOTA 1 Aunque la condicién a, < b, o bien, a, = b, en la prueba por comparacion es
para toda n, es necesario verificar sélo que se cumple para n = N, donde N es algtin entero
establecido, porque la convergencia de una serie no estd afectada por un niimero finito de
términos. Lo anterior se ilustra con el ejemplo siguiente.

. . w Ink :
W EZETEINFN Pruebe si la serie Y, — convergente o divergente.

k=1

SOLUCION Usamos la prueba de la integral para investigar esta serie en el ejemplo 4 de la
seccion 11.3, pero también es posible probarla por comparacién con la serie arménica.
Observe que In k > 1 para k = 3 y de esa manera

In k 1
—_ >_
k k
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Los ejercicios 40 y 41 tratan los casos ¢ = 0
yc= oo

Sabemos que 2 1/k es divergente (serie p con p = 1). Asi que la serie dada es divergente
de acuerdo con la prueba por comparacion. [ |

NOTA 2 Los términos de la serie que estamos probando deben ser menores que los de
una serie convergente, o mayores que los de una serie divergente. Si los términos son més
grandes que los términos de una serie convergente, o bien, menores que los de una serie
divergente, entonces la prueba por comparaciéon no aplica. Por ejemplo, considere la
serie

La desigualdad

2"—1" 2"

es inttil en cuanto a la prueba por comparacion porque = b, = = (%)n es convergente y
a, > b,. Sin embargo, la impresién es que > 1/(2" — 1) tiene que ser convergente porque
es muy parecida a la serie geométrica convergente = (%)n En tales casos podemos aplicar
la prueba siguiente.

Prueba por comparacion del limite Suponga que 2a, y b, son series con términos
positivos. Si

L ay

lim—=¢

n—x b,
donde ¢ es un nimero finito y ¢ > 0, entonces ambas series convergen o ambas
divergen.

DEMOSTRACION  Sean m y M ndmeros positivos tales que m < ¢ < M. Como a,/b, estd
cercano a ¢ para n grande, existe un entero N tal que

a
m<—=<M cuando n > N

y por tanto mb, < a, < Mb, cuandon > N

Si 2 b, es convergente, también lo es 2 Mb,. Asi Za, es convergente segin el inciso i)
por la prueba por comparacion. Si 2 b, diverge también X mb, es divergente y por el
inciso ii) de la prueba por comparacién X a, diverge. [

- 1
FZETENER Pruebe si la serie 2 5n _ 1 ©s convergente o divergente.
n=1 -

SOLUCION Usamos la prueba por comparacién del limite con
1 1

a, = ——— b, =—

2" — 1 2"
y obtenemos

an . 1/2" = 1) . 2" .
Iim — = lim ————— = lim = lim
n—w b,  n—w 1/2" n—w 2" — ] n—w ] — 1/2"

=1>0
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Puesto que existe este limite y X 1/2" es una serie geométrica convergente, la serie dada
converge de acuerdo con la prueba por comparacién del limite. [ |

. LG 2nt 4+ 3n .
m Determine si la serie 2 ————— es convergente o divergente.
+

n=1 \/5 l’lS

SOLUCION La parte dominante del numerador es 2n” y la parte dominante del
denominador es \/n° = n%2. Esto sugiere efectuar

2n* + 3n 02 )
a, = —F— b, = ——+=
V5 +nd nd’? 2
1im & — 1 2n* +3n n'? y 25 + 332
m—=1IMm——*"—=\1ImMm
n—o bn n—w /5 + n5 2 e 2m
242
T 240+ 1
24—+ 1
n

Puesto que b, = 23 1/n'2 es divergente (es una serie p con p = 3 < 1), la serie dada
diverge de acuerdo con la prueba por comparacién del limite. [

Observe que al probar muchas series encontramos una serie de comparacién adecuada
2 b, conservando sélo las potencias mds altas en el numerador y en el denominador.

I Estimacion de sumas

Si hemos usado la prueba por comparacion para demostrar que una serie a, es conver-
gente por comparacion con una serie = b,, entonces se puede hacer una estimacion de la
suma X a, al comparar los residuos. Como en la seccién 11.3, consideremos el residuo

R.=s—58,=dys + Qo + -+

En cuanto a la serie de comparacién 2 b, consideremos el residuo correspondiente

Tnzt_tnzbn+l+bn+2+.“

Puesto que a, < b, para toda n, tenemos R, < T,. Si 2 b, es una serie p, podemos estimar
su residuo 7, como en la seccion 11.3. Si 2 b, es una serie geométrica, entonces 7, es la
suma de una serie geométrica y podemos sumarla exactamente (véanse ejercicios 35 y 36).
En cualquier caso, sabemos que R, es menor que 7.

I FEEIEEE Con la suma de los primeros 100 términos aproxime la suma de la serie
> 1/(n* + 1). Estime el error involucrado en esta aproximacion.

SOLUCION Como

1 1
n*+1 = n’

la serie dada es convergente de acuerdo con la prueba por comparacién. El residuo 7,

para la serie de comparacién 2 1/n’ ya lo hemos estimado en el ejemplo 5 de la seccién

11.3 por medio de la estimacion del residuo por la prueba de la integral. Alli

encontramos que
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Por tanto, el residuo R, de la serie dada cumple con

Con n = 100 tenemos

Ro<T,<——
2n?

<L 000005
7 01002

Con una calculadora programable o una computadora, resulta que

1 100

»
ngl n 3

+ 1 n=1 N

con un error menor que 0.00005.

Ejercicios

1
=2 34+

~ 0.6864538

1. Supongamos que 2 a, y 2 b, son series con términos positivos y
que se sabe que X b, es convergente.
a) Sia,> b, para toda n, ;qué podemos decir respecto a 2 a,?
(Por qué?
b) Si a,< b, para toda n, ;qué podemos decir respecto a 2 a,?
(Por qué?

2. Suponga que Xa, y b, son series con términos positivos y que
se sabe que 2 b, es divergente.
a) Sia, > b, para toda n, ;qué podemos decir de Za,? ;Por qué?
b) Si a,< b, para toda n, ;qué podemos decir respecto a 2 a,?
(Por qué?

3-32 Determine si la serie es convergente o divergente.

n=1 2n” + 1 n=2 N~ — 1
5 S n+1 6 n—1
"2 ndn RN
Ed 9n % 6n
7 8.
n§13+10" El 5" —1
% Ink z ksen’k
9. — 10.
kg] k a1+ K

S 2k — Dk*—1)

1. 12,

ok + 4k + 3 E. (k + D>+ 4)?
* arct .

13y 00 u Y n
n=1 n- n=2 N — 1
o 4n+1 E3 l

15. 16. ) ——
Zl 3" =2 E] J3n* + 1

17 i S 18 }x‘, !

TS dnt+ 1 "L+ 3

51+ 4 Z o+ 4"

19. 20.
n§11+3" Zln+6"

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com

2. D

25.

21.

29.

31.

S Jn+ 2

ot +n+ 1

S 5+ 2n

) n=1 (1 + }’12)2

22.

24.

26.

28. >

30.

32.

33-36 Mediante la suma de los primeros 10 términos, obtenga un
valor aproximado de la suma de la serie. Estime el error.

3. Y

35.

< 1

n=1 \/n4 + 1

> 57"cos’n
n=1

3. >

n=

& sen’n

1

n3

ad 1
36. P a——
’gl 3% 4 4"

37. El significado de la representacién decimal de un
nimero 0.d,d»ds... (donde el digito d; es uno de

los nimeros 0, 1, 2,...,9) es que

0.didodrdy . .. =

d, d,
=—+
10 10°

b
10°

ds

+7+...

10*

Demuestre que esta serie siempre es convergente.



38.
39.

40.

a.

(Para qué valores de p la serie -, 1/(n” In n) es convergente?

Demuestre que si a, = 0 y 2a, converge, entonces = a,
también converge.

a) Suponga que Za, y b, son series con términos positivos y
que 2 b, es convergente. Demuestre que si

entonces X a, también es convergente.
b) Mediante el inciso a) demuestre que la serie converge.

S Inn
i) > ——
n=1 n=1 ne
a) Suponga que Za, y 2 b, son series con términos positivos y
que 2 b, es divergente. Demuestre que si
P dn
lim — ==
n—x b,

entonces X a, también es divergente.

m Series alternantes

42,

43.

1.

45.

46.
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b) Use el inciso a) para demostrar que la serie es divergente.

Inn

M s

i) ii)

ﬁMx

1
> Inn n

n

Proporcione un ejemplo de un par de series 2 a, y 2 b, con
términos positivos donde lim , . (a./b,) = 0y 2 b, diverge,
pero X a, converge. [Compare con el ejercicio 40.]

Demuestre que si a, > 0y lim,—. na, # 0, entonces 2 a, es
divergente.

Demuestre que si a, > 0y Za, es convergente, entonces
2In(1 + a,) es convergente.

Si 2 a, es una serie convergente con términos positivos, jes
cierto que = sen(a,) también es convergente?

Si Za,y 2 b, son series convergentes con términos positivos,
(es cierto que 2 a,b, también es convergente?

Las pruebas de convergencia que se han examinado hasta ahora se aplican s6lo a series con
términos positivos. En esta seccion y en la siguiente, se estudia como tratar con series
cuyos términos no son necesariamente positivos. De particular importancia son las
series alternantes, cuyos términos se alternan en signo.

Una serie alternante es una serie cuyos términos son alternadamente positivos y
negativos. Aqui hay dos ejemplos:

1 —

1
2

+

+

W

w|—n

Alw

1 1 1 & 1
R —1) =

4 5 6 ,Zl( ) n

4 5 6 < n
- = —1)

De acuerdo con estos ejemplos, el n-ésimo término de una serie alternante es de la forma

donde b, es un niimero positivo. (De hecho, b, = |a,

a, = (—1)""'b,

obien a,= (—1)"b,

)

La siguiente prueba establece que si los términos de una serie alternante decrecen hacia
0 en valor absoluto, entonces la serie converge.

cumple con

Prueba de la serie alternante

g(_1)’171bn:b1_b2+b3_b4+b5_b6+“‘

b,>0
1) by < b, para toda n
ii) limb, =0

entonces la serie es convergente.

Si la serie alternante
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FIGURA 1

Antes de proporcionar la demostracion vea la figura 1, la cual es una representacion de
la idea en que se apoya la demostracion. Primero dibujamos s, = b, sobre una recta
numérica. Para determinar s, restamos b,, de modo que s, estd a la izquierda de s,. Luego,
para determinar s; sumamos bs;, de modo que s; estd a la derecha de s,. Pero como b; < b,,
s; estd a la izquierda de s;. Al continuar de esta manera, observamos que las sumas
parciales oscilan hacia atrds y hacia adelante. Puesto que b, — 0, los pasos sucesivos se
vuelven mds y mds pequefios. Las sumas parciales pares s, Si, Se,... S€ incrementan, y
decrecen las sumas parciales impares s, §s, Ss,.... Asi, parece plausible que ambas
converjan en el mismo nimero s, el cual es la suma de la serie. Por consiguiente, en la
demostracion siguiente se consideran por separado las sumas parciales pares e impares.

b,
_bz
+ bs
—b,
+ bs
r‘_ibﬁ
0 K Sy S ' s - S5 S3 S

DEMOSTRACION DE LA PRUEBA DE LA SERIE ALTERNANTE  Primero consideramos las sumas
parciales pares:

s$,=b —b,=0 puesto que b, < b,

sa=8 + (bs —by) =5, puesto que by < b;
En general San = Sap-a + (bap—1 = b2n) = $24-2 puesto que by, < by,
Por esto Oss SusSsss---<§5H, <" -

Pero también podemos escribir
Son = by — (bz - bs) - (b4 - bs) - = (bzn—z - bzn—l) — by,

Todos los términos entre paréntesis son positivos, de modo que s,, < b, para toda n. Por
tanto, la sucesion {s,,} de las sumas parciales pares se incrementa y estd acotada por
arriba. Debido a eso, de acuerdo con el teorema de la sucesién monétona es convergente.
Llamemos s a su limite, es decir,

lim s,, = s

n—o

Ahora calculemos el limite de las sumas parciales impares:

lim $3,+1 = lim (SZn + b2n+1)
n—> o0

n—ow

lim Son + lim b2n+1
n—»

o
=s+0 [segtin la condicidn ii)]

=5
Puesto que tanto la suma parcial par como la suma parcial impar convergen a s,

tenemos lim, .. 5, = s (véase el ejercicio 92a) de la seccién 11.1), por lo que la serie
es convergente. |
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En la figura 2 se ilustra el ejemplo 1; se m W La serie arménica alternante
muestran las graficas de los términos

a, = (—1y""'/ny las sumas parciales s,. 1 1 1 z (=11
Observe como los valores de s, van en zigzag ] ——4+ — = — 4 .= E - 7
dentro del limite, el cual al parecer estd 2 3 4 n=1 n
alrededor de 0.7. De hecho, la suma exacta de
la serie es In 2 = 0.693 (véase ejercicio 36). cumple con
1) by < b ! < 1
1) b, N orque —
1t o porq n+1 n
1 {s.} L .
e i) lim b, = lim — = 0
I A n—o n—w 1
1 de modo que la serie es convergente de acuerdo con la prueba de la serie alternante.  —.
o
----------------- VY
01 Lestrrrn n W BEFEIZEFY Laserie Y, ———— es alternante pero
1 . n=1 4n — 1
1 3n 3
lim b, = lim —— = lim =—
naon now dn — 1 e 4
FIGURA 2 n

por lo que la condicidn ii) no se cumple. En cambio, veamos el limite del n-ésimo
término de la serie:

. . (=1)"3n
lim a, = lim ———
P noe dn — 1

Este limite no existe, de modo que la serie es divergente de acuerdo con la prueba
de la divergencia. [ |

2

< n
: : n+l :
FEETI0EN Pruebe si la serie rgl (=1 37 © convergente o divergente.

SOLUCION La serie dada es alternante, de modo que tratemos de comprobar las
condiciones 1) y ii) de la prueba de la serie alternante.

A diferencia de la situacién en el ejemplo 1, no es obvio que la sucesién dada por
b, = n*/(n® + 1) sea decreciente. Sin embargo, si consideramos la funcién relacionada
f(x) = x*/(x* + 1), encontramos que

R -

(x® + 1)

Puesto que se consideran sélo x positivas, f'(x) < 0si 2 — x* <0, es decir, x > J2.
De esta manera, f es decreciente sobre el intervalo (Q/E , 00). Esto significa que

En lugar de verificar la condicién i) de laprueba  f(n + 1) < f(n) y, por tanto, b, < b, cuando n = 2. (La desigualdad b, < b,

de la serie alternante calculando una derivada,  se puede comprobar de manera directa, pero lo que realmente importa es que la

puede comprobar que b, < b, directamente sucesién {bn} decrece con el tiempo.)

usando la técnica de la solucién 1 del ejemplo L dicion ii ba ranid
13 de la seccion 11.1. a condicién ii) se comprueba rapidamente

Asi, la serie es convergente de acuerdo con la prueba de la serie alternante. [
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Desde el punto de vista de la geometria
podemos ver por qué el teorema de estimacion
para series alternantes es verdadero al
examinar la figura 1 (en la pagina 728).
Observe que s — sy < bs,|s — 55| < bs

y asi sucesivamente. Note también que s
queda entre dos sumas parciales consecutivas.

Por definicion, 0! = 1

En la seccion 11.10 se demuestra que

e* = 3y_ox"/n! para toda x, de modo que el
resultado del ejemplo 4 es en realidad una
aproximacion al nimero e .

SUCESIONES Y SERIES INFINITAS

I Estimando sumas

Una suma parcial s, de cualquier serie convergente se puede usar como una aproximacién
a una suma total s, pero no se recurre mucho a esto, a menos que se estime la exactitud de
la aproximacion. El error involucrado al usar s = s, es el residuo R, = s — s,. El teorema
siguiente establece que para las series que cumplen con la condicién de la prueba de la
serie alternante, el tamafio del error es menor que b,., lo cual es el valor absoluto del
primer término ignorado.

Teorema de estimacion para series alternantes
serie alternante que cumple con

Sis = 2(—1)"'b, es la suma de una

i) by < b, y i) limb, =0

n—ow

entonces |R.| = |5 — su| < burs

DEMOSTRACION ~ Sabemos de la demostracién para la prueba de series alternantes
que s queda entre dos sumas parciales consecutivas s, y s.+1. (Ya hemos
demostrado que s es mayor que todas las sumas parciales pares. Un argumento
similar demuestra que s es menor que todas las sumas impares.) Se infiere que

['s = su| < |sus1 = Su| = busa

Lo (=1 . )
m 30 Calcule 1a suma de la serie E ( ') con una aproximacion de tres
cifras decimales. n=0 1.

SOLUCION Primero observamos que la serie es convergente de acuerdo con la prueba de
la serie alternante porque

1 1 1
. _ 1
D D et ol

1 1 1
ii) 0<—<——0 portanto — — 0 cuando n — ®©
n! n n!

Para ver cudntos términos necesitamos usar en nuestra aproximacion, escribamos los
primeros términos de la serie

1Tt 1 1 1 1 1 1
S=———+———+———+——-—+
o 1! 21 31 4 51 6 7
=1-14+3—5+2%—1%5+7

1
0 70—

So00 T

Observe que by = 505 < 503 = 0.0002

y se=1—145—¢+2 — o+ 7 =~ 0.368056

De acuerdo con el teorema de la estimacion de la serie alternante, se sabe que
|s — S6| = b; < 0.0002

Este error de menos de 0.0002 no afecta la tercera cifra decimal, de modo que tenemos
s = 0.368 que es correcta hasta la tercera cifra decimal. [
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@ nNoOTA La regla de que el error (al usar s, para aproximarse a s) es menor que el primer
término ignorado es en general vdlida sdlo para series alternantes que cumplen con las
condiciones del teorema de la estimacion de la serie alternante. La regla no se aplica a

otros tipos de series.

m Ejercicios

. a) ;(Qué es una serie alternante?
b) (En qué condiciones una serie alternante converge?
c¢) Si estas condiciones se cumplen, ;qué puede decir con
respecto al residuo después de n términos?

2-20 Pruebe las series para ver si son convergentes o divergentes.

2 2 2 2 2
25-5+t5-5+ta—

P U B SRS SN B
V23 VA5 6
S () e
5. 6.
nEI 2n + 1 E | In(n + 4)
z 1 AT e
3 \ﬁ;
8. 2 (=D 10. Y (1)
1;% ( ) ;;1( ) 2n + 3
2 ©
n+1 _1\n+1
1. ,,21( . ) 12. El( 1)"ne
13. Y (—1) e 14. Y (—1)"""arctan n
n=1 n=1
< sen(n-i—%)fr S 1 COS nar
15. Y 6. 3 — "

=0 1+ \/; i 2"

17. i(—l)” sen<w> 18. E( 1" cos< 7)
n=1 n n=1 n

n

19. 2 (=1 Z! 20. i (=1)"(Vn+1—+/n)

A . ’ . s
21-22 Grafique las sucesiones de términos y la sucesién de sumas
parciales en la misma pantalla. Utilice la grédfica para hacer una
estimacién de la suma de las series. Después utilice el teorema de

la estimacion de las series alternantes para estimar la suma con una

aproximacion de cuatro decimales.

a3 08

n=1 n'

Se requiere calculadora graficadora o computadora

2 3 (-
n=1 8

23-26 Demuestre que la serie es convergente. ;Cudntos términos de
la serie necesitamos sumar para determinar la suma con la
exactitud sefialada?

( l)n+l

2. 2 (| error | < 0.00005)
n=1
o (="

24, Y, - (|error\ < 0.0001)
n=1 n5

2% 3 Ly (| error | < 0.000005)
a0 10"n!

2. Y (—1)" 'ne" (|error| < 0.01)

27-30 Obtenga un valor aproximado de la suma de la serie con una
aproximacion de cuatro cifras decimales.

(=" o (=D
2. 3 G B2
( l)n 1 2 % (_l)n
29. 30. -
,Z'I 10" ’Z] 3"n!

31. (Es la 50a. suma parcial s50 de la serie alternante
Sw-1 (—1)""!/n una sobreestimacién o una subestimacién de la
suma total? Explique.

32-34 (JPara qué valores de p es convergente cada serie?

34, 2( 1) (ln")

35. Demuestre que la serie X (—1)""'b,, donde b, = 1/n sin es
impar y b, = 1/n*si n es par, es divergente. ;Por qué no aplica
la prueba de la serie alternante?

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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36. Siga los pasos siguientes para demostrar que b) Segtn el ejercicio 44 de la seccién 11.3 tenemos
s (=)t h,—Inn—vy cuando n —
) =2 or tanto
n=1 n Y’ p s
Sean &, y s, las sumas parciales de las series armoénica y hoy — In(2n) —y cuando n — %

armonica alternante.
a) Demuestre que sy, = hy, — h,.

Apoyandose en estos hechos y el inciso a), demuestre
que s, — In 2 cuando n — .

m Convergencia absoluta y las pruebas de la razon y la raiz

Hay pruebas para la convergencia para series
con términos positivos y para series alternantes.
Pero, jy si los signos de los términos cambian
de manera irregular? En el ejemplo 3, se
observa que la idea de la convergencia absoluta
ayuda algunas veces en tales casos.

Dada una serie 2 a,, podemos considerar las series correspondientes
o
2 la] =] + |as| + Jas| + - -
n=1

cuyos términos son los valores absolutos de los términos de la serie original.

(1] Definicion  Una serie S a, es llamada absolutamente convergente si la serie de

valores absolutos X |a,| es convergente.

Observe que si Za, es una serie con términos positivos, entonces |a,,| = a, y pot, tanto,
la convergencia absoluta es lo mismo que la convergencia en este caso.

EEIETRR Lo scre

&S (=1t 1 1 1
ngl nZ 22 32 42
es absolutamente convergente porque
& (=1)! o 1 1
=Y ==1l+=+=+>+
;::1 n’ ;::1 n’ 2? 32 4?
es una serie p convergente (p = 2). |

FEEII0FY Ya sabemos que la serie arménica alternante

s vt

1
—+
n=1 n 2

11
— _+...
34

es convergente (véase ejemplo 1 de la seccidn 11.5), pero no es absolutamente
convergente porque la serie correspondiente de valores absolutos es

_1\n—1
[ RS NS I |
n 2 3

—+ + ...

_ 3 1
n=1 4

que es la serie armonica (serie p con p = 1) y, por tanto, es divergente. [



En la figura 1 se ilustran las gréficas de los
términos a, y las sumas parciales s, de la serie
del ejemplo 3. Observe que la serie no es
alternante, pero tiene términos positivos y
negativos.

0571
{s.}
{a,}
0 ) n
FIGURA 1
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[2] Definicion  Una serie = a, se llama condicionalmente convergente si es conver-
gente pero no absolutamente convergente.

En el ejemplo 2 se muestra que la serie arménica alternante es condicionalmente con-
vergente. Asi, es posible que una serie sea convergente, pero no absolutamente convergen-
te. Sin embargo, el teorema siguiente muestra que la convergencia absoluta implica
convergencia.

(3] Teorema Si una serie S a, es absolutamente convergente, entonces es conver-
gente.

DEMOSTRACION  Observe que la desigualdad

0<a, + |a,1| S2|a,,|

es cierta porque | a,| es a, o bien, —a,. Si 2 a, es absolutamente convergente, entonces
> |a,| es convergente, asi que 22 |a,| es convergente. Por tanto, segin la prueba de la
comparacién, S (a, + |a, |) es convergente. Entonces

Ya, =X (an+ a]) = X

es la diferencia de dos series convergentes y, por tanto, convergente. [ |

u m Determine si la serie

i cosn _ cos | N cos 2 N cos 3
= n2 12 22 32

es convergente o divergente.

SOLUCION Esta serie posee términos tanto positivos como negativos, pero no es
alternante. (El primer término es positivo, los siguientes tres son negativos, y los otros
tres que siguen son positivos. Los signos no siguen un patrén regular.) Podemos aplicar
la prueba de comparacion a la serie de valores absolutos

S |cosn & |cosn|
2 2 | T 2
n=1 n n=1 n

Puesto que |cos n| < 1 para toda n, entonces

|cos n| 1
— <=

n I’l2

Sabemos que X 1/n* es convergente (serie p con p = 2) y, por tanto, > |cos n|/n* es

convergente segin la prueba por comparacion. De esta manera, la serie dada X (cos n)/n?

es absolutamente convergente y, debido a eso, convergente de acuerdo con el teorema 3.
|

La prueba siguiente es muy ttil para determinar si una cierta serie es absolutamente con-
vergente.
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Prueba de la razon

.
. a1, Ap+1 .

1) Silim |——| = L < 1, entonces la serie 2 a, es absolutamente convergente

n—e an n=1

(y, por tanto, convergente).

0

.. .1, Ap+1 . L Ap+1 .
ii) Silim |——| = L > 1, o bien, lim = oo, entonces la serie E a,
n—" [25% n—x an n=1
es divergente.
L An+1 L .
iii) Silim |——| = 1, la prueba de la razén no es concluyente; es decir,

n—e | a,
no se puede sacar conclusién alguna con respecto a la convergencia
o aladivergenciade X a,.

DEMOSTRACION
i) La idea es comparar la serie dada con una serie geométrica convergente. Puesto que
L < 1, podemos elegir un nimero r tal que L < r < 1. Como

An+1

Iim

n—o | q,

=L y L<r

la razén |a,+1/ a,,| eventualmente serd menor que 7; es decir, existe un entero N tal que

Ap+1 .
— <r siempre que n = N
an
0, equivalentemente
@ |aner | < |an|r siempre que n = N

Al hacer n sucesivamente iguala N, N + 1, N + 2, .. . en [4], se obtiene

lana | < |an|r
|ansa| < |ani|r < |an|r?
layss| < |awsa|r < |ay|r?
y, en general,
(5] |an| < |an|r* para toda k = 1

Ahora la serie

8

|aN|rk= |(1N|l"+ |l1N|7'2+ |aN|r3+
k=1

es convergente porque es una serie geométrica con 0 < r < 1. De modo que la
desigualdad [5] junto con la prueba de la comparacién demuestra que la serie

0

oc
> ’an‘:E‘aN+k’:‘aN+l‘+‘aN+2‘+’aN+3’+"'
n=N+1 k=1
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también es convergente. Se infiere que la serie 37, | g, | es convergente. (Recuerde que
una cantidad finita de t€rminos no afecta la convergencia.) Por tanto, 2 a, es
absolutamente convergente.

ii) Si|au+1/a,|— L > 1, o bien, | a,+1/a,|— =, entonces la razén |a,./a,|
eventualmente serd mayor que 1; es decir, existe un entero N tal que

An+1 .
— >1 siempre que n = N
an

Esto significa que |a,+| >|a,| siempre que n = Ny de este modo,

lim a, # 0

e
En consecuencia, 2 a, es divergente segtin la prueba para la divergencia. [

NOTA La parte iii) de la prueba de la razén establece que si lim, .- |a,+1/a.| = 1, la
prueba no proporciona informacion. Por ejemplo, en cuanto a la serie convergente 2 1/n?
tenemos

1
Ay 1 (n + 1) n? 1
a B 1 :(n+1)2:< 1)2*1 cuando n —

n2

1+ —
n

mientras que para la serie divergente = 1/n tenemos

1 n 1

— 1 cuando n — o

1
1 +—
n

La prueba de la razén generalmente es Por tanto, si lim, - | @.+1/a.| = 1, la serie 2 a, podria ser convergente o divergente. En

concluyente si el n-ésimo término de la serie este caso, la prueba de la razén no funciona, por lo que debemos aplicar otra prueba.
contiene un exponencial o factorial, como
vimos en los ejemplos 4y 5.

0 3
m Pruebe si la serie Y, (—1)" 3 es absolutamente convergente.
n=1

SOLUCION Aplique la prueba de la razén con a, = (—1)'n’/3"

Estimacion de sumas

En las tres dltimas secciones usamos varios (_ 1)n+l(n + 1)3

métodos para estimar la suma de una serie, y el _—

método depende de cudl prueba se usaba para Anrr | 3 _ (n + 1)3 . i
demostrar la convergencia. jQué sucede con las a, (—1)n’ 3n+l n’

series para las cuales si funciona la prueba de T

la raz6n? Hay dos posibilidades: si la serie es

alternante, como en el ejemplo 4, entonces es

mejor aplicar los métodos de la seccion 11.5. Si 1 (n +1 )3 1 < 1 )3 1

todos los términos son positivos, entonces = — =—|14+—)] =<1
aplicamos los métodos especiales que se 3 n 3 n 3

explican en el ejercicio 38.
De esta manera, de acuerdo con la prueba de la razén, la serie dada es absolutamente
convergente y, en consecuencia, convergente. |



136

CAPITULO 11

SUCESIONES Y SERIES INFINITAS

n

n

I FZETIEE Pruebe la convergencia de la serie 2 R
n=1 .

SOLUCION Puesto que los términos a, = n"/n! son positivos, no necesitamos los signos
del valor absoluto.

api _ (n+ 1" nl

a, n+ D! n"

(n+ D+ 1" nl
(n + Dn! n"

n+11\" 1\"
= =|1+—) —e cuando n —
n n

(Véase ecuacion 3.6.6.) Puesto que e > 1, la serie dada es divergente segin la prueba
de la razén. .

NOTA Aunque la prueba de la razén funciona en el ejemplo 5, un método mas fécil es
usar la prueba de la divergencia. Como

nn n'non--...n
a, = = =n

n! 1-2:3+--+.p

se infiere que a, no tiende a 0 cuando n — o. Por tanto, la serie dada es divergente segin
la prueba para la divergencia.

Es conveniente aplicar la siguiente prueba cuando hay potencias n-ésimas. Su demos-
tracion es similar a la de la prueba de la razén y se deja para el ejercicio 41.

Prueba de la raiz

0

i) Silim {/|a,| = L < 1, entonces la serie > a, es absolutamente convergente
n—ow

n=1

(y, por tanto, convergente).

.
i) Si lim 4/|a,] =L > 1o lim ¢/|a,| = o, entonces la serie ), a, es divergente.
n>w 7o

n=1

iii) Silim {/|a,| = 1, la prueba de la raiz no es concluyente.
e
Si lim, = +/|a.| = 1, entonces el inciso iii) de la prueba de la raiz establece que la

prueba no proporciona informacién. La serie 2 a, podria ser convergente o divergente. (Si
L = 1 en la prueba de la razén, no intente con la prueba de la raiz porque L serd otra vez
1.Y si L = 1 en la prueba de la raiz, no intente la prueba de la razén porque también
fallara.)

w [ 2n+ 3"
I FZEIINN Pruebe la convergencia de la serie Y, (—) .

n=1 3n + 2
SOLUCION
_ 2n + 3\
fn 3n+2

3
wm+3 VL
n n
Ma] = - <
wl =35 R
34+ =
n

Asi, la serie dada converge segin la prueba de la raiz. |



Sumar ceros no afecta la suma de la serie; cada
uno de los términos de la sucesion de sumas
parciales se repite, pero el limite es el mismo.

m Ejercicios
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BN Reordenamientos
La pregunta de si una serie dada que es convergente es absolutamente convergente o con-
dicionalmente convergente, tiene relacién con la pregunta si las sumas infinitas se compor-
tan como las sumas finitas.

Naturalmente, si reordenamos los términos en una suma finita, entonces el valor de la
suma no cambia. Pero esto no siempre sucede en las series infinitas. Con reordenamiento
de una serie infinita X a, se da a entender una serie obtenida simplemente al cambiar el orden
de los términos. Por ejemplo, un reordenamiento de X a, podria empezar como sigue:

a,t+a,+as+a+as+tas+ast+a; +axpt+ -
Resulta que

si 2 a, es una serie absolutamente convergente con suma s,
entonces cualquier reordenamiento de > a, tiene la misma suma s.

Sin embargo, cualquier serie condicionalmente convergente se puede reordenar, con lo
cual la suma serd distinta. Para ilustrar este hecho considere la serie armonica alternante

(6] =35+

(Véase ejercicio 36 en la seccién 11.5.) Si multiplicamos la serie por %, obtenemos

1 1 1 1 1
—Z+§—g+7—§+"':1112

W=

s—ite—s+ - =32
Si insertamos ceros entre los términos de esta serie, tenemos
0+;+0—;+0+¢+0—3+---=3In2
Ahora sumamos la serie de las ecuaciones 6 y 7 usando el teorema 11.2.8:
l+5—3+s5+5—45+---=3In2

Observemos que la serie en [8] consta de los mismos términos que en [6], pero reordenados
de modo que haya un término negativo después de cada par de términos positivos. Pero las
sumas de estas series son diferentes. De hecho, Riemann demostré que

si 2 a, es una serie condicionalmente convergente y r es cualquier ndmero real,
entonces hay un reordenamiento de 2 a, que tiene una suma igual a r.

Una demostracién de este hecho se plantea en el ejercicio 44.

1. (Qué puede decir acerca de la serie 2 a, en cada uno de los

casos siguientes?

Ap+1

a) lim =8

n—o

ap

o) Iim |21 = 1

n—o

ay

2-30 Determine si la serie es absolutamente convergente,
condicionalmente convergente o divergente.

2 i (_3)”

n

n
51

o
[\

n

b) lim

n—o

L

o (1" G (=3
5 6.
,,g() 5n+1 ,Zo (2]’! + 1)'
|78 7.3 k()" 8 3 -
P 21 100"

0 3 il TR

n=1 n=1

@ —1) 1/n 3 4
n y Ee™ (VX atnid
n=1 n n=1 4
n & 10" & n'
1! 13. — 14. —
1( ) n2 + 4 = (}’l + 1)42n+1 :zl (_10)n+1

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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& (—1)"arctan n S 3 —cosn
15. —_— 16.
gl }’lz n=1 712/3 -2
S (—1) S on!
w3 5D 18, >~
n=2 Inn n=1 n"
3 S (—=2)"
o, 3 coste/3) 0 3 2
n=1 n! n=1 n
S nP+1\ d —2n \"
21. 22
5 (355) $G2)
% l Il2 o0 2 ‘
3 > (1 +) u 3 ")2
n=1 n n=1 (n’)
e ]00100n L 2n2
5 > %.
n=1 n‘ n=1 n'
1-3 1-3-5 1-3-5-7
21. 1 — + — +
3! 5! 7!
1'3'5""'(2}1_1)
+ (=" + -
=D 2n —1)!
2  2-6 2:6-10 2-6-10-14
28 — + +
5 5-8 5-8-11 5-8-11-14
S O R S )
29. @n)
n=1 n’
S 2"n!
30. —-1)"
,Zl( )5-8-11-----(3n+2)
31. Los términos de una serie se definen en forma recursiva
mediante las ecuaciones
_5 _Sn+1
a Ap+1 4n + 3 a,
Determine si 2 a, es convergente o divergente.
32. Una serie X a, esta definida por las ecuaciones

., 4 . 1
33-34. Sea {b,} una sucesién de nimeros positivos que converge a 2.

2 + cosn
dp+1 = an

Jn

Determine si > a, converge o diverge.

a1=1

Determine si la serie dada es absolutamente convergente.

S b cos nm & (=1)"n!
3. ) — u ) —
,Zl n ngl n"bibybs - - - b,
35. ;Para cudles de las series siguientes la prueba de la razén no es

concluyente (es decir, no proporciona una respuesta definida)?

51 S n

36.

37.

38.

39.

40.

a.

42.

(Para cudles enteros positivos & la serie siguiente es
convergente?

i (n1)’

n=1 (kn)‘

a) Demuestre que =,-o x"/n! converge para toda x.
b) Deduzca que lim, .. x"/n! = 0 para toda x.

Sea X a, una serie con términos positivos y sea r, = d,+1/a..
Suponga que lim, .. r, = L < 1, de modo que X a, es
convergente segtin la prueba de la razén. Como es lo usual, sea
R, el residuo después de n términos, es decir,

Rn = dn+1 + An+2 + an+3 + o

a) Si{r,} es una sucesion decreciente y r,; < 1, demuestre con
la suma de una serie geométrica que

a
Rn = n+l1
1 = ru

b) Si{r.} es una sucesion creciente, demuestre que

Ap+1

R, <
1-L

a) Calcule la suma parcial s5 de la serie =;—; 1/(n2"). Con
ayuda del ejercicio 38 estime el error al usar ss como una
aproximacion a la suma de la serie.

b) Determine un valor de n de tal modo que s, no difiera
0.00005 de la suma real. Use este valor de n para obtener un
valor aproximado de la suma de la serie.

Use la suma de los primeros 10 términos para obtener un valor
aproximado de la suma de la serie

in

n=1 2”

Aplique el ejercicio 38 para estimar el error.

Demuestre la prueba de la raiz. [Sugerencia para inciso 1):
tome cualquier nimero r tal que L < r < ] y utilice el hecho
de que hay un entero N tal que /| a,| < r siempre que n = N.]

Hacia 1910, Srinivasa Ramanujan, matemadtico de la India,
descubrié la férmula

(4n)!(1103 + 26390n)
(n!)*396""

125

~  9801,5

William Gosper utilizé esta serie en 1985 para calcular los

primeros 17 millones de digitos de 7.

a) Verifique que la serie es convergente.

b) (Cudntos lugares decimales correctos de 7 obtiene el lector
si usa sélo el primer término de la serie? ;{Qué pasa si usa
dos términos?

. Dada cualquier serie 2 a,, definimos una serie 2 a,* cuyos términos

son todos positivos de 2 a, y una serie 2 a; cuyos términos son
todos negativos de X a,. Para ser especificos, sea

a;:an+|an| a;:a”_|a”|

2 2



Observe que si a, > 0, entonces a; = a, y a,

que si a, < 0, entonces a; = a, y ai = 0.
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= a,, mientras positivos a;; de modo que su suma sea mayor que r. Luego
sume sélo suficientes términos negativos a, para que la suma

a) Si Za, es absolutamente convergente, demuestre que tanto acumulativa sea menor que 7 Continte asi y aplique el teorema
la serie 2 a; como la X a; son convergentes. 11.2.6.]

b) Si 2 a, es condicionalmente convergente, demuestre que
tanto la serie 2 a;; como la X a, son divergentes.

45. Suponga que la serie 2 a, es condicionalmente convergente.
a) Demuestre que la serie X n’a, es divergente.

44. Demuestre que si 2 a, es una serie condicionalmente b) La convergencia condicional de 2 a, no es suficiente para
convergente y r es cualquier nimero real, entonces hay un determinar si 2 na, es convergente. Demuestre esto dando
reordenamiento de X a, cuya suma es r. [Sugerencias: utilice un ejemplo de una serie condicionalmente convergente tal
la notacion del ejercicio 43. Tome sélo suficientes términos que X na, converge y un ejemplo donde X na, diverge.

m Estrategia para probar series

Ya tenemos varias maneras de probar la convergencia o divergencia de una serie; ahora el
problema es decidir cudl prueba aplicar en cada serie. En este aspecto, probar series es
parecido a integrar funciones. No hay reglas rigidas y rdpidas con respecto a qué prueba
aplicar a una serie dada, pero puede seguir las recomendaciones siguientes, que le pueden
ser utiles.

No
cione.

es prudente aplicar una lista de pruebas en un orden especifico hasta que una fun-
Eso serfa un desperdicio de tiempo y esfuerzo. En lugar de eso, al igual que en la

integracion, la estrategia principal es clasificar las series de acuerdo con su forma.

Si la serie es de la forma 2 1/n7, es una serie p, lo cual significa que es
convergente si p > 1 y divergente si p < 1.

Si la serie es de la forma 2 ar"! o 2 ar", es una serie geométrica, la cual
converge si || < 1y diverge si |r| = 1. Se podrian requerir algunas operaciones
algebraicas para hacer que la serie adquiera esta forma.

Si la serie posee una forma similar a la de una serie p o a una serie geométrica,
entonces se debe considerar una de las pruebas por comparacién. En particular,

si a, es una funcién racional o una funcién algebraica de n (es decir, que contiene
raices de polinomiales), entonces la serie se debe comparar contra una serie p.
Observe que la mayoria de las series de los ejercicios 11.4 poseen esta forma.

(El valor de p se debe escoger como en la seccién 11.4, y conservar sélo las
potencias mds altas de n en el numerador y en el denominador.) Las pruebas por
comparacion se aplican sélo en series con términos positivos, pero si 2 a, tiene
algunos términos negativos, entonces podemos aplicar la prueba por comparacién
aX|a,|y probar si hay convergencia absoluta.

Si es facil ver que lim,—.. a, # 0, entonces se debe aplicar la prueba para la
divergencia.

Si la serie es de la forma = (—1)""'b,, o bien, = (—1)"b,, entonces una posibilidad
obvia es la prueba de la serie alternante.

Las series que contienen factoriales u otros productos (incluso una constante
elevada a una potencia n-ésima) se prueban en forma aceptable usando la prueba
de la razén. Siempre piense que |a,+i/an| — 1 cuando n — % para todas las
series p y, por tanto, todas las funciones racionales o algebraicas de n. En estas
condiciones, la prueba de la raiz no se debe aplicar para dichas series.

Si a, es de la forma (b,)", entonces la prueba de la raiz podria ser til.

Si a, = f(n), donde ;" f(x) dx se puede evaluar con facilidad, entonces la prueba
de la integral es efectiva (suponiendo que la hipétesis de esta prueba se cumple).
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En los ejemplos siguientes no se presenta todo el desarrollo, sino que simplemente se
indica qué prueba se debe usar.

1

-
U EEEH 2,

Puesto que a, — 3 # 0 cuando n — o, debe usar la prueba para la divergencia. |

mim

a1 3nd 4+ 4n2 + 2

Como a, es una funcion algebraica de n, compare la serie dada con la serie p. La serie de
comparacion para la prueba de comparacion en el limite es X b,, donde

\/rF_nm_ 1

A L
3n? 3n3  3n32 -

©
| EJEMPLO 3 7"2
m 21 ne

Puesto que la integral J‘f xe™ dx se evalia con facilidad, use la prueba de la integral. La

prueba de la raz6n también funciona. |
o n3
| EJEMPLO 4 IDIRCR
,21 ( ) I’l4 + 1
Como la serie es alternante, aplique la prueba de la serie alternante. [ |

k

S 2
V] Eueweio s Dk

k=1

Como la serie contiene k!, se aplica la prueba de la razén. [

(EJEMPLO 6 [T

wm1 2+ 3"

La serie esta estrechamente relacionada con la serie geométrica = 1/3", por lo que se
aplica la prueba por comparacion. |

1-38 Pruebe si las series son convergentes o divergentes.

8

2

10.

1" i L + ! 12 i ;
i @n 7+ b Taa\n? 3" TS kvk? + 1
" 2n
n=1 n
5 3"n? Z sen2n
n . . n
i (—=1)" 3 2 n! " E 1+2
- n=1 n=1
= n:+2
! » nk=lgktl “ 241
¢ _ | 15 . 16. X —
= 2n + 1 k=1 k n=1 " + 1
w 2] a3 e 5eeen on— 1
L 1. 3 @n = 1)
Sk 2! Z2-5-8 “Gn - 1)
S G (1
27 18. —
2 e 2



SECCION 11.8  SERIES DE POTENCIAS m

< Inn Yk — 1 = (=1)" » A
19. -1)'— 20. 29. 30. —1))——

21( ) Jn ,Zl k( k + 1) Z} cosh n ,Z( ) j+5

= @ 1 5 5F 5 (n!)"
21. Y (—1)"cos(1/n? 2y ——— N 2o 2 X5

n=1 ( ) COS( /n ) kgl 2+ Senk k=1 3k + 4k n=1 nA

S S B 3 (" . R S S
2 E} tan(1/n) 2. E} nsen(1/n) S P - ———

SR o nttl 35.3# %Y
5. Y — 2. Y — & 2

n=1 € n=1 5

5 klnk 5oell 3. Y (42 —1) 38 > (V2 -1)
21. s 28 Y — ] o

k=1 (k + 1) n=1 N
m Series de potencias

Una serie de potencias es una serie de la forma
m Soeax"=co+ cix + ex? + oesxd A+
n=0

Series trigonométricas

Una serie de potencias es una serie en la cual

cada uno de los términos es una funcion
potencia. Una serie trigonométrica

> (a, cos nx + b, sennx)
n=0

s una serie cuyos términos son funciones

trigonométricas. Este tipo de serie se analiza en

el sitio web

www.stewartcalculus.com

Haga clic en Additional Topicsy luego en

Fourier Series.

Nétese que

m+D)=m+Dnn—-1)----3

=+ n!

.2

1

donde x es una variable y las ¢, son constantes llamados coeficientes de la serie. Para cada
x fija, la serie | 1 | es una serie de constantes que podemos probar para ver si son convergen-
tes o divergentes. Una serie de potencias podria ser convergente para algunos valores de x
y ser divergente para otros. La suma de la serie es una funcién

f(x)=C0+Cl.x+C2x2+...+Cnxn+_..

cuyo dominio es el conjunto de todas las x para las cuales la serie converge. Observe que
f es andloga a una funcién polinomial. La unica diferencia es que f tiene un infinito de
términos.

Por ejemplo, si tomamos ¢, = 1 para toda n, la serie de potencias se transforma en una
serie geométrica

X"=1+x+x>+-"+x"+---

M s

0

n

que es convergente cuando —1 < x < 1y es divergente cuando |x| = 1. (Véase ecuacién
11.2.5.)
Mais generalmente, una serie de la forma

0

(2] Yelx—a)=co+clx—a) +elx—a?+ -
n=0
se denomina serie de potencias en (x — a), o bien, serie de potencias centrada en a, o
también, serie de potencias en torno a a. Observe que al escribir el término correspondiente
an = 0 en las ecuaciones 1 y 2, se ha adoptado la convencién de que (x — a)° =1 aun
cuando x = a. Asimismo, note que cuando x = a todos los términos son 0 paran =1y
de este modo la serie de potencias |2 | siempre es convergente cuando x = a.

ee}
m m (Para qué valores de x la serie Y p1x” es convergente?

. n=0
SOLUCION Utilizamos la prueba de la razén. Sea a,, como se acostumbra, el n-é€simo

término de la serie, entonces a, = n!x". Si x # 0, tenemos

Ap+1

an

(n+ 1)1x"!

n

= lim

n—o

lim

n—o

=1lim(n+ 1)|x| =
nlx n—e
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Observe cémo la aproximacion del modelo
generado por computadora (el cual utiliza
funciones de Bessel y de cosenos) coincide con
la fotografia de una membrana vibratoria de
hule.

Segtin la prueba de la razén, la serie es divergente cuando x # 0. Asi, la serie dada

converge s6lo cuando x = 0. |
m 2GNPR  (Para qué valores de x la serie ) u es convergente?
n=1 n

SOLUCION Sea a, = (x — 3)"/n. Entonces

Ani1 (x — 3)"*! n
an n+1 (x —3)"
1
=—1|x—3|%|x—3| cuando n — ©
|+ —
n

De acuerdo con la prueba de la razdn, la serie dada es absolutamente convergente y, por
tanto, convergente cuando |x — 3| < 1y divergente cuando |x — 3| > 1. Ahora

[x=3]<1 <& -1<x-3<1 <& 2<x<4

de modo que la serie converge cuando 2 < x < 4 y diverge cuando x < 2 o bien x > 4.
La prueba de la razén no proporciona informacién cuando |x — 3| = 1 de modo que

debemos considerar x = 2 y x = 4 por separado. Si ponemos x = 4 en la serie, resulta

> 1/n, la serie armonica, la cual es divergente. Si x = 2, la serie es 2 (—1)"/n, la cual es

convergente de acuerdo con la prueba de la serie alternante. Por tanto, la serie de

potencias dada converge para 2 < x < 4. [

Veremos que el uso principal de las series de potencias es proporcionar una manera de
representar algunas de las funciones mds importantes que surgen en matematicas, fisica y
quimica. En particular, la suma de la serie de potencias del ejemplo siguiente se llama
funcion de Bessel, en honor al astrénomo aleman Friedrich Bessel (1784-1846), y la
funcién dada en el ejercicio 35 es otro ejemplo de la funcién de Bessel. En efecto, estas
funciones surgieron primero cuando Bessel resolvié la ecuacion de Kepler para describir
el movimiento de los planetas. Desde esa época, estas funciones se aplican en diversas
situaciones fisicas, sin olvidar la distribucién de temperaturas en una ldmina circular y las
vibraciones de una membrana de un tambor.

FZEINEN Determine el dominio de la funcién de Bessel de orden 0 definida por

Jo(x) — i M

=0 22n(n!)2
SOLUCION Sea a, = (—1)"x*"/[2*'(n!)*]. Entonces

Ap+1

(_l)n+lx2(n+l) 22n(n!)2
22(n+1)[(n + 1)!]2 (_l)nx2n

x2n+2 22n(n!)2

22n+2(n + 1)2(’1')2 : x2n

an

X2

=m%0<l para toda x
n

De este modo, de acuerdo con la prueba de la razén, la serie dada converge para
todos los valores de x. En otras palabras, el dominio de la funcién de Bessel J, es
(—o, ) = R. (]



Sumas parciales de la funcién
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Recuerde que la suma de una serie es igual al limite de la sucesion de las sumas par-
ciales. De esa manera, cuando se define la funcién de Bessel del ejemplo 3 como la suma
de una serie significa que, para todo nimero real x,

) n (_ 1)1x2i
Jo(x) = lim s,(x)  donde  s,(x) = X 57
s -0 2 l(l!)

Las primeras sumas parciales son

x? ¥ x
solx) = 1 i) =1 -7~ 200 =1 =+
XZ x4 xG xz )C4 x(’ xs
=l-—+—- =]1-—4+=—- +
() 4 64 2304 $4(x) 4 64 2304 147456

En la figura 1 se muestran las graficas de estas sumas parciales, las cuales son funciones
polinomiales. Todas son aproximaciones de la funcién J,, pero observe que la aproxima-
cion es mejor cuando se incluyen mas términos. En la figura 2 se ilustra una grafica mas
completa de la funcién de Bessel.

En lo que respecta a la serie de potencias examinadas hasta el momento, el conjunto
de valores de x para los cuales la serie es convergente ha resultado ser siempre un
intervalo [un intervalo finito de la serie geométrica y la serie del ejemplo 2, el intervalo
infinito (—, ) del ejemplo 3 y un intervalo colapsado [0, 0] = {0} del ejemplo 1]. El
teorema siguiente, demostrado en el apéndice F, establece que esto es vdlido en general.

@ Teorema Para una serie de potencias dada E ¢,(x — a)" hay sélo tres
posibilidades: n=0

i) La serie converge s6lo cuando x = a.
ii) La serie converge para toda x.

iii) Hay un ndmero positivo R tal que la serie converge si |x — a| < R
y diverge si |x — a| > R.

El nimero R en el caso iii) se llama radio de convergencia de la serie de potencias. Por
convencion, el radio de convergencia es R = 0 en el caso i) y R = ® en el caso ii). El
intervalo de convergencia de una serie de potencias es el intervalo que consiste en todos
los valores de x para los cuales la serie converge. En el caso i) el intervalo consta de un
solo punto a. En el caso ii) el intervalo es (—o, »). Observe que en el caso iii) la
desigualdad |x — a| < R se puede escribir de nuevo como a — R < x < a + R. Cuando x
es un extremo del intervalo, es decir, x = a = R, cualquier cosa puede suceder: la serie
podria ser convergente en uno o en ambos extremos, o podria ser divergente en ambos
extremos. Por tanto, en el caso iii) hay cuatro posibilidades para el intervalo de
convergencia:

(@-Ra+R (@—Ra+Rl [a—Ra+R [a—Ra+R]

La situacion se ilustra en la figura 3.

convergencia para |x — a| <R

a—R a a+R

r i i — —
divergencia para |x —a| >R
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Aqui resumimos el radio y el intervalo de convergencia para cada uno de los ejemplos
ya considerados en esta seccion.

Series Radio de convergencia Intervalo de convergencia
Serie geométrica > x" R=1 (—=1,1)
n=0
Ejemplo 1 > nlx" R=0 {0}
n=0
ad -3
Ejemplo 2 ) R=1 [2,4)
1 n
) (_ l)n 2n
Ejemplo 3 E PV R= (—c0, )
S0 2%(n!)

En general, la prueba de la razén (o a veces, la prueba de la raiz) se debe usar para
determinar el radio de convergencia R. Las pruebas de la razén y la raiz siempre fracasan
cuando x es un extremo del intervalo de convergencia, de modo que es necesario verificar
los extremos por medio de alguna otra prueba.

RN Determine el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la
serie

(=3
nzz:() \Vn +1

SOLUCION Sea a, = (=3)"x"/+/n + 1. Entonces

Ant1 (=3)"*x" 1 n+ 1 3 n+1
- . — | -3y
an Jn+2 (=3)x" n+2

1+ (1
=3 M|x|% 3|x| cuandon — o
1+ (2/n)

De acuerdo con la prueba de la razén, la serie dada converge si 3 |x| < 1y es divergente
si 3 |x| > 1. En estos términos, es convergente si|x| <3y divergente si|x| > ;. Esto
significa que el radio de convergencia es R =

Sabemos que la serie converge en el 1ntervalo ( 3, ;) pero ahora es necesario probar si

hay convergencia en los extremos de este intervalo. Si x = —3, la serie se transforma en
o (=(=5)" S (S S |
+—=+—=+—+
2 g«W NN

la cual es divergente. (Aplique la prueba de la integral o simplemente observe que es una
serie p con p = 1 < 1.) Si x = 3, la serie es

la cual converge de acuerdo con la prueba de la serie alternante. Por tanto, la serie de
. 1 1 . .
potencias dada converge cuando —3 < x < 3, de modo que el intervalo de convergencia

es (—5.5]. -
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m m Determine el radio de convergencia y el intervalo de convergencia

de la serie
2 n(x +2)"

)

o 3n+1
n=

SOLUCION Si a, = n(x + 2)*/3"*!, entonces

aper ||+ Dx +2)"! 3t
a, 3n+2 n(x + 2)"
1 |x + 2| |x + 2|
=(1+— — cuando n —
n 3 3

Al usar la prueba de la razén, se ve que la serie es convergente si |x + 2|/3 < 1y que
es divergente si |x + 2|/3 > 1. De modo que es convergente si |x + 2| < 3y divergente
si|x 4+ 2| > 3. Asf que, el radio de convergencia es R = 3.

La desigualdad |x + 2| < 3 se puede escribir como —5 < x < 1, asf que probamos la
serie en los extremos —5 y 1. Cuando x = —35, la serie es

32 S

+1 3
n=0 3” n=0

la cual es divergente segtn la prueba de la divergencia [(—1)"n no converge a 0]. Cuando
x = 1, la serie es

I

+1
n=0 3" n=0

la cual también es divergente segun la prueba de la divergencia. Por esto, la serie
converge sélo cuando —5 < x < 1, de modo que el intervalo de convergencia es

(=5, 1). _—
m Ejercicios
1. ;Qué es una serie de potencias? q i 1y iyt " i 107 %"
2. a) (Cudl es el radio de convergencia de una serie de potencias? = 2" S
(Como se determina? - (=3 .
b) (Cudl es el intervalo de convergencia de una serie de 1. ) x" 12. Y al -
potencias? (Cémo se calcula? n=1 Nyn am1 13
© o0 2n+1
3-28 Determine el radio de convergencia y el intervalo de 13. D (—1)" YTH 14. > (1) ﬁ
convergencia de la serie. n=2 nn n=0 n !
- S (=D 5 3y =2 6 S~ Y
3. ZI (=1)"nx 4. ;7 Z‘o n*+ 1 EO( iy
> n non * 371 + 4 n oo
5.3 % (=D« ny St 18 Y (x+ 1)
’ n=1 2n -1 ’ n=1 n2 n=1 \/E n=1 4
© .n x S (x=2) S (2x = 1)
X "o 19. _— 20. —
1. ZO o 8. 21 n"x Zl " El 5,1\/,7

ﬁ Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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21.

22,

23.

25.

21.

28.
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> %(x— a)", b>0
n=1

= pn
D T (x—a)", b>0
n=2 107
w© o n2xn
12x — 1)" 24,
2 nl2x — 1) 25 06 am O
&S (5x —4)" S ox SAC
- 2 J—
,.21 n’ = n(ln n)?
oo x’l
Z1-3-5- n—
2 1-3-5 2 1)
& nlx"
n=1 * * n —
2 1-3-5 2 1)

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Si 3,y ¢, 4" es convergente, /se infiere que las siguientes series
son convergentes?

I~
1
a) E cn(iz)n b) E 011(74)” SAC
n=0 n=0
Suponga que >%_, ¢,x" converge cuando x = —4 y diverge
cuando x = 6. ;Qué puede decir con respecto a la convergencia
o divergencia de la serie siguiente?
a) X ¢ b) 2 8"
n=0 n=0
) 2 ef=3)" d) 2 (=1)'e9"
n=0 n=0
Si k es un entero positivo, encuentre el radio de convergencia
de la serie
o ()t
X
n=0 (k}’l)'
Sean p y g nimeros reales con p < g. Encuentre una serie de
potencias cuyo intervalo de convergencia sea
a) (p, q) b) (p. 4]
o) [p.q d) [p. g
(Es posible hallar una serie de potencias cuyo intervalo de
convergencia sea [0, ©)? Explique.
Grafique las primeras sumas parciales s,(x) de la serie 3, x",
junto con la funcién suma f(x) = 1/(1 — x) sobre una misma

pantalla. ;Sobre qué intervalo parece que convergen estas
sumas parciales a f(x)?

35. La funcidn J, definida por

=3

o nl(n + 1)122!

se llama funcion de Bessel de orden 1.

a) Determine el dominio.

b) Grafique las primeras sumas parciales en una misma
pantalla.

¢) Si su SAC tiene incorporadas las funciones de Bessel,
grafique J; en la misma pantalla que las sumas parciales del
inciso b) y observe como se aproximan las sumas parciales
al.

36. La funcién A se define mediante

x3 X6 x°

+ + oo

2-3 2-3:-5-6 2:3-5-6-8-9

que se llama funcion de Airy en honor al matemético y

astronomo inglés sir George Airy (1801-1892).

a) Determine el dominio de la funcién de Airy.

b) Grafique las primeras sumas parciales en una misma
pantalla.

¢) Si su SAC tiene incorporadas las funciones de Airy, grafique
A en la misma pantalla que las sumas parciales del inciso b),
y observe cdmo las sumas parciales se aproximan a A.

Alx) =1+

37. Una funcién festa definida mediante

f)=1+2x+x*+2x  +x* + -

es decir, sus coeficientes son ¢, = 1y ¢+ = 2 para toda
n = 0. Determine el intervalo de convergencia de la serie y
plantee una férmula explicita para f(x).

38. Si f(x) = =5~ ¢,x", donde ¢,+s = ¢, para toda n = 0,
determine el intervalo de convergencia de la serie y una

férmula para f(x).

39. Demuestre que si lim,—{/| ¢,| =c¢, donde ¢ # 0, entonces

el radio de convergencia de la serie de potencias = ¢, X" es
R=1/c

. Suponga que la serie de potencias = ¢,(x — a)" satisface
¢, # 0 para toda n. Demuestre que si lim, . | ¢,/c,+1 | existe,
entonces es igual al radio de convergencia de la serie de
potencias.

41. Suponga que el radio de convergencia de la serie X ¢, x" es 2y
que el radio de convergencia de la serie 2 d, x" es 3. ;Cudl es

el radio de convergencia de la serie 2 (¢, + d,)x"?

42. Suponga que el radio de convergencia de la serie de potencias
Y c,x"es R. ;Cudl es el radio de convergencia de la serie de

potencias = ¢, x>"?

m Representacion de las funciones como series de potencias

En esta seccién aprenderd a representar ciertos tipos de funciones como sumas de series
de potencias mediante la manipulacién de series geométricas, o mediante derivacién o
integracion de dichas series. Quizd se pregunte por qué siempre se busca expresar una
funcién conocida como una suma de una cantidad infinita de términos. Mds adelante se
explica la utilidad de esta estrategia en la integracién de funciones que no tienen antideri-
vadas elementales, en la solucion de ecuaciones diferenciales y para aproximar funciones



Una ilustracién geométrica de la ecuacion 1 se
muestra en la figura 1. Como la suma de una
serie es el limite de la sucesién de las sumas
parciales

= 1im s,(x)
1 —x n—x
donde

s(x) =1+ x+ x>+ +x"

es la n-ésima suma parcial. Observe que cuando
n se incrementa, s,(x) se vuelve una mejor
aproximacion de f(x) para —1 < x < 1.

FIGURA 1
_ 1
f(x)_ 1_X

y algunas sumas parciales
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mediante polinomiales. (Los cientificos lo hacen asi para simplificar las expresiones con
las que trabajan; los especialistas en computacién lo hacen asi para representar funciones
en calculadoras y computadoras.)

Empecemos con una ecuacion que ya estudiamos antes:

1
1 —x

M s
=

=l+x+x+x’ 4=

1]

T x| <1

3
Il
o

Ya encontramos esta ecuacién en el ejemplo 6 de la seccién 11.2, donde la obtuvimos
al observar que es una serie geométrica con a = 1 y r = x. Pero en este caso nuestro
punto de vista es distinto. Ahora considere la ecuacién 1 como expresién de la funcién
f(x) = 1/(1 — x) como una suma de una serie de potencias.

S

e ,
/ﬂ 0 | x

W EFETEEEN Exprese 1/(1 + x2) como la suma de una serie de potencias y
determine el intervalo de convergencia.

SOLUCION Al reemplazar x por —x2 en la ecuacién 1, tenemos

1 1 S
1 + x?

Como ésta es una serie geométrica, es convergente cuando | —x2| < 1, es decir, x> < 1,
o bien,
haber determinado el radio de convergencia aplicando la prueba de la razén, pero esa

cantidad de trabajo es innecesaria en este caso. [ |
m Determine una representacion en serie de potencias para 1/(x + 2).
SOLUCION Con objeto de poner esta funcién en la forma del lado izquierdo de la
ecuacion 1, primero se factoriza un 2 del denominador:
1 1 _ 1
2 +
Yoo+ 2) 21— (-2
2 2
zli ' E(IVn
2 = = 2n+1

Esta serie converge cuando | —x/ 2| < 1, es decir,
convergencia es (—2, 2). |
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Es vélido pasar x* al otro lado del signo
de la suma porque no depende de 7.
[Aplique el teorema 11.2.8 i) con ¢ = x*]

En el inciso ii), [ co dx = cox + C se escribe
€omo ¢o(x — a) + C, donde C = C, + ac,
de modo que todos los términos de la serie
tienen la misma forma.

FFETI0E] Obtenga una representacion como serie de potencias de x*/(x + 2).

SOLUCION Puesto que esta funcién es justamente x* veces la funcién del ejemplo 2, todo
lo que debe hacer es multiplicar esa serie por x*:

Otra forma de escribir esta serie es como sigue:

3 o _1 n—1
X _ E ( 22 X"
x+2 n=3 2"
Como en el ejemplo 2, el intervalo de convergencia es (—2, 2). [ |

I Derivacion e integracion de series de potencias

La suma de una serie de potencias es una funcioén f(x) = ;- c.(x — a)" cuyo dominio es
el intervalo de convergencia de la serie. Para derivar e integrar estas funciones, el siguien-
te teorema (el cual no serd demostrado) establece que es posible derivar o integrar cada
uno de los términos de la serie, justo como se haria para un polinomio. Esto se denomina
derivacion e integracion término a término.

@ Teorema Si la serie de potencias = ¢,(x — a)" posee un radio de convergencia
R > 0, entonces la funcién f definida por

%

f)=cot+talx—a) +ax—a’+ =22 clx—a)

es derivable (y, por tanto, continua) sobre el intervalo (a — R,a + R) y

0

1) f'(x) = C + ZCQ(X - (1) + 3C3(_x — a)2 4+ e = 2 l’lCn(.X _ a)nfl
ii) ff(x)dx=C+co(x—a) + ¢ (x—za)z + e (x—3a)3 4o
(x — a)n+1

C
n=0 n+1

Los radios de convergencia de la serie de potencias en las ecuaciones i) y ii) son R.

NOTA 1 Las ecuaciones i) y ii) del teorema 2 se pueden volver a escribir en la forma
X | n=0 B n=0 d-x

111) di[i Cn(x - a)"i| = i i [cn(x - a)n]

n=0

iv) f [i cnl(x — a)"]dx = i jc,,(x — a)"dx
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Sabemos que, por lo que toca a las sumas finitas, la derivada de una suma es la suma de
las derivadas y la integral de una suma es la suma de las integrales. Las ecuaciones iii) y
iv) aseguran que lo mismo se cumple para sumas infinitas, siempre que esté trabajando con
series de potencias. (En el caso de otros tipos de series de funciones la situacién no es tan
simple; véase ejercicio 38.)

NOTA 2 Aunque el teorema 2 establece que el radio de convergencia es el mismo
cuando una serie de potencias es derivada o integrada, esto no quiere decir que el intervalo
de convergencia siga siendo el mismo. Podria suceder que la serie original converja en el
extremo, y que la serie derivada sea divergente ahi. (Véase ejercicio el 39.)

NOTA 3 La idea de derivar una serie de potencias término a término es la base de un
método eficaz para resolver ecuaciones diferenciales. Estudiaremos este método en el
capitulo 17.

m En el ejemplo 3 de la seccién 11.8 vimos que la funcién de Bessel

Mo =3 S0

= 22n |)2

se define para toda x. De esta manera, de acuerdo con el teorema 2, J, es derivable para
toda x y su derivada se encuentra derivando término a término como sigue:

) i d (—1)x" i (=1)"2nx*! —

= dx 2%(n!)? o 2%(n!)?

W EFETEEE Exprese 1/(1 — x)> como una serie de potencias derivando la
ecuacion 1. ;Cudl es el radio de convergencia?

SOLUCION Al derivar cada miembro de la ecuacién

1 o
=l+x+x>+x*+-=>x"
I —x =
! 2 S n—1
obtenemos ————=1+2x+3x>+ =X nx
(1_x) n=1

Si quisi€ramos podriamos reemplazar n por n + 1 y escribir la respuesta como

De acuerdo con el teorema 2, el radio de convergencia de la serie derivada es el mismo que
el radio de convergencia de la serie original, R = 1. [

FFETI0E] Determine una representacién como serie de potencias para In(1 + x) y su
radio de convergencia.

SOLUCION Observe que la derivada de esta funcién es 1/(1 + x). De la ecuacién 1
tenemos

=] —-x+x*—x+-- |x] <1
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Integrando ambos lados de esta expresion, obtenemos

1
1n(1+x)=j1+xdx=f(1—x+x2—x3+--~)dx
4+t C

< X
=X (D=4 C x| <1
n

Para determinar el valor de C hacemos x = 0 en esta ecuacion y obtenemos
In(1 + 0) = C. Por tanto, C =0y

x2 P x4 @ X
n(l+x)=x——+——-"—+..-= — 1) = <1
(1+x)=x 5 3 2 Z,l (—1) p | x|
El radio de convergencia es el mismo que el de la serie original: R = 1. |

m 22058 Encuentre una representacién como serie de potencias para
f(x) = tan"'x.

SOLUCION Observe que f'(x) = 1/(1 + x?) y encuentre la serie requerida integrando la
serie de potencias para 1/(1 + x?) determinada en el ejemplo 1.

1
tan’1x=fﬁdx=j(l —xP At = x4 ) dx
x

La serie de potencias para tan'x obtenida X3 x5 57
en el ejemplo 7 se llama serie de Gregory en =C+x——+———+---
honor al matemético escocés James Gregory 3 5 7
(1638-1675), quien pronosticé algunos de los
descubrimientos de Newton. Ya se demostré R
que la serie de Gregory es valida cuando Para determinar C hacemos x = 0 y obtenemos C = tan '0 = 0. Por tanto,
—1 < x < 1, pero resulta que (aunque no es
facil de demostrar) también es vélida cuando X3 %5 X7 ® iy
. —1 n
x = *1.Observe que cuando x = 1 la serie tan x=x——+———+"'=2(—l) P e—
se transforma en 3 5 7 n=0 2n + 1
L. B T
4 375 7 Puesto que el radio de convergencia de la serie para 1/(1 + x?) es 1, el radio de

Este admirable resultado se conoce como

férmula de Leibni .
ormula de Leibniz para EJEMPLO 8

a) Evalie [[1/(1 + x”)]dx como una serie de potencias.

b) Mediante el inciso a) obtenga una aproximacién de foos [1/(1 + x7)]dx con una
aproximacién de 1077 del valor real.

SOLUCION
a) El primer paso es expresar el integrando, 1/(1 — x7) como la suma de una serie de
potencias. Como en el ejemplo 1, inicie con la ecuacién 1 y reemplace x por —x:

L =3

1 + ‘x7 1 - (_x7) n=0

=2 (-)x"=1-x"+x"%—---

convergencia de esta serie para tan 'x es también 1. |



Este ejemplo muestra una manera en que las
representaciones como series de potencias
pueden ser (tiles. Integrar 1/(1 — x7) a mano
es increiblemente dificil. Diferentes sistemas
algebraicos computacionales dan respuestas de
distintas formas, pero son extremadamente
complicadas. (Si tiene un SAC, inténtelo usted
mismo.) La respuesta de la serie infinita que se
obtiene en el ejemplo 8a) es realmente mucho
mas facil de manejar que la respuesta finita que
proporciona un SAC.
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Ahora integramos término a término:

1 © © x7n+1
——dx = —)"dx=C+ 3 (—1)'——
f1+x7 . fgo( )x . ng()( )7i’l+1

x8 xlS x22
=CH+x——+"—-"—+
8 15 22

Esta serie converge para | —x7| < 1, es decir, para |x| < 1.

b) Si aplicamos el teorema fundamental del cdlculo no importa qué antiderivada
usemos, de modo que utilicemos la antiderivada del inciso a) con C = 0:

J‘O.S
0

1

1+ x7

8 x5 2 12
dr= x-S+ 4.
S R TR T ) .

LN SUSDS SN Gul )
8-28 ' 15-285  22.2% (Tn + 1)27"!

1
2

Esta serie infinita es el valor exacto de la integral definida, pero como es una serie
alternante, podemos obtener una aproximacion de la suma aplicando el teorema de la
estimacidn de la serie alternante. Si dejamos de sumar después del término n = 3, el
error es menor que el término con n = 4:

1
———5 ~ 64 x 107"
29-2
De modo que
05 1 1 1 1
f T dx= - i 5 — =~ 049951374  mmm
o 1 +x 2 82 15-2 22 .2
m Ejercicios
1. Si el radio de convergencia de la serie de potencias X .
-0 cux" es 10, ;cudl es el radio de convergencia de la serie 1.f(x) = 9+ 12 8 flx)= EyEay
Si-i ne,x"'? ¢Por qué?
1 +x X2
9. f() =77 0. f(x) = —5——
A a’ —x

2. Suponga que sabe que la serie =, b,x" es convergente para

|x| < 2. ;Qué puede decir de la siguiente serie? ;Por qué?

bn
0n+1

s

X

n

3-10 Encuentre una representaciéon como serie de potencias para la

n+1

funcién y determine el intervalo de convergencia.

3 f(x)=1+x

5-f(x):%

4 fl) =

6. f(x) =

5

x + 10

Se requiere calculadora graficadora o computadora

11-12 Exprese la funcién como la suma de una serie de potencias
usando primero fracciones parciales. Determine el intervalo de
convergencia.

11. f(x) = m

3 x+2

12. f(x) = P —

13. a) Use la derivacion para determinar una representacion como
serie de potencias para

1 — 4x?

f(x)=m

(Cudl es el radio de convergencia?

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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b) Por medio del inciso a) determine una serie de potencias
para

1

f(x):m

¢) Mediante el inciso b) determine una serie de potencias para

x2

f0 = (1 + x)?

14. a) Utilice la ecuacién 1 para determinar la representacion en
series de potencias para f(x) = In(1 — x). ;(Cuadl es el radio
de convergencia?

b) Mediante el inciso a) determine una serie de potencias para
f(x) =xIn(l — x).

¢) Haciendo x = %en su resultado del inciso a), exprese In 2
como la suma de una serie infinita.

15-20 Encuentre una representacion como serie de potencias para la
funcién y determine el radio de convergencia.

15. f(x) = In(5 — x) 16. f(x) = x’tan"'(x”)

X X ’

17.f(x)=m 18. f(x)=<2_x>
1+x x*+x

19. f(x) = 7(1 — 20. f(x) = 7(1 B

M .z . .
21-24 Encuentre una representacion como serie de potencias para f,

y grafique f'y varias sumas parciales s,(x) en la misma pantalla.
(Qué sucede cuando n se incrementa?

2. f(x) = ﬁ 2. £(x) = In(x> + 4)
3. f(x) = ln(i ti) 2. f(x) = tan'(2%)

25-28 Evalue la integral indefinida como una serie de potencias.
(Cudl es el radio de convergencia?

t t
25. dt 26. dt
j I f 1+17
N tan~!
2. [ 2*In(1 + x) dx 2 [ ax
X

29-32 Use una serie de potencias para aproximar la integral
definida con una aproximacién de seis cifras decimales.

29, L“ L

04 4
PR 30. L In(1 + x*) dx

2
2. f:'} dx

0.1
31. fo x arctan(3x) dx T+

33. Con el resultado del ejemplo 7, calcule arctan 0.2 con una
aproximacion de cinco cifras decimales.

34. Demuestre que la funcién
(_ 1 ) rtx 2n

f(X) B ngo (271)’

es una solucién de la ecuacion diferencial

f'G) +fx) =0
35. a) Demuestre que J, (la funcién de Bessel de orden 0 dada en
el ejemplo 4) cumple con la ecuacién diferencial
x2J3(x) + xJi(x) + x2h(x) =0
b) Evalie ‘0' Jo(x) dx con una aproximacion de tres cifras
decimales.

36. La funcién de Bessel de orden 1 se define con

Jl(x) _ i (_l)nx2n+l

= nl(n + 1)12%1
a) Demuestre que J; satisface la ecuacion diferencial
X (x) + xJ/(x) + (x2 = DJi(x) =0

b) Demuestre que Jy(x) = —Ji(x).
37. a) Demuestre que la funcion

% n

fo=3 >
n.

n=0

es una solucion de la ecuacién diferencial

') = fx)
b) Demuestre que f(x) = e*.

38. Sea f,(x) = (sen nx)/n’. Demuestre que la serie 2 f, (x) es
convergente para todos los valores de x, pero la serie de
derivadas 2 f;(x) es divergente cuando x = 2n7r, n €s un entero.
¢(Para qué valores de x la serie 2 f,’(x) es convergente?

39. Sea

% n

X

[ =2

n=1 N

Determine los intervalos de convergencia para f, f' y f".

40. a) Empezando con la serie geométrica 2,0 x", calcule la suma
de la serie

|x] <1

> onx"!
n=1
b) Calcule la suma de cada una de las series siguientes.

i X oaxt, x| <1 i) 2%
n=1 n=1
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¢) Determine la suma de cada una de las series siguientes. 42. a) Completando cuadrados demuestre que
I d
i) X onm— Dx", |x| <1 fl/z - i -7
n=2 0 x*—x+1 3\/§
s nt—n Z n?
i) > i) > b) Mediante la factorizacién de x* + 1 como una suma de
- 2 -2 cubos, escriba de nuevo la integral del inciso a). Luego

exprese 1/(x* + 1) como la suma de una serie de potencias

41. Utilice la serie de potencias para tan™'x para demostrar la s
y Usela para demostrar la siguiente férmula para 7:

siguiente expresion para 7 como la suma de una serie infinita:

77':2\/?%7(_1)” T = 3\65, (_1)”< 2 + ! )

a0 2n + 1)3” 4 = 8" 3n + 1 3n +2

m Series de Taylor y de Maclaurin

En la seccidn anterior, se representaron como series de potencias una cierta clase restrin-
gida de funciones. En esta seccion se tratan problemas mas generales: ;qué funciones se
pueden representar como series de potencias? ;Como es posible hallar esa representacion?

Empecemos por suponer que f es cualquier funcién que se puede representar mediante
una serie de potencias

(1] f)=co+alx —a) +alx—a)+alk—a+cax—at+--- |x —a| <R

Tratemos de determinar qué coeficientes c, tienen que estar en funcién de f. Para empezar,
observe que si hacemos x = a en la ecuacién 1, entonces todos los términos después del
primero son 0 y obtenemos

fl@) = co
De acuerdo con el teorema 11.9.2, podemos derivar la serie de la ecuacién 1 término a
término:
(2] f'(x) =c1 + 2c(x — a) + 3es(x — @)* + deg(x —a)’ + - - |x —a| <R

y al sustituir x = a en la ecuacién 2 tenemos
fla) =a
En seguida derivemos ambos miembros de la ecuacién 2 para obtener

IE] f'(x) =2c; + 2 3c3s(x —a) + 3 des(x —a) + -+ |x —a| <R

Una vez mas hacemos x = a en la ecuacidn 3. El resultado es

f "(a) = 2c,
Apliquemos el procedimiento una vez mds. La derivacién de la serie de la ecuacién 3
nos da
(4] f"(x)=2-3c; +2-3dey(x —a) +3 -4 5c5(x —a) + -+ |x —a| <R

y la sustitucién de x = a en la ecuacion 4 da
f"(a) =2+ 3c; = 3lcs

Ahora ya podemos ver el patréon. Si continuamos derivando y sustituyendo x = a,
obtenemos

f(”)(a)=2'3'4'""ncnzn!cn
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Taylor y Maclaurin

La serie de Taylor lleva este nombre en honor al
matemético ingles Brook Taylor (1685-1731) y la
serie de Maclaurin se llama asi para recordar
al matemético escocés Colin Maclaurin
(1698-1746) a pesar del hecho de que la serie
de Maclaurin es realmente un caso especial de
la serie de Taylor. Pero la idea de representar
funciones particulares como sumas de series
de potencias se remonta a Newton, y el
matematico escocés James Gregory conocid la
serie general de Taylor en 1668 y el matemético
suizo John Bernoulli la conocié por 1690.

Al parecer, Taylor no conocia el trabajo de
Gregory ni de Bernoulli cuando publicé sus
descubrimientos relacionados con las series

en 1715 en su libro Methodus incrementorum
directa et inversa. Las series de Maclaurin

se llaman asi porque Colin Maclaurin las
popularizé en su libro de texto Treatise of
Fluxions que se publicé en 1742.

SUCESIONES Y SERIES INFINITAS

Al resolver esta ecuacion para el n-ésimo coeficiente c,, tenemos

" (a)

n!

n

Esta féormula sigue siendo vélida incluso para n = 0 si adoptamos la convencion de que
0! = 1 y f©@=f. En estos términos, hemos demostrado el teorema siguiente:

@ Teorema Si fse puede representar como una serie de potencias (expansion)
en a, es decir, si

f(X)=icn(x—a)” |x —a| <R

entonces sus coeficientes estan dados por la férmula

_ @

Cn
n!

Si sustituimos esta férmula para c, de nuevo en la serie, observamos que si f tiene un
desarrollo en serie de potencias en a, entonces debe ser de la forma siguiente:

© (n)
(6] f(x) = gofn—!(a)(x —a)
f"(a)
!

f1a) x—a) +——(x—

f’/!(a)
1! 2! 3!

= fla) + a)* + (x —a)y +---

La serie de la ecuacién 6 se denomina serie de Taylor de la funcién f en a (o bien, en
torno a a o centrada en a). Para el caso especial a = 0 la serie de Taylor se transfor-
ma en

- ® ! ”
= S L0 gy 4 LD SO

Este caso surge con bastante frecuencia, y se le da el nombre especial de serie de
Maclaurin.

NOTA Ya se demostrd que si f se puede representar como una serie de potencias con
respecto a a, entonces f es igual a la suma de sus series de Taylor. Pero hay funciones que
no son iguales a la suma de sus series de Taylor. Un ejemplo de tales funciones se presenta
en el ejercicio 74.

m S0 {ONE  Determine la serie de Maclaurin de la funcién f(x) = e* y su radio de
convergencia.

SOLUCION Si f(x) = e, entonces f™(x) = e*, por lo que f®(0) = ¢’ = 1 para toda n. Por
tanto, la serie de Taylor para fen O (es decir, la serie de Maclaurin) es

i f(n)(o) o= 2 x_" X x2 x3

= n! n=0 N! 1! 2! 3!



y=e'

Y= T,(x) y=T)

0

N

y=Tsx)
FIGURA 1

Cuando n crece, T,(x) parece aproximarse
ae*en lafigura 1. Esto sugiere que e* es
igual a la suma de su serie de Taylor.

\ y=T5(x)
% .
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Para determinar el radio de convergencia hacemos a, = x"/n!. Entonces

xn+l n'

(n+ 1) T

_ o
n+1

An+1

Ay

asi que, segtin la prueba de la razdn, la serie converge para toda x y el radio de
convergencia es R = o, [

La conclusién que obtenemos del teorema 5 y el ejemplo 1 es que si e* tiene un
desarrollo en serie en potencias en 0, entonces

m)(
I
Mg
=

3
Il

S
S

Asi que, ;como podemos determinar si e* tiene una representacion como serie de poten-
cias?

Investiguemos la cuestion mds general: ;en qué circunstancias una funcién es igual a la
suma de su serie de Taylor? En otras palabras, si f tiene derivadas de todos los érdenes,
cudndo es cierto que

© (n)
=3
n.

n=0

(x —a)

Como sucede con cualquier serie convergente, esto quiere decir que f(x) es el limite de la
sucesion de sumas parciales. En el caso de la serie de Taylor, las sumas parciales son

" fO(a )
rw =3 - oy
=f(a)+%(x—a) +%(f)(x—a)2+ cee f(”)fa) (x —a)

Observe que T, es una polinomial de grado n llamado polinomio de Taylor de n-ésimo
grado de f en a. Por ejemplo, en el caso de la funcién exponencial f(x) = e el resultado
del ejemplo 1 muestra que las polinomiales de Taylor en O (o polinomiales de Maclaurin),
conn=1,2y3son

2 2 3

X X X
Tl(x)=1+x TZ(-x)=1+X+E T3(X):1+X+E+¥

Las gréficas de la funcién exponencial y estos tres polinomios de Taylor se ilustran en la

figura 1.
En general, f(x) es la suma de su serie de Taylor si

£ = lim 7,09
Si hacemos
R.(x) = f(x) — Tu(x) de manera que  f(x) = T,(x) + R.(x)

entonces R,(x) se llama residuo de la serie de Taylor. Si podemos de alguna manera
demostrar que lim, - R,(x) = 0, entonces se sigue que

lim 7,(x) = lim [f(x) — R,(x)] = f(x) — lim R,(x) = f(x)

Por tanto, hemos demostrado el siguiente teorema.
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Formulas para el residuo de Taylor
Otras opciones aparte de la desigualdad de
Taylor son las férmulas siguientes para el
residuo. Si /@Y es continua sobre un intervalo
Iy x € I, entonces
R == [ = 070y d
n! Ja

Esta expresion recibe el nombre de forma
integral del término del residuo. Otra formula,
que se llama forma de Lagrange del término del
residuo, establece que hay un niimero z entre x
y a tal que

f(”*”(z) B a)nH

R.(x) = m (x

Esta version es una generalizacién del teorema
del valor medio (que es el caso n = 0).

Las demostraciones de estas férmulas,
ademas del andlisis de cémo usarlas para
resolver los ejemplos de las secciones 11.10
y 11.11, se encuentran en la pagina web

www.stewartcalculus.com

Haga clic en Additional Topics y luego en
Formulas for the Remainder Term in Taylor
series.

SUCESIONES Y SERIES INFINITAS

Teorema Si f(x) = T,(x) + R.(x) donde T, es el polinomio de Taylor
de n-ésimo grado de fenay
lim R.(x) =0

para | x — a| < R entonces fes igual a la suma de sus series de Taylor en el intervalo
|x —a| <R.

Al tratar de demostrar que lim, .. R,(x) = 0 para una funcién especifica f, se usa por
lo regular el siguiente teorema.

[9] Desigualdad de Taylor Si|f"""(x)| <M para |x — a| < d entonces el residuo
R.(x) de la serie de Taylor cumple con la desigualdad

_M
(n+ 1)!

|R,(x)| < |x —al™! para|x —a|<d

Para ver por qué es cierto para n = 1, supongamos que |f”(x)| < M. En particular, se
tiene f"(x) < M, de tal manera que para a < x < a + d tenemos

Lx () dt < LXM dt

Una antiderivada de f” es f’, por lo que segin la parte 2 del teorema fundamental del
calculo tenemos

f'(x) = f(@) <M(x —a) obien f'(x)<f'(a) + Mx — a)

Asi que LX f'(t) dt < J: [f'(a) + M(t — a)] dt

f(x) = fla) < fla)x — a) + M(X_Ta)
ﬂw—ﬂm_f@u—aﬁg%&_ay
Pero Ri(x) = f(x) — Ti(x) = f(x) — f(a) — f'(a)(x — a). De modo que

R <5 (x = af

Un razonamiento similar, aplicando f"(x) = —M, demuestra que
M
Ri(x) = ——(x — a)’
2
M 2
De manera que | Ri(x) | S?|x —al

Aunque hemos supuesto que x > g, cdlculos similares muestran que esta desigualdad es
vélida también para x < a.



En 1748, Leonhard Euler aplicé la ecuacién 12
para determinar el valor de e con 23 digitos
decimales. En 2007 Shigeru Kondo, usando de
nuevo la serie [12], calculé e con més de
100000 millones de lugares decimales. Las
técnicas especiales que utilizaron para acelerar
el calculo se explican en la pagina web

numbers.computation.free.fr
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Esto demuestra la desigualdad de Taylor para el caso donde n = 1. El resultado para
cualquier n se demuestra de manera parecida integrando n + 1 veces. (Véase el ejercicio
73 parael cason = 2.)

NOTA En la seccién 11.11 se explora el uso de la desigualdad de Taylor en la
aproximacion de funciones. Aqui, el uso inmediato es junto con el teorema 8.
Con frecuencia, al aplicar los teoremas 8 y 9 es ttil recurrir al hecho siguiente.

n

7. x e
lim — =0 para todo niimero real x

n—o p!

Esto es verdadero porque, de acuerdo con el ejemplo 1, la serie X x"/n! es convergente para
toda x por lo que su n-€simo término se aproxima a 0.

I FEETIOFY Demuestre que e es igual a la suma de su serie de Maclaurin.

SOLUCION Si f(x) = e*, entonces f™*"(x) = e* para toda n. Si d es cualquier nlimero
positivo y | x| < d, entonces [f"*"(x)| = e* < e“. Asi que la desigualdad de Taylor, con
a= 0y M = e establece que

d

_°
(n+ 1)

n+l

|R,(x)| < | x| para|x| < d

Observe que la misma constante M = e“ funciona para todo valor de n. Pero, segtin la
ecuacion 10, tenemos

ed | |n+1
1/ n+l _ d 1/ — 0
G KT e M T

Se infiere entonces del teorema de la compresion que 1im,—...| R,(x)| = 0 y, por tanto,
lim,— R,(x) = 0 para todos los valores de x. De acuerdo con el teorema 8, e* es igual a
la suma de su serie de Maclaurin, es decir,

n

X

I
DM s

m] e*

© para toda x [ |
o n.

n

En particular, si hacemos x = 1 en la ecuacién 11, obtenemos la siguiente expresion
para el nimero e como una suma de una serie infinita:

[12] e=§—=1+i+i+i+---
o 1! 1! 2! 3!

FFETINEN Determine la serie de Taylor para f(x) = e*en a = 2.

SOLUCION Se tiene f(2) = ey, de este modo, al hacer a = 2 en la definicién de la serie
de Taylor [6], obtenemos

* (n) w2
EARC NPT Sy
n.

n=0 n: n=0
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También se puede verificar, como en el ejemplo 1, que el radio de convergencia es

R = o, Como en el ejemplo 2 podemos comprobar que 1im,, . R,(x) = 0, de modo que

62

M s

(x —2)" paratoda x [ |

B =

n=0 N

Hay dos desarrollos en series de potencias para e*, la serie de Maclaurin de la ecuacion
11y la serie de Taylor de la ecuacion 13. El primero es mejor si estd interesado en valores
de x cercanos a 0 y el segundo funciona muy bien si x es cercano a 2.

m Determine la serie de Maclaurin para sen x y demuestre que representa a
senx para toda x.

SOLUCION Organizamos nuestros célculos en dos columnas como sigue:

f(x) = senx f0)=0
J'(x) = cos x f'0)=1
f"(x) = —senx ["0)=0
J"(x) = —cos x 70) = —1

En la figura 2 se ilustra la grafica de senx junto

con su polinomio de Taylor (o de Maclaurin) f(‘”(x) = sen x f(4)(0) =0
Ti(x) = x
i) = x — x* Puesto que la derivada se repite en un ciclo de cuatro, podemos escribir la serie de
’ 3! Maclaurin como sigue:
.)C3 x5
Ts(x) =x —— + ' ” "
3! 5! 0 0 0
0+ LO L SO0 L S0
Observe que cuando n se incrementa, 7,(x) se 1! 2! 3!
vuelve una mejor aproximacion para sen x. © X X’ ES 2t
—_— - Ty = 2(_1)"—
3! 5! 7! n=0 2n + 1)!
y
T .
.l ' Puesto que f**"(x) es =sen x o bien, *cos x, sabemos que |f“*"(x)| < 1 para toda x. De
T este modo podemos tomar M = 1 en la desigualdad de Taylor:
5
y=sen x 1
M | x["
= | R(x)| s ————|x""| = ——
0 X | ()| (n+l)!| | (n+ 1!
T, De acuerdo con la ecuacién 10, el lado derecho de esta desigualdad tiende a 0 cuando
n — oo, de modo que | R,(x)| — 0 segtin el teorema de compresién. Se infiere entonces
que R,(x) — 0 cuando n — %, de modo que sen x es igual a la suma de su serie de
FIGURA 2 Maclaurin de acuerdo con el teorema 8. [ |

Se establece el resultado del ejemplo 4 para referencia futura.

@ senx =x — ——+— ——+ -

|
4
—_~~
|
N
=
=}
o
=
o
—
Qo
o
)
=

24 {0AE Determine la serie de Maclaurin para cos x.



Las series de Maclaurin para e*, senx y cos x
que encontramos en los ejemplos 2, 4y 5
fueron descubiertas por Newton aplicando
métodos distintos. Estas ecuaciones son
notables porque se conoce todo con respecto
a cada una de estas funciones si conocemos
todas sus derivadas en el nimero 0.

Hemos obtenido dos diferentes
representaciones en serie para senx, la serie
de Maclaurin en el ejemplo 4 y la serie de
Taylor en el ejemplo 7. Es mejor utilizar la serie
de Maclaurin para los valores de x cercanos a 0
y la serie de Taylor para x cercanos a /3.
Observe que el tercer polinomio de Taylor 75 en
la figura 3 es una buena aproximacion al senx
cerca de 7r/3, mas no asi cerca de 0.
Compérelo con el tercer polinomio de Maclaurin
T; en la figura 2, donde lo opuesto es verdadero.

y=senx

FIGURA 3
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SOLUCION Podriamos proceder en forma directa como en el ejemplo 4, pero es mas fcil
derivar la serie de Maclaurin para senx dada por la ecuacién 15:

d d X X
cosx=—(senx)=—\x———+———+ -
dx

dx 3! 5! 7!
3x2 5x* 7xS xroxt x®
- 2 o -y Ty
3 s T 2 T e

Puesto que la serie de Maclaurin para senx converge para toda x, el teorema 2 de la
seccion 11.9 sefala que la serie derivada para cos x converge también para toda x. Asi,

cosx=1—2—!+ﬂ—6—!+---

& , X
,Zo(_l) (2n)!

para toda x

m Determine la serie de Maclaurin para la funcién f(x) = x cos x.

SOLUCION En lugar de calcular las derivadas y sustituir en la ecuacién 7, es mas facil
multiplicar la serie para cos x, ecuacién 16, por x:

% xzn o x2n+1
— —1y = > (=1) _—
reosx = ,ZO( ) (2n)! ,ZO( ) (2n)!
W Represente f(x) = sen x como la suma de su serie de Taylor centrada
en /3.
SOLUCION Primero acomodamos los valores en columnas
™ V3
f(x) = senx f<3> =
CE "5 -3
X) = cos x 3 >
” — 4 1 = _ﬁ
f"(x) senx f <3 ) 2
fN/( ) fH/ ™ 1
= —cos —|=-=
X X 3 >
y este patrén se repite indefinidamente. Por tanto, la serie de Taylor en 77/3 es
fr 1 fr/ E fm z
7 LA 3 LA 3 a\? N 3 m\’ N
2z S VAN (VG A NN [V S N/ (V- .
3 1! 3 2! 3 3! 3

V3 1 T V3 a\? 1 )\’
=+ x—— |- x——| - x——] +--
2 21! 3 22! 3 2 - 3! 3
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CAPITULO 11

SUCESIONES Y SERIES INFINITAS

La demostracion de que esta serie representa sen x para toda x es muy similar a la del
ejemplo 4. [S6lo reemplace x por x — /3 en (14).] Podemos escribir la serie con la
notacion sigma si separamos los términos que contienen V3

sen x = i —(_1)”\/3_ (x - 1>2n + i —(_1)” <x — 1>2nﬂ [

2 202n)! 3 Z202n + 1) 3

Las series de potencias obtenidas mediante métodos indirectos en los ejemplos Sy 6 y
en la seccién 11.9 son realmente la serie de Taylor o de Maclaurin de las funciones dadas
porque el teorema 5 asi lo establece, ya que no importa como se obtenga una representacion
en una serie de potencias f(x) = = ¢,(x — a)", siempre es cierto que ¢, = f"(a)/n!. En
otras palabras, la determinacion de los coeficientes es tnica.

240NN Encuentre la serie de Maclaurin para f(x) = (1 + x)* donde k es cualquier
ndmero real.

SOLUCION Al ordenar nuestro trabajo en columnas, tenemos

fl) =1+ x* £0) =1
f'(0) = k(1 + x)*! £10) =k
() = k(k — (1 + x)* f"(0) = k(k — 1)

f"(x) = k(k — Dk = 2)(1 + 0" f"0) = k(k — Dk - 2)

%) =klk—1)---k—n+ DA +x"  fO20)=kk—1)---(k—-—n+1)
Por tanto, la serie de Maclaurin de f(x) = (1 + x)fes

S fP0) S kk—1---(k—n+1)
- X X

=2
n=0

n

— N n!

Esta serie se denomina serie binomial. Observe que si k es un entero no negativo,
entonces los términos son eventualmente cero y por tanto la serie es finita. Para otros
valores de k, ninguno de sus términos es cero, por lo que podemos intentar la prueba de
la razon. Si el n-ésimo término es a,, entonces

Ap+1 | kk—1) -+ (k—n+ 1)k — n)x""! !
ay (n+1)' k(k—l)..(k_n+1)xry
k
- =
|k — n]
- |x|= |x|%|x| cuando n —
n+1 1
1+ —
n

Asi, por la prueba de la razén, la serie binomial converge si |x| < 1y diverge
si x| > 1. |

La notacidn tradicional para los coeficientes de la serie binomial es

<k>=k(k—1)(k—2)--~(k—n+1)

n n!

y estos nimeros se llaman coeficientes binomiales.
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El siguiente teorema establece que (1 + x)* es igual a la suma de su serie de Maclaurin.
Es posible demostrar esto al probar que el residuo R,(x) se aproxima a 0, pero esto resulta
ser muy dificil. La demostracién resumida en el ejercicio 75 es mucho mds fécil.

Serie binomial Si k es cualquier nimero real y | x| < 1, entonces

o [k k(k — 1 k(k — 1)k — 2
(1+x)k:2< )X"=l+kx+ (2' )x2+ ( 3)‘( )x3+"‘
n=0 n . !

Aun cuando la serie binomial siempre converge cuando |x| < 1, la pregunta de si
converge o no en los extremos, * 1, depende del valor de k. Resulta que la serie converge
enlsi —1 <k = 0y en ambos extremos si n = k. Nétese que si k es un entero positivo
y n > k, entonces la expresién para (K) contiene un factor (k — k), de modo que (¥) = 0
para n > k. Esto significa que la serie termina y se reduce al teorema del binomio ordinario
cuando k es un entero positivo. (Véase la pagina de referencia 1.)

m m Encuentre la serie de Maclaurin para la funcién f(x) =

y su
radio de convergencia. v *

SOLUCION Escribimos f(x) de forma que podamos usar la serie binomial:

1 1 B 1 —1(1—1>1/2
V4 —x X X 2 4
4l1-=) 24)1-=
4 4

Y al usar la serie binomial con k = — ; donde x fue reemplazada por —x/4, tenemos

=— |1+ —x+ X 3 x4+
2 8 218 318" n!8"

1[ 1 1:3 ,, 135 1:3-5- Q-1 ]
R

Sabemos de (17) que esta serie converge cuando \ —x/ 4] < 1, es decir, x\ < 4, de modo
que el radio de convergencia es R = 4. [ |

En la tabla siguiente se resumen, para referencia futura, algunas de las series importantes
de Maclaurin que hemos deducido en esta seccién y en la anterior.
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TABLA 1
Series importantes de Maclaurin
y sus radios de convergencia.

Module 11.10/11.11 permite ver como
polinomios sucesivos de Taylor se aproximan
a la funcion original.

SUCESIONES Y SERIES INFINITAS

1 »
. =>x"=1+x+x>+x+ R=1
- X n=0
ocxn 2 3
=Y —=1+ + =+ =+ R=
n:ol’l! 1 ! !
o x2n+1 3 5 7
senx = X (—1)' ———=x——+———+- R=
P 2n + 1)! 3! 5! 7!
© x2n x2 x4 6
COs X = -1)" =]1-—=+—- — R=x
* ,ZO( ) o 204 6
o0 x2n+1 x3 xS x7
tan x= ) (-1)'——=x—"F+— - —+ R=1
o ,ZO( Vonrl T3 ts
o xn xZ x3 x4
In(l+x)=2(-1)"' ==yt = R=1
n(l + x) El() S TX T 3 4
o[k k(k — 1 k(k — 1)k — 2
1 +x)f=2 x”=1+kx+( )x2+( X )x3+--- R=1
w0 \ Il 2! 3!
1 1 1 1

i - + - +
FZEII0ETR Encuentre la suma de la serie 2 2.2t 3 T a

SOLUCION Con la notacién sigma podemos escribir le serie dada como

S (-1 —

n=1 n-2"

B3 1\"
B
n=1 n
Entonces, en la tabla 1 vemos que esta serie relaciona la entrada para In(1 + x) con x = ;.
Asi

w©
> (—1)"! ;n = ln(l + %) =1In3
n=1 n-2

Una razén de que las series de Taylor sean importantes, es que permiten integrar
funciones que no se podian manejar antes. En efecto, en la introduccién de este capitulo
mencionamos que Newton integraba a menudo funciones expresdndolas primero como
series de potencias, y que después integraba la serie término a término. No es posible
integrar la funcién f(x) = ¢~ por medio de las técnicas conocidas hasta este momento,
porque su antiderivada no es una funcién elemental (véase seccién 7.5). En el ejemplo
siguiente se aplica la idea de Newton para integrar esta funcion.

V] EJEMPLO 11

. A2 .. .
a) Evalde | e™* dx como una serie infinita.

b) Evalde fol e~ dx de tal manera que no difiera 0.001 del valor real.

SOLUCION

a) Primero encontramos la serie de Maclaurin para f(x) = e~*". Aunque es posible usar
el método directo, determinémosla simplemente mediante el reemplazo de x con —x? en
la serie para e* dada en la tabla 1. Asi, para todos los valores de x,

o _2\n o
D G S0 VIV S S S ST
n=0 n' n=0 n: . .



Es posible hacer C = 0 en la antiderivada del
inciso a).

Algunos sistemas algebraicos computacionales
calculan los limites de esta manera.
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Ahora integramos término a término

e x*oxt o x° L x
je dx—j<1—3+5—§+~-+(—l) n!+~~'>dx
x3 xﬁ x7 x2n+1
=C+zx— + —~ o (1) +
A T TR TR Y D G T D

. . .. _.2
Esta serie es convergente para toda x porque la serie original para e ™* converge para
toda x.

b) El teorema fundamental del calculo da

LI e dx

Il
1
=
|
W
=
|
(9]
s
i
|
~
=
et
O
=
s
|
|

El teorema de estimacion de la serie alternante demuestra que el error involucrado en
esta aproximacion es menor que

1

1
ﬂ=—<0.001

|
1320

Otra aplicacion de la serie de Taylor se ilustra en el ejemplo siguiente. El limite podria

ser calculado con la regla de 1'Hospital, pero en lugar de hacerlo asi se recurre a las
series.

X
.. et —1—x
(EuEPLO 12 [ e Rl
X

x—0

SOLUCION Al utilizar la serie de Maclaurin para e* tenemos

x  xr X
l+—4+—4+=—+ -] —-1-x
et —1—x . 1! 2! 3!
Iim = lim

1
x—0 )C2 x—0 )C2
X2 x3 4
—t =+ =+
20 31 41
= lim >
x—0 X

(1 x  x* X 1
=lm|{—+—+—+—+ | ==
=0\ 2 31 4! 5! 2

porque las series de potencias son funciones continuas.

I Multiplicacién y division de series de potencias

Si las series de potencias se suman o restan, se comportan como polinomios (el teorema
11.2.8 lo demuestra). De hecho, como lo ilustra el ejemplo siguiente, las series también se
pueden multiplicar y dividir como los polinomios. Determinamos sélo los primeros térmi-
nos porque los cdlculos para los siguientes se vuelven tediosos y los términos iniciales son
los mds importantes.
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FFETINRER Calcule los primeros tres términos no cero de la serie de Maclaurin para
a) e*sen x y b) tan x.

SOLUCION
a) Mediante la serie de Maclaurin para e* y sen x en la tabla 1, tenemos

X — 1+i+x_2+x_3+... _x_3+...
e senx = 123 Y

Al multiplicar esta expresién y agrupar por términos semejantes, al igual que con los
polinomios:

1
X X —gx3+
1 1
x + x2+§x3+gx4+
_ 1.3 _ 1 4 _
+ 6X 6

P 1
Asie*senx =x + x> +3x> + -+

b) Al utilizar la serie de Maclaurin en la tabla 1

3 xS

senx 3! 5!

tan x = = 3 T
COS X ! X X

2! 4!

Usamos un procedimiento como el de la division larga:

1.3 2.5
X +3x + 3x°+

L2 14 ), 1,34 L.5s_ |
1 —3x"+ 3x )x X7+ X

1
x =X+ g’ — e

Ly Los .,
3X X+

1 1
5x3_ 6x5+'”

2.5 4 ...
X +

. . 1 2
Por consiguiente, tanx = x + 3x° + j5x° + - - - ]

No se ha intentado justificar las manipulaciones formales que se utilizaron en el
ejemplo 13, pero son legitimas. Hay un teorema que establece que si tanto f(x) = = ¢,x"
como g(x) = 3 b,x" convergen para |x| < Ry las series se multiplican como si fueran
polinomios, entonces la serie resultante también converge para |x| < R y representa
f(x) g(x). En cuanto a la division es necesario que b, # 0; la serie resultante converge para
| x| suficientemente pequeiia.



m Ejercicios
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1. Si f(x) = =50 b,(x — 5)" para toda x, escriba una férmula
para bs.

2. Se proporciona la gréfica de f.

a) Explique por qué la serie
16—08x—1)+04(x—1)*>—01(x— 1)+ ---

no es la serie de Taylor de f centrada en 1.
b) Explique por qué la serie

28 +05(x—2)+15x—2%—01(x—27°+---
no es la serie de Taylor de f centrada en 2.

3. Si f™0) = (n + 1)! para n =0, 1,2, ..., encuentre la serie
de Maclaurin para f'y su radio de convergencia.
4. Encuentre la serie de Taylor para f con centro en 4 si
—1)"n!
m(4) = (7
A 3"(n + 1)

(Cudl es el radio de convergencia de la serie de Taylor?

5-12 Encuentre la serie de Maclaurin para f(x) usando la definicién
de la serie de Maclaurin. [Suponga que f tiene un desarrollo en
serie de potencias. No demuestre que R,(x) — 0.] Determine
también el radio asociado con la convergencia.

5. f(0)=(1-x7" 6. f(x) = In(1 + x)
1. f(x) = senmx 8 f(x) =e ™

9. f(x) = 2" 10. f(x) = x cos x
1. f(x) = senhx 12. f(x) = cosh x

13-20 Calcule la serie de Taylor para f(x) centrada en el valor dado
de a. [Suponga que ftiene un desarrollo en serie de potencias. No
demuestre que R,(x) — 0.] También encuentre el radio de
convergencia asociado.

13. f(x) =x*—=3x>+ 1, a=1
14 f(x) =x—x* a= -2

15. f(x) =Inx, a=2

17. f(x) = e*, a=3

16. f(x) =1/x, a= -3
18. f(x) =senx, a=m/2
2. f(x) =x, a=16

19. f(x) =cosx, a=

Se requiere calculadora graficadora o computadora

21. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 7 representa
sen 7rx para toda x.

22. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 18 representa
sen x para toda x.

23. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 11 representa
senh x para toda x.

24. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 12 representa
cosh x para toda x.

25-28 Use la serie binomial para desarrollar la funcién como una
serie de potencias. Establezca el radio de convergencia.

25, J1 —x 26. /8 + x

1
21. m 28. (1 - )C)z/3

29-38 Utilice la serie de Maclaurin que aparece en la tabla 1 para
obtener la serie de Maclaurin para la funcién dada.

30. f(x) = cos(mx/2)
32. f(x) =e* + 2"
34. f(x) = x*In(1 + x?)

X Xz

Tt % f0=F5s

37. f(x) = sen’x [Sugerencia: use sen’x = 3(1 — cos 2x).]

29. f(x) = senmx
3. f(x) = e + >
33. f(x) = x cos(5x?)

35. f(x) =

X — sénx

38. f(x) = ] x?

3 six=0

six#0

39-42 Determine la serie de Maclaurin de f (mediante cualquier

método) y su radio de convergencia. Grafique f'y sus primeros
polinomios de Taylor en la misma pantalla. ;Qué observa respecto
a la correspondencia entre estos polinomios y f?

39. f(x) = cos(x?) 8. f(x) =e ™ + cosx
M. f(x) = xe™* 42. f(x) = tan '(x?)

43. Mediante la serie de Maclaurin para cos x calcule cos 5° con
una aproximacién de cinco decimales.

44. Utilice la serie de Maclaurin para e* a fin de calcular 1//e
con una aproximacion de cinco decimales.

45. a) Use la serie binomial para desarrollar 1/,/1 — x2.
b) Use el inciso a) para hallar la serie de Maclaurin para
sen” lx.

46. a) Desarrolle 1/3/1 + x como una serie de potencias.
b) Use el inciso a) para estimar 1/4/1.1 con una aproximacién
de tres decimales.

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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47-50 Evalde la integral indefinida como una serie infinita. i (—1)" 2!
67. —
e* — 1 o 47 2n + 1)
47. jx cos(x?) dx 48. f dx
x 2 3
681 —Ing+n2_ (n27
-1 .1 —In - .
49. j%dx 50. Jarctan(xz) dx 2! 3!
x
9 27 81
69. 3+ — + — +—— +
2! 3! 4!

51-54 Utilice series para obtener un valor aproximado de la integral
definida con la exactitud indicada. 70. - + - 4o

1/2 .
51. jo x*arctan x dx  (cuatro decimales)

52. J“' sen(x*) dx (cuatro decimales) 71. Demuestre que si p es una funcién polinomial de n-grado,
0 entonces
0.4 P

8. | VI+xtd <5%X10°° & pV
fo x*dx (|error] ) st =3 P i'(x)

i=0 :

0.5 2 —x?
54. jo x“e " dx (|err0r| < 0.001) 72 Si f(x) = (1 + x%)%, ;qué es f59(0)?

73. Demuestre la desigualdad de Taylor para n = 2, es decir,

: ", = _ =<
55-57 Mediante las series evalue el limite. demuestre que si | /"0 | M para |x a | d, entonces

x —In(1 + x) 1 — cosx

i i M
%. lim = L r——— R <% lx—aP  para|x—a]<d
_senx — x + gx° ) '
57. lim ————— 74. a) Demuestre que la funcién definida por
x—0 X
) e six# 0
x) = ;
58. Utilice la serie del ejemplo 13b) para evaluar 0 six=20
_ tanx —Xx no es igual a su serie de Maclaurin.
)ICLmO X3 33 b) Grafique la funcién del inciso a) y comente su
comportamiento cerca del origen.
Este limite se calcul6 en el ejemplo 4 de la seccién 4.4 o
utilizando la regla de 1'Hospital tres veces. ;Cudl método 75. Recurra a los siguientes pasos para probar [17]
prefiere? a) Sea g(x) = =i (ﬁ)x". Derive esta serie para demostrar que
59-62 Utilice la multiplicacién o la division de series de potencias , kg(x)
. . P . g'(x) = -1<x<1
para determinar los primeros tres términos diferentes de cero en la 1+ x

serie de Maclaurin para cada funcion. i
b) Sea h(x) = (1 + x) *g(x) y demuestre que h'(x) = 0.

59. y = e cosx 60. y = sec x ¢) Deduzca que g(x) = (1 + x)~
N 76. En el ejercicio 53 de la seccién 10.2 se demostré que la
1.y =y 62. y =eIn(l + ) longitud de la elipse x = a sen 6, y = b cos 6, donde
a>b>0,es

63-70 Calcule la suma de la serie. L=4a fnﬂ/z V1 —e?sen?6 db

© x4n o (_ l)n 7T2n
63. ,go(_ D) n! 64. EO 6>"(2n)! donde e = \/a?> — b?/a es la excentricidad de la elipse.

. . Desarrolle el integrando como serie binomial y use el resultado
65. 3 (—1)"! 3 66. > 3 del ejercicio 50 de la seccién 7.1 para expresar L como una

=1 ns" a=0 5"n! serie de potencias de la excentricidad hasta el término en e°.
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UN LIMITE ESCURRIDIZO

Este proyecto trata con la funcién

sen(tan x) — tan(sen x)

fx) =

arcsen(arctan x) — arctan(arcsen x)

1. Utilice su sistema algebraico computarizado para evaluar f(x) parax = 1, 0.1, 0.01, 0.001 y
0.0001. ;Parece tener fun limite cuando x — 0?

2. Use el SAC para graficar f cerca de x = 0. ;Parece tener f un limite cuando x — 0?

3. Intente evaluar lim.—, f(x) con la regla de 1’'Hospital, usando el SAC para hallar las derivadas
del numerador y el denominador. ;Qué descubrié? ;Cudntas aplicaciones de la regla de
I’Hospital se requieren?

4. Evalde lim,_. f(x) con ayuda del SAC para encontrar la cantidad suficiente de términos de
la serie de Taylor del numerador y el denominador. (Utilice el comando taylor en Maple o
series en Mathematica.)

5. Utilice el comando 1imite en su SAC para calcular directamente lim, ., f(x). (La mayoria
de los sistemas algebraicos computarizados utilizan el método del problema 4 para calcular
limites.)

6. En vista de las respuestas a los problemas 4 y 5, ;cémo explica los resultados de los
problemas 1y 2?

Se requiere sistema algebraico computarizado

COMO DESCUBRIO NEWTON LA SERIE BINOMIAL

El teorema binomial, que proporciona el desarrollo de (a + b)*, ya lo conocian los matemadticos
chinos muchos siglos antes de que naciera Newton, en especial para el caso donde el exponente k
es un entero positivo. En 1665, cuando Newton tenfa 22 afios, descubrié por primera vez el
desarrollo de la serie infinita (@ + b)* cuando k es un exponente fraccionario, positivo o negativo.
No publicé sus descubrimientos, pero los planted y proporcioné ejemplos de como usarlos en una
carta con fecha 13 de junio de 1676, carta (ahora se llama epistola prior) que envié a Henry
Oldenburg, secretario de la Royal Society of London, para que la transmitiera a Leibniz. Cuando
éste contestd, le pregunté a Newton cémo habia descubierto las series binomiales. Newton escribid
una segunda carta, la epistola posterior, del 24 de octubre de 1676, en la cual explica con lujo de
detalles la manera como llegé a su descubrimiento mediante una ruta muy indirecta. Estaba
investigando las dreas bajo las curvas y = (1 — x?)">de 0 a x paran = 0, 1, 2, 3, 4,... Son

faciles de calcular si n es par. Al observar patrones y al interpolar, Newton fue capaz de adivinar
las respuestas de valores impares de n. Por tanto, se dio cuenta de que podia obtener las mismas
respuestas expresando (1 — x?)"? como una serie infinita.

Escriba un ensayo sobre el descubrimiento de Newton. Inicie dando el enunciado de serie
binomial en la notacién de Newton (véase epistola prior en la pagina 285 de [4] o la pagina 402 de
[2]). Explique por qué la versién de Newton es equivalente al teorema 17 de la pagina 761. Luego
lea la epistola posterior de Newton (pagina 287 de [4] o pagina 404 de [2]) y explique los patrones
que descubrié Newton en las dreas bajo las curvas y = (1 — x2)"/2. Muestre cémo podia
él calcular el drea bajo las curvas restantes y cémo comprobd su respuesta. Para finalizar,
explique como estos descubrimientos llevaron a las series binomiales. Los libros de Edwards [1]

y Katz [3] contienen comentarios de las cartas de Newton.

1. C. H. Edwards, The Historical Development of the Calculus, Nueva York: Springer-Verlag,
1979, pp. 178-187.
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2. John Fauvel y Jeremy Gray, eds., The History of Mathematics: A Reader, London: MacMillan
Press, 1987.

3. Victor Katz, A History of Mathematics: An Introduction, Nueva York: HarperCollins, 1993, pp.
463-466.

4. D. J. Struik, ed., A Sourcebook in Mathematics, 1200-1800, Princeton, N.J.: Princeton
University Press, 1969.

m Aplicaciones de los polinomios de Taylor

FIGURA 1

En esta seccion se exploran dos tipos de aplicaciones de los polinomios de Taylor. Prime-
ro se examina como se usan para aproximar funciones; a los cientificos de la computacién
les gustan porque las polinomiales son las mds sencillas de las funciones. Luego investi-
gamos cémo los fisicos y los ingenieros los usan en campos como la relatividad, optica,
radiacién de cuerpos negros, dipolos eléctricos, la velocidad de las ondas en el agua y la
construccion de carreteras en el desierto.

B Aproximacion de funciones mediante polinomios

Suponga que f(x) es igual a la suma de su serie de Taylor en a:

© (n)
=3 L

n=0 n

(x — a)

En la seccién 11.10 se introdujo la notacién 7,(x) para la n-ésima suma parcial de esta
serie y se le llam6 polinomio de Taylor de n-ésimo grado de fen a. Asi,

n (i)
nm=§C@u—w
=f(a)+M(x_a)+La)(x_a)2+...+m(x_a)n
T 2! l

Puesto que f es la suma de su serie de Taylor, sabemos que 7,(x) — f(x) cuando n — %y
de este modo 7, se puede usar como una aproximacién de f: f(x) = T,(x).
Observe que el polinomio de primer grado de Taylor

Ti(x) = f(a) + f'(@)(x — a)

es lo mismo que la linealizacion de fen a que estudiamos en la seccion 3.10. Note también
que 7, y su derivada tienen los mismos valores en a que fy f'. En general, se puede
demostrar que las derivadas de T, en a concuerdan con las de fhasta las derivadas de orden
n, inclusive.

Con el fin de ilustrar estas ideas, vea una vez mads las graficas de y = e*y sus pri-
meros polinomios de Taylor, como se ilustran en la figura 1. La grédfica de 7, es la recta
tangente a y = e*en (0, 1); esta recta tangente es la mejor aproximacion lineal a e* cerca de
(0, 1). La grafica de T, es la pardbola y = 1 + x + x2/2, y la gréfica de T; es la curva
clibicay = 1 + x + x2/2 + x*/6, que es un ajuste mas cercano a la curva exponencial
y = e* que T>. El siguiente polinomio de Taylor 7, seria una aproximacion mejor, y asi
sucesivamente.



x=02 x=30
T»(x) 1.220000 8.500000
Tu(x) 1.221400 16.375000
To(x) 1.221403 19.412500
Ts(x) 1.221403 20.009152
Tio(x) 1.221403 20.079665
e* 1.221403 20.085537
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Los valores de la tabla proporcionan una demostracién numérica de la convergencia de
los polinomios de Taylor 7,(x) a la funcién y = e* Vemos que cuando x = 0.2 la
convergencia es muy rdpida, pero cuando x = 3 es un poco mds lenta. De hecho, entre més
lejos esté x de 0, es un poco mds lenta la convergencia de 7,(x) a e*.

Cuando usamos un polinomio de Taylor 7, para aproximar una funcién f, debemos
preguntarnos: ;qué tan buena es una aproximacion? ;Qué tan grande debemos tomar n con
objeto de que alcance una precision deseada? Para responder estas preguntas, es necesario
que examinemos el valor absoluto del residuo:

[R(x)| = [ f(x) = T.(x) |

Hay tres métodos posibles para estimar el tamaiio del error:

1. Si cuenta con una calculadora que trace graficas o una computadora, la puede usar
para graficar |R,(x)| y de ahi estimar el error.

2. Si sucede que la serie es alternante, podemos aplicar el teorema de estimacion de
la serie alternante.

3. En todos los casos podemos aplicar la desigualdad de Taylor (teorema 11.10.9), el
cual establece que si| f™""(x)| < M, entonces

_M
(n+ 1)

n+1

|Ru(x)| =< |x — al

a) Obtenga una aproximacion de la funcién f(x) = N por medio del polinomio de
Taylor de grado 2 en a = 8.
b) (Qué tan exacta es esta aproximacién cuando 7 < x < 97

SOLUCION
a) fx) = Jx =x'7 f®) =2

) =3x72° f(8) =1
frx) = =575 f'®) = —ia

fm(x) — £x78/3

En estos términos, el polinomio de Taylor de segundo grado es

To(x) = f(8) + @(x —-8) + %ﬁg)(x — 8)?

=2+l = 8) =y — 8
La aproximacién deseada es
S =T(x) =2 + 5(x — 8) — yg(x — 8)°

b) La serie de Taylor no es alternante cuando x < 8, de modo que no podemos aplicar el
teorema de estimacion de la serie alternante en este ejemplo. Pero podemos usar la
desigualdad de Taylor conn =2y a = 8:

M
R = 5 lx = 8]
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FIGURA 2

0.0003

¥ =|Ro(x)|

7
0

FIGURA 3
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donde | f"(x)| < M. Como x = 7, tenemos x** = 77 y de esa manera

10 1 10
= — =

1
27 'W\E'W<0.0021

f"(x)

Por tanto, podemos hacer M = 0.0021. Asimismo, 7 < x < 9, de modo que
—1<x—8=<1y|x— 8| =< 1.Entonces la desigualdad de Taylor da

0.0021
3!

~0.0021

|R2()C) | = 13

< 0.0004

En estos términos, si 7 < x < 9, la aproximacion en el inciso a) no difiere en mds de
0.0004 del valor real. [

Con la ayuda de una calculadora para trazar graficas o de una computadora compruebe
el cdlculo del ejemplo 1. En la figura 2 se muestra que las graficas de y = Jx yy = T(x)
estdn muy cercanas entre si cuando x estd cerca de 8. En la figura 3 se ilustra la grafica de
| Ry(x) | calculada a partir de la expresién

|R2(x)| = |\3/_ - Tz(x)|
A partir de la gréifica
| R>(x)| < 0.0003

cuando 7 < x < 9. Asi, la estimacién de error mediante métodos graficos es ligeramente
mejor que cuando se hace a partir de la desigualdad de Taylor, en este caso.

] Eemeio2 |

a) (Cudl es el error maximo posible al utilizar la aproximacién

3 xS

senx =~ x — —— + —
3! 5!
cuando —0.3 =< x < 0.3? Utilice esta aproximacién para calcular sen 12° con una
aproximacion de seis cifras decimales.

b) (Para qué valores de x esta aproximacién no difiere en mas de 0.00005 del valor real?

SOLUCION
a) Observe que la serie de Maclaurin

x3 XS X7

senx=x—¥+§—7+

es alternante para todos los valores no cero de x, y los términos sucesivos decrecen en
tamafio porque |x| < 1, de modo que podemos usar el teorema de estimacién de la serie
alternante. El error en la aproximacién de sen x por medio de los tres términos de su
serie de Maclaurin es cuando mucho

_ 1
5040

7
Si —0.3 < x < 0.3, entonces | x| < 0.3, de modo que el error es mds pequefio que

0.3)

~43x 1078
5040



En Module 11.10/11.11 se muestran en
forma gréfica los residuos de las aproximaciones

de los polinomios de Taylor.

43x10°"

V= |Re(x)|

—0.3

FIGURA 4

0.00006
| y=0.00005

-1

FIGURA 5

¥ =|Rq(x)]|

0.3
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Para calcular sen 12° primero convertimos a radianes:

127 T
sen 12° = sen =sen| ——
180 15
~ T (AVL 7V L oa0mot160
15 15/ 3! 15 /) 5! '

Asi, con una aproximacién de seis decimales, sen 12° = 0.207912.
b) El error serd menor que 0.00005 si

<[
—= < 0.00005
5040

Al resolver la desigualdad y encontrar x

x| <0252 obien |x| < (0.252)"7 =~ 0.821

De modo que la aproximacién dada no difiere en mas de 0.00005 cuando |x| < 0.82. mmm

(Qué sucede si recurrimos a la desigualdad de Taylor para resolver el ejemplo 2? Puesto
que f™(x) = —cos x, tenemos |f7(x)| < 1y de esa manera

1
|Roo)] = = |

De este modo llegamos a la misma estimacién que con el teorema de la estimacion de la
serie alternante.
(Qué hay con respecto a los métodos graficos? En la figura 4 se ilustra la grafica de

| Ro(x) | = |senx — (x —ex* + $x5)|

y observamos que |Rq(x)| < 4.3 X 107% cuando |x| < 0.3. Esta es la misma estimacién
que obtuvimos en el ejemplo 2. En el caso del inciso b) queremos | R «(x)| < 0.00005, de
modo que graficamos tanto y = | R¢(x) | como y = 0.00005 en la figura 5. Si colocamos el
cursor en el punto de interseccidn derecho, verd que la desigualdad se cumple cuando
|x| < 0.82. Una vez mds llegamos a la misma estimacién que obtuvimos en la solucién del
ejemplo 2.

Si se hubiera pedido que aproximdramos sen 72° en lugar de sen 12° en el ejemplo 2,
habria sido prudente utilizar los polinomios de Taylor en @ = 7r/3 (en lugar de a = 0),
porque son mejores aproximaciones al sen x para valores de x cercanos a /3. Observe
que 72° es cercano a 60° (o 77/3 radianes), y las derivadas de senx son faciles de calcular
en /3.

La figura 6 muestra las gréaficas de las aproximaciones de los polinomios de Maclaurin

3

T(x) = x R(X)ZX_%
3 xS x3 xS x7
Ts(x)=x—§+§ T7(x)=x—§+§—?

a la curva seno. Podemos ver que cuando » se incrementa, 7,(x) es una buena aproximacién a
sen x sobre un intervalo mds y mds grande.

y=sen x

FIGURA 6 T; \T,
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La curva superior de la figura 7 es la gréfica de
la expresion de la energia cinética K de un
objeto con velocidad » en la relatividad
especial. La curva inferior muestra la funcion
usada para K en la fisica cldsica newtoniana.
Cuando » es mucho més pequefia que la
velocidad de la luz, las curvas son
practicamente idénticas.

K

K=mc*—myc?

FIGURA 7

Las calculadoras y computadoras aplican el tipo de cdlculo hecho en los ejemplos 1 y
2. Por ejemplo, cuando usted presiona la tecla sen o e* de su calculadora, o bien, cuando
un programador de computadoras utiliza una subrutina en el caso de una funcién trigono-
métrica o exponencial o de Bessel, en muchas maquinas se calcula una aproximacion
polinomial. Con frecuencia, el polinomio es uno de Taylor que ha sido modificado de
modo que el error se extiende mds uniformemente en todo el intervalo.

B Aplicaciones en la fisica

Los polinomios de Taylor también se usan con mucha frecuencia en la fisica. Con objeto
de entender una ecuacion, los fisicos simplifican a menudo una funcién considerando sélo
dos o tres términos de Taylor. En otras palabras, los fisicos usan un polinomio de Taylor
como una aproximacion de la funcién. La desigualdad de Taylor se puede usar para medir
la exactitud de la aproximacion. En el ejemplo siguiente, se muestra una manera en la cual
esta idea se usa en la relatividad especial.

m 231d0 R En la teoria de Einstein de la relatividad especial, la masa de un objeto
que se desplaza con velocidad v es

mo

V1 —v?/c?

donde m, es la masa del objeto cuando estd en reposo y ¢ es la velocidad de la luz. La
energia cinética del objeto es la diferencia entre su energia total y su energia en reposo:

m=

K = mc?* — moc?

a) Demuestre que cuando v es muy pequefia comparada con ¢, esta expresion para K
concuerda con la fisica cldsica de Newton: K = jmov>.

b) Utilice la desigualdad de Taylor para estimar la diferencia en estas expresiones para K
cuando |v| < 100 m/s.

SOLUCION
a) Mediante las expresiones dadas para K y m, obtenemos
2 2\ -1/2
_ 2 2 _ MoC _ 2 _ 2 _v _
K = mc myc m moc myc [(l c2> 1]
Con x = —v?/c? la serie de Maclaurin para (1 + x)~'/> es mds facil de calcular que una
serie binomial con k = —j. (Observemos que |x| < 1 porque v < ¢.) Por tanto
(=3)(=3 (=3)(=3)(=3)
1+x"=1-1x+ 22!2x2+ 2 3? 22X+
=1-ix+3ix>—2x*+
K g 1+1”2+3”4+5”6+ 1
= moc ——t+t—-—F+t—— -
y 0 2 ¢ 8¢ 16 c°
1v2+3v4+ 5 v6+
—mec ==+ 2 4y = 7
0 ¢ 8¢t 16 ¢

Si v es mucho mds pequefia que ¢, entonces todos los términos después del primero
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son muy pequefios cuando se les compara con el primer término. Si los omitimos,
obtenemos

1 2
K = m0c2<5 %) = 1mov?

b) Six = —0%/c? f(x) = moc*[(1 + x)""2 — 1], y M es un ntimero tal que
| f"(x)| < M, entonces podemos utilizar la desigualdad de Taylor para escribir

M
|Ri(x)| < Exz

Tenemos f"(x) = 3moc*(1 + x)~*/ y sabemos que |»| < 100 m/s, de modo que

3moc? 3moc?
" _ < =M
| £ 41 — 07/ a1 — 10072)" (=M)

Asi, conc =3 X 10°m/s

3moc? 1004

I
R <. .
[Ri@] <5 41 — 100727 ¢

< (417 X 107 )m,

De modo que cuando || < 100 m/s, la magnitud del error al usar la expresién
newtoniana para la energia cinética es cuanto mucho (4.2 X 107'%)my. [

Estos conceptos también se aplican en el campo de la 6ptica. La figura 8 representa una
onda de la fuente puntual S que se encuentra una interfaz esférica de radio R centrado en C.
El rayo SA se refracta hacia P.

R

S, |
FIGURA 8 ny n
Refraccion en una interfaz esférica

Al usar el principio de Fermat de que la luz viaja en el menor tiempo posible, Hecht
deduce la ecuacion

0 moom 1 (s ms,
& 4 R\ 4 4,
donde n; y n, son indices de refraccion y €, €; so y s; son las distancias indicadas en la figu-
ra 8. De acuerdo con la ley de los cosenos aplicada a los tridngulos ACS y ACP, tenemos

(2] €, = /R*+ (s, + R)> — 2R(s, + R) cos ¢

En este caso utilice la identidad

cos(m — ¢) = —cos ¢ €= \/R2 + (s; — R)* + 2R(s; — R) cos ¢
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Como es un poco complicado trabajar con la ecuacion 1, Gauss, en 1841, la simplificé
usando la aproximacién lineal cos ¢p = 1 para valores pequeiios de ¢. (Esto equivale a usar
el polinomio de Taylor de grado 1.) Por tanto la ecuacién se transforma en la siguiente
ecuacion mds sencilla, que se le pide demostrar en el ejercicio 34a):

n ny n, — m
5] mam_mon
So Si R

La teorfa ptica resultante se conoce como optica de Gauss u optica de primer orden, y
se ha vuelto la herramienta tedrica bdsica para disefiar lentes.

Una teoria mas exacta se obtiene al aproximar cos ¢ por medio de su polinomio de
Taylor de grado 3 (que es el mismo que el polinomio de Taylor de grado 2). Esto considera
los rayos para los cuales ¢ no es tan pequeiia, es decir, rayos que golpean la superficie a
mayores distancias & por arriba del eje. En el ejercicio 34b) se le pide usar esta aproxima-
cién para deducir la ecuacién mds exacta

@ mym_mometm (1 LN e (L 1)
So S R 28, \ S, R 2si \ R Si

La teorfa ptica resultante se conoce como dptica de tercer orden.
Otras aplicaciones de los polinomios de Taylor a la fisica y la ingenieria se exploran en
los ejercicios 32, 33, 35, 36, 37 y 38, y en el proyecto de aplicacién de la pagina 777.

m Ejercicios

A 1. a) Encuentre los polinomios de Taylor hasta de grado 6 8 f(x) =xcosx, a=0
para f(x) = cos x centrada en a = (. Grafique /'y estos .,
polinomios en una misma pantalla. 9. f(x) =xe ™, a=0

b) Evaltie fy estos polinomios en x = 7 /4, 7/2 y .
¢) Explique como los polinomios de Taylor convergen

a f(x).

1 2. a) Encuentre los polinomios de Taylor hasta de grado 3 para

fo) = 1/, x centrada en a = 1. Grafique f'y estos polinomios grafique estos polinomios y fen la misma pantalla.
en una misma pantalla.

b) Evalte fy estos polinomios en x = 0.9 y 1.3. M. f(x) = cotx, a=m/4
¢) Explique cémo los polinomios de Taylor convergen a f(x). 12. f(x) = T +x2. a=0

10. f(x) =tan'x, a=1

11-12 Use un sistema algebraico computarizado para encontrar los
polinomios de Taylor 7, con centro en a paran = 2, 3, 4, 5. Luego

3-10 Determine los polinomios de Taylor 75(x) para la funcién f
centrada en el nimero a. Grafique 'y 75 en la misma pantalla. 13-22
3 f() = 1fx. a=2 a) Encuentre un valor aproxin,lado de f mediante un polinomio de
’ Taylor con grado n en el nimero a.
b) Con la desigualdad de Taylor estime la exactitud de la

Lf@)=x+e™ a=0 aproximacion f(x) = T,(x) cuando x estd en el intervalo dado.

5. f(x) = cosx, a= /2 o Compruebe el resultado del inciso b) mediante la gréfica de
|R,(x)].

6. f(x) = e "senx, a=0 1B.f)=+x, a=4, n=2, 4<x<42

1. fx)=Inx, a=1 4. fx)=x2 a=1, n=2, 09sx=<1.1

Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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15. f(x) =x*, a=1 n=3, 08<x<12

16. f(x) =senx, a=m/6, n=4, 0<x< /3
17. f(x) =secx, a=0, n=2, —-02=<x<02
18. f(x) =In(1 +2x), a=1, n=3, 05=<x=<15
19. f) =¢, a=0, n=3, 0<x=<0.1

2. f(x) =xInx, a=1, n=3, 05<x=<1.5

21. f(x) =xsenx, a=0, n=4, —-1s<x<1

22. f(x) =senh2x, a=0, n=5 -1<x<1

23. Mediante la informacién del ejercicio 5 estime cos 80° con una
aproximacion de cinco cifras decimales.

24. Mediante la informacion del ejercicio 16 estime sen 38° con

una aproximacion de cinco cifras decimales.

25. Utilice la desigualdad de Taylor para determinar el nimero de

términos de la serie de Maclaurin para e* que se debe usar para

estimar "' de tal manera que no difiera de 0.00001 del valor
real.
26. ;Cuantos términos de la serie de Maclaurin para In(1 + x) son

necesarios para estimar In 1.4 con 0.001 de precisiéon?

27-29 Aplique el teorema de estimacion de la serie alternante o la

desigualdad de Taylor para estimar los valores de x para los cuales
la aproximacion dada es exacta y estd dentro del error establecido.
Compruebe graficamente su respuesta.

3
2]. senx = x — X (|err0r| < 0.01)

6
28. cosx =1 — Lz + — (|err0r| < 0.005)
2 24
IR
29. arctan x = x — EY + 5 (| error | < 0.05)

30. Suponga que sabemos que

(=1)"n!

- (n) _
@ 3"(n + 1)

y la serie de Taylor de f con centro en 4 converge a f(x) para
toda x en el intervalo de convergencia. Demuestre que el
polinomio de Taylor de quinto grado aproxima f(5) con error
menor a 0.0002.

31. Un vehiculo se desplaza a una velocidad de 20 m/s y a una
aceleracién de 2 m/s? en un instante dado. Mediante un
polinomio de Taylor de segundo grado, estime qué tanto

se desplazara el automévil en el siguiente segundo. ¢ Seria
razonable utilizar este polinomio para estimar la distancia

recorrida durante el minuto siguiente?

BR

32,

33.

34.

35.
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La resistividad p de un alambre conductor es el reciproco de la
conductividad y se mide en unidades ohmios-metros (3-m). La
resistividad de un metal dado depende de la temperatura
de acuerdo con la ecuacién
p(t) = ppe™™

donde ¢ es la temperatura en °C. Hay tablas que dan los valores
de « (llamado coeficiente de temperatura) y p» (la resistividad
a 20 °C) para varios metales. Excepto a temperaturas muy bajas,
la resistividad varia casi en forma lineal con la temperatura, por
lo que es comun aproximar la expresion para p(f) mediante su
polinomio de Taylor de primero o segundo grados en ¢ = 20.
a) Encuentre expresiones para estas aproximaciones lineales y

cuadrdticas.
b) Por lo que se refiere al cobre, las tablas dan a = 0.0039/°C
y po = 1.7 X 107* Q-m. Grafique la resistividad del
cobre y las aproximaciones lineales y cuadraticas para
—250 °C =< t =< 1000 °C.
(Para qué valores de ¢ la aproximacién lineal concuerda con
la expresion exponencial de tal manera que no difiera 1%
del valor real?

c)

Un dipolo eléctrico consiste en dos cargas eléctricas de igual
magnitud y signos opuestos. Si las cargas son g y —¢ y hay
una distancia d entre ellas, entonces el campo eléctrico E en el
punto P en la figura es

q q
E=-1 _
D* (D + d)*
Al desarrollar esta expresion para E como serie en potencias
de d/D, demuestre que E es aproximadamente proporcional a
1/D? cuando P esté alejada del dipolo.

P

| D 1 d 1

a) Deduzca la ecuacion 3 para la dptica de Gauss a partir de la
ecuacioén 1 aproximando cos ¢ en la ecuacién 2 mediante su
polinomio de Taylor de primer grado.

b) Demuestre que si cos ¢ es reemplazado por su polinomio
de Taylor de tercer grado en la ecuacién 2, entonces la
ecuacion 1 se transforma en la ecuacién 4 para una dptica
de tercer orden. [Sugerencia: utilice los dos primeros
términos de la serie binomial para €, 'y ¢!, Use también

¢ = sen ¢.]

Si una onda de agua de longitud L se desplaza con una
velocidad v a través de un cuerpo de agua de profundidad d
como en la figura de la pagina 776, entonces

L 2ard
v? = tann 222
21 L
a) Si el agua es profunda, demuestre que v = /gL/(27) .
b) Si el agua es poco profunda, use la serie de Maclaurin para
tanh para demostrar que » =~ /gd . (Asi, en agua poco
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36.

37.
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profunda, la velocidad de una onda tiende a ser
independiente de la longitud de la onda.)

¢) Mediante el teorema de estimacion de la serie alternante,
demuestre que si L > 10d, entonces la estimacion v* = gd
es exacta dentro de 0.014gL.

Un disco uniformemente cargado tiene radio R y densidad
de carga superficial o, como se ve en la figura. El potencial
eléctrico V en un punto P a una distancia d a lo largo de la
perpendicular al eje central del disco es

V = 2mk,o(y/d> + R* — d)

donde k, es una constante llamada constante de coulomb.
Demuestre que

Tk, R0

V=
d

para d muy grande

Si un topdgrafo mide diferencias en la altitud cuando hace

planos para una carretera que cruza un desierto, se deben hacer

correcciones tomando en cuenta la curvatura de la Tierra.

a) SiR es el radio de la Tierra y L es la longitud de la
carretera, demuestre que la correccion es

C =R sec(L/R) — R
b) Mediante un polinomio de Taylor demuestre que

5L*
24R?

LZ

C=
2R

¢) Compare las correcciones dadas por las formulas en los
incisos a) y b) para una carretera que mide 100 km de
longitud. Tome como radio de la Tierra 6370 km

38.

39.

El periodo de un péndulo con longitud L que subtiende un
dngulo méaximo 6, con la vertical es

L (w72 dx
T=4 —f . —
g Jo 1 — k?senx

donde k = sen(560) y g es la aceleracion debida a la gravedad.
En el ejercicio 42 de la seccién 7.7 se aproximo esta integral
usando la regla de Simpson.
a) Desarrolle el integrando como una serie binomial y use
el resultado del ejercicio 50 de la seccién 7.1 para
demostrar que

1732

| L 1? 123252
T=2m g|:l+22k2+2242 k* + 224262k6+"':|

Si 6, no es demasiado grande, se usa a menudo la
aproximacién T = Zw\/LTg , obtenida usando sélo
el primer término de la serie. Se obtiene una mejor
aproximacion si se usan sélo dos términos:

T =~ 277 4 | L (1 + 3k2)
g

Observe que todos los términos de la serie después del
primero tienen coeficientes que son cuanto mucho 3.
Use este hecho para comparar esta serie con una serie
geométrica y demuestre que

b

~

\/L
27 [—
9

¢) Mediante las desigualdades del inciso b), estime el periodo
de un péndulocon L = 1 my 6, = 10°. ;Cémo es si se le
compara con la estimacion T = 27+/L/g ? {Cémo es si
0y = 42°7

L L o4-3k2
(1+;k)§T$27T *474]{2
g _

En la seccidn 4.9 utilizamos el método de Newton para obtener
un valor aproximado de una raiz r de la ecuacién f(x) = 0,y a
partir de una aproximacion inicial x; obtuvimos aproximaciones
sucesivas x,, X3, ..., donde

AED)
j i ,(x n)

Xn+1 = Xy

Aplique la desigualdad de Taylorconn =1, a = x,y

x = r para demostrar que si f”(x) existe sobre un intervalo /
que contiene a r, X, y X,+1, ¥ | f"(x)| < M, | f'(x)| = K para
toda x € I, entonces

—r\ Sf|x,,—r|2

|xn+l 2K

[Esto significa que si x, es exacta con d cifras decimales,
entonces X, €S exacta con una aproximacion de 2d cifras
decimales. Mds exactamente, si el error en la etapa n es cuanto
mucho 107", entonces el error en la etapa n + 1 es a lo mds

(M/2K)10"]



PROYECTO DE APLICACION 11.1  RADIACION PROVENIENTE DE LAS ESTRELLAS 1

RADIACION PROVENIENTE DE LAS ESTRELLAS

© Dreamstime

Cualquier objeto emite radiaciones cuando se calienta. Un cuerpo negro es un sistema que absorbe
toda la radiacion que le llega. Por ejemplo, una superficie negra mate o una cavidad grande con un
pequefio agujero en su pared (como un alto horno) es un cuerpo negro y emite radiacion de
cuerpo negro. Incluso la radiacién que llega del Sol estd cerca de ser radiacién de un cuerpo
negro.

La ley de Rayleigh-Jeans, propuesta a fines del siglo x1x, expresa la densidad de energia de
radiacion de cuerpo negro de longitud de onda A como

8wkT
/\4

J) =

donde A se mide en metros, T es la temperatura en kelvins (K) y & es la constante de Boltzmann.
La ley de Rayleigh-Jeans concuerda con las mediciones experimentales para longitudes de onda
largas, pero no sucede lo mismo con las longitudes de onda cortas. [La ley predice que f(A) —
cuando A — 07 pero los experimentos han demostrado que f(A) — 0.] Este hecho recibe el nombre
de catdstrofe ultravioleta.

En 1900, Max Planck encontré un mejor modelo (que se conoce ahora como ley de Planck)
para la radiacion de cuerpo negro:

8mhcA™
f) = S HIOKT) _

donde A se mide en metros, T es la temperatura en kelvins y

h = constante de Planck = 6.6262 X 107**J-s
¢ = velocidad de la luz = 2.997925 X 10° m/s

k = constante de Boltzmann = 1.3807 X 10 % J/K

1. Con ayuda de la regla de I’Hospital demuestre que
Jm fQ) =0y lim f(}) =0

para la ley de Planck. De este modo, esta ley modela la radiacién de cuerpo negro mejor
que la ley de Rayleigh-Jeans para longitudes de onda cortas.

2. Use un polinomio de Taylor para demostrar que, en el caso de las longitudes de onda largas,
la ley de Planck da aproximadamente los mismos valores que la ley de Rayleigh-Jeans.

A 3. Grafique f de acuerdo con ambas leyes en una misma pantalla y comente sobre las
similitudes y las diferencias. Use 7= 5700 K (la temperatura del Sol). (Quiz4 quiera
cambiar de metros a la unidad mas conveniente de micrémetros: 1 pm = 10~ m.)

4. Use la grafica del problema 3 para estimar el valor de A para el cual f(A) es un maximo
segun la ley de Planck.

5. Investigue cémo la gréfica de f cambia cuando T varia. (Utilice la ley de Planck.) En
particular, dibuje f para las estrellas Betelgeuse (7" = 3400 K), Procyon (7' = 6400 K)
y Sirio (T = 9200 K), asi como para el Sol. ;Cudl es la variacién de la radiacién total
emitida, es decir (el drea bajo la curva), con 7'? Apdyese en las graficas y explique por qué
a Sirio se le conoce como estrella azul y a Betelgeuse como una estrella roja.

ﬁ Se requiere calculadora graficadora o computadora
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Verificacion de conceptos

1. a) ;Qué es una sucesién convergente?
b) (Qué es una serie convergente?
¢) (Qué significa lim, . a, = 3?
d) (Qué significa X;-; a, = 3?

2. a) ;Qué es una sucesion acotada?
b) (Qué es una sucesiéon monétona?
¢) (Qué puede decir con respecto a una sucesién monétona
acotada?

3. a) (Qué es una serie geométrica? ;En qué circunstancias es
convergente? ;Cudl es su suma?

b) (Qué es una serie p? (En qué circunstancias es convergente?

4. Suponga que X a, = 3y s, es la n-ésima suma parcial de la
serie. ;Qué es 1im,—.. a,? {Qué es lim, .« 5,7

5. Enuncie lo siguiente.
a) Prueba de la divergencia
b) Prueba de la integral
¢) Prueba por comparacién
d) Prueba por comparacién en el limite
e) Prueba de la serie alternante
f) Prueba de la razén
g) Prueba de la raiz

10.

c) Si una serie es convergente segtn la prueba de la serie
alternante, ;como estima su suma?

. a) Escriba la forma general de una serie de potencias.

b) (Qué es el radio de convergencia de una serie de potencias?
¢) (Qué es el intervalo de convergencia de una serie de
potencias?

. Suponga que f(x) es la suma de una serie de potencias con

radio de convergencia R.

a) (Coémo deriva f? ;Cudl es el radio de convergencia de la
serie para f'?

b) (Coémo integra f? ;Cudl es el radio de convergencia de la
serie para [ f(x) dx?

a) Escriba una expresion para el polinomio de Taylor de
n-ésimo grado de f centrada en a.

b) Escriba una expresion para la serie de Taylor de f centrada
en a.

¢) Escriba una expresion para la serie de Maclaurin de f.

d) ;Cémo demuestra que f(x) es igual a la suma de su serie de
Taylor?

e) Enuncie la desigualdad de Taylor.

6. a) ;Qué es una serie absolutamente convergente? 11. Escriba la serie de Maclaurin y el intervalo de convergencia
b) ;Qué puede decir acerca de dicha serie? para cada una de las funciones siguientes.
¢) (Qué es una serie condicionalmente convergente? a) 1/(1 —x) b) e
) ) c) senx d) cosx
1. a) Sl una serie es conYergente de acuerdo con la prueba de la e) tan~! ) In(l + x)
integral, ;como estima su suma?
b) Si una serie es convergente segtn la prueba por 12. Escriba el desarrollo de la serie binomial de (1 + x)*. ;Cual es
comparacion, ;cémo estima su suma? el radio de convergencia de esta serie?
Examen rapido Verdadero-Falso
Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, o (=" 1
explique por qué. Si es falso, dé la razén o proporcione un ejemplo 10. EO o e
que contradiga el enunciado.
1. Silim,—.a, = 0, entonces X a, es convergente. 1. Si —1 < a < 1, entonces lim, ... «" = 0.
: * —sen |
2. Laserie 2, n es convergente. 12. Si S a, es divergente, entonces X |a,| es divergente.
3. Silim, .. a, = L, entonces lim, ... a»,+1 = L. 1
. 13. Si f(x) = 2x — x*> + 3x° — - - - converge para toda x,
4. Si X¢,0" es convergente, entonces 2 ¢,(—2)" es convergente. entonces £""(0) = 2.
5. Si 2 ¢,0" es convergente, entonces = ¢,(—6)" es convergente.
6. SiSexn di dox—6 di J 14. Si{a,} y {b.} son divergentes, entonces {a, + b.} es
. Si 2 ¢,x" diverge cuando x = 6, entonces diverge cuando divergente.
x = 10.
7. La prueba de la razén se puede usar para determinar si 15. Si{a.} y {b.} son divergentes, entonces {a, b,} es divergente.
converge X 1/n’.
) . . 16. Si {a,} es decreciente y a, > 0 para toda n, entonces {a,} es
8. La prueba de la razén se puede usar para determinar si convergente
converge 2 1/n!
9. Si 0 < a, < b, y 2b, diverge, entonces la serie X a, diverge. 17. Sia,> 0y Xa, converge, entonces = (—1)"a, converge.



18. Sia, > 0y lim,. (a,+1/a,) < 1, entonces lim, .. a, = 0.

19. 0.99999...=1

20. Si lim a, = 2, entonces hm(anﬂ —a,) = 0.
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21. Si un nimero finito de términos se agrega a una serie
convergente, la nueva serie ain converge.

2. 81y q,=Ay Y b,= B,entonces 3, a,b, = AB.

n— n=1 n=1 n=1
Ejercicios
1-8 Determine si la sucesion es convergente o divergente. Si es (=1)"(n + 1)3" (=1y/n
convergente, determine su limite. 25. E g2n+l E 1
n=1 n=2 nn
2+’ 9!
1a="-7 2 a,=
1+ 2n 10"
27-31 Calcule la suma de la serie.
" (=3 S
3 a, = 4. a, = cos(nm/2) 27. 28 > -
1 + n? ,,El 2 ,El n(n + 3)
5. q, = nsenn 6. a, = Inn 29, E [tan~'(n + 1) — tan'n] 30. E ( an)”
nz + 1 \/}'7 n=1 n=0 3 (2")'
B e? e et
" —10)"/n! — 2 45 ..
1. {(1 + 3/n)*} 8. {(—10)"/n!} M. 1—e+ 20 3 + 2
9. Una sucesion se define recursivamente mediante las ecuaciones 32. EXpI‘E.:SG el decimal periddico 4.17326326326... como una
ar=1, a,s, = 3(a, + 4). Demuestre que {a,} es creciente y fraccién.
a, <2 para toda n. Deduzca que {a,} es convergente y determine 33. Demuestre que cosh x = 1 + 1x? para toda x.
su lfmite.
_ 34. Para qué valores de x converge la serie 3;—; (In x)"?
10. Demuestre que lim,_... n*e " = 0 y mediante una gréfica s (—)!
determine el valor mds pequefio de N que corresponde a 35. Calcule la suma de la serie ——5— con una aproximacion
& = 0.1 en la definicién exacta de limite. . . n=1 N
de cuatro digitos decimales.
11-22 Determine si la serie es convergente o divergente. 36. a) Determine la suma parcial ss de la serie ;_, 1/n° y estime
= a4 el error al usarla como aproximacién de la suma de la serie.
1. 21 PR 12. 2] PR b) Calcule la suma de esta serie con una aproximacion de
! ! cinco digitos decimales.
o 3 % _1\n
13. 3 n 1u > =D 37. Use la suma de los primeros ocho términos para aproximarse a
am1 5" n=1/n + 1 la suma de la serie 5;—; (2 + 5")". Estime el error involucrado
en esta aproximacion.
& 1 - n - "
15. 22 7n - 16. 2} ln( EP— ) 38. a) Demuestre que la serie Y, (2n 1 es convergente.
"= "= n=1 n):
7, 3 _cos3n T n
AT (12 C AT+ 20y b) Deduzca que hm o = 0.
19 i 1+3:5«---:Q2n—1) 20 i (=5)* 39. Demuestre que si la serie 3;_; a, es absolutamente convergente,
e 5"n! T2 o entonces la serie
S vn+1—4n—1 z
2.3 (1 [1 n YY" L E(’”l)an
n=1 n=1 n n=1 n

23-26 Determine si la serie es condicionalmente convergente,
absolutamente convergente o divergente.

23.

S (—1y 23—y

n=1 n=1

Se requiere calculadora graficadora o computadora

es también absolutamente convergente.

40-43 Encuentre el radio de convergencia y el intervalo de
convergencia de la serie.

40.

(x +2)
25n "2] n4n

2(1)
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Z 2Mx —2)" 2"(x — 3)"
2. ) ———— 43.
21 (n +2)! nEO Jn+3

44. Calcule el radio de convergencia de la serie

(2n)!
() "

45. Determine la serie de Taylor de f(x) =

n

2

senxena = m/6.

46. Encuentre la serie de Taylor de f(x) = cosx ena = /3.

47-54 Encuentre la serie de Maclaurin para f'y su radio de
convergencia. Puede aplicar el método directo (definicién de una
serie de Maclaurin) o las series conocidas, como la serie
geométrica, serie binomial o la serie de Maclaurin para e*,
tan 'x y In(1 + x).

2

sen .x,

41. f(x) = 48. f(x) = tan '(x?)
49. f(x) = In(4 — x) 50. f(x) = xe™
51. f(x) = sen(x*) 52. f(x) = 10"

53. f(x) = 1/316 — x

54. f(x) = (1 — 3x)~°

e.\'
55. Evalde J — dx como una serie infinita.
x
56. Mediante series aproxime [, v/1 + x* dx con dos digitos
decimales.

57-58

a) Obtenga un valor aproximado de f mediante un polinomio de
Taylor de grado n en el nimero a.

b) Dibuje fy 7, en una misma pantalla.

c¢) Use la desigualdad de Taylor para estimar la exactitud de
la aproximacion f(x) = T,(x) cuando x se encuentra en el
intervalo dado.

d) Compruebe su resultado del inciso ¢) mediante la grafica de

[R.(x)].
5. f(x) =Vx, a=1, n=3, 09<x<1.1
58. f(x) =secx, a=0, n=2, 0<x<m/6

59. Mediante las series evalte el siguiente limite.

senx — X
3

Iim
x—0 X
60. La fuerza debida a la gravedad que actda sobre un objeto de

masa m a una altura & por encima de la superficie de la Tierra
es

mgR?

F=—r

(R + h)*

donde R es el radio de la Tierra y g es la aceleracion de la

gravedad.

a) Exprese F como una serie en potencias de i/R.

b) Observe que si aproxima F con el primer término de la
serie, obtenemos la expresion F' = mg que se usa por lo
comun cuando /& es mucho méds pequefia que R. Aplique el
teorema de la estimacidn de la serie alternante para calcular
los valores de /4 para los cuales la aproximacién F = mg no
difiere 1% del valor real. (Use R = 6400 km.)

61. Suponga que f(x) = =, ¢,x" para toda x.
a) Sifes una funcién impar, demuestre que

Co=cr=ci=--=0
b) Si fes una funcién par, demuestre que

ci=ci=cs=--=0

62. Sif(x) = e

2n)!
*, demuestre que f?7(0) = ( n‘) .
n



Problemas adicionales

Antes de ver la solucién del ejemplo, cibrala
intente resolver el problema por si mismo.

Py

FIGURA PARA EL PROBLEMA 4

e

x + 2)
m Encuentre la suma de la serie E ( )

n=0 (1 + 3)‘
SOLUCION El principio de resolucién de problemas es relevante aqui ya que hay que
reconocer algo familiar. ;La serie dada se parece a alguna que ya conozcamos? Bueno,
tiene algunos ingredientes en comun con la serie de Maclaurin para la funcién
exponencial:

8

X x2 X
= ltxt
o 1! 2! 3!

x

e’ =

n

Podemos hacer que esta serie se parezca mas reemplazando x por x + 2:

© + n + 2 + 3
o g AT (2 @+2°
im0 nl 2! 3!

Pero aqui el exponente en el numerador coincide con el factorial del nimero en el
denominador. Para hacer que esto pase en la serie dada, multiplicaremos y dividiremos
por (x + 2)%

(x+2)" 1 x + 2)"3

E (

Sm+3)! (x+2°5 (n+3)
=(x+2)_3[(x+2)3 St ]
3! 4!

Vemos que la serie entre paréntesis es justamente la serie para e***con los tres primeros
términos faltantes. Asi que

x+2 , x + 2)
2( )—(x+2)’3 e*”—l—(x+2)—u -
o (n+3)! 2!
1. Si f(x) = sen(x?), encuentre f"9(0).
2. Una funcion f estd definida por
Zn 1
= 1
flx) = m =T
(Dénde es continua f?
3. a) Demuestre que tan 1x = cotsx — 2cot x.
b) Calcule la suma de la serie
o1 X
7t R
2 7y
4. Sea {P,} una sucesién de puntos determinados de acuerdo con la figura. Por tanto |[AP,| = 1,

|P.P,ii| = 2"y el dngulo AP,P,. es un dngulo recto. Calcule 1im,_... Z P, AP,,.

781



5.

FIGURA PARA EL PROBLEMA 5

10.

1.

Para construir la curva del copo de nieve, inicie con un tridngulo equildtero de lados de

longitud igual a 1. El paso 1 de la construccién consta de dividir cada lado en tres partes

iguales, construir un tridngulo equildtero en la parte media y luego borrar la parte media

(véase figura). El paso 2 es repetir el paso 1 en cada lado del poligono resultante. Se repite

este procedimiento en cada paso posterior. La curva del copo de nieve es la curva que resulta

de repetir este proceso indefinidamente.

a) Sean s,, [, y p,, respectivamente el nimero de lados, la longitud de un lado y la longitud
total de la curva de aproximacion n-ésima, es decir, la curva obtenida después del paso n
del trazo. Encuentre férmulas para s,, 1, y p..

b) Demuestre que p, — % cuando n — .

¢) Sume una serie infinita para encontrar el drea encerrada por la curva del copo de nieve.

Nota: Los incisos b) y ¢) demuestran que la curva del copo de nieve es infinitamente larga pero
encierra un drea finita.

. Calcule la suma de la serie

1 1 1 1 1 1 1
l+—+—+—F+—F+—+—+—+---
2 3 4 6 8 9 12

donde los términos son los reciprocos de los enteros positivos cuyos factores primos son 2s y 3s.
a) Demuestre que para xy # —1.

XYy
1+ xy

arctan x — arctan y = arctan

si el primer miembro queda entre —7/2 'y 7 /2.
b) Demuestre que arctan 12 — arctan 55 = /4.

¢) Deduzca la férmula siguiente de John Machin (1680-1751).

4 arctan + — arctan 555 = %
d) Utilice la serie de Maclaurin del arctanx para demostrar que
0.1973955597 < arctan § < 0.1973955616

e) Demuestre que
0.004184075 < arctan 715 < 0.004184077

f) Deduzca que el valor siguiente es correcto con siete cifras decimales 7 = 3.1415927.

Machin aplicé este método en 1706 para determinar 7 con 100 cifras decimales.
Recientemente, con la ayuda de computadoras, se ha calculado cada vez con mayor
exactitud el valor de 77. En 2009 T. Dausuke y su equipo calcularon el valor de 77 jcon mds
de dos trillones de lugares decimales!

a) Demuestre una férmula similar a la del problema 7a), pero que contenga arccot en lugar de
arctan.

b) Calcule la suma de la serie ;o arccot(n’ + n + 1).
Determine el intervalo de convergencia de ;- n°x" y calcule la suma.

Siao +a + a + -+ + a. = 0, demuestre que

h’m(ao\/};-l-an/n-i-l + a n+2+'--+ak\/n+k)=0

Si no encuentra como demostrarlo, intente con la estrategia de resolucién de problemas usando
las analogias (véase pagina 75). Intente primero los casos especiales k = 1 y k = 2. Si puede
ver como demostrar la afirmacién para estos casos, probablemente verd cémo demostrarla en

n

n=2

general.
R 1
Calcule la suma de la serie E In{ 1 ——|.
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FIGURA PARA EL PROBLEMA 12

FIGURA PARA EL PROBLEMA 15
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FIGURA PARA EL PROBLEMA 18

12.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Suponga que posee una gran cantidad de libros, todos del mismo tamaio, y que los apila en el
borde de una mesa, y que cada libro sobresale un poco mds del borde de la mesa que el libro
anterior. Demuestre que es posible hacerlo de modo que el libro que queda hasta encima esta
por completo mas alld del borde de la mesa. En efecto, muestre que el libro de hasta encima se
puede acomodar a cualquier distancia mds alld del borde de la mesa si la pila de libros tiene la
altura suficiente. Aplique el método siguiente para apilar los libros: la mitad del largo del
ultimo libro sobresale del pentltimo libro. De este penultimo libro sobresale sélo un cuarto de
su largo con respecto al libro antepentltimo. De este libro sobresale un sexto de su largo con
respecto al libro anteantepentltimo, y asi sucesivamente. Inténtelo usted mismo con un juego
de cartas. Tome en cuenta el centro de mesa.

. Silacurvay = e ' sen x, x = 0, gira en torno del eje x, el sélido resultante se observa como

un infinito collar de esferillas decreciente.

a) Encuentre el volumen exacto de la n-ésima esferilla. (Use una tabla de integrales o sistema
computarizado de dlgebra.)

b) Encuentre el volumen total de las esferillas.

. Sip > 1, evalde la expresion

o1

l+—+—4+—+--
2 3 g
111

l - —

-— + +
2 34

Suponga que circulos de igual didmetro estdn acomodados apretadamente en » filas dentro de
un tridngulo equildtero. (La figura ilustra el caso n = 4.) Si A es el drea del tridngulo y A, es el
drea total ocupada por las n filas de circulos, demuestre que

LA
lim
noe A

T
243
Una sucesion {a,} se define recursivamente mediante las ecuaciones

ay=a; =1 n(n - l)an = (n - 1)(" - 2)“:1*1 - (n - 3)an*Z

Calcule la suma de la serie 2,—¢ a,.

Tome el valor de x*en 0 a 1 e integre una serie término a término, y con esto demuestre que

foudexz i (—12::—1

n=1 n

Inicie con los vértices Py(0, 1), P»(1, 1), Ps(1, 0), P40, 0) de un cuadrado, y localice puntos
como se muestra en la figura: Ps es el punto medio de P,P», P es el punto medio de P,Ps, P; es
el punto medio de P;P,, y asi sucesivamente. La trayectoria espiral de la poligonal

P,P,P5 P,P5sPsP; se aproxima al punto P dentro del cuadrado.

. 1
a) Si las coordenadas de P, son (x,, y,), demuestre que 5 X, + X,+1 + Xy42 T X3 =2y
encuentre una ecuacion similar para las coordenadas y.

b) Determine las coordenadas de P.

© _1 n
Encuentre la suma de la serie E )

Zo2n + 1)3"

Lleve a cabo los siguientes pasos para demostrar que

1 1 1 1
+ + +
1-2 3-4 5:6 78

+:--=1In2
a) Use la férmula para la suma de una serie geométrica finita (11.2.3) para obtener una
expresion para

1 —x+x>—x3+ o x22 =yl
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21.

22.

23.

24

25.

26.

b) Integre el resultado del inciso a) de 0 a 1 para obtener una expresion para

como una integral.
¢) Del inciso b) deduzca que

1 1 1 1 1 dx
+ + ot —~
1.2 34 5-6 2n — 1)(2n) o1 +x

L)
<jx”dx
0

d) Utilice el inciso c) para demostrar que la suma de la serie dada es In 2.

Encuentre todas las soluciones de la ecuacion

Sugerencia: considere los casos x = 0y x < 0 por separado.

Se trazan tridngulos rectangulos como en la figura. Cada uno de los tridngulos tiene una altura
de 1y su base es la hipotenusa del tridngulo precedente. Demuestre que esta sucesion de
tridngulos da una cantidad indefinida de vueltas alrededor de P mostrando que = 6, es una
serie divergente.

Considere la serie cuyos términos son los reciprocos de los enteros positivos que se pueden
escribir con la notacién de base 10 sin usar el digito 0. Demuestre que esta serie es convergente
y que la suma es menor que 90.

a) Demuestre que la serie de Maclaurin de la funcién

fo =" es 2 fux"

donde f, es el n-ésimo nimero de Fibonacci, es decir, fi = 1, f, =1y f, = f,-1 + f.» para
n = 3. [Sugerencia: escriba x/(1 — x — x?) = ¢y + cix + cx? + --- y multiplique ambos
lados de esta ecuacion por 1 — x — x*]

b) Determine una férmula explicita para el n-ésimo nimero de Fibonacci, escribiendo f(x)
como una suma de fracciones parciales y con ello obteniendo la serie de Maclaurin de una
manera distinta.

Sea
3 xé x9
S TITITY
4 X7 xlO
v=x+-—+ -+ —
4! 7! 10!
xz 5 8
w="+ "=+ "=+
2! ! !

Demuestre que u* + v* + w* — 3uvw = 1.
Demuestre que si n > 1, la n-€sima suma parcial de la serie armdnica no es un entero.

Sugerencia: sea 2* la maxima potencia de 2 que es menor o igual a n 'y sea M el producto de
todos los enteros impares que sean menores o iguales a n. Suponga que s, = m, un entero.
Entonces M2*s, = M2*m. El lado derecho de esta ecuacién es par. Pruebe que el lado
izquierdo es impar al demostrar que cada uno de sus términos es un entero par, excepto el
dltimo.
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Vectores y geometria
del espacio

Los paraboloides (utilizados en los discos
satelitales) y los hiperboloides (utilizados
en las torres de enfriamiento de
reactores nucleares) son ejemplos

de las superficies y sélidos que
estudiaremos en este capitulo.

© David Frazier / Corbis

En este capitulo introducimos vectores y sistemas de coordenadas para espacios de tres
dimensiones. Esto configurard nuestro estudio del cdlculo de funciones de dos

variables en el capitulo 14, porque la grafica de tales funciones es una superficie en

el espacio. En este capitulo veremos que los vectores proveen una descripcion particularmente
simple de rectas y planos en el espacio.
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m Sistemas tridimensionales de coordenadas

S

X

OK
y
FIGURA 1

Ejes de coordenadas

e y

FIGURA 2
Regla de 1a mano derecha

FIGURA 3

FIGURA 4

Para localizar un punto en un plano, son necesarios dos nimeros. Se sabe que cualquier
punto en el plano se puede representar como un par ordenado (a, b) de nimeros reales,
donde a es la coordenada x y b es la coordenada y. Por esta razén, un plano se llama bidi-
mensional. Para localizar un punto en el espacio, se requieren tres nimeros. Se representa
cualquier punto en el espacio mediante una terna ordenada (a, b, ¢) de nimeros reales.

A fin de representar puntos en el espacio, se elige primero un punto fijo O (el origen) y
tres rectas que pasan por O que son perpendiculares entre si, llamadas ejes de coordenadas
y marcadas como eje x, eje y y eje z. Por lo comun, se considera que los ejes x y y son
horizontales, y que el eje z es vertical, y se dibuja la orientacién de los ejes como en la
figura 1. La direccién del eje z se determina mediante la regla de la mano derecha, como
se ilustra en la figura 2: si curva los dedos de su mano derecha alrededor del eje z en la
direccién de una rotacién de 90° en el sentido contrario a las manecillas del reloj desde el
eje positivo x hasta el eje positivo y, entonces su dedo pulgar apunta en la direccién
positiva del eje z.

Los tres ejes de coordenadas determinan los tres planos coordenados ilustrados en la
figura 3a). El plano xy es el plano que contiene los ejes x y y; el plano yz contiene los ejes
vy z; el plano xz contiene los ejes x y z. Estos tres planos coordenados dividen el espacio
en ocho partes, llamados octantes. El primer octante, en primer plano, se determina
mediante los ejes positivos.

<y

x& .

a) Planos coordenados b)

Debido a que muchas personas tienen cierta dificultad para visualizar diagramas de
figuras tridimensionales, se podria encontrar util hacer lo siguiente [véase figura 3b)]. Mire
cualquier esquina inferior de una habitacién y llame a la esquina el origen. La pared a su
izquierda es el plano xz, la pared sobre su lado derecho es el plano yz y el piso es el plano
xy. El eje x corre a lo largo de la interseccion del piso y la pared izquierda. El eje y corre
a lo largo de la interseccion del piso y la pared derecha. El eje z corre hacia arriba desde
el piso hacia el techo a lo largo de la interseccion de las dos paredes. Usted se localiza
en el primer octante y ahora puede imaginar otras siete habitaciones situadas en los otros
siete octantes (tres en el mismo piso y cuatro en el piso de abajo), todos conectados por el
punto de esquina comun O.

Ahora si P es cualquier punto en el espacio, sea a la distancia (dirigida) del plano yz a
P, sea b la distancia del plano xz a P y sea c la distancia del plano xy a P. Se representa el
punto P mediante la terna ordenada (a, b, ¢) de nimeros reales y se llaman a a, b y ¢ las
coordenadas de P; a es la coordenada x, b es la coordenada y y ¢ es la coordenada z. Asi,
para localizar el punto (a, b, ¢) se puede empezar en el origen O y moverse a unidades a
lo largo del eje x, luego b unidades paralelas al eje y y luego ¢ unidades paralelas al eje z,
como en la figura 4.



FIGURA 5

FIGURA 7
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El punto P(a, b, c¢) determina una caja rectangular como en la figura 5. Si se traza una
perpendicular de P al plano xy, se obtiene un punto Q con coordenadas (a, b, 0) conocido
como proyeccion de P en el plano xy. De manera similar, R(0, b, ¢) y S(a, 0, ¢) son las
proyecciones de P sobre el plano yz y el plano xz, respectivamente.

Como representaciones numéricas, los puntos (—4, 3, —5) y (3, —2, —6) se dibujan en
la figura 6.

-

FIGURA 6

El producto cartesiano R X R X R = {(x, y, z) | x, y, z € R} es el conjunto de todas
las ternas ordenadas de nimeros reales y se denota por R*. Hemos dado una corresponden-
cia uno a uno entre los puntos P en el espacio y las ternas ordenadas (a, b, c) en R*.
Se denomina sistema tridimensional de coordenadas rectangulares. Observe que, en
términos de coordenadas, el primer octante se puede describir como el conjunto de puntos
cuyas coordenadas son todas positivas.

En geometria analitica bidimensional, la grafica de una ecuacién en x y y es una curva
en R% En geometria analitica tridimensional, una ecuacion en x, y y z representa una super-
ficie en R®.

I FEETIEN (Qué superficies en R® estdn representadas por las siguientes
ecuaciones?

a) z=23 b) y=5

SOLUCION

a) La ecuacién z = 3 representa el conjunto {(x, y, z) | z = 3}, que es el conjunto de
todos los puntos en R* cuya coordenada z es 3. Este es el plano horizontal paralelo al
plano xy y estd tres unidades arriba de €l como en la figura 7a).

Zj/ ;

\
I 5
\
\
0.

\#i\\.\ 5
\ X

x/ | 5 \;
\
[
a) z=3, un plano en R b) y=5, un plano en R’ c) y=>5, unarecta en R*

b) La ecuacién y = 5 representa el conjunto de todos los puntos en R* cuya coordenada
yes 5. Este es el plano vertical que es paralelo al plano xz y estd cinco unidades a la
derecha de €l como en la figura 7b). |
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FIGURA 10
El plano y =x

NOTA Cuando se tiene una ecuacion, se debe entender del contexto si representa una
curva en R? o una superficie en R*. En el ejemplo 1, y = 5 representa un plano en R*, pero
por supuesto, y = 5 también puede representar una recta en R? si se trata con geometria
analitica bidimensional. Véase la figura 7b) y c).

En general, si k es una constante, entonces x = k representa un plano paralelo al plano
yz, y = k es un plano paralelo al plano xz y z = k es un plano paralelo al plano xy. En la
figura 5, las caras de una caja rectangular se forman mediante los tres planos coordenados
x = 0 (el plano yz), y = 0 (el plano xz) y z = 0 (el plano xy) y los planos x =a,y =by

zZ=C.

a) (Qué puntos (x, y, z) satisfacen las ecuaciones
XX+ y=1 y z=13?

b) (Qué representa la ecuacién x> + y*> = 1 como una superficie en R3?

SOLUCION

a) Como z = 3, los puntos estan en el plano horizontal z = 3 del ejemplo 1a). Debido a
que x* + y?> = 1, los puntos se hallan sobre la circunferencia con radio 1 y centro sobre
el eje x. Véase la figura 8.

b) Dado que x* + y* = 1, sin restriccién sobre z, vemos que el punto (x, y, z) podria estar
sobre una circunferencia en cualquier plano z = k. Asf que la superficie x* + y* = 1 en
R? consiste de todas las posibles circunferencias horizontales x* + y* = 1, z = k y, por
tanto, se trata de un cilindro con radio 1 cuyo eje es el eje z. Véase la figura 9.

0 \
/ y
X
FIGURA 8 FIGURA 9
La circunferencia x>+ y*=1,z=13 El cilindro x> + y*=1 L

m 240 d0ER Describa y bosqueje la superficie en R® representada por la ecuacion
y=x.

SOLUCION La ecuacién representa el conjunto de todos los puntos en R* cuyas
coordenadas x y y son iguales, es decir, {(x, x, z) | x € R, z € R}. Este es un plano

vertical que interseca al plano xy en la recta y = x, z = 0. La porcién de este
plano que se encuentra en el primer octante se bosqueja en la figura 10. [ |

La conocida férmula para la distancia entre dos puntos en un plano se extiende facil-
mente a la siguiente férmula tridimensional.

Formula de distancia en tres dimensiones La distancia | P, P, | entre los puntos
Pi(x1, y1,21) Y Pa(x2, y2, 22) €s

| PPy =(xa—x1))P + (02— yi)* + (22 — 21)?




Py(xy, yy, z)
Py(x3, y3,25)

FIGURA 11
z
P(x,y,z)
0
x/\
y
FIGURA 12
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Para ver por qué esta férmula es cierta, se construye una caja rectangular como en la
figura 11, donde P, y P, son vértices opuestos, y las caras de la caja son paralelas a los
planos coordenados. Si A(x,, yi, z1) Y B(x2, ¥2, z1) son los vértices de la caja indicados en la
figura, entonces

|PA] = [x2 = xi] |AB| = |y, = | |BP,| = |z — 2]

Debido a que los tridngulos P, BP, y P, AB son rectangulos, las dos aplicaciones del teore-
ma de Pitdgoras dan

|P\P,|* = |P\B|* + | BP,|?
y |P\B|* = |P,A|> + |AB]?

Al combinar estas ecuaciones, obtenemos
’P1P2’2 = |P1A|2 + ’AB'Z + |BP2|2
=lvw-—x+n-nf+lz-af

= —x)+ -+ @—=n)

Por tanto, |PiPy| =02 —x1)? + (2 — y1)> + (22 — 21)?

FEETI0NY La distancia del punto P(2, —1, 7) al punto O(1, —3, 5) es

PO =V = 2P+ (3+ 1P+ -7 =1+4+4=3 —
u m Halle una ecuacién de la esfera con radio r y centro C(h, k, [).

SOLUCION Por definicién, una esfera es el conjunto de todos los puntos P(x, y, z) cuya
distancia desde C es r. (Véase la figura 12). Asi, P estd sobre la esfera si y sélo si
| PC| = r. Al elevar al cuadrado ambos lados, se tiene | PC |* = r?, o bien,

x—h2+ G —-k*+E-0>=r [

Vale la pena recordar el resultado del ejemplo 5.

Ecuacion de una esfera La ecuacion de una esfera con centro C(h, k, [) y radio r es
x—n*+ G —k*+G-1)P>=r
En particular, si el centro es el origen O, entonces la ecuacion de la esfera es

X2+ y 4+ 2=

FFETIOE] Demuestre que x> + y* + 22 + 4x — 6y + 2z + 6 = 0 es la ecuacién de
una esfera, y determine su centro y radio.

SOLUCION Se puede reescribir la ecuacién dada en la forma de la ecuacién de una
esfera si se completan los cuadrados:

KCPHax+H+ -6+ + (P +22+1)=-6+4+9+1
(x+2+(y =3 +(E+17>=8
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Al comparar esta ecuacion con la forma estdndar, se ve que es la ecuacion de una esfera

con centro (—2, 3, —1) y radio v/8 = 2+/2.

FEETI0REN (Qué region en R estd representada por las siguientes desigualdades?

Isx*+y*+z22<4

SOLUCION Las desigualdades

se pueden reescribir como

z=<0

Isx*+y*+22<4

lsyx?+y?+z2<2

de modo que representan los puntos (x, y, z) cuya distancia desde el origen es por lo
menos 1, y a lo més, 2. Pero se tiene también que z < 0, por tanto, los puntos estidn
sobre o debajo del plano xy. Asi, las desigualdades dadas representan la regién que yace

entre (o sobre) las esferas x* + y* + 22 = 1y x* + y* + 22 = 4 y debajo de (o sobre) el

FIGURA 13

m Ejercicios

plano xy. El bosquejo se muestra en la figura 13.

1. Suponga que empieza en el origen, se mueve a lo largo del eje

x una distancia de 4 unidades en la direccién positiva y luego

se mueve hacia abajo una distancia de 3 unidades. ;Cudles son

las coordenadas de su posicién?

2. Ubique los puntos (0, 5, 2), (4,0, —1), (2,4,6) y (1, —1,2) en

un solo conjunto de ejes de coordenadas.

3. ;Cuadl de los puntos A(—4, 0, —1), B3, 1, =5) y C(2, 4, 6) esta

mds proximo al plano yz? ;Qué punto yace en el plano xz?

4. ;Cudles son las proyecciones del punto (2, 3, 5) sobre los
planos xy, yz y xz? Dibuje una caja rectangular con el origen
y (2, 3, 5) como vértices opuestos y con sus caras paralelas a
los planos coordenados. Etiquete todos los vértices de la caja.
Halle la longitud de la diagonal de la caja.

5. Describa y bosqueje la superficie en R* representada por la
ecuacién x + y = 2.

6. a) ;Qué representa la ecuacion x = 4 en R*? ;Qué representa
en R3? Iustre con bosquejos.
b) (Qué representa la ecuacion y = 3 en R*? ;Qué representa
z = 57 ;{Qué representa el par de ecuaciones y = 3, z = 5?
En otras palabras, describa el conjunto de puntos (x, y, z)
tales que y = 3 y z = 5. Ilustre con un bosquejo.

7-8 Halle las longitudes de los lados del tridngulo PQOR. ;Es un
triangulo rectangulo? ;Es un tridngulo isésceles?

1. P3,-2,-3) 0(7,0,1), R(1,2,1)

8 P2, —-1,00 04 1,1, R4, —5.4)

10.

1.

12.

13.

14.

. Determine si los puntos yacen sobre una linea recta.

a) A2, 4,2),
b) D(0, —5,5),

B(3,7, —2),
E(1, =2, 4),

C(1,3,3)
F(3,4,2)

Determine la distancia de (4, —2, 6) a cada uno de lo siguiente.
a) El plano xy b) El plano yz

¢) El plano xz d) Elejex

e) Elejey f) Elejez

Halle la ecuacidn de la esfera con centro (—3, 2, 5) y radio 4.
(Cudl es la interseccion de esta esfera con el plano yz?

Halle la ecuacidn de la esfera con centro (2, —6, 4) y radio 5.
Describa su interseccion con cada uno de los planos
coordenados.

Halle la ecuacién de la esfera que pasa por el punto (4, 3, —1)
y tiene centro (3, &, 1).

Obtenga la ecuacién de la esfera que pasa por el origen y cuyo
centro es (1, 2, 3).

15-18 Demuestre que la ecuacidn representa una esfera y determine
su centro y radio.

15. x> +y? + 22— 2x — 4y + 8 =15

16. x> +y? +z22+8x — 6y +2z+17=0

17.

18.

2x2 + 2y + 222 =8x— 24z + 1

3x*+ 3y + 322 =10 + 6y + 12z

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



19. a) Demuestre que el punto medio del segmento de recta de
Pi(x1, y1, 21) @ Pa(xz, 2, 22) €8

.X1+X2 y1+y2 Zl+Zz
2 7 2 72

b) Encuentre las longitudes de las medianas del tridngulo con
vértices A(1, 2, 3), B(—2,0,5)y C(4, 1, 5).

20. Obtenga la ecuacion de una esfera si uno de sus didmetros tiene
puntos terminales (2, 1, 4) y (4, 3, 10).

21. Encuentre las ecuaciones de las esferas con centro (2, —3, 6)
que tocan a) el plano xy, b) el plano yz, c) el plano xz.

22. Halle una ecuacién de la esfera mds grande con centro (5, 4, 9)
que estd contenida en el primer octante.

23-34 Describa en palabras la region de R® representada por la
ecuacion o desigualdad.

23. x=5 24 y= -2

25. y <8 26. x= -3

2. 0<z<6 28 ;=1

29 x?4+y*=4, z=—1 30. y2+2z2=16

N xP+y +22<3 32. x=z

33 x*+z22<9 3. 2+ yr 422> 22

35-38 Escriba las desigualdades para describir la region.
35. La region entre el plano yz y el plano vertical x = 5.

36. El cilindro sélido que estd sobre o debajo del plano z = 8 y
sobre o por encima del disco del plano xy con centro en el
origen y radio 2.

37. Laregién que consiste de todos los puntos entre (pero no
sobre) las esferas de radios r y R centradas en el origen, donde
r<R.

38. La semiesfera superior sélida de la esfera de radio 2 centrada
en el origen.

39. La figura muestra una recta L, en el espacio y una segunda
recta L,, que es la proyeccién de L, en el plano xy. (En otras
palabras, los puntos sobre L, estan directamente debajo,

o arriba de los puntos sobre L.)

m Vectores

SECCION 12.2  VECTORES M9

a) Halle las coordenadas del punto P sobre la recta L.

b) Localice sobre el diagrama los puntos A, B'y C, donde
la recta L, corta al plano xy, plano yz y el plano xz,
respectivamente.

40. Considere los puntos P tales que la distanciade P a A(—1, 5, 3)
es dos veces la distancia de P a B(6, 2, —2). Demuestre que
el conjunto de estos puntos es una esfera y determine su centro
y radio.

41. Obtenga la ecuacion del conjunto de todos los puntos
equidistantes de los puntos A(—1, 5, 3) y B(6, 2, —2). Describa
el conjunto.

42. Encuentre el volumen del sélido que esta dentro de las esferas
X2+ y i+ 2+ 4 —2y+424+5=0
y x>+ y2+z22=4
43. Encuentre la distancia entre las esferas x> + y> + 2 =4y
Xty +z2=4x+ 4y +4z — 11

44. Describa y trace un sélido con las siguientes propiedades:
cuando es iluminado por rayos paralelos al eje z, su sombra
es un disco circular. Si los rayos son paralelos al eje y, su
sombra es un cuadrado. Si los rayos son paralelos al eje x,
su sombra es un tridngulo isdsceles.

D
B
u
/
C

A

FIGURA 1

Vectores equivalentes

Los cientificos emplean el término vector para indicar una cantidad (por ejemplo, un despla-
zamiento o velocidad o fuerza) que tiene magnitud y direccién. Un vector se representa
por lo comtn mediante una flecha o un segmento de recta dirigido. La longitud de la flecha
representa la magnitud del vector y la flecha apunta en la direccién del vector. Un vector se
denota por medio de una letra en negrita (v) o escribiendo una flecha sobre la letra ().
Por ejemplo, suponga que una particula se mueve a lo largo de un segmento de recta
del punto A al punto B. El vector de desplazamiento v correspondiente, mostrado en la
figura 1, tiene punto inicial A (la cola) y punto terminal B (la punta) y esto se indica
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A
FIGURA 2

~— \

FIGURA 5

En Visual 12.2 se muestra cémo

funcionan las leyes del triangulo y del
paralelogramo para varios vectores a y b.

FIGURA 6

escribiendo v = AB. Observe que el vector u = Cﬁ tiene la misma longitud y la misma
direccién que v aun cuando estd en diferente posicion. Se dice que u y v son equivalentes
(o iguales) y se escribe u = v. El vector cero, denotado por 0, tiene longitud 0. Es el tnico
vector sin direccién especifica.

I Combinacion de vectores

Suponga que una particula se mueve de A a B, asi que su vector de desplazamiento es E
Entoncega particula cambia de direccién y se mueve de B a C, con vector de desplaza-
miento BC como en la figura 2. El efecto combinado de estos desplazamientos es que la
partfculag hagovido de A a C. El vector de desplazamiento resultante A_C> se llama
suma de AB'y BC y se escribe

— > —
AC= AB + BC
En general, si se empieza con vectores u y v, primero se mueve a vde modo que su cola
coincida con la punta de u y se define la suma de u y v como sigue.

Definicion de suma vectorial Si u y v son vectores colocados de modo que el punto
inicial de v esté en el punto terminal de u, entonces la suma u + v es el vector del
punto inicial de u al punto terminal de v.

La definicion de suma vectorial se ilustra en la figura 3. Se puede ver por qué esta defi-
nicion a veces se llama ley del triangulo.

u
utv v v
v
u u

FIGURA 3 Ley del tridngulo FIGURA 4 Ley del paralelogramo

En la figura 4 se empieza con los mismos vectores u'y v como en la figura 3, y se dibu-
ja otra copia de v con el mismo punto inicial que u. Al completar el paralelogramo, se ve
que u + v = v + u. Esto da otra forma de construir la suma: si se colocan uy v de
modo que empiecen en el mismo punto, entonces u + v estd a lo largo de la diagonal
del paralelogramo con u y v como lados. (Esto se llama ley del paralelogramo.)

m 23HNER Dibuje la suma de los vectores a y b mostrados en la figura 5.

SOLUCION Primero se traslada b y se coloca su cola en la punta de a, teniendo cuidado
de dibujar una copia de b que tiene la misma longitud y direcciéon. Luego se dibuja el
vector a + b [véase la figura 6a)] empezando en el punto inicial de a y terminando en el
punto terminal de la copia de b.

De manera alternativa, se podria colocar b para que empiece donde comienza a y
construir a + b mediante la ley del paralelogramo como en la figura 6b).

a) b) [ ]
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FIGURA 7
Miiltiplos escalares de v

A

FIGURA 9

—2b

a—2b

FIGURA 10

FIGURA 8
Trazodeu—v

FIGURA 11
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Es posible multiplicar un vector por un nimero real c. (En este contexto llamamos al
nimero real ¢ un escalar para distinguirlo de un vector.) Por ejemplo, se desea que 2v sea
el mismo vector que v + v, que tiene la misma direccién que v, pero tiene el doble de
largo. En general, se multiplica un vector por un escalar como sigue.

Definicion de multiplicacion por un escalar  Si c es un escalar y v es un vector, entonces
el miltiplo escalar cv es el vector cuya longitud es | ¢ | multiplicado por la longitud
de v y cuya direccién es la misma que vsic > 0yesopuestaavsic<0.Sic=0
ov = 0, entonces cv = 0.

Esta definicién se ilustra en la figura 7. Se ve que aqui los nimeros reales funcionan
como factores de escala; ésa es la razén por la que se llaman escalares. Observe que los
dos vectores no cero son paralelos si son multiplos escalares entre si. En particular, el
vector —v = (—1)v tiene la misma longitud que v, pero apunta en la direccién opuesta. Se
le llama negativo de v.

Por la diferencia u — v de dos vectores se entiende

u—v=u+(—v)

Asi que se puede construir u — v si se dibuja primero el negativo de v, —v, y luego se suma
a u por la ley del paralelogramo como en la figura 8a). De manera alternativa, puesto que
v + (u — v) = u, el vector u — v, cuando se suma a v, da u. Asi que se podria construir
u — v como en la figura 8b) por medio de la ley del tridngulo.

a) b)

FEZNFA Siay b son los vectores mostrados en la figura 9, dibuje a — 2b.

SOLUCION Primero se dibuja el vector —2b que apunta en la direccién opuestaa b y
con el doble de largo. Se coloca con su cola en la punta de a y luego se usa la ley del
tridngulo para dibujar a + (—2b) como en la figura 10. |

I Componentes

Para ciertos propdsitos es mejor introducir un sistema de coordenadas y tratar a los vecto-
res algebraicamente. Si se coloca el punto inicial de un vector a en el origen de un sistema
de coordenadas rectangulares, entonces el punto terminal de a tiene coordenadas de la
forma (a,, a») o (a1, a», as), lo cual depende de si el sistema de coordenadas es de dos o tres
dimensiones (véase la figura 11).

(alva2)

0 X

a={a, ay) a={(a, a,, a;)
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Y 4. 5)

(1,3)] IP(3,2)

FIGURA 12

Representaciones del vector a = (3, 2)

X

A(x, y,z)

Vector de
posicién de P

FIGURA 13
Representaciones de a = (a,, a,, as)

y
(@, + Dby, a, + by)
|
|
+b |
a b I by
|
b, |
———-
a |
a | | 42
| 1
0 a, b, X
FIGURA 14

ay, ay, as)
L]

B(x+a,y+a, z+as)

Estas coordenadas se llaman componentes de a y se escriben

a=(a,a) o a={(m, a a)
Se emplea la notacion {a,, a,) para el par ordenado que se refiere a un vector, para no con-
fundirlo con el par ordenado (ai, a,) que se refiere a un punto en el plano.

%Por ejemplo, los vectores mostrados en la figura 12 son los equivalentes al vector
OP = (3, 2) cuyo punto terminal es P(3, 2). Lo que tienen en comdn es que el punto ter-
minal se alcanza desde el punto inicial mediante un desplazamiento de tres unidades a la
derecha y dos hacia arriba. Se puede considerar a estos vectores geométricos oMo repre-
sentaciones de un vector algebraico a = (3, 2). La representacion particular OP del origen
al punto P(3, 2) se llama vector posici(’lﬁn del punto P.

En tres dimensiones, el vector a = OP = {a,, a,, as) es el vector de posicion dgl punto
P(ai, a», a;). (Véase la figura 13.) Consideremos cualquier otra representacién AB de a,
donde el punto inicial es A(xi, yi, z1) y el punto terminal es B(x», y», z,). Entonces debe-
mos tener x; + a; = Xz, Y1 T ao =y, y 21 + a3 = 2, por tanto, a; = X, — X, da = Y, — Y|
y a; = z, — z1. Asli, se tiene el siguiente resultado.

E] Dados los puntos A(xi, yi, z1) y B(x2, 2, 22), €l vector a con representacion AB es

a= — X, — V.2 — 21)

m 23[d0 %R Encuentre el vector representado por el segmento de recta dirigido con
punto inicial A(2, —3, 4) y punto terminal B(—2, 1, 1).

. ) —
SOLUCION Por [1], el vector correspondiente a AB es

a=(-2-2,1—(=3),1—4)=(-4,4,-3) [

La magnitud o longitud del vector v es la longitud de cualquiera de sus representacio-
nes, y se denota por el simbolo | v | o || v |. Al usar la férmula de distancia para calcular la
longitud de un segmento OP, se obtienen las siguientes férmulas.

La longitud del vector bidimensional a = (a,, a,) es
la| = Va? + a3
La longitud del vector tridimensional a = {a,, a», as) €s

jal = Var Faz T @

(Como se suman algebraicamente los vectores? En la figura 14 se muestra que si
a = (a;, a) y b = (b, b,), entonces la suma es a + b = {a, + b, a, + b,), al menos para
el caso donde las componentes son positivas. En otras palabras, para sumar algebraica-
mente vectores se suman sus componentes. De manera similar, para restar vectores se
restan componentes. De los tridngulos semejantes en la figura 15 vemos que las compo-
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FIGURA 15

Los vectores en n dimensiones se emplean
para enlistar varias cantidades de una manera
organizada. Por ejemplo, las componentes de
un vector en seis dimensiones

P = (P P2 P, Pas Ps, Pe)

podrian representar los precios de seis
ingredientes distintos requeridos para hacer un
producto particular. Los vectores en cuatro
dimensiones (x, y, z, f) se emplean en la teorfa
de la relatividad, donde las primeras tres
componentes especifican una posicion en el
espacio y la cuarta representa el tiempo.
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nentes de ca son ca, y ca,. Asi que para multiplicar un vector por un escalar se multiplica
cada componente por ese escalar.

Sia = (aj,a,) y b = (b, b2), entonces
a+b=(a + bi,a + b) a—b=<(a — b,a— b)
ca = (ca,,cay)
De manera similar, para vectores en tres dimensiones,
(ai,az,as) + {(bi,bs,b3) = {a\ + bi,a, + by,a; + by)
(ai,az,as) — (b1, by, bs) = {a; — bi,ar — by, as — b3)

clay, az,as) = (cay, ca, cas)

W EEEENEY Sia=(4,0,3)yb=(=2,1,5), encuentre | a | y los vectores a + b,
a—b,3by2a+ 5b,

la| =42+ 02+32 =25 =5
a+b=(4,073)+(-2,1,5)
= (4 +(-2),0+ 1,3 +5)=(2,1,8)

SOLUCION

a—b=(4,03)—(-2,1,5)
=(4—-(-2),0—-1,3-5)=(6,—1,-2)
3b =3(—2,1,5) = (3(=2),3(1),3(5)) = (—6,3, 15)

2a + 5b =2(4,0,3) + 5(-2,1,5)

= (8,0,6) + (—10,5,25) = (—2,5,31) -

Denotemos por V, el conjunto de todos los vectores en dos dimensiones y con V; el
conjunto de los vectores en tres dimensiones. De manera mas general, mds tarde nece-
sitaremos considerar el conjunto V, de todos los vectores n-dimensionales. Un vector
n-dimensional es una n-ada ordenada:

a={(a,ay,..., d,

donde ai, a,..., a, son nimeros reales llamados las componentes de a. La suma y la
multiplicacién por un escalar se definen en términos de componentes s6lo para los casos
n=2yn=23.

Propiedades de vectores Si a, by ¢ son vectores en V, y ¢ yd son escalares, entonces
. a+b=>b+a

3. at0=a

5 c(a+b)=ca+cb
1. (cd)a = c(da)

2a+Mb+c)=(+b)+c
4. a+(—a)=0
6. (c +d)a=ca+ da

8. la=a
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Estas ocho propiedades de vectores se pueden comprobar ficilmente ya sea en forma
geométrica o en algebraica. Por ejemplo, la propiedad 1 se puede ver de la figura 4 (es
equivalente a la ley del paralelogramo) o como sigue para el caso n = 2:

a+b= < (a,a) + (b,b) = (a; + bi,a, + by)

Q = <b] + a],bz + az> = <b|,b2> + (al,az)

=b+a

(at+b)+ec
=at(+to Se puede ver por qué la propiedad 2 (la ley asociativa) es cierta al observar la figura 16
y aplicar la ley del tridngulo varias veces: el vector PQ se obtiene ya sea al construir pri-
mero a + b y sumar después ¢ o al sumar a al vector b + c.

Tres vectores en V; juegan un papel especial. Sean

P
FIGURA 16
i=(1,0,0) j=10,1,0) k =(0,0,1)
Estos vectores i, j y k se denominan vectores base estandar. Tienen longitud 1 y apuntan
en las direcciones de los ejes positivos x, y y z. De manera similar, en dos dimensiones, se
defineni= (1,0) y j = (0, 1). (Véase la figura 17.)
y
0, 1)}
J
0| i T X
(1,0)
FIGURA 17
Vectores base estdndaren V, y V3 a)
y Si a = (@, @, as), entonces se puede escribir
(ar, ay)
a . a={a,aas) = {a;,0,0) + (0,a,,0) + (0,0, as)
a)
- =a:(1,0,0) + a»(0,1,0) + as(0,0,1)
0 ai X

@ a=qit+tajt+ ak
a)a=ajita,j

Asf, cualquier vector en V; se puede expresar en términos de los vectores base estdandar i,
j vy k. Por ejemplo,

(1, =2,6) =i —2j + 6k

De manera similar, en dos dimensiones, se puede escribir

@ a=<a1,a2>=a|i+a2j

b) a=aji+a,j+ak

Véase en la figura 18 la interpretacién geométrica de las ecuaciones 3 y 2 y compdrelas
FIGURA 18 con la figura 17.



Gibbs

Josiah Willard Gibbs (1839-1903), un profesor
de fisica matematica en Yale College, publicé

el primer libro sobre vectores, Vector Analysis,
en 1881. Los cuaterniones, objetos mas
complicados, fueron inventados més tarde por
Hamilton como herramientas mateméticas para
describir el espacio, pero no ha sido facil su uso
para los cientificos. Los cuaterniones tienen una
parte escalar y una parte vectorial. La idea de
Gibbs fue utilizar los vectores por separado.
Maxwell y Heaviside tuvieron ideas similares
pero se ha demostrado que el enfoque de Gibbs
es un modo mas conveniente para estudiar

el espacio.

32°

FIGURA 19

FIGURA 20
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FEETI0E] Sia =i+ 2j — 3ky b = 4i + 7k, exprese el vector 2a + 3b en términos
dei,jyk.

SOLUCION Se emplean las propiedades 1, 2, 5, 6 y 7 de los vectores para obtener
2a + 3b = 23 + 2j — 3k) + 3(4i + 7k)

=2i+4j— 6k + 12i + 21k = 14i + 4j + 15k [

Un vector unitario es un vector cuya longitud es 1. Por ejemplo, i, j y k son vectores
unitarios. En general, si a # 0, entonces el vector unitario que tiene la misma direccién
que a es

1A
EY al

] u-

A fin de comprobar esto, sea c = 1/| a |. Entonces u = ca y ¢ es un escalar positivo, de
manera que u tiene la misma direccién que a. También,

lu| =lca[=]c||a] =——]a] =1

m Encuentre el vector unitario en la direccién del vector 2i — j — 2Kk.

SOLUCION El vector dado tiene longitud

12i —j—2k|=v22+ (1) + (-2 =9 =3

asi, por la ecuacion 4, el vector unitario con la misma direccion es

3Qi—j -2k =3i—3j- 3k

B Aplicaciones

Los vectores son ttiles en muchos aspectos de la fisica y la ingenieria. En el capitulo 13
se verd como describir la velocidad y la aceleracion de objetos que se mueven en el espa-
cio. Aqui se examinan fuerzas.

Una fuerza se representa mediante un vector porque tiene una magnitud (medida en
libras o newtons) y una direccion. Si sobre un objeto actian varias fuerzas, la fuerza
resultante que experimenta el objeto es la suma vectorial de estas fuerzas.

FFETINEN Una pesa de 100 libras cuelga de dos cables como se muestra en la figura
19. Determine las tensiones (fuerzas) T, y T, en ambos cables y sus magnitudes.

SOLUCION Primero se expresan T, y T, en términos de sus componentes horizontal y
vertical. De la figura 20 se ve que

5] T
a T

La resultante T, + T, de las tensiones contrarresta el peso w y, por tanto, tenemos

—|T|cos 50°i + | T, |sen 50°j

| T, |cos 32°i + |T,|sen 32°j

T, +T,=—-w=100j
Asi,

(=] T1|cos 50° + | T,|cos 32°) i + (| Ti|sen 50° + | T, |sen 32°) j = 100
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Al igualar componentes, obtenemos
—|Ti|cos 50° + | T»|cos 32° =0
| T |sen 50° + | T»|sen 32° = 100
Al despejar | T, | de la primera de estas ecuaciones y sustituir en la segunda, obtenemos

| T1| cos 50°

sen 32° = 100
cos 32°

| T |sen 50° +

Asi, las magnitudes de las tensiones son

100
Tl = ~ 85.64 li
| 1 | sen 500 + tan 320 cos 500 85 6 lbI‘as

=~ 64 .91 libras

Al sustituir estos valores en [5]y [6], obtenemos los vectores de tensién

T, = —55.05i + 65.60j T, = 55.05i + 34.40j ||
m Ejercicios
1. (Las siguientes cantidades son vectores o escalares? Explique. 5. Copie los vectores de la figura y empléelos para dibujar
a) El costo de un boleto de teatro. los siguientes vectores.
b) La corriente en un rio. ayu-tyv b) u+w
¢) La trayectoria de vuelo inicial de Houston a Dallas. ) v+w du-—-v
d) La poblacién del mundo. e)v+tu+w flu—w-—v
2. ;Cudl es la relacion entre el punto (4, 7) y el vector (4, 7)?
[lustre con un bosquejo. /
. —_—
3. Indique los vectores iguales en el paralelogramo mostrado. u v w
A B 6. Copie los vectores de la figura y utilicelos para dibujar
los siguientes vectores.
E a)a+b b)a—b
¢) za d) —3b
e) a+2b f) 2b — a
. L b
4, Escriba cada combinacién de vectores como un solo vector. a
— —> —> —>
a) AB + BC b) CD + DB 1. En la figura, la punta de ¢ y la cola de d estdn ambos en el
) DB — ﬁ d) D_C) + 67 + AB punto medio de QR. Exprese ¢ y d en términos de a y b.
P
A B b
a
R
D d
C 0

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



8. Si los vectores de la figura satisfacen |u | =|v|=1y
u+v+w=0,,quées|w|?

9-14 Encuentre un vector a con la represir;tacién dada por el
segmento de recta dirigido AB. Dibuje AB y la representacion
equivalente empezando en el origen.

9. A(-1,1), B(G3,2)
1. A(-1,3), B(2,2)
13. A(0,3,1), B(2,3,—1)

10. A(—4,—1), B(1,2)
12. A(2,1), B(0,6)
14. A(4,0,—-2), B(4,2,1)

15-18 Encuentre la suma de los vectores dados e ilustre
geométricamente.

15. (—1,4), (6,-2)
17. (3,0,1), (0,8,0)

16. (3,—1), (—1,5)
18. (1,3, -2), (0,0,6)

19-22 Encuentre a + b, 2a + 3b,

alyla—b]|
19.a=(5,-12), b= (-3,-6)
20.a=4i+j, b=i-2j
N.a=i+2j-3k, b=-2i-j+5k
2 a=2i-4j+4k, b=2j—k

23-25 Halle un vector unitario que tenga la misma direccién que el
vector dado.

3. —3i + 7j
25. 8i — j + 4k

24. (—4,2,4)

26. Determine un vector que tenga la misma direccién que
(=2, 4, 2) pero tiene longitud 6.

27-28 ;Cudl es el dngulo entre el vector dado y la direccién positiva
del eje x?

27. i+ /3 28. 8i + 6j

29. Si v se encuentra en el primer cuadrante y forma un dngulo
/3 con el eje x positivo y | v | = 4, determine v en forma de
componentes.

30. Si un nifio jala un trineo sobre la nieve con una fuerza
de 50 N ejercida a un angulo de 38° por arriba de la horizontal,
encuentre las componentes horizontal y vertical de la fuerza.

31. Un mariscal de campo lanza un balén con dngulo de elevacién
de 40° y una rapidez de 60 pies/s. Encuentre las componentes
horizontal y vertical del vector velocidad.
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32-33 Encuentre la magnitud de la fuerza resultante y el dngulo que
forma con el eje x positivo.

32. y 33.
20 libras y

200 N

300 N 60°

16 libras

34. La magnitud de un vector velocidad se llama rapidez.
Suponga que un viento sopla desde la direcciéon N45°0 a una
rapidez de 50 km/h. (Esto significa que la direccién desde la
que sopla el viento es 45° al oeste de la direccion norte.) Un
piloto dirige un avién en la direccién N60°E a una rapidez
de aire (rapidez en aire tranquilo) de 250 km/h. El curso
verdadero, o ruta, del avidn es la direccién de la resultante
de los vectores de velocidad del avién y el viento. La rapidez
absoluta del avion es la magnitud de la resultante. Encuentre
el curso verdadero y la rapidez absoluta del avidn.

35. Una mujer camina al oeste sobre la cubierta de un barco a
3 millas/h. El barco se mueve al norte a una rapidez
de 22 millas/h. Encuentre la rapidez y la direccién de la mujer
respecto a la superficie del agua.

36. Cuerdas de 3 m y 5 m de longitud estdn atadas a una estrella
decorativa suspendida sobre una plaza principal. La decoracién
tiene una masa de 5 kg. Las cuerdas, sujetadas a distintas
alturas, forman dngulos de 52° y 40° con la horizontal.
Encuentre la tensién en cada cuerda y la magnitud de cada
tension

40°
52°

3m S5m

37. Un tendedero estd atado entre dos postes separados 8§ m. La
cuerda estd bastante tensa y tiene una curvatura insignificante.
Cuando se cuelga una camisa himeda con una masa de 0.8 kg
a la mitad de la cuerda, el punto medio baja 8§ cm. Determine la
tension en cada mitad del tendedero.

38. La tension T en cada extremo de la cadena tiene magnitud 25 N
(véase la figura). Cuadl es el peso de la cadena?

N e
N 7

> ‘e
AN et

N 7
N e

39. Un lanchero quiere cruzar un canal que tiene 3km de ancho y
desembarcar a la orilla opuesta a 2 km rio arriba del punto de
partida. La corriente en el canal fluye a 3.5km/h y la rapidez
de su lancha es de 13km/h.

a) (En qué direccién debe dirigirse?
b) (Cudnto tiempo le llevard el traslado?
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40. Tres fuerzas actiian sobre un objeto. Dos de las fuerzas 48. Sir = (x,y), 11 = (x;, y1) y I2 = (X2, ), describa el conjunto
estdn a un dngulo de 100° una de la otra y tienen de todos los puntos (x, y) tales que |r —r | + | r — o | = &,
magnitudes 25N y 12N. La tercera es perpendicular al donde k> |r — 1, |.

lano de esas dos f ti itud de 4 N. . o
P anlo de €545 Co8 Tuerzas y Lene una magnith . © 49. En la figura 16 se da una demostraciéon geométrica de la
Calcule la magnitud de la fuerza que equilibraria exactamente .
propiedad 2 de los vectores. Use las componentes para dar
las tres fuerzas. - .
una demostracion algebraica de este hecho para el caso n = 2.
41. Encuentre los Ve(,:tores unitarios que son paralelos a la recta 50, Demuestre en forma algebraica la propiedad 5 de los vectores
tangente a la parabola y = x? en el punto (2, 4). _ ) . .
para el caso n = 3. Después use tridngulos semejantes para dar
42. a) Encuentre los vectores unitarios que son paralelos una demostracién geométrica.
ala recta tangente a la curva y = 2 sen x en el punto 51. Use vectores para demostrar que la recta que une los puntos
(m/6, 1). . -
- . medios de dos lados de un tridngulo es paralela al tercer lado y
b) Encuentre los vectores unitarios que son perpendiculares . . .
tiene la mitad de su longitud.
a la recta tangente.
c) Trace la curva y = 2 sen x y los vectores en los incisos 52. Suponga que los tres planos coordenados poseen espejos y
a) y b), todos comenzando en (77/6, 1). que un rayo luminoso dado por el vector a = {a,, a,, as) choca
) - y . primero con el plano xz, como se muestra en la figura. Use

.. Si‘:l’ B LC SOIiOS vértices de un tridngulo, determine el hecho de que el dngulo de incidencia es igual al 4ngulo de
AB + BC + CA. reflexién para demostrar que la direccién del rayo reflejado

44. Sea C el punto sobre el segmento de recta AB que estd al doble esta fiada por b = (a, @ as). Deduzca que, despues de ser

) ; ) ] — — reflejado por los tres espejos mutuamente perpendiculares,

de dlStaEIa de B delo que estd de A. Sia = OA. b = OB el rayo resultante es paralelo al rayo inicial. (Los cientificos

y ¢ = OC, demuestre que ¢ = 3a + i b. espaciales estadounidenses emplearon este principio, junto con
o rayos ldser y una configuracién de espejos esquinados sobre

45. a) Dibuje los vectores a= (3,2),b= {2, “Dye=( 1) la Luna, para calcular de manera muy precisa la distancia
b) Demuestre, por medio de un bosquejo, que hay escalares de la Tierra a la Luna.)

sy ttales que ¢ = sa + tb.
c) Use el bosquejo para estimar los valores de s y ¢.
d) Encuentre los valores exactos de s y .

46. Suponga que a y b son vectores no nulos que no son
paralelos y ¢ es cualquier vector en el plano determinado
por a'y b. Dé un argumento geométrico para mostrar que ¢
se puede escribir como ¢ = sa + tb para escalares apropiados
sy t. Después proporcione un argumento por medio de
componentes.

47. Sir = (x,y,2)y ro = {Xo, Yo, Zo), describa el conjunto de todos

los puntos (x, y, z) tales que | r =1, | = 1.

m El producto punto

Hasta ahora hemos sumado dos vectores y multiplicado un vector por un escalar. Surge la
pregunta: ;es posible multiplicar dos vectores de modo que su producto sea una cantidad
util? Una respuesta es el producto punto, cuya definicién se da a continuacién. Otro es el
producto cruz, que se analiza en la siguiente seccién.

E] Definicion Sia = (ay,as2,as) y b = (b, ba, bs), entonces el producto punto
de ay b es el niimero a + b dado por

a‘b= a1b1 + azbz + 03b3

Asi, para hallar el producto punto de a y b se multiplican las componentes corres-
pondientes y se suman. El resultado no es un vector. Es un ndmero real, es decir, un
escalar. Por esta razén, el producto punto se llama a veces producto escalar (o pro-
ducto interno). Aunque la definicién 1 se da para vectores tridimensionales, el producto
punto de vectores bidimensionales se define de un modo similar:

<a], a2> . <b], b2> == a]bl + azbz
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V|
(2,4) - (3,—1) =23) + 4(—-1)=2
(=1,7,4) (6.2, =3) = (=1)(6) + 7(2) + 4(3) = 6

(i+2j—3Kk)-Q2j—k =10) +22) + (=3)(-1)=7 [

El producto punto obedece muchas de las leyes que se cumplen para productos ordina-
rios de nimeros reales. Estas se expresan en el siguiente teorema.

@ Propiedades del producto punto Si a, b y ¢ son vectores en V3 y ¢ es un escalar,
entonces

1. a-a=|al’ 2a-b=b-a
3. a(b+c¢)=a‘b+a-c 4. (ca)*b=c(a-b)=a- (cb)
5 0-a=0

Estas propiedades se demuestran facilmente por medio de la definicién 1. Por ejemplo,
aqui estdn las demostraciones de las propiedades 1y 3:

1. ara=af +a;5 +ai=|al

3.a-(b+c)= {(a,anas) (b + c,by + c2, b + c3)
=ai(by + ¢) + axby + ) + as(bs + ¢3)
=a\b, + aic; + a by + axcx + asb; + ascs
= (ai1b) + axby + asbs) + (aici + arer + ascs)

=a*b+a-c

Las demostraciones de las demds propiedades se dejan como ejercicios. [

Al producto punto a - b se le puede dar una interpretacion geométrica en términos del
angulo 6 entre a y b, que se define como el dngulo entre las representaciones de a y b que
empiezan en el origen donde 0 < 0 < 7. En otras palabras, 0 es el dngulo entre los seg-
mentos de recta OA y OB en la figura 1. Note que si a y b son vectores paralelos, entonces
0=0060=m.

Los fisicos emplean la férmula del siguiente teorema como la definicion del producto
punto.

@ Teorema Si 0 es el dngulo entre los vectores a y b, entonces

a-b=a||b|cos6

DEMOSTRACION  Si aplicamos la ley de los cosenos al tridngulo OAB en la figura 1,
obtenemos

(4] |AB|* = |OA|* + |OB|* — 2| OA|| OB ]| cos 0

(Observe que la ley de los cosenos atin se aplica en casos limite cuando # =006 = 7w o
a=00b=0)Pero|OA|=|al|,|OB|=]|b|y|AB|=|a — b, de modo que la
ecuacion 4 se convierte en

(5] la—b|*=|al’+ |b|* — 2|a||b]|cos b
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Al usar las propiedades 1, 2 y 3 del producto punto, se puede reescribir el lado izquierdo
de esta ecuacién como sigue:

la—bl’=(—b)-(a—h)
=a-a—a*b—b-a+b-b
=|al?-2a-b+ |b]
Por tanto, la ecuacién 5 da
|a]* —2a-b+ |b[*=|a]’+ |b|* —2|a||b]|cos 6
Asi, —2a-b= —2]|a||b|cosb
o bien, a-b=/|a||b|cosb [ ]

REINFR Si los vectores a y b tienen longitudes 4 y 6, y el dngulo entre ellos es 7/3,
encuentre a * b.

SOLUCION Con el teorema 3, se tiene
a-b=|a||b|cos(m/3)=4-6;=12 _—

La férmula del teorema 3 permite hallar también el dngulo entre dos vectores.

@ Corolario Si 0 es el dngulo entre los vectores no cero ay b, entonces

a*b
la[[b]

cos O =

m 230 [J0EN Determine el dngulo entre los vectores a = (2,2, —1) y b = (5, =3, 2).
SOLUCION Puesto que

la| =27+ 22+ (1) =3 y |b| =52+ (=3)" + 22 = /38
Yy puesto que

a-b=205)+2(-3)+(-1)2)=2

se tiene, del corolario 6,

Asique el danguloentre ay b es

2
0= COSI<W) ~ 1.46 (u84°) |

Los vectores no cero a 'y b se llaman perpendiculares u ortogonales si el dngulo entre
ellos es = 77/2. Entonces el teorema 3 da

a-b=|a||b]|cos(7/2)=0



aVv a-b>0
b 6 agudo
a-b=0
M 0=m/2
a-b<0
0 b 6 obtuso

a

FIGURA 2

Visual 12.3A muestra una animacién de
la figura 2.

FIGURA 3
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y a la inversa, si a -+ b = 0, entonces cos 6 = 0, por tanto, § = 7 /2. El vector cero, 0, es
considerado perpendicular a todos los vectores. En consecuencia, se tiene el siguiente
método para determinar si dos vectores son ortogonales.

Dos vectores a y b son ortogonales siy s6losia + b = 0.

FFETIONY Demuestre que 2i + 2j — k es perpendicular a 5i — 4j + 2k.

SOLUCION Puesto que
Ri+2j—k)-Gi—4j+2k)=205)+2(-4) +(—1)2)=0
estos vectores son perpendiculares por [7]. [

Debidoaquecos § >0si0<0<7m/2ycos @ <O0sim/2<O<m,sevequea-b
es positivo para § < 7/2 y negativo para § > /2. Se puede considerar a + b como
la magnitud a la que a y b apuntan en la misma direccién. El producto punto a - b es positi-
vo si a 'y b apuntan en la misma direccién general, O si son perpendiculares y negativo si
apuntan en direcciones generalmente opuestas (véase la figura 2). En el caso extremo donde
a 'y b apuntan en exactamente la misma direccidn, se tiene § = 0, asi que cos § = 1y

a-b=lal|b|

Si a y b apuntan en exactamente direcciones opuestas, entonces § = 7 y, por tanto,
cosd=—1lya-b=—|a||b].

I Angulos y cosenos directores

Los angulos directores de un vector a diferente de cero son los dngulos «, By 7y (en el
intervalo [0, 7]) que a forma con los ejes positivos x, y y z (véase la figura 3).

Los cosenos de estos dngulos directores, cos a, cos 3y cos 7y, se llaman cosenos direc-
tores de un vector a. Si se emplea el corolario 6 con b en lugar de i, obtenemos

cosa = ——_ = 2L

af[i]  a

(Esto también se puede ver directamente de la figura 3.)
De manera similar, se tiene también

ar as
@ cos B =—— cosy = —
al al

Al elevar al cuadrado las expresiones de las ecuaciones 8 y 9 y sumar, vemos que

cos’a + cos’B + cos’y =1

Se pueden usar también las ecuaciones 8 y 9 para escribir

a= (a, a», as) =<|a|cosa, a|cos B, |a] cos y}

= |a|(cos a, cos B, cos y)
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Visual 12.3B muestra cémo cambia la
figura 4 cuando se hace variar a y b.

FIGURA 4
Proyecciones de vectores

P [b| cos § =comp, b

FIGURA 5
Proyeccion escalar

Por tanto,

1
@ Wa = (cos a, cos B, cos y)

la cual dice que los cosenos directores de a son las componentes del vector unitario en la
direccién de a.

FEEII0E Encuentre los dngulos directores del vector a = (1, 2, 3).
SOLUCION Puesto que |a| = /1% + 22 + 32 = /14, las ecuaciones 8 y 9 dan

3

1 2
cosa=ﬁ cosﬁ=ﬁ cosy=\/H

y, por tanto,

1 2 3
a = COS_I<ﬁ> ~ T4° B= COS_I(ﬁ) ~ 58° Y= COS_I(ﬁ) ~ 37°

N Proyecciones

En la figura 4 se muestran las representaciones PB y PR de dos vectores a y b con gl
mismo punto inicial P. Si S es el pie de lipemendiculm de R a la recta que contiene a PQ,
entonces el vector con representacion PS se llama vector proyeccién de b sobre a y se
denota por proy, b. (Podemos pensarlo como una sombra de b.)

La proyeccion escalar de b sobre a (Ilamada también la componente de b a lo largo
de a) se define como la magnitud de la proyeccién vectorial, que es el nimero | b | cos 0,
donde 6 es el dngulo entre a y b. (Véase la figura 5.) Esto se denota por comp, b. Observe
que es negativa si /2 < 6 < 7. La ecuacion

a-b=|a||b|cosd=]a|(|b]cosh)

muestra que el producto punto de a y b se puede interpretar como la longitud de a multi-
plicada por la proyeccién escalar de b sobre a. Puesto que

b
|b\cos€=a -2 .p
la]  a

la componente de b a lo largo de a se calcula tomando el producto punto de b con el vec-
tor unitario en la direccion de a. Estas ideas se resumen como sigue.

a*b
EY

Proyeccién escalar de b sobre a: comp, b =

a-b)i_a-b

El

Proyeccion vectorial de b sobre a:  proj, b = (

Observe que la proyeccion vectorial es la proyeccidon escalar multiplicada por el vector
unitario en la direccién de a.
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m m Halle la proyeccion escalar y la proyeccién vectorial de b = (1, 1, 2)
sobre a = (=2, 3, 1).

SOLUCION Puesto que|a| = +/(—2)? + 32 + 12 = /14, la proyeccion escalar de b

sobre a es

a-b  (=2)(1) +3(1) + 1(2) _ 3

a] Jia Jiz

La proyeccién vectorial es esta proyeccion escalar multiplicada por el vector unitario
en la direccién de a:

comp, b =

3 a3 39 3
10]a = = = — T, T, T
PP =14 Ja| 14 714" 14 -

Un uso de las proyecciones se presenta en fisica al calcular el trabajo. En la seccién 6.4
se define el trabajo hecho por una fuerza constante F al mover un objeto por una distancia
d como W = Fd, pero esto se aplica s6lo cuando la fuerza se dirige a lo largo de la recta
de movimiento del objeto. Sin embargo, supongamos que la fuerza constante es un vector
F = PR que apunta en alguna otra direccién como en la figura 6. Si la fuerza mueve el
objeto de P a Q, entonces el vector de desplazamiento es D = PQ. El trabajo hecho por
esta fuerza se define como el producto de la componente de la fuerza a lo largo de D y la
distancia recorrida:

W=(|F|cosf) |D|

Pero entonces, del teorema 3, se tiene
FIGURA 6 [12] W=|F||D|cos§ =F-D

Asi, el trabajo hecho por una fuerza constante F es el producto punto F - D, donde D es el
vector de desplazamiento.

FEETI0EN Un carrito es jalado una distancia de 100 m a lo largo de una trayectoria
A horizontal por una fuerza constante de 70 N. La manija del carrito se mantiene a un
dngulo de 35° sobre la horizontal. Encuentre el trabajo realizado por la fuerza.

SOLUCION Si Fy D son los vectores de fuerza y de desplazamiento, como se ilustra
F en la figura 7, entonces el trabajo hecho es

35°
D W=F-D=|F||D| cos 35°

FIGURA 7 = (70)(100) cos 35° = 5734 N-m = 5734 ] [

30 ES Una fuerza estd dada por un vector F = 3i + 4j + 5k y mueve una
particula del punto P(2, 1, 0) al punto Q(4, 6, 2). Encuentre el trabajo realizado.

SOLUCION El vector de desplazamiento es D = Pz = (2, 5, 2), asi que por la ecuacién
12, el trabajo hecho es

W=F D= (3,4,5)-(2,5,2)
—6+20+10=136

Si la unidad de longitud estd en metros y la magnitud de la fuerza se mide en newtons,
entonces el trabajo hecho es 36 joules (J). [
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m Ejercicios

1. (Cudles de las siguientes expresiones son significativas?
(Cudles carecen de sentido? Explique.

a)(a*b)-c b) (a - b)c
c) |aj(b-c) d)a-(b+c
e)ab+c f) |al- (b + ¢

2-10 Encuentre a - b

2.a=(-23), b=1(07,12)
3.a=(-21), b=(-512)

4. a=(6,-2,3), b=1(25—1)
La=(41,1), b=1(6 -3 -8)
a=(p,—p,2p), b=1(2q.9 —q)
a=2i+j, b=i—-j+k
.a=3i+2j—k b=4i+5k

© ® N o o

. la] =6, |b|=5, eldnguloentreaybes2m/3
10. [a| =3, |b| =46, eldnguloentreay b es45°

11-12 Si u es un vector unitario, encuentre u * vy u * w.

1. 12. u

|
T

13. a) Demuestre quei-j=j-k=k-i=0.
b) Demuestre quei-i=j-j=k-k=1.

14. Un vendedor ambulante vende a hamburguesas, b hot dogs
y ¢ bebidas carbonatadas en un dia dado. Cobra $2 por una
hamburguesa, $1.50 por un hot dog y $1 por una bebida
carbonatada. Si A = (a, b, c) y P = (2, 1.5, 1), jcudl es el
significado del producto punto A - P?

15-20 Encuentre el d4ngulo entre los vectores. (Primero encuentre
una expresion exacta y luego aproxime hasta el grado mas
proximo.)

15.a=(4,3), b=(2—1)
16. a=(-2,5), b=(512)
17.a=(3,-1,5), b=(-2,4,3)
18. a= (4,0,2), b= (2, -1,0)
19.a=4i-3j+k b=2i-k

2. a=i+2j—2k, b=4i-3k

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com

21-22 Encuentre, con una aproximacion hasta el grado mds
préximo, los tres dngulos del tridngulo con los vértices dados.

21. P(2,0), 0(0,3), R(3,4)

2. A(1,0,—1), B(3,-2,0), C(1,3,3)

23-24 Determine si los vectores dados son ortogonales, paralelos o
ninguno.

23. a)a=(—5,3,7), b=<(6,-8,2)
b)a=(4,6), b=(-3,2)
a=—i+2j+5k b=3i+4j—k
dya=2i+6j—4k, b= —3i—9j+ 6k

24. a)u=(—3,9,6), v=(4,—12,-8)
Du=i—j+2k v=2i—-j+k
coou=<{a,b,c), v={("b,a0)

25. Use vectores para decidir si el tridngulo con vértices
P(1, =3, =2), 02,0, —4) y R(6, —2, —5) es rectangulo.

26. Encuentre los valores de x tales que el dngulo entre los vectores
2,1, —=1) y (1, x, 0) es de 45°.

27. Encuentre un vector unitario que es ortogonal ai + jei + k.

28. Encuentre dos vectores unitarios que forman un angulo de 60°
conv = (3, 4).

29-30 Encuentre el dngulo agudo entre las rectas.

29. 2x —y=3, 3x+y=7

0. x+2y=7 Sx—y=2

31-32 Encuentre los dngulos agudos entre las curvas en sus
puntos de interseccion. (El dngulo entre dos curvas es el dngulo
entre sus rectas tangentes en el punto de interseccién.)

My=x% y=x’

32. y=senx, y=cosx, 0<x< 7/2

33-37 Halle los cosenos directores y los dngulos directores

del vector. (D€ los angulos directores con una aproximacién hasta
el grado mds préximo.)
3. (2,1,2) 34. (6,3, —2)
3. i —2j — 3k 3% 1it+j+k

37. {(c,c,c), dondec >0

38. Si un vector tiene dngulos directores « = 7w /4y B = /3,
encuentre el tercer angulo director 7.



39-44 Encuentre las proyecciones escalar y vectorial de b sobre a.

39.

40.

a.

42.

43.

44.

a=(-512), b= (4,6)

a=(1,4), b=(23)
a=(3,6,-2), b=1(1,2,3)
a= (=23 -6), b=(5-1,4)
a=2i—j+4k, b=j + ik

a=i+tj+k b=i-j+k

45,

46.

47.

48.

49

50.

51.

52.

53.

54.

Demuestre que el vector ort, b = b — proy. b es ortogonal a a.
(Se llama proyeccion ortogonal de b.)

Para los vectores del ejercicio 40, encuentre ort, b e ilustre
dibujando los vectores a, b, proy, b y ort, b.

Sia = (3, 0, —1), encuentre el vector b tal que
comp, b = 2.

Suponga que a y b son vectores no cero.
a) (Bajo qué circunstancias comp, b = comp, a?
b) ¢(En qué circunstancias proy, b = proy, a?

Encuentre el trabajo realizado por una fuerza

F = 8i — 6j + 9k que mueve un objeto del punto (0, 10, 8)
al punto (6, 12, 20) a lo largo de una linea recta.

La distancia se mide en metros y la fuerza en newtons.

Un camién de remolque arrastra un auto a lo largo de un
camino. La cadena forma un dngulo de 30° con el camino y la
tension en la cadena es de 1500 N. ;Cudnto trabajo es realizado
por el cami6n al tirar del auto 1 kilémetro?

Un trineo es jalado por una cuerda a lo largo de un sendero
nivelado. Una fuerza de 30 libras que actia a un dngulo de
40° sobre la horizontal mueve el trineo 80 pies. Encuentre
el trabajo realizado por la fuerza.

Un bote navega al sur con ayuda de un viento que

sopla en la direccién S36E° con magnitud de 400 libras.
Encuentre el trabajo realizado por el viento cuando el bote
se mueve 120 pies.

Use una proyeccion escalar para demostrar que la distancia de
un punto Pi(x,, y;) alarectaax + by + ¢ =0es

|ax; + by + c|

Use esta formula para hallar la distancia del punto (=2, 3) a la
recta3x — 4y + 5= 0.

Sir=<(x,y,2),a=/ a,a,a)yb = (b, by, b;), demuestre
que la ecuacién vectorial (r — a) - (r — b) = O representa una
esfera, y determine su centro y radio.

55,

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.
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Encuentre el dngulo entre una diagonal de un cubo y una de
sus aristas.

Encuentre el dngulo entre una diagonal de un cubo y una
diagonal de una de sus caras.

Una molécula de metano, CH,, estd estructurada con los cuatro
atomos de hidrégeno en los vértices de un tetraedro regular y
el atomo de carbono en el centroide. El dngulo de enlace es el
angulo formado por la combinaciéon H—C—H; es el dngulo
entre las rectas que unen el dtomo de carbono con dos de los
atomos de hidrégeno. Demuestre que el 4ngulo de enlace es
aproximadamente 109.5°. [Sugerencia: tome los vértices

del tetraedro como los puntos (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0,0, 1)y

(1, 1, 1), como se muestra en la figura. Entonces el centroide

es (3.3.3)]

X

Sie=|a|b+|b|a,dondea, by cson los vectores no
cero, demuestre que ¢ biseca el dngulo entre a y b.

Demuestre las propiedades 2, 4 y 5 del producto punto
(teorema 2).

Suponga que los lados de un cuadrildtero son de igual longitud
y los lados opuestos son paralelos. Use métodos vectoriales
para demostrar que las diagonales son perpendiculares.

Use el teorema 3 para demostrar la desigualdad de
Cauchy-Schwarz:

la-b[<[a|+][b]
La desigualdad del tridngulo para vectores es
la+b|<|a|+|b]
a) Dé una interpretacion geométrica de la desigualdad del
triangulo.
b) Use la desigualdad de Cauchy-Schwarz del ejercicio 61 para
demostrar la desigualdad del tridngulo. [Sugerencia: use el

hecho de que |a + b [>=(a + b) - (a + b) y emplee la
propiedad 3 del producto punto.]

La ley del paralelogramo establece que
la+bP+la-bP=2]af+2|b}

a) Dé una interpretacion geométrica de la ley del
paralelogramo.

b) Demuestre la ley del paralelogramo. (Véase la sugerencia
del ejercicio 62.)

Demuestre que si u + vy u — v son ortogonales, entonces los
vectores u 'y v deben tener la misma longitud.
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Hamilton

El producto cruz fue inventado por el
matematico irlandés Sir William Rowan
Hamilton (1805-1865), quien a su vez fue
precursor de los vectores llamados
cuaterniones. Cuando tenia cinco afos de edad,
Hamilton podia leer en latin, griego y hebreo.

A la edad de ocho afios, agregé el francés y el
italiano, y cuando tenia 10 afios podia leer en
arabe y sénscrito. A los 21 afios, recién
graduado del Trinity College en Dublin, Hamilton
fue nombrado profesor de astronomia en la
University and Royal Astronomer of Ireland.

Dados dos vectores no cero a = {ai, a,, a;) y b = (b, by, bs) es muy itil disponer de un
vector no cero ¢ que sea perpendicular a a y b, como veremos en la siguiente seccion y en
los capitulos 13 y 14. Si ¢ = {ci, ¢3, ¢3) es tal vector, entoncesa ¢ =0y b -¢c =0, de
manera que

m aici + axcx + aze; =0
@ bici + bycy + bics; =0

Para eliminar c;, multiplicamos [1] por b5 y [2] por as y restamos:
@ (a1bs — asb))c) + (aabs — azby))c; = 0

La ecuacion 3 tiene la forma pc, + gc, = 0 en la que una solucién obviaes ¢, =gy ¢; = —p.
Asi que una solucién de [3]es

¢ = abs — a3 b, ¢ =asby — aib;
Sustituyendo estos valores en [1]y [2], obtenemos
¢ =ab, — a,b
Esto significa que un vector perpendicularaay b es
a>by)

<C1, Ca, C3> = <azb3 — asb,, asby — a by, b, —

El vector resultante se llama producto cruz de ay b y se denota por a X b.

IE] Definicion Si a = (a1, a», as) y b = (b, by, bs), entonces el producto cruz de
ay bes el vector

a X b = (a:bs — asb,, asb) — aibs, a\b, — axby)

Note que el producto cruz a X b de dos vectores a y b, a diferencia del producto
escalar, es un vector. Por esta razén también se le llama producto vectorial. Observe que
a X b estd definido sélo cuando a y b son vectores en tres dimensiones.

A fin de hacer la definicion 4 mas facil de recordar, se usa la notacion de determinantes.
Un determinante de orden 2 se¢ define mediante

a b
c d

= ad — bc

Por ejemplo, =2(4) — 1(—6) = 14

2 1
-6 4

Un determinante de orden 3 se puede definir en términos de determinantes de segundo
orden como sigue:

ay, d; as

5] b b b

Ci Cy C3

b, b3

G C3

by b3

C| C3

by b,

Cq Cy

= —a + as
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Observe que en cada término del lado derecho de la ecuacién 5 hay un nimero a; en el
primer renglén del determinante, y a; se multiplica por el determinante de segundo orden
obtenido del lado izquierdo al eliminar el renglén y la columna en la que aparece a;. Obser-
ve también el signo menos en el segundo término. Por ejemplo,

1 2 -
0 1 31 30
30 1|=1 -2 +(—1)
4 2 52 -5 4
-5 4 2

=10—-4)—26+5) + (=112 —-0) = —38

Si ahora se reescribe la definicion 4 usando los determinantes de segundo orden y los
vectores base estandar i, j y Kk, se ve que el producto cruz de los vectores a = a;i + a,j + a;k
yb:bli + sz + b3kCS

da; ds

by bs

a, das

by bs

a; dp

k
by b,

i— j+

@ aXb=

En vista de la similitud entre las ecuaciones 5 y 6, se escribe con frecuencia

i j ok
aXb= a, d as
by by bs

Aunque el primer renglén del determinante simbdlico en la ecuacién 7 consta de vectores,
si se desarrolla como si fuese un determinante ordinario por medio de la regla de la ecua-
cion 5, se obtiene la ecuacién 6. La férmula simbdlica de la ecuacién 7 es probablemente
la forma mds facil de recordar y calcular productos cruz.

W FEEEIGEN sia=(1,3,4)yb=(2,7, —5), entonces

i j Kk
axXb=|1 3 4
2 7 =5
3 4 1 41, I 3
= i— it k
7 =5 2 =5 2 7

=(—15-28)i—(-5-8)j+(7—-6k=—-43i+ 13j+k mmm

W EEEIIEFY Demuestre que a X a = 0 para cualquier vector a en V.

SOLUCION Sia = {ai, a,, as), entonces

i j k
aXa=|a a
a a as

= (flzas - astlz)i - (0103 - a3al)j + (alaz - azal)k

—0i—0j+0k=20 -
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FIGURA 1
La regla de la mano derecha
da la direccién de a X b.

Visual 12.4 muestra como cambia a X b
cuando cambia b.

Caracterizacion geométrica de a X b

Construimos el producto cruz a X b de manera que sea perpendicular a a y b. Esta es
una de las propiedades mds importantes de un producto cruz, por lo que lo enfatizamos y
verificamos en el siguiente teorema dando una demostracién formal:

Teorema El vector a X b es ortogonal aay b.

DEMOSTRACION A fin de demostrar que a X b es ortogonal a a, calculamos su producto
punto como sigue:

a as ay ay a

as
bz b3 b] b3 bl b2
= ai(a:bs — asby) — ax(a\bs — asby) + as(aib, — axby)

(aXb)-a= a, — a, + as

= a1a2b3 - (11b2£l3 - a1a2b3 + b1a2a3 + (11b2£l3 - b1a2a3

=0

Un célculo similar demuestra que (a X b) - b = 0. Por tanto, a X b es ortogonal a
ayb. [

Si a 'y b se representan mediante segmentos de recta dirigidos con el mismo punto ini-
cial (como en la figura 1), entonces el teorema 8 dice que el producto cruz a X b apunta
en una direccion perpendicular al plano de a y b. Resulta que la direccién de a X b estd
dada por la regla de la mano derecha: si los dedos de su mano derecha se curvan en la
direccién (por un dngulo menor de 180°) de a a b, entonces su dedo pulgar apunta en
la direccién de a X b.

Ahora que se conoce la direccion del vector a X b, lo dltimo que se necesita para com-
pletar su descripcién geométrica es su longitud | a X b |. Esta se determina mediante el
siguiente teorema.

@ Teorema Si 6 es el dngulo entre a y b (de modo que 0 < 0 < ), entonces

laXb|=|a||b|sen6

DEMOSTRACION  De las definiciones del producto cruz y la longitud de un vector, se tiene

|a X b|* = (a:bs — asby)* + (asby — a1bs)* + (a1by — a»b,)?
= a3b; — 2arasb,bs + aibi + aibi — 2a,a:b\by + aib3
+ atb} — 2a\a,b\b, + a3b?
= (a} + ai + a?)(b} + b3 + b}) — (a1b; + asb, + asb;)?
— Jalb - @by
= |a|b]* — |a]’|b|*cos®0  (porel tcorema 12.3.3)
= |a]’b]*(1 — cos*6)
= |a]’|b|*sen’

Al tomar las raices cuadradas y observar que +/sen?6 = sen 6, como sen § = 0 cuando
0 < 0 < m, se tiene

laxb|=]|al||b]|sen6 [

Puesto que un vector se determina por completo mediante su magnitud y direccion,
ahora se puede decir que a X b es el vector que es perpendicular a a y b, cuya orientacién
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se determina por la regla de la mano derecha, y cuya longitud es | a | | b | sen 6. De hecho,
asi es exactamente como los fisicos definen a X b.

Corolario  Dos vectores no cero a 'y b son paralelos si y sdlo si

aXb=0

DEMOSTRACION  Dos vectores no cero a 'y b son paralelos si 'y s6lo si 6 = 0 o 7. En
cualquier caso sen § = 0, asi que [a X b| = 0y, por tanto, a X b = 0. [

La interpretacion geométrica del teorema 9 se puede ver examinando la figura 2. Siay
b se representan mediante segmentos de recta dirigidos con el mismo punto inicial, enton-
ces determinan un paralelogramo con base | a |, altitud | b |sen 6 y drea

A=la|(|b|send) = |a X b|

Asi, se tiene la siguiente forma de interpretar la magnitud de un producto cruz.

La longitud del producto cruz a X b es igual al drea del paralelogramo determinado
porayb.

Encuentre un vector perpendicular al plano que pasa por los puntos
P(1,4,6), 0(=2,5, —DyR({, -1, D.

. — —> . — >
SOLUCION EI vector PQ X PR es perpendicular a PQ y PR, por tanto, es
perpendicular al plano a través de P, Q y R. Se sabe de (12.2.1) que

PO=(-2—-1i+(5-4)j+(-1-6k=-3i+j— 7k
PR=(0—-1Di+(-1-4)j+0—-6k=—5j— 5k

Se calcula el producto cruz de estos vectores:

i j kK

— >

POXPR=|-3 1 -7
0 -5 -5

=(=5-35i—-(15-0j+ (5-0k=—40i — 15j + 15k

Asi que el vector (—40, — 153, 15) es perpendicular al plano dado. Cualquier miltiplo
escalar no cero de este vector, tal como (—8, —3, 3), también es perpendicular
al plano. |

FAETI0NY Encuentre el drea del tridngulo con vértices P(1, 4, 6), (=2, 5, —1)y
R(1, —1,1).

SOLUCION En el ejemplo 3 se calcul que P_Q> X PR = (—40, —15,15). El 4rea del
paralelogramo con lados adyacentes PQ y PR es la longitud de este producto cruz:

|PG X PR| = J(=40) + (—15) + 152 = 5,/82

El area A del tridngulo POR es la mitad del drea de este paralelogramo, es decir,

2/82. -
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Si se aplican los teoremas 8 y 9 a los vectores base estdndar i, j y k con 6 = 7/2, se
obtiene

ixXj=k iXk=i kXi=j
jxXi=-k kXj=-i iXk=—j
Observe que
iXj#jXi

Asi, el producto cruz no es conmutativo. También,
iXiXj)=iXk=—j
mientras que
iXiH)Xj=0Xj=0
Asi, la ley asociativa para la multiplicacién por lo comtin no se cumple; es decir, en general,

(aXb)yXc#aX((bXec)

Sin embargo, algunas de las leyes usuales del dlgebra se cumplen para el producto cruz.
En el siguiente teorema se resumen las propiedades de los productos vectoriales.

@ Teorema Sia, by ¢ son vectores y ¢ es un escalar, entonces

.aXb=-bXa

2. (ca) X b=-c(aXb)=aX/(cb)
3 aX(bb+tc=aXb+aXc

4, (@a+b)yXec=aXc+bXece
5a-(bXe¢)=(@XxXb)-c
6.axX(bXc)=(a-cb—(a-b)c

Estas propiedades se pueden demostrar si se escriben los vectores en términos de sus
componentes y se usa la definicién de un producto cruz. Se da una demostracién de la
propiedad 5 y se dejan las demostraciones restantes como ejercicios.

DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD 5 Sia = {a,, s, as), b = (b, by, bs) y ¢ = (1, ¢2, C3),
entonces

@ a- (b X C) = al(b2C3 - b3C2) + az(b3c1 - b1€3) + a3(b1C2 - szl)
= a1b203 - a1b3c2 + Clzb3Cl - azblc3 + a3b16‘2 - a3b2€1
= (a2b3 - a3b2)6‘1 + ((13[71 - Cllb3)C2 + ((l]bz - a2b1)03

=(@axXb)-c ]

I Productos triples

El producto a - (b X ¢) que se presenta en la propiedad 5 se denomina triple producto
escalar de los vectores a, b y ¢. Observe de la ecuacién 12 que se puede escribir el triple
producto escalar como un determinante:

a, d as
[13] a-(bxe)=|b b b

C1 Cy C3
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SECCION 12.4 EL PRODUCTO CRUZ 813

El significado geométrico del triple producto escalar se puede ver considerando el para-
lelepipedo determinado por los vectores a, b y ¢ (véase la figura 3). El drea de la base
del paralelogramo es A = | b X ¢ |. Si § es el dngulo entre a y b X ¢, entonces la altura / del
paralelepipedo es 4 = | a | | cos 6 |. (Se debe usar | cos 6 | en lugar de cos 6 en caso de que
0 > 7 /2). Por tanto, el volumen del paralelepipedo es

V=Ah=|bXec||a||cosf|=]a-(bXc)]

Asi, se ha demostrado la férmula siguiente.

El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores a, by ¢ es
la magnitud de su triple producto escalar:

V=la-(bXc)]

Si se usa la férmula en [14] y se descubre que el volumen del paralelepipedo determina-
do por a, b y ¢ es 0, entonces los vectores deben estar en el mismo plano; es decir, son
coplanares.

Use el triple producto escalar para demostrar que los vectores
a= (1,4, -7),b=(2, —1,4)yc = (0, =9, 18) son coplanares.

SOLUCION Se usa la ecuacién 13 para calcular su triple producto escalar:

14 -7
a-bxe=|2 -1 4
0 -9 18

N et S O A A

-9 18 0 18 0 -9

= 1(18) — 4(36) — 7(—=18) = 0

Por tanto, por |14] el volumen del paralelepipedo determinado por a, b y ¢ es 0. Esto
significa que a, b y ¢ son coplanares. [

El producto a X (b X ¢) que se presenta en la propiedad 6 se denomina triple produc-
to vectorial de a, b y c. La propiedad 6 se usara para deducir en el capitulo 13, la primera
ley de Kepler de movimiento planetario. Su demostracion se deja para el ejercicio 50.

B Torque

La idea de producto cruz se presenta con frecuencia en fisica. En particular, se considera
una fuerza F que actda sobre un cuerpo rigido en un punto fijado por un vector de posi-
cion r. (Por ejemplo, si se aprieta un perno aplicando una fuerza a una llave como en la
figura 4, se produce un efecto de giro.) El torque 7 (relativo al origen) se define como el
producto cruz de los vectores de posicion y fuerza

7=r XF

y mide la tendencia del cuerpo a girar en torno al origen. La direccién del vector torque
indica el eje de rotacién. De acuerdo con el teorema 9, la magnitud del vector torque es

|7|=|rXF|=]|r||F|sen6
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FIGURA 5

m Ejercicios

1-7 Encuentre el producto cruz a X b y compruebe que es 14-15 Encuentre | u X v | y determine si u X v esté dirigido hacia
ortogonal aay b.

donde 0 es el dngulo entre los vectores de posicion y fuerza. Observe que la inica compo-
nente de F que puede causar rotacién es la que es perpendicular a r, es decir, | F | sen 6.
La magnitud del torque es igual al drea del paralelogramo determinado porr y F.

40N Se aprieta un perno aplicando una fuerza de 40 N a una llave de 0.25 m
como se muestra en la figura 5. Encuentre la magnitud del torque respecto al centro del
perno.

SOLUCION La magnitud del vector torque es

|r X F| = |r||F|sen75°= (0.25)(40) sen 75°
10 sen 75° = 9.66 N-m

| 7]

Si el perno tiene cuerda derecha, entonces el vector torque es
T=|7|n=966n

donde n es un vector unitario con direccion hacia la pdgina. [

la pagina o hacia afuera de ésta.

1. a=(6,0,-2), b=(0,8,0) 14. lv|=5 15. lv|=16
2.a=(1,1,-1), b=(246) & 120°
Coas . lu|=4 luf=12

3.a=i+3j—2k, b=-i+5k

4 a=j+7k, b=2i—j+4k

.a=i—j—k b=j3i+j+;k

6.a=ri+costj+sentk, b=1i—senrj+ coszk 16. En la figura se muestra un vector a en el plano xy y un vector b
en la direccién de k. Sus longitudes son |a| =3y |b|=2.

7.a= (1, 1,1/t), b= (%1% 1) a) Encuentre [a X b |.
b) Use la regla de la mano derecha para decidir si las

componentes de a X b son positivas, negativas o 0.
8. Sia=1i—-2kyb=j+ Kk, encuentre a X b. Trace a, b y z

9-12 Encuentre el vector, no con determinantes, sino usando

a X b como vectores que se inician en el origen.

propiedades de productos cruz.

9. (ixj)xk 10. k X G — 2j)
1. (j— k) X (k— i) 12 G+j) X G-
17. Sia=(2,—1,3)yb = (4,2, 1), encuentrea X by b X a.

13. Diga si cada expresion tiene sentido. Si no, explique por qué. . _ _

En caso afirmativo, diga si es un vector o un escalar. 18. Sia=(1,0,1),b=(2,1,—1)y ¢ =0, 1, 3) demuestre que

a)a'(bXC) b)aX(b‘c) aX(ch)#(aXb)Xc

¢) axX(bXec) da-(b-c 19. Encuentre dos vectores unitarios ortogonales a (3, 2, 1) y

e) (a-b) X(c-d) f) (@aXb)-(ecXd) (—1, 1, 0).

. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



20. Encuentre dos vectores unitarios ortogonales a j — ke i + j.

21. Demuestre que 0 X a = 0 = a X 0 para cualquier vector a
en Vi.

22. Demuestre que (a X b) -+ b = 0 para todos los vectores ay b
en Vi.

23. Demuestre la propiedad 1 del teorema 11.
24. Demuestre la propiedad 2 del teorema 11.
25. Demuestre la propiedad 3 del teorema 11.
26. Demuestre la propiedad 4 del teorema 11.

2]. Encuentre el drea del paralelogramo con vértices A(—2, 1),
B(0,4), C(4,2)y D2, —1).

28. Encuentre el drea del paralelogramo con vértices K(1, 2, 3),
L(1,3,6), M(3,8,6)y N3, 7, 3).

29-32 a) Encuentre un vector no cero ortogonal al plano que pasa

por los puntos P, Q y R, y b) determine el drea del tridngulo POR.

29. P(1,0,1), Q(—=2,1,3), R(4,2,5

30. P(0,0, =3), 0(4,2,0), RG3,3,1)

31. PO, =2,0), 04, 1,-2), RGS,3,1)

32. P(—1,3,1), 0(0,5,2), R4,3,—1)

33-34 Encuentre el volumen del paralelepipedo determinado por los
vectores a, b, y c.

33.a=(1,23), b=(-11,2), e¢=(2,1,4)
M a=i+j, b=j+k c=i+j+k

35-36 Halle el volumen del paralelepipedo con aristas adyacentes
PQ, PRy PS.

35. P(—2,1,0), 02,3,2), R(1,4,—-1), S3,6,1)
3. P3,0, 1), O(-1,2,5), RG5,1,—1), S0,4,2)

37. Use el triple producto escalar para verificar que los vectores
u=i+5j—2k,v=3i—jyw=5i+9j — 4k son
coplanares.

38. Use el triple producto escalar para determinar si los puntos
A(1,3,2), B3, —1,6), C(5,2,0)y D(3, 6, —4) estdn en el
mismo plano.

39. Un pedal de bicicleta es empujado por un pie con una fuerza
de 60 N como se ilustra. El eje del pedal es de 18 cm de largo.
Encuentre la magnitud del torque respecto a P.

SECCION 12.4 EL PRODUCTO CRUZ 815

40. Determine la magnitud del torque respecto a P si se aplica una
fuerza de 36 libras como se muestra.

4 pies

4 pies

36 libras

41. Una llave de 30 cm de largo esta a lo largo del eje y positivo
y sujeta un perno en el origen. Se aplica una fuerza en
la direccién (0, 3, —4) y al final de la llave. Encuentre la
magnitud de la fuerza necesaria para suministrar 100 N - m
de torque al perno.

42. Sea v = 5j y sea u un vector con longitud 3 que empieza en
el origen y gira en el plano xy. Encuentre los valores maximo
y minimo de la longitud del vector u X v. ;En qué direccién
apunta u X v?

43. Sia-b =3 yaXxb=(l,2,2), encuentre el angulo entre
ayb.

44. a) Encuentre todos los vectores v tales que
(L2, 1) X v=(3,1, =5)
b) Explique por qué no existe un vector v tal que
(1,2, 1) X v=(3,1,5)

45. a) Sea P un punto fuera de la recta L que pasa por los puntos
Q'y R. Demuestre que la distancia d desde el punto P a la
recta L es

_ |laxb]

d
a|

—> —
donde a = QR yb = QP.

b) Use la férmula del inciso a) para hallar la distancia del
punto P(1, 1, 1) a la recta que pasa por Q(0, 6, 8) y
R(—1,4,7).

46. a) Sea P un punto fuera del plano que pasa por los puntos
0. Ry S. Demuestre que la distancia d desde P al plano es

_la-(b X0
|axXb]

— — —
dondea = QR, b= QS y¢c= QP.

b) Use la férmula del inciso a) para hallar la distancia desde el
punto P(2, 1, 4) al plano que pasa por los puntos Q(1, 0, 0),
R(0,2,0)y S(0, 0, 3).

47. Demuestre que |[a X b > =|a*|b > — (a- b~
48. Sia + b + ¢ = 0, demuestre que

aXb=bXc=c¢cXa
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49. Demuestre que (a — b) X (a + b) = 2(a X b).
50. Demuestre la propiedad 6 del teorema 11, es decir,
aX(bXe)=(a-ch —(a-b)
51. Use el ejercicio 50 para demostrar que
axX(bbXc)+bX(eXa)+eX@Xb)y=0
52. Demuestre que

a-c b-c

(aXb):(ecxd= a-d b-d

53. Suponga que a # 0.
a) Sia-b=a"-c, ;sededuce que b = ¢?
b) Sia X b =a X ¢, ;se deduce que b = ¢?

c) Sia-b=a-cyaXb=a X c;sededuce que b = ¢?

54. Si vy, vo y v3 son vectores no coplanares, sean

kl: V2><V3 k2: V3><V1

vic (V2 X v3) vic (V2 X v3)

k3 _ Vi X V2
Vi e (v X vs)

(Estos vectores aparecen en el estudio de la cristalografia.
Vectores de la forma n,v, + n,v, + ns3vs;, donde cada n; es un
entero, forman un reticulo para un cristal. Vectores escritos de
manera similar en términos de ki, k, y k; forman el reticulo
reciproco).

a) Demuestre que k; es perpendicular a v; si i # j.

b) Demuestre que k; - v, = 1 parai = 1, 2, 3.

1
¢) Demuestre que k; * (ky X k3) =

PROYECTO PARA
UN DESCUBRIMIENTO

vic(va X v3)

GEOMETRIA DE UN TETRAEDRO

Un tetraedro es un sélido con cuatro vértices P, O, Ry S, y cuatro caras triangulares, como se
muestra en la figura.

1. Sean vy, V2, V3 Yy V4 vectores con longitudes iguales a las dreas de las caras opuestas a los
vértices P, O, Ry S, respectivamente, y direcciones perpendiculares a las caras respectivas
y que apuntan hacia afuera. Demuestre que

V1+V2+V3+V4:0

2. El volumen V de un tetraedro es un tercio de la distancia de un vértice a la cara opuesta,
multiplicada por el drea de la cara.

a) Encuentre una férmula para el volumen de un tetraedro en términos de las coordenadas
de sus vértices P, O, Ry S.

b) Encuentre el volumen del tetraedro cuyos vértices son P(1, 1, 1), O(1, 2, 3), R(1, 1,2) y
S@3, —1,2).

3. Suponga que el tetraedro de la figura tiene un vértice trirrectangular S. (Esto significa que
los tres dngulos en S son dngulos rectos.) Sean A, B'y C las dreas de las tres caras que
satisfacen a S, y sea D el area de la cara opuesta PQOR. Por medio del resultado del problema
1, o de otro modo, demuestre que

D2=A%+ B2 + C?

(Esta es una version tridimensional del teorema de Pitdgoras.)

m Ecuaciones de rectas y planos

Una recta en el plano xy se determina cuando se dan un punto sobre la recta y la direccién
de ésta (su pendiente o dngulo de inclinacién). La ecuacién de la recta se puede escribir
entonces con la forma punto-pendiente.

De igual forma, una recta L en el espacio tridimensional se determina cuando se cono-
ce un punto Py(xo, Yo, zo) sobre L y la direccién de L. En tres dimensiones la direccién de
una recta se describe convenientemente por un vector, asi que sea v un vector paralelo a L.
Sea P(x, y, z) un punto arbitrario sobre L y sean r, y r los vectores de posicién de Py y P



FIGURA 2

En la figura 3 se muestra la recta L del
ejemplo 1y su relacién con el punto dado
y con el vector que da su direccion.

FIGURA 3
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(es decir, tienen representaciones OP, y OP). Si a es el vector con representacion Py P,

como en la figura 1, entonces la ley del tridngulo para la suma de vectores dar = r, + a.
Pero, puesto que a y v son vectores paralelos, hay un escalar ¢ tal que a = tv. Asf,

(1] r=ro+1tv

que es una ecuacion vectorial de L. Cada valor del parametro ¢ da el vector de posicion
r de un punto sobre L. En otras palabras, cuando ¢ varia, la recta es trazada por la punta
del vector r. Como indica la figura 2, los valores positivos de # que corresponden a puntos
sobre L que estan sobre un lado de P,, mientras que valores negativos de ¢ corresponden a
puntos que se hallan sobre el otro lado de P,.

Si el vector v que da la direccién de la recta L se escribe en forma de componentes como
v = {a, b, c), entonces se tiene tv = (ta, tb, tc). Se puede escribir también r = (x, y, z) y
ro = {Xo, Yo, Zo), POr tanto, la ecuacién vectorial se transforma en

(x, v, 2) = (xo + ta, yo + th, zo + tc)

Dos vectores son iguales si y sélo si las componentes correspondientes son iguales. Por
tanto, se tienen tres ecuaciones escalares:

@ X = Xxo + at y =y + bt z =120+ ct

donde r € R. Estas ecuaciones se llaman ecuaciones paramétricas de la recta L que
pasa por el punto Py(xo, Yo, Zo) y es paralela al vector v = {(a, b, ¢). Cada valor del para-
metro ¢ da un punto (x, y, z) sobre L.

a) Encuentre la ecuacién vectorial y las ecuaciones paramétricas para la recta que pasa
por el punto (5, 1, 3) y es paralela al vectori + 4j — 2k.
b) Encuentre otros dos puntos sobre la recta.

SOLUCION
a) Aquir,=(5,1,3)=5i+j+ 3kyv=i+ 4j — 2Kk, asi que la ecuacién vectorial
[1] se convierte en

r=Gi+j+3k)+(i+4j—2k)
o bien, r=0G+n+{+4)j+ B — 20k
Las ecuaciones paramétricas son
x=5+1t y=1+ 4t z=3—12t

b) La eleccién del valor de pardmetro t = 1 dax = 6,y = 5y z = 1, por tanto,
(6, 5, 1) es un punto sobre la recta. De manera similar, # = —1 da el punto
4, —3,5). ]

La ecuacién vectorial y las ecuaciones paramétricas de una recta no son tnicas. Si se
cambia el punto o el pardmetro, o se elige un vector paralelo diferente, entonces cambian
las ecuaciones. Por ejemplo, si en lugar de (5, 1, 3), se elige el punto (6, 5, 1) en el ejem-
plo 1, entonces las ecuaciones paramétricas de la recta se convierten en

x=6+t¢ y=15+ 4t z=1-—2¢t
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En la figura 4 se muestra la recta L del ejemplo 2
y el punto P donde cruza el plano xy.

FIGURA 4

O bien, si se permanece con el punto (5, 1, 3) pero se elige un vector paralelo 2i + 8j — 4Kk,
se llega a las ecuaciones

x=5+2t y=1+ 8¢ z=3—4t

En general, si un vector v = {a, b, ¢) se emplea para describir la direccién de una recta
L, entonces los ndimeros a, b y ¢ se llaman nimeros directores de L. Puesto que se podria
usar cualquier vector paralelo a v se ve que tres nimeros cualesquiera proporcionales a a,
by c se podrian usar también como un conjunto de niimeros directores para L.

Otra forma de describir una recta L es eliminar el pardmetro ¢ de las ecuaciones 2.
Si ninguna de las literales a, b o ¢ es 0, se puede resolver cada una de estas ecuaciones
para ¢, igualar los resultados y obtener

@ X_X0=y_y0_Z_Z()
a b c

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones simétricas de L. Observe que los nimeros a, b
y ¢ que aparecen en los denominadores de las ecuaciones 3, son los nimeros directores
de L, es decir, las componentes de un vector paralelo a L. Si una de las literales a, b o ¢
es 0, se puede eliminar a . Por ejemplo, si a = 0, se podrian escribir las ecuaciones de L
como

iy, | YTH_Z72

b c

Esto significa que L yace en el plano vertical x = x.

a) Encuentre las ecuaciones paramétricas y las simétricas de la recta que pasa a través
de los puntos A(2, 4, —=3) y B(3, —1, 1).
b) (En qué punto interseca esta recta el plano xy?

SOLUCION
a) No se da de manera explicita un vector paralelo a la recta, pero observe que el vector
v con representaciéon AB es paralelo a la recta y

v=(3-2,-1—-4,1-(=3)) =(1,-5,4)

Asi, los nimeros directores sona = 1, b = —5y ¢ = 4. Si se toma el punto (2, 4, —3)
como P,, se ve que las ecuaciones paramétricas |2 | son

x=2+t y=4—>5t z=-3+4¢

y las ecuaciones simétricas [3] son

x—2 y—4 z+3

1 =5 4

b) La recta interseca el plano xy cuando z = 0, asi que se pone z = 0 en las ecuaciones
simétricas y se obtiene

Esto da x = 4y y = 4, asf que la recta interseca al plano xy en el punto (%, 5 0). |
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En general, el procedimiento del ejemplo 2 muestra que los nimeros directores de la
recta L que pasa por los puntos Po(xo, Yo, Z0) Y Pi(X1, 1, 1) SOn X1 — Xo, Vi — Yo Y Z1 — Zo,
por tanto, las ecuaciones simétricas de L son

X~ X0 Y~ Yo Z7 Zo

X1 — Xo Y — Yo Z1 — 2o

Con frecuencia se necesita una descripcion, no de una recta entera, sino de sélo un
segmento de recta. ;Como se podria describir el segmento de recta AB en el ejemplo 2?
Si se escribe = 0 en las ecuaciones paramétricas del ejemplo 2a), se obtiene el punto
(2,4, —3) y sise escribe t = 1 se obtiene (3, —1, 1). Asi que el segmento de recta AB se
describe mediante las ecuaciones paramétricas

x=2+1 y=4—>5t z=—-3+4 0sr=1
o por la ecuacién vectorial correspondiente
r(r) = (2 + 1,4 — 5t, =3 + 41) 0sr=<1

En general, se sabe de la ecuacién 1 que la ecuacién vectorial de una recta que pasa por
(la punta del) vector r, en la direccién de un vector ves r = r, + tv. Si la recta pasa tam-
bién por (la punta de) r;, entonces se puede tomar v = r; — Iy y, por tanto, su ecuacién
vectorial es

r=ry+ 1t —ry)=(—0ry+ tr,

El segmento de recta de r, a r; se determina mediante el intervalo paramétrico 0 < ¢ < 1.

@ El segmento de recta ry a r; se determina mediante la ecuacién vectorial

r(t) = (1 — t)rp + tr; 0=sr<1

Las rectas L, y L, del ejemplo 3, mostradas en m 240 H0ER Demuestre que las rectas L y L, con ecuaciones paramétricas
la figura 5, son rectas oblicuas.

x=1+1¢ y=—2+ 3¢ z=4—1t
x=2s y=3+s z= -3+ 4s

son rectas oblicuas; es decir, no se intersecan y no son paralelas (y, por tanto, no

L, L
: pertenecen al mismo plano).

SOLUCION Las rectas no son paralelas porque los vectores correspondientes (1, 3, —1) y
(2, 1, 4) no son paralelos. (Sus componentes no son proporcionales.) Si L, y L, tuvieran
un punto de interseccién, habria valores de 7 y s tales que

1+r=2s
—2+3t=3+s
4 —t=—-3+4s

FIGURA 5

Pero si se resuelven las dos primeras ecuaciones, se obtiene 1 = %+ y s =}, y estos
valores no satisfacen la tercera ecuacion. Por tanto, no hay valores de ¢ y de s que
satisfagan simultdneamente las tres ecuaciones. Asi, L, y L, no se intersecan. En
consecuencia, L, y L, son rectas oblicuas. [ |

I Planos

Aunque una recta en el espacio se determina por un punto y una direccién, es mas dificil
describir un plano en el espacio. Un solo vector paralelo al plano es insuficiente para
determinar la “direccién” del plano, pero un vector perpendicular al plano especifica por
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Py (X5 Yos Z0)

FIGURA 6

FIGURA 7

completo su direccion. Asi, un plano en el espacio se determina por un punto Po(xo, Yo, Zo)
en el plano y un vector n que es ortogonal al plano. Este vector ortogonal n se llama vec-
tor normal. Sea P(x, y, z) un punto arbitrario en el plano, y sean r y r los vectores de
posicién de P,y P. Entonces el vector r — r, se representa por Py P. (Véase la figura 6.) El
vector normal n es ortogonal a todo vector en el plano dado. En particular, n es ortogonal
ar — r,y, por tanto, se tiene

(5] n-(r—r)=0

que se puede reescribir como

(6] n‘r=n-r

La ecuacion 5 o la ecuacion 6 reciben el nombre de ecuacion vectorial del plano.
Para obtener una ecuacion escalar del plano, se escribe n = {a, b, ¢), r = {x, y, 2) y
ro = (X0, yo, Zo). Entonces la ecuacion vectorial [5] se transforma en

{a,b,c) * {x — x0,y — Y0,z — 20y = 0

o bien,

[7] alx — x0) + b(y — yo) + ¢z — 20) = 0

La ecuacién 7 es la ecuacion escalar del plano que pasa por Py(xo, Yo, o) con vector
normal n = (q, b, ¢).

m 23|J0E Encuentre una ecuacion del plano que pasa por el punto (2, 4, —1) con
vector normal n = (2, 3, 4). Determine las intersecciones con los ejes y bosqueje el
plano.

SOLUCION Siseescribea=2,b=3,c=4,x =2,y =4yz = —1enlaecuacién 7,
se ve que una ecuacion del plano es
20 —2)+3(y—4) +4z+1)=0

o bien, 2x + 3y +4z=12

Para hallar la interseccién con el eje x, se establece que y = z = 0 en esta ecuacién y se
obtiene x = 6. De manera similar, la interseccién con el eje y es 4 y la interseccién con
el eje z es 3. Esto permite bosquejar la porcion del plano que yace en el primer octante
(véase la figura 7). [ |

Al reunir los términos en la ecuacién 7 como se hizo en el ejemplo 4, se puede reescri-
bir la ecuacién de un plano como

ax +by+cz+d=0

donde d = — (axo + by, + czp). La ecuacion 8 se llama ecuacion lineal en x, y y z. A
la inversa, se puede demostrar que si a, b y ¢ no son 0, entonces la ecuacién lineal
representa un plano con vector normal {a, b, ¢). (Véase el ejercicio 81.)



En la figura 8 se muestra la porcion del plano en
el ejemplo 5 encerrada por el tridangulo POR.

R(5,2,0)

FIGURA 8
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FIGURA 9

En la figura 10 se muestran los planos
del ejemplo 7 y su recta de interseccion L.

xty+z=1 . x—2y+3z=1

FIGURA 10
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FFETI0E] Encuentre la ecuacién del plano que pasa por los puntos P(1, 3, 2),
03, —1,6) y R(5, 2, 0).

SOLUCION Los vectores a 'y b que corresponden a @ y PR son
a= (2, —4,4) b= (4,—1,-2)

Puesto que a y b estdn en el plano, su producto cruz a X b es ortogonal al plano y se
puede tomar como el vector normal. Asi,

i j ok
n=axb=|[2 —4 4|=12i+20j+ 14k
4 -1 -2

Con el punto P(1, 3, 2) y el vector normal n, la ecuacién del plano es
12— 1) +20(y —3) + 14z —2)=0

o bien, 6x + 10y + 7z =50 [ |

FFETI0E] Encuentre el punto en el cual la recta con ecuaciones paramétricas
x =2+ 3t,y= —4t,z =15 + tinterseca al plano 4x + 5y — 2z = 18.

SOLUCION Se sustituyen las expresiones para x, y y z de las ecuaciones paramétricas en la
ecuacion del plano:

42 + 31 +5(—4H — 25+ H =18

Esto se simplifica a —107 = 20, asi que t = —2. Por tanto, el punto de interseccién ocurre
cuando el valor del parametro es t = —2. Entonces x = 2 + 3(—2) = —4,

y= —4(—2)=8,z=15 — 2 =3y, por consiguiente, el punto de interseccién es
(—4,8,3). -

Dos planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos. Por ejemplo, los pla-
nos x + 2y — 3z =4y 2x + 4y — 6z = 3 son paralelos porque sus vectores normales son
n, =(1,2, =3)yn, = (2,4, —6) y n, = 2n,. Si dos planos no son paralelos, entonces se
intersecan en una recta y el dngulo entre los dos planos se define como el dngulo agudo
entre sus vectores normales (véase el dngulo 0 en la figura 9).

a) Encuentre el dngulo entre los planosx + y + z=1yx — 2y + 3z = 1.
b) Obtenga las ecuaciones simétricas para la recta de interseccion L de estos dos planos.

SOLUCION
a) Los vectores normales de estos planos son

n=(11,1) n, = (1, -2,3)
y, por tanto, si 6 es el dngulo entre los planos, el corolario 12.3.6 da

nen, 1)+ 1(=2)+13) 2
Ini|[na| V1 +1+1J/1+4+9 42

2
0= COSI(%) =~ 72°

b) Primero se necesita hallar un punto sobre L. Por ejemplo, se puede hallar el punto
donde la recta interseca al plano xy poniendo z = 0 en las ecuaciones de ambos planos.

cos f =
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Otra forma de encontrar la recta de interseccion
es resolver las ecuaciones de los planos para
dos de las variables en términos de la tercera,
que puede ser tomada como el pardmetro.

FIGURA 11

En la figura 11 se muestra cémo la recta L del
ejemplo 7 se puede considerar también como la
recta de interseccion de los planos deducidos
de sus ecuaciones simétricas.

s

D

b n

-

Py

FIGURA 12

Esto da las ecuaciones x + y =1y x — 2y = 1, cuya solucién es x = 1, y = 0. Por
tanto, el punto (1, 0, 0) pertenece a la recta L.

Abhora se observa que, puesto que L yace en ambos planos, es perpendicular a los dos
vectores normales. Asi, un vector v paralelo a L estd dado por el producto cruz

k
v=m Xn=|1 1|=5i—-2j—3k
3

y, por tanto, las ecuaciones simétricas de L se pueden escribir como

x— 1 y z
== -
5 =2 -3

NOTA Puesto que una ecuacién lineal en x, y y z representa un plano y dos planos
no paralelos se cortan en una recta, se deduce que dos ecuaciones lineales pueden
representar una recta. Los puntos (x, y, z) que satisfacen a;x + b1y + ciz + di =0y
ax + by + c2z + d, = 0 estdn en ambos planos y, por tanto, el par de ecuaciones lineales
representa la recta de interseccion de los planos (si no son paralelos). En el ejemplo 7, la
recta L se dio como la recta de interseccion de los planos x + y + z=1yx — 2y + 3z = 1.
Las ecuaciones simétricas que se encontraron para L se podrian escribir como

que es de nuevo un par de ecuaciones lineales, que exhiben a L como la recta de interseccién
de los planos (x — 1)/5 = y(=2) y y/(=2) = z/(—3). (Véase la figura 11.)
En general, cuando se escriben las ecuaciones de una recta en la forma simétrica

X_X()_y_yo_Z_Z()

a b c
se puede considerar a la recta como la interseccién de los dos planos

X_X():y_yo y_yo_Z_Z()

a b y b c

23 F0 R Encuentre una férmula para la distancia D de un punto Pi(xi, yi, z1) al plano
ax+by+cz+d=0.

SOLUCION Sea Py(xo, Yo, zo) cualquier punto en el plano dado y sea b el vector

. —d
correspondiente a Py P;. Entonces
b = (xi — x0,y1 — Yo, 21 — 20)

De la figura 12 se puede ver que la distancia D de P; al plano es igual al valor absoluto
de la proyeccion escalar de b sobre el vector normal n = {(a, b, ¢). (Véase la seccién 12.3.)
Asi,

[n - b
In|
|a(x1 - )C()) + b(yl - y()) + C(21 - Z())|
| (axi + by + czi) — (axo + byo + czo) |

Jar+ b+ ¢?

D =|comp,b| =
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Puesto que P, yace en el plano, sus coordenadas satisfacen la ecuacién del plano y, por
tanto, se tiene axo, + by, + czo + d = 0. Asi, la férmula para D se puede escribir como

D_ |ax, + by, + cz; + d|
JVa? + b2+ ¢?

(o]

FEETI0EN Encuentre la distancia entre los planos paralelos 10x + 2y — 2z =5y
Sx+y—z=1.

SOLUCION Primero notamos que los planos son paralelos porque sus vectores normales
(10, 2, —2) y {5, 1, —1) son paralelos. Para hallar la distancia D entre los planos, se elige
cualquier punto sobre un plano y se calcula su distancia al otro plano. En particular, si
se escribe y = z = 0 en la ecuacién del primer plano, se obtiene 10x = 5 y, por tanto,
(%, 0, O) es un punto en este plano. Por la férmula 9, la distancia entre (%, 0, 0) y el plano
S5x+y—z—1=0es

50)+10-10-1] _ 3 3

D e —_—_—-
V52 H 124 (-1 33 6
Asi que la distancia entre los planos es /3 /6. |

FZETEZNEIR En el ejemplo 3 se demostrd que las rectas
L: x=1+1t y=-—2+ 3¢ z=4—1t

L x=12s y=3+s z= -3+ 4s

son oblicuas. Encuentre la distancia entre ellas.

SOLUCION Puesto que las dos rectas L, y L, son oblicuas, se puede considerar que yacen
en dos planos paralelos P, y P,. La distancia entre L, y L, es la misma que la distancia
entre P, y P», que se puede calcular como en el ejemplo 9. El vector normal comtin para
ambos planos debe ser ortogonal a v, = (1, 3, —1) (la direccién de L,) y v, = (2, 1, 4)
(la direccion de L,). Asi que un vector normal es

i j k
n=v,Xww=|[1 3 —1|=13i—6j— 5k
2 1 4

Si se pone s = 0 en las ecuaciones de L, se obtiene el punto (0, 3, —3) sobre L, y, por
tanto, una ecuacion para P, es

13x—0) —6(y—3)—5z+3)=0 o bien 1B3x —6y—52+3=0
Si ahora se pone t = 0 en las ecuaciones para L, se obtiene el punto (1, —2, 4)

sobre P;. Asi, la distancia entre L, y L, es la misma que la distancia de (1, —2,4) a
13x — 6y — 5z + 3 = 0. Por la férmula 9, esta distancia es

C|13(1) - 6(=2) = 54) +3] 8
V13T (m6P + (=52 V230

~ 0.53 .
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m Ejercicios

1. Determine si cada enunciado es verdadero o falso. 16. a) Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa
a) Dos rectas paralelas a una tercera recta son paralelas. por (2, 4, 6) que es perpendicular al planox — y + 3z = 7.
b) Dos rectas perpendiculares a una tercera recta son paralelas. b) (En qué puntos esta recta corta a los planos coordenados?

¢) Dos planos paralelos a un tercer plano son paralelos.
d) Dos planos perpendiculares a un tercer plano son paralelos.
e) Dos rectas paralelas a un plano son paralelas.

17. Obtenga una ecuacién vectorial para el segmento de recta de
2,—-1,4)a4,6,1).

f) Dos rectas perpendiculares a un plano son paralelas. 18. Encuentre las ecuaciones paramétricas del segmento de recta de
g) Dos planos paralelos a una recta son paralelos. (10,3, 1) a (5, 6, —3).
h) Dos planos perpendiculares a una recta son paralelos.
i) Dos planos se cortan o son paralelos. 19-22 Determine si las rectas L, y L, son paralelas, oblicuas o se
i) Dos rectas se cortan o son paralelas. cortan. Si se intersecan, determine el punto de interseccion.
k) Un plano y una recta se cortan o son paralelos. 19. L x=3+2, y=4—1 z=1+3¢
2-5 Encuentre una ecuacion vectorial y ecuaciones paramétricas Ly x=1+4s, y=3-12s, z=4+3s
para la recta. 20 Ly x=5—-12t, y=3+9t, z=1—-3¢
2. La recta que pasa por el punto (6, —5, 2) y es paralela al Ly x=3+8s, y=—6s, z=7+2s
Vector<1,3,—§ ” L~x_27y_372_1
3. Larecta que pasa por el punto (2, 2.4, 3.5) y es paralela al Tt -2 -3
vector 3i + 2j — k L~x_37y+472_2
4. La recta que pasa por el punto (0, 14, —10) y es paralela a la ” 1 3 -7

rectax=—1+2,y=6—-3,z=3+ 9t
22. L1:

5. La recta que pasa por el punto (1, 0, 6) y es perpendicular al
planox + 3y + z =15

L =i ===

6-12 Encuentre las ecuaciones paramétricas y las ecuaciones
simétricas para la recta. »
23-40 Encuentre una ecuacion del plano.

6. La recta que pasa por el origen y el punto (4, 3, —1) . .
23. El plano que pasa por el origen y es perpendicular al vector

1. La recta por los puntos (0, %, 1) y(2,1,-3) {1, =2,5)
8. La recta por los puntos (1.0, 2.4, 4.6) y (2.6, 1.2, 0.3) 24. El plano que pasa por el punto (5, 3, 5) y con vector normal
9. La recta por los puntos (=8, 1,4)y (3, =2, 4) 2itj—k
10. La recta por (2, 1, 0) y perpendicular ai + jy j + k 25. El Pzano qllle pasa por el punto (_ 1,3, 3) y con vector normal
i+4j+

11. Larecta por (1, —1, 1) y paralela a la recta
x+2=1y=7-3. 26. El plano que pasa por el punto (2, 0, 1) y perpendicular a la
rectax=3t,y=2—t,z=3+ 4t
12. La recta de interseccién de los planos x + 2y + 3z=1y
x—y+z=1 2]. El plano que pasa por el punto (1, —1, —1) y es paralelo al
plano5x —y —z=26

28. El plano que pasa por el punto (2, 4, 6) y es paralelo al plano
13. Larecta que pasa por (—4, —6, 1) y (=2, 0, —3), ;es paralela z=x+y

1 t 10, 18,4) y (5, 3, 14)?
@ la recta que pasa por ( )y ( ) 29. El plano que pasa por el punto (1, i %) y es paralelo al plano

14. La recta que pasa por (—2, 4, 0)y (1, 1, 1), ;es perpendicular a x+y+z=0

| t 2,3,4 -1, —8)?
a recta que pasa por (2, 3, 4) y 3, —1. =8) 30. El plano que contiene larectax =1+t y=2—t,z=4 — 3¢

15. a) Encuentre ecuaciones simétricas para la recta que pasa y es paralelo al plano 5x + 2y + z =1
I punto (1, —5, 6 lela al vect
?Srlezpu_n;; ( )y es paralela al vector 31. El plano que pasa por los puntos (0, 1, 1), (1,0, 1) y (1, 1, 0)
b) Encuentre los puntos en los que la recta requerida en el 32. El plano que pasa por el origen y los puntos (2, —4, 6)
inciso a) corta a los planos coordenados. y(5,1,3)

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



33. El plano que pasa por los puntos (3, —1, 2), (8,2,4) y
(=1,-2,-3)
34. El plano que pasa por el punto (1, 2, 3) y contiene a la recta

x=3t,y=1+tz=2—1

35. El plano que pasa por el punto (6, 0, —2) y contiene a la recta
x=4—-2t,y=3+5t,z="T+ 4¢

36. El plano que pasa por el punto (1, —1, 1) y contiene a la recta
con ecuaciones simétricas x = 2y = 3z

37. El plano que pasa por el punto (—1, 2, 1) y contiene a la recta
de interseccion de los planos x + y —z=2y2x —y + 3z=1

38. El plano que pasa por los puntos (0, =2, 5)y (—1,3, 1) y es
perpendicular al plano 2z = 5x + 4y

39. El plano que pasa por el punto (1, 5, 1) y es perpendicular a los
planos 2x +y —2z=2yx + 3z =4

40. El plano que pasa a través de la recta de interseccion de los
planosx — z =1y y + 2z = 3 y es perpendicular al plano
x+y—2z=1.

41-44 Utilice intersecciones con los ejes para esbozar el plano.

M 2x+5y+z=10 42. 3x +y+2z2=6

43. 6x — 3y +4z=6 44. 6x + 5y —3z=15

45-47 Encuentre el punto en el que la recta interseca al plano dado.
85 x=3—-t,y=2+tz=5 x—y+2z=9
46. x=1+2t,y=4,z=2-3t; x+2y—z+1=0

4. x=y—1=2z; 4x—y+3z=8

48. ;Dénde la recta que pasa por (1,0, 1) y (4, —2, 2) corta al
planox +y + z = 6?

49. Encuentre los niimeros directores para la recta de interseccion
delosplanosx + y + z=1yx + z=0.

50. Encuentre el coseno del dngulo entre los planos x +y + z =10
yx+2y+3z=1.

51-56 Determine si los planos son paralelos, perpendiculares o
ninguno. Si no son paralelos ni perpendiculares encuentre el dngulo
entre ellos.

5. x+4y —3z=1, —3x+6y+7z=0
52. 2z=4y —x, 3x— 12y +6z=1
B.x+ty+tz=1, x—y+z=1

54. 2x — 3y +4z=5, x+6y+4z=3
55. x=4y — 2z, 8y=1+2x+4z

5. x + 2y +2z=1, 2x—y+2z=1

SECCION 12.5 ECUACIONES DE RECTAS Y PLANOS 825

57-58 a) Encuentre las ecuaciones paramétricas para la recta de
interseccion de los planos y b) determine el dngulo entre los
planos.

5. xt+ty+tz=1, x+2y+2z2=1
58. 3x =2y +z=1, 2x+y—3z=3

59-60 Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta de
interseccion de los planos.

59. S5x =2y —2z=1, dx+y+z=6
60. z=2x—y—5, z=4x+3y—5

61. Encuentre la ecuacién para el plano que consta de los puntos
que son equidistantes de los puntos (1, 0, —=2) y (3, 4, 0).

62. Obtenga una ecuacién para el plano que consta de los puntos
que son equidistantes de los puntos (2, 5, 5)y (—6, 3, 1).

63. Halle una ecuacién del plano con interseccién a del eje x,
interseccion b del eje y e interseccion ¢ del eje z.

64. a) Encuentre el punto en el que se cortan las rectas dadas:

r=(1,1,0) + (1, —1,2)
r=2,0,2) +s(—1,1,0)

b) Encuentre una ecuacién del plano que contenga estas
rectas.

65. Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta que
pasa por el punto (0, 1, 2) que es paralela al plano
x +y+ z=2y perpendicular a larectax =1 + ¢,
y=1—-tz=2t1

66. Encuentre las ecuaciones paramétricas para la recta que pasa
por el punto (0, 1, 2) y es perpendicular a larectax = 1 + ¢,
y=1— 1,z =2ty corta a esta recta.

67. (Cudles de los siguientes cuatro planos son paralelos?
(Algunos de ellos son idénticos?

Pi:3x+6y—3:=3 Py d4x — 12y + 8z2=5

P;: 9y=1+ 3x + 62 Ppz=x+2y—2

68. ;Cudles de las siguientes cuatro rectas son paralelas? ; Algunas
de ellas son idénticas?
L:x=1+6t, y=1-3t, z=12t+5
Lxx=1+2t, y=t, z=1+4t
Ly 2x —2=4—-4y=z+1
Lir=(3,1,5+1(4,238)
69-70 Use la férmula del ejercicio 45 en la seccién 12.4 para hallar
la distancia del punto a la recta dada.
69. (4, 1, —2);
0. (0, 1, 3);

z=4 -3¢t
z=3+1

x=1+1 y=3-12t

x = 2t, y=6—121t,
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71-72 Encuentre la distancia del punto al plano dado.
n1,-2,4), 3x+2y+6z=5

72. (—6,3,5), x—2y—4z=28

73-74 Determine la distancia entre los planos paralelos dados.
713.2x —3y+z=4, 4x—6y+2:=3
4. 6z=4y —2x, 9z=1—3x+ 6y

75. Demuestre que la distancia entre los planos paralelos
ax +by+cz+d =0yax+by+cz+d=0es

__ld—a]

va?+ b+ ¢?

76. Encuentre las ecuaciones de los planos paralelos al
plano x + 2y — 2z = 1 y estdn a dos unidades de €l.

71. Demuestre que las rectas con ecuaciones simétricas
x=y=zyx+ 1=y/2=2z/3son oblicuas, y encuentre
la distancia entre estas rectas.

18.

19.

81.

82.

Encuentre la distancia entre las rectas oblicuas con ecuaciones
paramétricasx =1 + t,y =1+ 6t,z=2tyx =1 + 2s,
y=5+15s,z= —2 + 6s.

Sea L, la recta que pasa por el origen y el punto (2, 0, —1). Sea
L, la recta que pasa por los puntos (1, —1, 1) y (4, 1, 3).
Encuentre la distancia entre L,y L.

Sea L, la recta que pasa por los puntos (1, 2, 6) y (2, 4, 8). Sea
L, la recta de interseccion de los planos 7, y 7, donde 7, es
el planox — y + 2z + 1 = 0y m, es el plano que pasa por

los puntos (3, 2, —1), (0,0, 1) y (1, 2, 1). Calcule la distancia
entre L,y L.

Sia, by c no son 0, demuestre que la ecuacion

ax + by + ¢z + d = 0 representa un plano y {a, b, ¢) es un
vector normal al plano.

Sugerencia: suponga que a # 0y reescriba la ecuacién en la
forma

d
a(x-i—) +b(y—0)+c(z=0)=0
a
D¢ una descripcién geométrica de cada familia de planos.

a)xtytz=c by x+y+tcz=1
c) ycosh +zsenfh =1

PONIENDO TRES DIMENSIONES EN PERSPECTIVA

truncamiento.

Los programadores de gréficas por computadora enfrentan el mismo problema que los grandes
pintores del pasado: como representar una escena tridimensional como una imagen plana en un
plano bidimensional (una pantalla o un lienzo). Para crear la ilusién de perspectiva, en la que los
objetos mds cercanos se ven mds grandes que los que estdn lejos, los objetos tridimensionales en
la memoria de la computadora son proyectados sobre una pantalla rectangular desde un punto

de visién donde se localiza el ojo o cdmara. El volumen de vision, la porcion del espacio que serd
visible, es la region contenida por los cuatro planos que pasan por el punto de visién y una arista
de la pantalla. Si el objeto en la escena se extiende mas alld de estos cuatro planos, se debe truncar
antes de enviar a la pantalla los datos de pixeles. Por tanto, estos planos se llaman planos de

1. Suponga que la pantalla se representa mediante un rectdngulo en el plano yz con vértices
(0, =400, 0) y (0, £400, 600), y la camara se coloca en (1000, 0, 0). Una recta L en la
escena pasa por los puntos (230, —285, 102) y (860, 105, 264). {En qué puntos debe
ser recortada L por los planos de truncamiento?

2. Si el segmento de recta recortada se proyecta sobre la pantalla, identifique el segmento de
recta resultante.

3. Use ecuaciones paramétricas para trazar las aristas de la pantalla, el segmento de recta
recortada y su proyeccion sobre la pantalla. Después sume las rectas de visién que unen
al punto de visién con cada extremo de los segmentos recortados para comprobar que la
proyeccion es correcta.

4. Un rectangulo con vértices (621, —147, 206), (563, 31, 242), (657, —111, 86) y
(599, 67, 122) se agrega a la escena. La recta L corta a este rectdngulo. Para hacer que
el rectdngulo aparezca opaco, un programador puede usar la eliminacion de rectas ocultas
que remueve porciones de objetos que estan detrds de otros objetos. Identifique la porcién
de L que se debe eliminar.
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m Cilindros y superficies cuadricas

FIGURA 1
La superficie z = x* es un
cilindro parabélico.

FIGURA 3 y>+z°=1

Ya se han considerado dos tipos especiales de superficies: planos (en la seccién 12.5) y
esferas (en la seccién 12.1). Aqui se investigan otros dos tipos de superficies: cilindros
y superficies cuddricas.

A fin de bosquejar la grafica de una superficie, es ttil determinar las curvas de intersec-
cion de la superficie con planos paralelos a los planos coordenados. Estas curvas se llaman
trazas (o secciones transversales) de la superficie.

I Cilindros

Un cilindro es una superficie que consiste de todas las lineas rectas (Ilamadas generatri-
ces) que son paralelas a una recta dada y pasan por una curva plana dada.

W EFETEEEN Bosqueje la grafica de la superficie z = x2.

SOLUCION Observe que la ecuacién de la grafica z = x2 no involucra a la y. Esto
significa que cualquier plano vertical con ecuacién y = k (paralelo al plano xz) corta a la
grafica en una curva con ecuacion z = x*. Asf que estas trazas verticales son parabolas.
En la figura 1 se muestra como se forma la gréfica al tomar la parabola z = x? en el
plano xz y moverla en la direccién del eje y. La grafica es una superficie, llamada
cilindro parabdlico, hecha de un niimero infinito de copias desplazadas de la misma
pardbola. Aqui las generatrices del cilindro son paralelas al eje y.

Se observa que la variable y falta en la ecuacion del cilindro del ejemplo 1. Esto es
caracteristico de una superficie cuyas generatrices son paralelas a uno de los ejes
coordenados. Si una de las variables x, y o z falta en la ecuacién de una superficie,
entonces la superficie es un cilindro. |

FEETI0FY Identifique y bosqueje las superficies.
a) x>+ y?= b) y>+z2=1

SOLUCION

a) Puesto que z falta en las ecuaciones x*> + y*> = 1, z = k representa una circunferencia
de radio 1 en el plano z = k, la superficie x> + y? = 1 es un cilindro circular cuyo eje es
el eje z (véase la figura 2). Aqui las directrices son rectas verticales.

b) En este caso falta x y la superficie es un cilindro circular cuyo eje es el eje x (véase la
figura 3). Se obtiene al tomar la circunferencia y> + z? = 1, x = O en el plano yz y
moverlo paralelo al eje x. .

NOTA Cuando se trata con superficies, es importante reconocer que una ecuacién como
x? + y? = 1 representa un cilindro y no una circunferencia. La traza del cilindro x> + y> =1
en el plano xy es la circunferencia con ecuaciones x> + y> =1,z = 0.

BN Superficies cuadricas

Una superficie cuadrica es la grafica de una ecuacion de segundo grado en tres variables
X, yy z. La ecuacién mds general es

Ax?+ By?+ Cz>+ Dxy + Eyz+ Fxz+ Gx+Hy+Iz+J=0

donde A, B, C,..., J son constantes, pero por traslacidn y rotacion se puede llevar a una de
las dos formas estandar

Ax*+ By? + Cz2 + J =0, o bien, Ax*+ By*+1z=0
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FIGURA 4

2
Ly

2
Cen 2 z
La elipsoide x° + 9 1

FIGURA 5

La superficie z = 4x* + y? es un
paraboloide eliptico. Las trazas
horizontales son elipses,

las trazas verticales son pardbolas.

Las superficies cuddricas son las contrapartes en tres dimensiones de las secciones conicas
en el plano. (Véase la seccidon 10.5 para un repaso de las secciones conicas.)

FFETINE] Use trazas para bosquejar la superficie cuddrica con ecuacién
2 2
z
x? + RANRL - 1
9 4

SOLUCION Al sustituir z = 0, se encuentra que la traza en el plano xy es x> + y2/9 =1,
que se reconoce como ecuacion de una elipse. En general, la traza horizontal en el
plano z = k es

2
e lE
9

que es una elipse, siempre que k? < 4, es decir, —2 < k < 2.
De manera similar, las trazas verticales son también elipses:

y2 22

?+Z=1_k2 x=k (si—-1<k<l)
2 k2

x2+%=1—? y=k (si—3 <k <3)

En la figura 4 se ilustra como con dibujar algunas trazas se indica la forma de la
superficie. Se llama elipsoide porque todas sus trazas son elipses. Observe que es
simétrica respecto a cada plano coordenado; ésta es una reflexion del hecho de

que su ecuacidn tiene que ver s6lo con potencias pares de x, y y z. [

FFETIONN Use trazas para bosquejar la superficie z = 4x2 + y?.

SOLUCION Si se escribe x = 0, se obtiene z = y?, de modo que el plano yz corta a la
superficie en una parabola. Si se escribe x = k (una constante), se obtiene z = y?* + 4k>.
Esto significa que si se corta a la grafica en secciones con cualquier plano paralelo al
plano yz, se obtiene una pardbola que abre hacia arriba. De manera similar, si y = k,

la traza es z = 4x* + k2, que es de nuevo una parabola que abre hacia arriba. Si se
escribe z = k, se obtienen las trazas horizontales 4x* + y? = k, que se reconocen como
una familia de elipses. Al conocer las formas de las trazas, se puede bosquejar la gréfica
de la figura 5. Como resultado de las trazas elipticas y parabdlicas, la superficie cuddrica
z = 4x* + y? se llama paraboloide eliptico.
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u m Bosqueje la superficie z = y* — x2

SOLUCION Las trazas en los planos verticales x = k son las parabolas z = y? — k?, que
abren hacia arriba. Las trazas en y = k son las pardbolas z = —x? + k2, que abren hacia
abajo. Las trazas horizontales son y? — x? = k, una familia de hipérbolas. La familia

de trazas se dibuja en la figura 6, y se muestra como se aparecen las trazas cuando se
colocan en sus planos correctos en la figura 7.

\Z / \\y /
*1
VAN 0
\ / y X X
FIGURA 6 0
Las trazas verticales son
pardbolas; las trazas horizontales )
son hipérbolas. Las trazas se
marcan con el valor de k. Trazas en x =k son z = y> — k? Trazas en y = k son z = —x* + k? Trazas en z =k son y* — x> =k

z z z
\
\1
/
e \ - 0
- \N_* |
¥ / ¥ ¥
x -1 ¥ x P
0 -1
FIGURA 7 -1, T
Trazas movidas a sus 1 1
planos correctos Trazasen x=k Trazasen y=k Trazasen z=k
Module 12.6A se puede investigar c6mo En la figura 8 se integran las trazas de la figura 7 para formar la superficie z = y* — x2,

las trazas determinan la forma de una superficie.  un paraboloide hiperbélico. Observe que la forma de la superficie cerca del origen se
asemeja a la de una silla de montar. Esta superficie se investigard mas en la seccién 14.7
cuando se analicen los puntos silla.

FIGURA 8
La superficie z = y> — x> es un
paraboloide hiperbdlico.

x? z*
=3ZONE Bosqueje la superficie e + y* — Vi 1.
SOLUCION La traza en cualquier plano horizontal z = k es la elipse
2 2
X
—+y'=1+—  z=k

4 4
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FIGURA 9

pero las trazas en los planos xz y yz son las hipérbolas

E =0 S =0
R y y Y- x

Esta superficie se llama hiperboloide de una hoja y se bosqueja en la figura 9. [ |

La idea de usar trazas para dibujar una superficie se emplea en software de graficacion
tridimensional para computadoras. En la mayor parte de esta clase de software, las trazas
en los planos verticales x = k'y y = k se dibujan para valores igualmente espaciados de &,
y partes de la gréifica se eliminan por medio de la eliminacién de lineas ocultas. En la
tabla 1 se muestran las graficas trazadas por computadora de los seis tipos bdsicos de
superficies cuddricas en forma estdndar. Todas las superficies son simétricas respecto al eje z.
Si una superficie cuddrica es simétrica respecto a un eje diferente, su ecuaciéon cambia como
corresponde.

TABLA 1 Gréficas de superficies cuddricas

Superficie Ecuacién Superficie Ecuacién
2 2 2 2 2 2
o x y 7 _ z_r Y
Elipsoide ?+?+?— 1 Cono Pl + pE
Todas las trazas son elipses. Las trazas horizontales son
Sia = b = c, laelipsoide elipses.

es una esfera. Las trazas verticales

en los planos x = ky y = k son
hipérbolas si k # 0 pero son
pares de rectas si k = 0.

Paraboloide eliptico

- X2 2

c a’ b?
Las trazas horizontales son
elipses.

Las trazas verticales son elipses.

Las trazas verticales son
Las trazas verticales son hipérbolas.

pardbolas. El eje de simetria corresponde

La variable elevada a la a N a la variable cuyo coeficiente
primera potencia indica el Y &Q‘,\\\\\\\\“ es negativo.

. . XOXS
eje del paraboloide. —

20050

z xZ y2 x2 y2 ZZ

T 2T — ot el

c a b a b c

Las trazas horizontales son Las trazas horizontales en z = k
hipérbolas. son elipses sik > cok < —c.

Las trazas verticales son
hipérbolas.

Las trazas verticales son
parédbolas
Se ilustra el caso donde ¢ < 0. Los dos signos menos indican

dos hojas.




En Module 12.6B se puede ver cémo
cambiar a, by c en la tabla 1 afecta la forma
de la superficie cuadrica.

FIGURA 10
4x?—y*+22+4=0

FIGURA 11
xX?24+22—6x—y+10=0
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m W Identifique y bosqueje la superficie 4x* — y* + 222 + 4 = 0.

SOLUCION Dividiendo por —4, primero se escribe la ecuacién en la forma esténdar:
2 2
z
x>+ L _Z_ 1
4 2

Al comparar esta ecuacion con la tabla 1, se ve que representa un hiperboloide de dos
hojas, la unica diferencia es que en este caso el eje del hiperboloide es el eje y. Las
trazas en los planos xy y yz son las hipérbolas

2

—x2+%=1 z=0

<

2 2
y Z
R =0
4 2 .

La superficie no tiene traza en el plano xz, pero las trazas en los planos verticales y = k
para | k | > 2 son las elipses

Z2 kZ
=1 =k
S T Y
que se pueden escribir como
x? z?
NG -loysk
— =1 2({— -1
4 4
Estas trazas se emplean para hacer el bosquejo de la figura 10. [

240N Clasifique la superficie cuddrica x* + 2z> — 6x —y + 10 = 0.

SOLUCION Al completar el cuadrado se reescribe la ecuacién como
y—1=(x-—3)7+22

Al comparar esta ecuacion con la tabla 1, se ve que representa un paraboloide eliptico.
Sin embargo, aqui el eje del paraboloide es paralelo al eje y, y ha sido desplazado de
modo que su vértice es el punto (3, 1, 0). Las trazas en el plano y = k (k > 1) son las
elipses

(x =3P +222=k—1 y=k

La traza en el plano xy es la pardbola con ecuaciony = 1 + (x — 3)?, z = 0. El
paraboloide se bosqueja en la figura 11.
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BN Aplicaciones de superficies cuadricas

A su alrededor puede hallar ejemplos de superficies cuddricas. De hecho, el mundo en si
es un buen ejemplo. Aun cuando la Tierra se modela por lo general como esfera, un mode-
lo mas preciso es un elipsoide porque la rotacién de nuestro planeta ha causado un apla-
namiento en los polos. (Véase el ejercicio 47.)

Los paraboloides circulares, obtenidos al girar una parabola alrededor de su eje, se usan
para recolectar y reflejar luz, sonido y sefiales de radio y television. En un radiotelescopio,
por ejemplo, las sefiales provenientes de estrellas distantes y que incidan en el plato son
reflejadas al receptor situado en el foco y ahi son amplificadas. (La idea se explica en el
problema 20 de la pagina 271.) El mismo principio se aplica en micréfonos y antenas de
disco en forma de paraboloides.

Las torres de enfriamiento para reactores nucleares suelen disefiarse en forma de hiperbo-
loides de una hoja por razones de estabilidad estructural. Se emplean pares de hiperboloides
para transmitir movimiento rotacional entre ejes sesgados. (Los dientes de engranajes son las
lineas generadoras de los hiperboloides. Véase el ejercicio 49.)

8
=
8 s
© ©
Una antena de disco refleja sefiales satelitales al Los reactores nucleares tienen torres de Los hiperboloides producen transmision
foco de un paraboloide. enfriamiento en forma de hiperboloides. por engranajes.
m Ejercicios
1. a) (Qué representa la ecuacién y = x> como una curva en R>? 5. z=1—y? 6. y=1z*
. < H 39
b) GQu? representa como ur%ai superficie en R*? 7. xy=1 8. z=seny
¢) (Qué representa la ecuacién z = y?*?
2. a) Bosqueje la gréfica de y = e* como una curva en R 9. a) Encuentre e identifique las trazas de la superficie cuddrica
b) Bosqueje la grifica de y = ¢* como una superficie en R®. x* + y? — 22 = 1y explique por qué la grifica se ve como

3-8 Describa y bosqueje la superficie.

3 x*+z2=1

¢) Describa y bosqueje la superficie z = e”.

la del hiperboloide de una hoja en la tabla 1.

b) Si se cambia la ecuacién del inciso a) ax* — y> + z2 =1,
(,como se afecta la grafica?

¢) (Qué pasa si se cambia la ecuacién del inciso a) a

4, 4x2 + y2 =4 X2+ yr+2y —22=0?

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



10. a) Encuentre e identifique las trazas de la superficie cuddrica
—x? — y? + z2 =1y explique por qué la grifica se ve
como la del hiperboloide de dos hojas en la tabla 1.
b) Si la ecuacidn del inciso a) se cambia a x> — y? — z2 =1,
(,qué sucede con la grifica? Bosqueje la nueva grafica.

11-20 Use trazas para bosquejar e identificar la superficie.

M. x=y>+ 427 12 9x* — y> +22=0

13. x> = y? + 422 14. 25x% + 4y? + 22 = 100
15. —x> + 4y — =4 16. 4x> +9y> +2z=0
17. 36x* 4+ y* + 36z = 36 18. 4x* — 16y> + 22 = 16
19, y = 22 — x? 20 x =y — 7

21-28 Relacione la ecuacién con su gréfica (marcadas I-VIII). Dé
razones para sus elecciones.
21 x* + 4y?+ 92 =1 22. 9x* + 4yr 4+ =1
23 x*—yr+2=1 2., —x?+y'—z2=1
25 y = 2x* + 7? 26. y> = x? + 272

21. x>+ 222 =1 28 y=x?— 7*

II z

-y
=

N

I z v
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29-36 Reduzca la ecuacion a una de las formas estdndar, clasifique
la superficie y bosquéjela.
29. y? =x’ + 52 30. 4x’ —y +2:2=0
M. P +2y—22=0 32 y2=x?+4z"+4
33 4x? +y2+ 422 — 4y —242+36=0

3. 4y° + 22— x—16y—4z+20=0

3Boxr—yr 4+ —4x—2y—2:+4=0

36. x2—y 4+ —2x+2y+4z4+2=0

{4 37-40 Use una computadora con software de graficacion

tridimensional para dibujar la superficie. Experimente con los
rectangulos de vista y con dominios para las variables hasta que
obtenga una buena panordmica de la superficie.

37 —4x? -y +2=1 38 xP—y?—z=0

39. —4x? —y?+22=0 40. x> —6x+4y*—z=0

41. Bosqueje la region acotada por las superficies z = /x? + y?
yxX*ty =lparal =sz<2.

42. Bosqueje la region acotada por los paraboloides z = x? + y?
yz=2—x*—y2%.

43. Encuentre una ecuacién para la superficie obtenida al hacer
girar la pardbola y = x? respecto al eje y.

44. Halle una ecuacion para la superficie obtenida al rotar la recta
x = 3y respecto al eje x.

45. Encuentre una ecuacién para la superficie que consta de los
puntos que son equidistantes del punto (—1, 0, 0) y el plano
x = 1. Identifique la superficie.

46. Obtenga una ecuacién para la superficie que consiste de todos
los puntos P para los cuales la distancia de P al eje x es dos
veces la distancia de P al plano yz. Identifique la superficie.

47. Tradicionalmente, la superficie de la Tierra se ha modelado
como esfera, pero el Sistema Geodésico Mundial de 1984
(WGS-84) emplea un elipsoide como modelo mds preciso.
Sitda el centro de nuestro planeta en el origen y el polo
norte en el eje z positivo. La distancia del centro a los polos
es 6356.523 km y la distancia a un punto en el ecuador es
6378.137.

a) Encuentre una ecuacion de la superficie terrestre como la
utilizada por el WGS-84.

b) Las curvas de igual latitud son trazas en los planos z = k.
(Cudl es la forma de estas curvas?

¢) Los meridianos (curvas de igual longitud) son trazas en
planos de la forma y = mx. ;Cudl es la forma de estos
meridianos?

48. Una torre de enfriamiento para un reactor nuclear ha de
construirse en forma de hiperboloide de una hoja (vea la
foto en la pagina 832). El didmetro de la base es 280 m y el
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diametro minimo, 500 m sobre la base, es 200 m. Encuentre
una ecuacion para la torre.

Demuestre que si el punto (a, b, ¢) yace sobre el paraboloide
hiperbdlico z = y* — x?, entonces las rectas con ecuaciones
paramétricasx =a + t,y=b + t,z=c+2(b —a)ty
x=a+ty=b—tz=c— 2b+ a)yacen por completo
sobre este paraboloide. (Esto muestra que el paraboloide
hiperbdlico es lo que se llama superficie generada; es

decir, puede ser generada por el movimiento de una recta. De
hecho, este ejercicio muestra que a través de cada punto sobre

n Repaso

Verificacion de conceptos

50.

51.

el paraboloide hiperbdlico hay dos rectas generatrices. Las
unicas otras superficies cuddricas que son superficies generadas
son los cilindros, conos e hiperboloides de una hoja.)

Demuestre que la curva de interseccién de las superficies
X2+ 2y —z2+3x=1y2x* + 4y> — 22> — 5y = O yace
en un plano.

Grafique las superficies z = x> + y>’yz=1 — y? en una
pantalla comtn con el dominio | x | < 1.2, |y | < 1.2 y observe
la curva de interseccion de estas superficies. Demuestre que la
proyeccién de esta curva sobre el plano xy es una elipse.

1. ;Cudl es la diferencia entre un vector y un escalar? 11. ;Como encuentra un vector perpendicular a un plano?
2. ;C6mo suma geométricamente dos vectores? ;Como los suma 12. ;Cémo determina el dngulo entre dos planos que se cortan?
algebraicamente?
3. Si i ) laci 13. Escriba una ecuacién vectorial, las ecuaciones paramétricas y
- Siaesun vector y ¢ es un escalar, 4c6mo se relaciona ca con a las ecuaciones simétricas para una recta.
geométricamente? ;Como determinaria ca en forma algebraica?
P 14. Escriba una ecuacién vectorial y una ecuacion escalar para un
4. ;Como encuentra el vector de un punto a otro?
plano.
5. (Como determina el producto punto a - b de dos vectores )
si conoce sus longitudes y el dngulo entre ellos? ;Qué pasa si 15. a) (Como cexpresa st dos vectores son paralel.os?
conoce sus componentes? b) (Coémo indica si dos vectores son perpendiculares?
) ¢) (Coémo asegura si dos planos son paralelos?
6. ;De qué manera es util el producto punto?
. . . 16. a) Describa un método para determinar si tres puntos P, Q' y R
1. Escriba las expresiones para las proyecciones escalar y ) .
) X estan en la misma recta.
vectorial de b sobre a. Ilustre con diagramas. . p . .
b) Describa un método para determinar si cuatro puntos
8. ;Como determina el producto cruz a X b de dos vectores P, O, Ry S estan en el mismo plano.
si conoce sus longitudes y el dngulo entre ellos? ;Qué pasa si 17 ) biene la di 2 d )
conoce sus componentes? . a) LC?mo obtiene a 1stap01a e un punto a una recta?
b) (Coémo halla la distancia de un punto a un plano?
9. (Cémo es dtil el producto cruz? ¢) (Coémo determina la distancia entre dos rectas?
10. ) CCOE}’O encuentra el drea del paralelogramo determinado por 18. ;Cuales son las trazas de una superficie? ;Cémo las obtiene?
ayb?
b) (Coémo obtiene el volumen del paralelepipedo determinado 19. Escriba ecuaciones en forma estdndar de los seis tipos de
pora,byc? superficies cuddricas.
Examen rapido Verdadero-Falso
Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, 6. Para vectores cualesquierauyven Vs, u X v=v X wu
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo 7 p I . v % %
que desapruebe al enunciado. . Para vectores cualesquiecrauy ven Vi, [u X v|=|v X u].
1. Siu = (u, w)y v = (v, v;), entonces u * v = {u,01, 1t20). 8. Para vectores cualesquiera u 'y v en Vi, y un escalar k,
) k(u - v) = (ku) - v.
2. Para vectores cualesquiecrauyven Vs, [u+ v|=|u|+|v].
. . Para vectores cualesquiera u 'y v en V3 y cualquier escalar &,
3. Para vectores cualesquiecrauy ven Vs, [u-v|=|u|]|v]|. k(u X v) = (ku) X v.
4. Para vectores cualesquierauyven Vs, ju Xv|=|u||v| .
qa y : | | | ‘ | 10. Para vectores cualesquiera u, vy w en Vs,
5. Para vectores cualesquierauyven Vs, u-v=v-u. u+v)Xw=uXw+vxXw.



11. Para vectores cualesquiera u, vy w en V;,
u:(vxw =@xyv)-w.

12. Para vectores cualesquierau, vy wen Vi,
uX (vXw) =@mXv)Xw

13. Para vectores cualesquierauy ven Vs, (u X v) -u = 0.

16.

17.

18.
19.
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Una ecuacién lineal Ax + By + Cz + D = 0 representa una
recta en el espacio.

El conjunto de puntos {(x, y, z) | x> + y> = 1} es una
circunferencia.

En R° la gréfica de y = x? es un paraboloide.

Siu-v=0,entoncesu=00v=0.

. 20. Siu X v=_0,entoncesu=00v=0.
14. Para vectores cualesquierauy ven Vi, (u + v) X v=u X v.
21. Siu-v=0yuXv=0,entoncesu=0o0v=0.
15. El vector (3, —1, 2) es paralelo al plano 6x — 2y + 4z = 1. 22. Siuy vestdnen Vi, entonces [u-v|<|u||v]|
Ejercicios
1. a) Encuentre la ecuacion de la esfera que pasa por el punto 6. Encuentre dos vectores que son ortogonales a
(6, —2, 3) y tiene centro (—1, 2, 1). Jj+2kei—2j+3k
b) Encuentre la curva en la que esta esfera cruza el plano yz. 7. Suponga que u - (v X W) = 2. Determine
¢) Encuentre el centro y radio de la esfera
a) (uXv) - w b) u-(w Xv)
X2+ y?+z22—=8x+2y+62+1=0 v (uxXw d) @Xv) v
2. Copie los vectores de la figura y empléelos para dibujar cada . )
uno de los siguientes vectores. 8. Demuestre que si a, b y ¢ estdn en V3, entonces
a)a+h b)a—b ¢) —3a d)2a+b @xb)-[(bxe)X(exa]=[a-(bxc]
9. Determine el dngulo agudo entre dos diagonales de un cubo.
10. Dados los puntos A(1, 0, 1), B(2,3,0), C(—1,1,4) y
a D(0, 3, 2), encuentre el volumen del paralelepipedo con
b aristas adyacentes AB, AC y AD.
11. a) Encuentre un vector perpendicular al plano que pasa por los
puntos A(1, 0, 0), B(2,0, —1) y C(1, 4, 3).
3. Siuy v son los vectores mostrados en la figura, determine b) Determine el drea del tridngulo ABC.
uf' N yc‘l u’><t ‘{; |- gu X v estd dirigido hacia la pdgina o hacia 12. Una fuerza constante F = 3i + 5j + 10k mueve un objeto a
atuera de esta: lo largo de un segmento de recta de (1, 0, 2) a (5, 3, 8). Calcule
el trabajo hecho si la distancia se mide en metros y la fuerza en
newtons.
[v|=3 13. Un bote es jalado hacia la orilla por medio de dos cuerdas,
como se ilustra en el diagrama. Si se requiere una fuerza de
45° 255 N, determine la magnitud de la fuerza en cada cuerda.
lu|=2
4. Calcule la cantidad dada si 20° 255N
©
a=i+j-2k 30°
b=3i—-2j+k
c=j— 5k
a) 2a + 3b b) |b] 14. ]fincuen(;reslg Eagnltud del tor?ue respecto a P si se aplica una
Sa-b 4 axb uerza de como se muestra.
e) |b X c] fya-(bXc) 50N
g ecXe h) a X (b X ¢)
i) comp, b ) projgb 77T

k) El dngulo entre a y b (con una aproximacién hasta
el grado mds préximo)

5. Determine los valores de x tales que los vectores (3, 2, x)
y (2x, 4, x) son ortogonales.
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15-17 Obtenga las ecuaciones paramétricas para la recta.
15. La recta que pasa por (4, —1,2)y (1, 1, 5)

16. La recta que pasa por (1, 0, —1) y es paralela a la recta
1 1
(-4 =gy=z+2

17. La recta que pasa por (—2, 2, 4) y es perpendicular al plano
2x —y+5z=12

18-20 Encuentre una ecuacién del plano.
18. El plano que pasa por (2, 1, 0) y es paraleloax + 4y — 3z =1
19. El plano que pasa por (3, —1, 1), (4,0,2) y (6,3, 1)

20. El plano que pasa por (1, 2, —2) que contiene a la recta x = 2f,
y=3—-t,z=1+3t

21. Encuentre el punto en el que la recta con ecuaciones
paramétricas x =2 — f,y = 1 + 3¢, z = 4¢ corta al plano
2x —y +z=2.

22. Encuentre la distancia del origen a larectax =1 + ¢,
y=2—-tz=-1+2t1

23. Determine si las rectas dadas por las ecuaciones simétricas

son paralelas, oblicuas o se intersecan.

24. a) Demuestre que los planosx +y —z=1y
2x — 3y + 4z = 5 no son paralelos ni perpendiculares.

b) Encuentre, con una aproximacién hasta el grado mds
proximo, el dngulo entre estos planos.

25. Encuentre la ecuacion del plano que pasa por la recta
de interseccién de los planos x —z=1yy + 2z =3y
perpendicular al planox + y — 2z = 1.

26. a) Encuentre la ecuacién del plano que pasa por los puntos

A2, 1, 1), B(—1, —1,10) y C(1, 3, —4).

b) Encuentre ecuaciones simétricas para la recta que pasa por
By es perpendicular al plano del inciso a).

¢) Un segundo plano pasa por (2, 0, 4) y tiene vector normal
(2, —4, —3). Demuestre que el dngulo agudo entre los
planos es aproximadamente de 43°.

d) Encuentre ecuaciones paramétricas para la recta de
interseccion de los dos planos.

2]. Encuentre la distancia entre los planos 3x +y — 4z =2
y3x +y—4z=24.

28-36 Identifique y bosqueje la gréfica de cada superficie.

28. x=3 29 x =z

30. y = 72 3. x? =y’ + 47

32.4x—y+2z=14 33 —4x’+yP—47=4

4. 92+ 22=1+x2

35 4x2 + 4y — 8y +22=0

36. x=y"+z2—2y—4z+5

37. Un elipsoide se crea al hacer girar la elipse 4x* + y> = 16
respecto al eje x. Encuentre la ecuacién del elipsoide.

38. Una superficie consiste de todos los puntos P tales que la
distancia de P al plano y = 1 es el doble de la distancia de P al
punto (0, —1, 0). Encuentre una ecuacién para esta superficie
e identifiquela.



Problemas adicionales

1
m Im

FIGURA PARA EL PROBLEMA 1

FIGURA PARA EL PROBLEMA 7

. Suponga que v, y v, son vectores con | v, | = 2,

. Cada arista de una caja cubica tiene una longitud de 1 m. La caja contiene nueve bolas

esféricas con el mismo radio r. El centro de una bola estd en el centro del cubo y toca a

las otras ocho bolas. Cada una de las otras ocho toca tres lados de la caja. Asi, las bolas

estdn compactadas en la caja. (Véase la figura.) Encuentre r. (Si hay alguna dificultad con este
problema, lea la estrategia para resolver problemas titulada Use la analogia en la pagina 75.)

. Sea B una caja sélida con longitud L, ancho W'y altura H. Sea S el conjunto de los puntos que

estdn a una distancia de a lo sumo 1 desde algiin punto B. Exprese el volumen de S en términos
de L, WyH.

. Sea L la linea de interseccién de los planos cx +y + z=cyx — ¢y + cz= —1, donde c es

un ndmero real.
a) Encuentre las ecuaciones simétricas para L.

b) Cuando varfa el nimero c, la recta L barre una superficie S. Encuentre la ecuacion para la
curva o interseccion de S con el plano horizontal z = ¢ (la traza de S en el plano z = 7).

¢) Encuentre el volumen del sélido acotado por Sy los planos z =0y z = 1.

. Un avién es capaz de volar a una velocidad de 180 km/h en aire tranquilo. El piloto despega

de un aer6dromo y se dirige al norte de acuerdo con la brijula del avidon. Después de

30 minutos de tiempo de vuelo, el piloto nota que, debido al viento, el avién ha viajado en
realidad 80 km a un dngulo de 5° al noreste.

a) (Cudl es la velocidad del viento?

b) (En qué direccion se debe dirigir el piloto para llegar al destino pretendido?

Vz‘:?)yV]'Vg:S.Sea
V3 = Projy,V2, V4 = pIojy,Vs, Vs = projy.vs, y asi sucesivamente. Calcule 25— | v, |.

. Encuentre una ecuacion de la mayor esfera que pasa por el punto (—1, 1, 4) y es tal que cada

uno de los puntos (x, y, z) dentro de la esfera satisface la condicién

X2+ yr+ 22 <136 + 2(x + 2y + 32)

. Suponga que un bloque de masa m se coloca sobre un plano inclinado, como se muestra en

la figura. El descenso del bloque por el plano es desacelerado por la friccidn; si 6 no es

demasiado grande, la friccin evitard que el bloque se mueva del todo. Las fuerzas que actdan

sobre el bloque son el peso W, donde | W | = mg (g es la aceleracién debida a la gravedad);
la fuerza normal N (la componente normal de la fuerza de reaccién del plano sobre el bloque),
donde \ N \ = n; y la fuerza F debida a la friccidn, la cual actda paralela al plano inclinado, en
oposicién a la direccién de movimiento. Si el bloque estd en reposo y se incrementa 6, | F |
también aumenta hasta que en tltima instancia | F | alcanza su mdximo, mds alla del cual el

bloque comienza a deslizarse. A este dangulo, 6,, se ha observado que | F | es proporcional a n.

Asi, cuando | F | es maxima, se puede decir que | F' | = w,n, donde w, se llama coeficiente

de friccion estdtica 'y depende de los materiales que estan en contacto.

a) Observe que N + F + W = 0 y deduzca que w, = tan(6,).

b) Suponga que, para 6 > 6,, una fuerza externa adicional H se aplica al bloque,
horizontalmente desde la izquierda, y sea | H | = h. Si & es pequefia, el bloque atin puede
deslizarse por el plano; si 4 es suficientemente grande, el bloque ascenderd por el plano.
Sea h.q el valor mds pequefio de & que permite que el bloque permanezca inmévil
(de modo que | F | es mdxima).

Al elegir los ejes coordenados de modo que F esté a lo largo del eje x, resuelva cada
fuerza en componentes paralelas y perpendiculares al plano inclinado y muestre que

N sen @ + mgcos O = n y Nmin cOS 6 + psn = mg sen 6

¢) Demuestre que Huwin = Og tan (60 — 6,)

(Parece razonable esta ecuacién? ;Tiene sentido para 6 = 6,? ;Cudndo 6 — 90°?
Explique.
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d) Sea A el mayor valor de /& que permite al bloque permanecer sin movimiento. ;En qué
direccién apunta F? Demuestre que

hmsx = mg tan(6 + 6,)
(Parece razonable esta ecuacién? Explique.

8. Un soélido tiene las siguientes propiedades: cuando es iluminado por rayos paralelos al eje z,
su sombra es un disco circular. Si los rayos son paralelos al eje y, su sombra es un cuadrado.
Si los rayos son paralelos al eje x, su sombra es un tridngulo isésceles. (En el ejercicio 44 de
la seccién 12.1 se le pidi6 describir y trazar un ejemplo de tal sélido, pero hay muchos
de esos solidos.) Suponga que la proyeccidn sobre el plano xz es un cuadrado cuyos lados
tienen longitud 1.
a) (Cudl es el volumen del mayor de tales sélidos?
b) (Hay un volumen minimo?
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Funciones vectoriales

La primera ley de Kepler dice que los
planetas giran alrededor del Sol en
érbitas elipticas. En la seccién 13.4
veremos cémo el material de este
capitulo es utilizado en uno de los
grandes logros del Célculo: la
demostracién de las leyes de Kepler.

© Christos Georghiou / Shutterstock

Las funciones que hemos estado utilizando hasta este momento han sido funciones de valores reales.

A continuacién estudiamos funciones cuyos valores son vectores porque esas funciones son necesarias
para describir curvas y superficies en el espacio. Usaremos también funciones de valores vectoriales para
describir el movimiento de cuerpos en el espacio. En particular, las utilizaremos para deducir las leyes de
Kepler del movimiento planetario.
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m Funciones vectoriales y curvas en el espacio

Silim,_,r(f) = L esta definicién equivale
a decir que la longitud y direccién del vector
r(?) se aproxima a la longitud y direccion del
vector L.

En general, una funcién es una regla que asigna a cada elemento del dominio un elemento
del rango. Una funcién con valores vectoriales, es decir, una funcién vectorial, es sim-
plemente una funcién cuyo dominio es un conjunto de niimeros reales y cuyo rango es un
conjunto de vectores. El interés se centra mds en funciones vectoriales r cuyos valores
son vectores tridimensionales. Esto significa que para cada nimero ¢ en el dominio de r
hay un vector tnico en V3 que se denota con r(¢). Sif(t), g(f) y k() son las componentes del
vector r(f), entonces f, g y h son funciones de valores reales llamadas funciones compo-
nentes de r y podemos escribir:

() = (f(0), 9(0), (D) = fO i + g j + h(D) k

Se usa la letra ¢ para denotar la variable independiente porque representa el tiempo en la
mayor parte de las aplicaciones de funciones vectoriales.

Si
r(r) = (£, 1n(3 — 1), Vr)

entonces las funciones componentes son

f=r g() =1n(3 — 1) ) = i

De acuerdo con la convencion usual, el dominio de r consiste de todos los valores de ¢
para los cuales la expresion para r() estd definida. Las expresiones 7, In(3 — 1), y \/t
estan definidas para cuando 3 — ¢ > 0 y r = 0. Por tanto, el dominio de r es el

intervalo [0, 3). [ |

El limite de una funcién vectorial r se define obteniendo los limites de sus funciones
componentes como se sefiala a continuacion.

[1] Sir@®) = (f(1), g(t), h(r)), entonces
lim r(r) = <}1;m f(@), 1im g(2), lim h(t))

siempre que existan los limites de las funciones componentes.

De igual manera, podriamos haber usado una definicion e-6 (véase el ejercicio 51). Los
limites de funciones vectoriales siguen las mismas reglas que los limites de las funciones
de valores reales (véase el ejercicio 49).

sent

FEINF Determine h’n(} r(s), donder(t) = (1 + )i+ te'j + k.
t—

SOLUCION Segtin la definicién 1, el limite de r es el vector cuyas componentes son los
limites de las funciones componentes de r:

t
lim r() = [1im (1 + )] + [limre™]j + [lfm sen ]k
1—0 t—0 t—0

t—0 t

=i+k (segun la ecuacién 3.3.2) [ ]
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FIGURA 1
C estd trazada por la punta
de un vector de posicién r(t).

En Visual 13.1A se muestran varias
curvas trazadas por vectores de posicion,
incluyendo las de las figuras 1y 2.

FIGURA 2
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Una funcidn vectorial r es continua en a si
lim r(t) = r(a)
t—a

Segun la definicién 1, r es continua en a si y s6lo si sus funciones componentes f, g y /1 son
continuas en a.

Hay una estrecha relacion entre funciones vectoriales continuas y curvas en el espacio.
Supongamos que f, g y h son funciones continuas de valores reales sobre un intervalo 1.
Entonces el conjunto C de todos los puntos (x, y, z) en el espacio, donde

[2] x=f(n) y=gn  z=h(

y t varia en todo el intervalo /, se llama curva en el espacio. Las ecuaciones en |2 | reciben
el nombre de ecuaciones paramétricas de C, y ¢ se llama parametro. Podemos pensar que
C esta trazada por una particula en movimiento cuya posicién en el tiempo t es f(7), g(2), h(?).
Si ahora consideramos la funcién r(r) = (f(r), g(1), h(t)), entonces r(z) es el vector de posi-
cion del punto P( f(1), (1), h(t)) sobre C. Por tanto, cualquier funcién vectorial continua r
define una curva C en el espacio trazada por la punta del vector r(r) que se desplaza, como
se ilustra en la figura 1.

7 IZEENEN Describa la curva que define la funcién vectorial
r))=(1+1t2+ 5, —1+ 6¢)
SOLUCION Las ecuaciones paramétricas correspondientes son
x=1+t¢ y=2+ 5t z=—1+6¢

a las cuales se identifica de las ecuaciones 12.5.2 como ecuaciones paramétricas de

una recta que pasa por el punto (1, 2, —1) y es paralela al vector (1, 5, 6). Otra opcién

es observar que la funcién se puede escribir como r = ro + v, donde ro = (1, 2, —1)
yv=/{(1,5,6),y ésta es la ecuacién vectorial de la recta como la que da la ecuacién
12.5.1. [

También se pueden representar curvas planas mediante la notacién de vectores. Por ejem-
plo, la curva que representan las ecuaciones paramétricas x = > — 2ryy =t + 1 (véase
ejemplo 1 en la seccién 10.1) también se puede describir mediante la ecuacién vectorial

r()=F—-2tt+ 1)=@E -20i+ (+1)j

dondei=(1,0)yj=¢(0, 1)

V| Trace la curva cuya ecuacién vectorial es
r(t)=costi+sentj+tk
SOLUCION Las ecuaciones paramétricas para esta curva son
X =cost y =sent z=t

Puesto que x> + y> = cos?t + sen?s = 1, la curva debe estar en el cilindro circular

x* + y? = 1. El punto (x, y, z) se ubica directamente arriba del punto (x, y, 0), el cual

se desplaza en el sentido contrario al de las manecillas del reloj alrededor de la circun-
ferencia x> + y> = 1 en el plano xy. (La proyeccién de la curva sobre el plano xy tiene

la ecuacién vectorial r(f) = {(cos 1, sen t, 0). Véase ejemplo 2 de la seccién 10.1). Como
z = ¢, la curva se dirige en espiral hacia arriba siguiendo la forma del cilindro a

medida que 7 se incrementa. La curva se llama hélice y se ilustra en la figura 2. [
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FIGURA 3
Una hélice doble

En la figura 4 se muestra el segmento PQ
de la recta del ejemplo 5.

FIGURA 4

La forma de sacacorchos de la hélice del ejemplo 4 es conocida porque se parece a los
resortes. También se encuentra en el modelo del ADN (4cido desoxirribonucleico, que es
el material genético de las células de los seres vivos). En 1953, James Watson y Francis Crick
mostraron que la estructura de la molécula del ADN es como un par de hélices paralelas pero
conectadas como se ilustra en la figura 3.

En los ejemplos 3 y 4 se proporcionaban ecuaciones vectoriales de curvas y se pedia una
descripcion geométrica o un esquema. En los dos ejemplos siguientes, se da una descrip-
cién geométrica de una curva y se pide encontrar las ecuaciones paramétricas de la curva.

22Z0EY Determine una ecuacion vectorial y las ecuaciones paramétricas del
segmento rectilineo que une el punto P(1, 3, —2) con el punto Q(2, —1, 3).

SOLUCION En la seccién 12.5 se determiné una ecuacién vectorial para el segmento
rectilineo que une la punta del vector r, con la del vector r;:

r(t) =1 —Hry+ m 0<tr<1

(Véase la ecuacion 12.5.4.) En este caso se tomaro = (1, 3, —=2) y r; = (2, —1, 3) para
obtener una ecuacion vectorial del segmento rectilineo que vade P a Q:

r() =1 — (1,3, =2y + 2, —1, 3) osr<1
o bien r(®) =1+t 3 —4t, —2 + 50 0=sr=<1

Las ecuaciones paramétricas correspondientes son
x=1+1¢ y=3—4t z=—2+5¢ 0sr=<1 |

7 IFETEINI Determine una funcién vectorial que represente la curva de interseccion
del cilindro x> + y>* = lyel planoy + z = 2.

SOLUCION En la figura 5 se ilustra cémo se intersecan el plano y el cilindro, y la figura 6
representa la curva C de interseccidn, que es una elipse.

y+z=2 ‘ 0, -1, 3)

(—1,0,2)

: —"E
—ig; c
“(
)
T (1.0.2)
RS
Uk
-
e
£
RS 0,1,1
RSN 0,1,1)
R
SR

FIGURA 5 FIGURA 6
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La proyeccién de C sobre el plano xy es la circunferencia x> + y* = 1, z = 0.
Entonces, ya sabemos por el ejemplo 2 de la seccién 10.1 que podemos escribir

X = cost y =sent O0srtr=2mw
A partir de la ecuacién del plano tenemos
z=2—y=2—sent
De modo que podemos escribir ecuaciones paramétricas para C como
X = COoS ¢ y =sent z=72 —sent O0sr=2mw
La ecuacién vectorial correspondiente es
r(f) =costitsentj+ (2—senr)k O0<t=<2m

Esta ecuacion se llama parametrizacion de la curva C. Las flechas de la figura 6 indican
la direccion en la cual C es trazada conforme el parametro ¢ se incrementa. [ |

Il Uso de las computadoras para trazar curvas en el espacio

Las curvas en el espacio son inherentemente mas dificiles de trazar a mano que las curvas
en el plano. Si queremos conseguir una representacion exacta, necesitamos recurrir a los
adelantos técnicos. Por ejemplo, en la figura 7 se ilustra una gréafica generada mediante
computadora de la curva cuyas ecuaciones paramétricas son

x = (4 + sen 201) cos t y = (4 + sen 207) sen t z = cos 20t

Se llama espiral toroidal porque queda sobre un toro. Otra curva interesante, el nudo de
trébol, cuyas ecuaciones son

x= (2 + cos 1.5¢t) cos t y= (2 + cos 1.5¢t) sen t z = sen 1.5¢

se grafica en la figura 8. No seria ficil hacer la grifica a mano de cualquiera de estas curvas.

FIGURA 7 Una espiral toroidal FIGURA 8 Un nudo de trébol

Aun cuando se utiliza una computadora para trazar una curva en el espacio, es dificil
obtener la ilusién 6ptica que logra una buena impresion de cdmo se ve la curva en la reali-
dad. (Esto es muy cierto en la figura 8. Véase el ejercicio 50.) El ejemplo siguiente mues-
tra como enfrentar este problema.

[FEINFA Mediante una computadora trace la curva cuya ecuacién vectorial es
r(t) = (t, £, ). Esta curva se denomina cibica torcida.

SOLUCION Empiece por usar la computadora para trazar la curva con ecuaciones
paramétricas x = t, y = %, z = £ para —2 < ¢ < 2. El resultado se ilustra en la
figura 9a), pero es dificil ver la verdadera naturaleza de la curva tinicamente a partir
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a)
-2
-1
T0 x
T1
- + t 2
0 1 2 3 4
y
d)

FIGURA 9 Vistas de la cibica torcida.
En Visual 13.1B se puede hacer girar la

caja de la figura 9 para ver la curva desde
cualquier dngulo.

FIGURA 10

de la grafica. La mayor parte de los programas para dibujar en tres dimensiones con
ayuda de la computadora permite al usuario encerrar una curva o superficie en una caja
en lugar de mostrar los ejes coordenados. Cuando se ve la misma curva en una caja en
la figura 9b), se tiene mucho mas clara la imagen de la curva. Es posible ver que
asciende desde una esquina inferior de la caja hasta la esquina mds cercana al primer
plano, y que se tuerce al ir ascendiendo.

6
z0
0 x
2 4 2
c)
8 8
4 44t
z 07 z 0
—4 —4
-8 -8
2 1 0 -1 -2 0 1 2 3 4
X y
e) f)

Se obtiene una mejor idea de la curva cuando es vista desde distintos dngulos.
En el inciso c) se ilustra el resultado de girar la caja para tener otra perspectiva. En
los incisos d), e) y f), se puede ver las vistas que se tienen cuando se observa
directamente la cara de la caja. En particular, el inciso d) es una vista directamente
desde arriba de la caja. Es la proyeccion de la curva del plano xy, a saber, la pardbola
y = x% En el inciso e) se muestra la proyeccion del plano xz, la curva ciibica z = x>
Ahora es obvio por qué la curva dada se llama cubica torcida. |

Otro método para representar una curva en el espacio es dibujarla sobre una superficie.
Por ejemplo, la cibica torcida del ejemplo 7 estd en el cilindro parabdlico y = x%. (Eli-
mine el pardmetro de las dos primeras ecuaciones paramétricas, x =ty y = 2.) En la
figura 10 se ilustran tanto el cilindro como la ctbica torcida, y se ve que la curva se des-
plaza hacia arriba desde el origen a lo largo de la superficie del cilindro. También se
recurre a este método en el ejemplo 4 para imaginar la hélice que estd en el cilindro circu-
lar (véase la figura 2).




En Visual 13.1C se muestra cémo surgen
las curvas como intersecciones de superficies.

FIGURA 11

Algunos sistemas algebraicos computarizados
proporcionan una imagen mas clara de una
curva en el espacio encerrandola en un tubo.
Estas graficas permiten ver si una parte de la
curva pasa enfrente de otra parte de la curva o
atrés de ésta. Por ejemplo, en la figura 13 se
ilustra la curva de la figura 12b) que se obtie