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PROLOGO

*“ Todo debe hacerse tan simple como sea posible, pero sin excederse en ello.”

Albert Einstein

El Cdlculo 7 (de aqui en adelante abreviado como EC7) es una obra disefiada
tanto para los cursos de especializacién en matemaéticas como para los estu-
diantes cuyo interés primario radica en la ingenierfa, las ciencias fisica y
sociales, o los campos no técnicos. La exposicién estd adecuada a la experiencia
y madurez del principiante. Las explicaciones detalladas, los abundantes
ejemplos desarrollados asi como la gran variedad de ejercicios, contindan
siendo las caracteristicas distintivas del texto.

En ningtin otro tiempo entre ediciones sucesivas han ocurrido tantos
cambios en la ensefianza del Célculo como en el periodo entre las ediciones
sexta y séptima de este texto. Muchos de estos cambios son el resultado de la
disponibilidad de la tecnologia moderna en la forma de calculadora gréfica o
graficadora manual. Algunos otros cambios se deben al movimiento denomi-
nado reforma del Cdlculo. He invitado a seguir este movimiento observando
el principio: REFORMA CON RAZON. Con el fin de apegarme a este pn'ncipiéf'
he aplicado las siguientes guias:

1. La tecnologia debe incorporarse para mejorar la ensefianza y el apren- _
dizaje del Célculo, no para reemplazar las mateméticas o restar impor-
tancia a los temas teéricos.

2. Las definiciones y teoremas deben establecerse formalmente, no in-
formalmente.

3. Los estudiantes deben estar concientes de que las demostraciones de los
teoremas son necesarias.

4. Cuando se presenta una demostracién, debe ser bien motivada y cuida-
dosamente explicada, de modo que sea entendible para cualquiera que
haya alcanzado un dominio promedio de las secciones anteriores del libro.

5. Cuando se establece un teorema sin demostracion, la discusién debe au-
mentarse mediante figuras y ejemplos; en tales casos, debe enfatizarse
el hecho de que lo que se presenta es un ejemplo ilustrativo de la propo-
sicion del teorema y no una demostracién del mismo.

6. Debe darse importancia a los modelos matemidticos de las aplicaciones
de la vida real.

7. Debe destacarse la redaccién en mateméticas.

Los catorce capitulos de EC7 pueden clasificarse en dos partes: capitulos
1-9, en los que se estudian funciones de una variable y series infinitas; capi-
tulos 10-14, en los que se tratan vectores y funciones de més de una variable.
En EC7 se han realizado cambios en las dos partes. En todo el libro se mantiene
un sano equilibrio entre un estudio riguroso y un punto de vista intuitivo, in-
cluso en las modificaciones.

Con objeto de alcanzar los objetivos planteados, se han incorporado las
siguientes caracteristicas:
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GRAFICADORA “ACTIVA”

A lo largo de la presentacién, EC7 utiliza la calculadora gréfica o graficadora
manual no sélo como un poderoso y fascinante instrumento para el apren-
dizaje, sino como un instrumento fundamental en la solucién de problemas. Se
ha integrado la graficadora directamente a la exposicién de acuerdo a la filo-
soffa que he aprendido en mis tres veranos con TICAP (Technology Intensive
Calculus for Advanced Placement) la cual se resume como sigue:

1. Trabajar analiticamente (con papel y ldpiz); después apoyar numérica
y grdficamente (con la graficadora).

2. Trabajar numérica y grdficamente; después confirmar analiticamente.

3. Trabajar numérica y grdficamente debido a que otros métodos no son
prdcticos o posibles.

MODELOS MATEMATICOS Y
PROBLEMAS VERBALES

Los modelos mateméticos de situaciones précticas presentadas como proble-
mas verbales surgen en diversos campos como fisica, quimica, ingenierfa,
administracién, economia, psicologfa, sociologfa, biologfa y medicina. Las
funciones como modelos matemadticos se introducen primero en la seccién 1.3 y
aparecen con frecuencia en el resto del texto. La seccién 1.3 contiene suge-
rencias para obtener una funcién como modelo matemético paso a paso.

REDACCION EN MATEMATICAS

A fin de completar la solucién de cada ejemplo de un problema verbal, se
presenta una conclusién que responde a las preguntas de éste. El estudiante
debe redactar una conclusién semejante, que consista en una o mas oraciones
completas, para cada ejercicio similar. Al final de cada grupo de ejercicios hay
uno o dos de redaccién los cuales pueden preguntar sobre cémo o por qué
funciona un procedimiento determinado, o bien, pueden pedirle al estudiante
que describa, explique o justifique un proceso particular.

EJERCICIOS

Los ejercicios, revisados de las ediciones anteriores y ordenados por grados de
dificultad, proporcionan una gran variedad de tipos de problemas que van des-
de célculos y aplicaciones hasta problemas tedricos para la calculadora y
ejercicios de redaccién, como los mencionados anteriormente. Estos aparecen
al final de cada seccién y como ejercicios de repaso al final de cada capitulo.

EJEMPLOS Y EJEMPLOS ILUSTRATIVOS

Los ejemplos, cuidadosamente seleccionados, habilitan a los estudiantes en
la resolucién de los ejercicios, y ademds sirven como modelos para sus solu-
ciones. Se utiliza un ejemplo ilustrativo a fin de mostrar un concepto, defini-
cién o teorema particular; es un prototipo de la idea expuesta.

PROGRAMA DE ARTE VISUAL (FIGURAS)

Todas las figuras se han vuelto a trazar para EC7. Las gréficas trazadas en la
graficadora se muestran en una pantalla de graficadora enmarcada por un
borde de color mds oscuro a diferencia de las graficas dibujadas a mano. Todas
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las. figuras tridimensionales se han generado mediante computadora con el
fin de obtener precisién matemaética. Estas figuras, que son més vividas que
en las ediciones anteriores, fueron creadas con la ayuda de Matemdtica® y
Adobe Hlustrator®.

ASPECTOS PEDAGOGICOS

i‘ Cada capitulo comienza con una introduccién titulada VISION PRELIMINAR.

Al final de cada capftulo se muestra una lista de sugerencias para su revi-
sién. Juntos, estos aspectos sirven como una resefia, de principio a fin del
capitulo, cuando el estudiante se prepara para un examen.

DESCRIPCION DE CADA CAPITULO
Capitulo 1T Funciones, limites y continuidad

Los tres temas del titulo de este capitulo conforman la base de cualquier pri-

i mer curso de Célculo. Se exponen todos los teoremas de limites incluyendo
algunas demostraciones en el texto, mientras que otras se esbozan en los
4 ejercicios. La seccién 1.3, nueva en esta edicién, presenta las funciones

como modelos mateméticos anticipadamente de su uso posterior en aplica-
ciones. En consecuencia, estos modelos proporcionan al estudiante una vista
preliminar de cémo se aplica el Célculo en situaciones reales. La seccién 1.4,
también nueva, utiliza la graficadora para introducir el concepto de limite de
una funcién.

Capitulo 2 Derivada y diferenciacién

En la secci6n 2.1 se define la recta tangente a la grafica de una funcién antes
de estudiar la derivada, esto con el propésito de mostrar un avance de la inter-
pretacién geométrica de este concepto. Las aplicaciones fisicas de la derivada en
el estudio del movimiento rectilineo se presentan s6lo después de haber de-
mostrado los teoremas sobre diferenciacién, de modo que dichos teoremas

: pueden emplearse en estas aplicaciones. En la secci6n 2.7 se estudian las

i derivadas de las seis funciones trigonométricas y después se emplean
como ejemplos para la presentacién inicial de la regla de la cadena en la
siguiente seccién. La derivada numérica, tema nuevo en esta edicién y pre-
sentado en la seccién 2.3, se utiliza junto con la graficadora para apro-
ximar derivadas y para trazar sus gréficas. En la seccién 2.4 se simula el
movimiento de una particula sobre una linea recta.

Capitulo 3 Comportamiento de las
funciones y sus gréficas, valores extremos
y aproximaciones

En este capitulo se presentan las aplicaciones tradicionales de la derivada que
implican méximos y minimos as{ como el trazado de una curva. Los Iimites
al infinito y sus aplicaciones para determinar asintotas horizontales se han
cambiado a este capitulo donde se aplican a fin de dibujar gréficas. La grafica-
dora se utiliza frecuentemente con el objeto de apoyar los resultados obtenidos
de forma analitica asf como para conjéturar propiedades de las funciones, las
b cuales se confirman después analiticamente. Un aspecto nuevo de esta edicién
estd relacionado con los ejercicios, donde se le pide al estudiante que dibuje
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la grafica de una funci6n a partir de la grafica de su derivada y viceversa. En la
seccién final del capitulo se presenta la aproximacién mediante la recta tan-
gente junto con el método de Taylor y el de diferenciales.

Capitulo 4 Integral definida e integracién

Las dos primeras secciones tratan sobre antiderivacién (o antidiferenciacion).
Se utiliza el término antiderivacion en lugar de integracion indefinida, sin
embargo, se conserva la notacién estandar [f(x) dx. Esta notacién sugerird
que debe existir alguna relacién entre integrales definidas y antiderivadas,
pero no veo perjuicio alguno en lo anterior, en tanto la presentacién propor-
cione un panorama tedricamente apropiado de la definicién de la integral
definida como un limite de sumas. Dichos limites se aplican primero para de-
finir el drea de una regién plana y después se utilizan en la definicién de la
integral definida. La capacidad de la graficadora para aproximar el valor de
una integral definida se presenta antes de la demostracién del segundo teo-
rema fundamental del Célculo, utilizado para obtener valores de integrales
analiticamente. Esta capacidad permite demostrar propiedades de la integral
definida en una graficadora tal como se desarrollan. La seccién 4.3, sobre
ecuaciones diferenciales separables, presenta aplicaciones sobre el movimiento
rectilineo, donde el movimiento se simula en la graficadora. Otras aplicaciones
de los conceptos de este capitulo incluyen el estudio completo del drea de una

regién plana asi como el volumen de sélidos, presentados posteriormente en

la edicién anterior. La seccién 4.9 se inicia con el cdlculo de volimenes mediante
el método de rebanado, se continiia con la determinacién de volimenes de s6lidos
de revolucién mediante los métodos de discos y de arandelas, considerados co-
mo casos especiales del método de rebanado. En la seccién 4.10 se determinan
los volimenes de sélidos de revolucién mediante el método de capas cilindricas.

Capitulo 5 Funciones logaritmicas,
exponenciales, trigonométricas inversas
e hiperbélicas

En la primera seccion se tratan las funciones inversas, y las cinco secciones
siguientes se dedican a las funciones logaritmica y exponencial. Primero se
define la funcién logaritmica natural y después la funcién exponencial natural
como su inversa. Este procedimiento permite dar un significado preciso de un
exponente irracional de un nimero positivo. Posteriormente se define la fun-
cién exponencial de base a, donde a es positivo. Las aplicaciones de estas
funciones incluyen las leyes naturales de crecimiento y decaimiento, el creci-
miento limitado implica la curva de aprendizaje, y la funcién de densidad de
probabilidad normal estandarizada. Las tres dltimas secciones se dedican a las
funciones trascendentes (no algebraicas) restantes: las funciones trigonomé-
tricas inversas y las funciones hiperbélicas.

Capitulo 6 Aplicaciones adicionales de la
integral definida

En este capitulo se presentan las aplicaciones de la integral definida, no sélo
las técnicas de manipulacién sino también los principios fundamentales invo-
lucrados. La longitud de arco, una aplicacién geométrica, se trata en la sec-
cién 6.1. Las otras cuatro secciones estdn dedicadas a aplicaciones fisicas, las
cuales incluyen centro de masa de una barra y de regiones planas, trabajo y
fuerza ejercida por la presién de un liquido. En cada aplicacién, se motivan
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y explican intuitivamente las definiciones de los términos nuevos. Se han
vuelto a escribir todas las secciones y se han agregado ejemplos, en algunos
de ellos se utiliza la graficadora para aproximar el valor de la integral definida.

Capitulo 7 Técnicas de integracién, formas
indeterminadas e integrales impropias

Las técnicas de integracién cdnstituyen uno de los aspectos més importantes
de las operaciones del Célculo. Estas técnicas se estudian en las primeras cinco
secciones, tratadas en ocho en la edicién anterior. Después de una motivacién
introductoria, se explican los fundamentos tedricos de cada uno de los métodos.
El dominio de las técnicas de integracién depende de los ejem-
plos, y se han utilizado como problemas ilustrativos que, seguramente, el
estudiante enfrentard en la préctica. En la seccién 7.4 se presentan otras dos
aplicaciones de la integraci6n: crecimiento logistico, que surge en economia,
biologia y sociologia; y la ley quimica de accién de masas. En la seccién 7.6
se estudian dos métodos numéricos para aproximar integrales definidas. Estos
procedimientos son importantes debido a que resultan muy adecuados para el
uso de computadoras y graficadoras. Los temas sobre aproximacion de inte-
grales definidas incluyen el establecimiento de teoremas acerca de las cotas
para el error implicado en estas aproximaciones. Las cuatro secciones res-
tantes, que tratan acerca de las formas indeterminadas e integrales impropias,
se han reubicado en esta edicién; preceden inmediatamente a los temas de se-
ries, en donde se aplican muchos de los resultados obtenidos. Las aplicaciones
de las integrales impropias incluyen la funcién de densidad de probabilidad asf
como algunas otras relacionadas con geometria y economia.

Capitulo 8 Aproximaciones polinomiales,
sucesiones y series infinitas

Las secciones acerca de sucesiones y series se han considerado en un solo
capitulo y no en dos como en la edicion anterior. Todos los temas se incluyen,
pero algunas de las discusiones se han acortado sin sacrificar la integridad
matemdtica. Este capitulo es independiente y puede estudiarse en cualquier
momento después de completar los primeros siete capitulos. La primera seccién
trata acerca de aproximaciones polinomiales mediante la férmula de Taylor.
Esta férmula se generaliza a la serie de Taylor en la seccién 8.9. Las secciones
8.2-8.6 se handedicadoalas sucesiones y series infinitas de términos constantes,
y en la seccién 8.6 se presenta un resumen de los criterios de convergencia
para series infinitas. En las secciones 8.7—8.10 se estudian las series de tér-
minos variables denominadas series de potencias. Los temas de este capitulo
conducen por sf mismos a la incorporacién de la graficadora, no sélo para faci-
litar el estudio sino que permite a los estudiantes examinar € investigar la con-
vergencia o divergencia de una serie infinita y de aproximaciones polinomiales.

Capitulo 9 Ecuaciones paramétricas, curvas
planas y gréaficas polares

Los tres temas de este capitulo se han agrupado para completar el estudio del
célculo de una variable. Las dos primeras secciones tratan sobre ecuaciones
paramétricas y curvas planas, constituyen un requisito previo para el estudio.
de vectores. En las dos secciones siguientes se estudian graficas polares,
mientras que en la seccién final se presenta un tratamiento unificado de las
secciones conicas y las ecuaciones polares de las cénicas. La discusién de
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las secciones conicas en coordenadas rectangulares ahora se estudian por lo
general en un curso previo al Calculo, en esta edicién se tratan en el apéndice.

Capitulo 10 Vectores, rectas, planos
y superficies en el espacio

En esta edicién, los vectores bidimensionales y tridimensionales se estudian
en el mismo capitulo y no en forma separada como en ediciones anteriores. En
la seccién 10.1 se definen los vectores en el plano. En la seccién 10.2, antes
de definir un vector tridimensional, se presenta el espacio numérico tridimen-
sional, el cual se denota por R>. En el capitulo también se. proporciona una
introduccién vectorial a la geometria analitica sélida al estudiar, en la seccién
10.4, rectas y planos en R3, y superficies en la seccién 10.6.

Capitulo 11 Funciones vectoriales

De igual manera que con los vectores en el capitulo 10, en este capitulo se
estudian las funciones vectoriales tanto en el plano como en el espacio
tridimensional. Las curvas en los dos espacios, definidas mediante una funcién
vectorial o por medio de un conjunto de ecuaciones paramétricas, asi como sus
propiedades también se estudian simultineamente. Las aplicaciones de este
capitulo tratan acerca de geometria, fisica e ingenierfa. En la seccién 11.5,
sobre movimiento curvilineo, se utiliza la graficadora para simular en movi-
miento de un proyectil en un plano.

Capitulo 12 Calculo diferencial de
funciones de mas de una variable

Los temas contenidos en este capitulo se han reunido y condensado de dos
capitulos de las ediciones anteriores, otra vez sin afectar la integridad mate-
mdtica. En las primeras cinco secciones se estudian limites, continuidad, deri-
vadas parciales, diferenciabilidad y la regla de la cadena para funciones de
mds de una variable. Las aplicaciones de estas secciones incluyen la determi-
nacién de tasas de variacién y el célculo de aproximaciones. La seccién 12.6,
sobre derivadas direccionales y gradientes, precede a una seccién que muestra
la aplicacién del gradiente en la determinacién de planos tangentes y rectas
normales a superficies. Otras aplicaciones de las derivadas parciales se pre-
sentan en las dos dltimas secciones y tratan sobre problemas de extremos y
multiplicadores de Lagrange.

Capitulo 13 Integracién moltiple

El Célculo integral de funciones de mds de una variable, contenido en las
secciones 13.2—13.6, es precedido por una seccién en la que se estudian coorde-
nadas cilindricas y esféricas, reubicadas en esta edicion, de modo que estén
mas cerca a los temas en que se aplican. Las integrales dobles de las fun-
ciones de dos variables se estudian en la seccién 13.2 y en las dos secciones
siguientes se aplican a la fisica, ingenieria y geometria.

Capitulo 14 Introduccién al
Calculo de campos vectoriales

En las seis secciones de este capitulo final se presenta un estudio amplio del
Cilculo vectorial. Este estudio incluye campos vectoriales, integrales de linea,
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el teorema de Green, el teorema de la divergencia de Gauss y el teorema de
Stokes. La presentacién de estos temas es intuitiva y las aplicaciones son
acerca de fisica e ingenierfa.

Apéndice

Los temas de 4lgebra, trigonometria y geometria analitica, por lo comun se
estudian en cursos previos al Célculo, ahora se presentan en el apéndice, de-
jando asf el cuerpo principal del texto para temas estrictamente de Célculo. Esta
modificacién tiene como consecuencia el hecho de que las palabras con geo-
metria analitica no aparecen en el titulo de esta edicién. Las secciones del
apéndice pueden cubrirse en detalle, como un repaso o pueden omitirse por
completo, dependiendo de la preparacién de los estudiantes de cada grupo.

Secciones suplementarias

Las secciones suplementarias se encuentran después del apéndice; estas sec-
ciones contienen temas que pueden ser cubiertos u omitidos sin afectar la
comprension del material subsecuente. Estas secciones designadas mediante
el mimero de la seccidén del cuerpo principal del texto, contienen discu-
siones teéricas y algunas de las demostraciones més dificiles.

Louis LerrHOLD
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MATERIAL SUPLEMENTARIO PARA EL CALCULO*

Para el estudiante

An Outline for the Study of Calculus (Un esbozo para el estudio del
Cilculo) por Leon Gerber, de Saint John’s University y John Minnick, de
DeAnza College.

Para ayudar a los estudiantes en su estudio de EC7, este manual, en tres
voliimenes, contiene las soluciones detalladas paso a paso de todos los ejer-
cicios cuyo ntimero es divisible entre 4. Los manuales también contienen to-
dos los teoremas y definiciones importantes asi como exdmenes simples con
sus soluciones para cada capitulo.

Para el profesor

Instructor’s Solutions Manual for THE CALCULUS 7 (Manual de solu-
ciones para el profesor) por Leon Gerber, de Saint John’s University.

Este manual, en dos voliimenes, contiene las soluciones para todos los
ejercicios de EC7.

Test Generator/Editor with Quizmaster (Generador de exdmenes/Editor
con Quizmaster)

Este banco de exdmenes computarizado estd disponible en versiones para
DOS y Macintosh, y puede trabajarse completamente en redes. El Generador
de Exdmenes, escrito para EC7, puede emplearse para seleccionar problemas
y pregunias al elaborar exdmenes ya preparados. El Editor permite a los pro-
fesores editar cualesquiera datos preexistentes o crear sus propias preguntas.
Quizmaster permite a los instructores crear exdmenes y cuestionarios del Ge-
nerador de Exdmenes y almacenarlos en discos de modo que puedan ser uti-
lizados por los estudiantes en computadoras personales o en una red.

También estd disponible un banco de exdmenes impresos que incluye
todos los problemas y preguntas del banco de exdmenes computarizado.

Libros auxiliares de interés para
estudiantes y profesores de

Calculo publicados por

Oxford University Press, Harla, México

Estos materiales se encuentran listados en la tercera de forros de este
libro.

* N. del E. Este material s6lo est4 disponible en inglés. En un futuro préximo esta editorial tendrd el “Manual de resoluciones para el profesor”.
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ASPECTOS HISTORICOS DEL CALCULO

Algunas de los ideas fundamentales del Célculo se remontan a los antiguos
matemadticos griegos del tiempo de Arquimedes (287-212 a.C.) asf como a
los trabajos de los primeros afios del siglo XVII realizados por René
Descartes (1596-1650), Pierre de Fermat ((1601-1665), John Wallis
(1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677). Sin embargo, la invencién del
Cilculo se atribuye a Sir Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) debido a que ellos iniciaron la generalizacién y unifi-
cacién de estos conceptos mateméticos. Asimismo, otros mateméticos de los
siglos XVII y XVIII intervinieron en el desarrollo del Célculo, algu-
nos de ellos fueron: Jakob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli
(1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783) y Joseph L. Lagrange
(1736-1813). No obstante, no fue sino hasta el siglo XIX en que se estable-
cieron los fundamentos de las nociones y de los procesos del Célculo por
matemiaticos tales como Bernhard Bolzano (1781-1848), Augustin L.
Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) y Richard Dedekin
(1831-1916).
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PREPARACION PARA EL ESTUDIO DEL CALCULO

Aprender Célculo puede ser una de las experiencias educacionales mas
estimulantes y excitantes. Para que esto sea asf, usted debe iniciar su curso
de Célculo con el conocimiento de ciertos conceptos de matemdticas concer-
nientes a lgebra, geometria, trigonometria y geometria analitica.

Los temas de dlgebra, trigonometria y geometria analitica de especial
importancia se presentan en las secciones A.1-A.11 del apéndice al final del
libro. Las propiedades especificas de los nimeros reales asi como algunas
notaciones bdsicas se presentan en la seccién A.l. Debe familiarizarse con
estos temas antes de iniciar el capftulo 1. Refiérase a las secciones A.2-A.8 y
A.10 para revisar los temas de geometria analitica. En la seccién A.9 se es-
tudian las funciones trigonométricas. Tal vez necesite estudiar la seccién
A.11, donde se presentan las fracciones parciales, antes de tratar la sec-
cién 7.4 sobre integracién de funciones racionales.

La visualizacién mediante grificas juega un papel importante en el es-
tudio del Célculo. Estas gréficas se obtendrdn en dos formas: a mano y me-
diante un dispositivo de graficacién automético de alta velocidad como las
graficadoras y computadoras con el software apropiado. Estos dispositivos
funcionan de manera similar, pero para el estudiante resultard mds préctico
utilizar una graficadora que una computadora personal. En consecuencia, en
el texto se empleara la graficadora.

Cuando se trate de una gréifica realizada a mano se usard la termino-
logia dibuje la grdfica, y cuando deba emplear un dispositivo electrénico en su
elaboracion se indicard trace la grdfica. Las gréficas trazadas en una grafica-
dora estdn representadas por figuras que muestran una pantalla de graficado-
ra enmarcada por un rectdngulo y las ecuaciones de las graficas mostradas
se indican en la parte inferior de la pantalla. Las graficadoras no son estric-
tamente autométicas debido a que requieren de un operador (una persona que
las haga funcionar) que presione teclas especificas; sin embargo, como estas
teclas dependen del fabricante y del modelo de la graficadora, deberd con-
sultar el manual de funcionamiento para obtener informacién sobre cémo
realizar operaciones especificas.

Con los conocimientos bdsicos preliminares, estd usted preparado para
iniciar su curso de Célculo, que es el fundamento para muchas de las ramas
matemdticas y para la mayoria de los conocimientos del mundo moderno.
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Los dos operaciones malemélicas fundamentales
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1.1 FUNCIONES Y SUS GRAFICAS

FIGURA 1
Tabla 1
x |y =x*
1 1
3 9
2 4
4 16
0 0
-1 1
3 9
-3 3
-4 16

X: todos los ¥: nimeros no
nimeros reales negativos

FIGURA 2

Con frecuencia, en las aplicaciones précticas el valor de una variable depende
del valor de otra. Por ejemplo, el salario de una persona puede depender del
mimero de horas que trabaje; la produccién total de una fdbrica puede de-
pender del nimero de méquinas que se utilicen; la distancia recorrida por un
objeto puede depender del tiempo transcurrido desde que sali¢ de un punto
especifico; el volumen del espacio ocupado por un gas a presién constante
depende de su temperatura; la resistencia de un cable eléctrico de longitud
fija depende de su didmetro; etc. La relacién entre este tipo de cantidades sue-
le expresarse mediante una funcidn. Para fines exclusivos de este texto, las
cantidades involucradas en estas relaciones son niimeros reales.

En la figura 1 se muestra la representacién de una correspondencia de
este tipo. Se puede establecer el concepto de funcién de otra manera: considere
intuitivarmente que el ndmero real y del conjunto Y es una funcién del niimero
x del conjunto X, si existe una regla mediante la cual se asocia un solo valor
de y a un valor x. Esta regla se expresa frecuentemente por medio de una
ecuacién. Por ejemplo, la ecuacién

y =2

define una funci6n para la cual X es el conjunto de todos los nimeros reales
y Y es el conjunto de los niimeros no negativos. El valor de y asignado al
valor de x se obtiene al multiplicar x por si mismo. La tabla 1 proporciona
algunos de estos valores y la figura 2 ilustra la correspondencia de los nime-
ros de la tabla.

Para denotar funciones se utilizan simbolos como f, g y A. El conjunto X
de los niimeros reales indicado anteriormente es el dominio de la funcién y el
conjunto Y de nimeros reales asignados a los valores de x en X es el contra-
dominio de la funcién. El dominio y el contradominio suelen expresarse en la
notacién de intervalos descrita en la secci6én A.1 del apéndice.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Con notacién de intervalos,

el dominio y contradominio de 1a funcién definida por la ecuacién
y = x?

€s (—oo, +00) ¥ el contradominio es [0, +00). |

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  Seafla funcién definida por

la ecuacién

y= Jx-2

Como los nimeros se han restringido a los aiimeros reales, y es una funcién
de x s6lo si x — 2 = 0 debido a que para cualquier x que satisfaga esta de-
sigualdad, se determina un solo valor de y. Sin embargo, si x < 2, se
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tiene la rafz cuadrada de un nimero negativo, y en consecuencia, no se obten-
drd un ndmero real y. Por tanto, se debe restringir x de manera que x > 2.
De este modo, el dominio de f es el intervalo [2, +o0), y su contradominio
es [0, +00). 4

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Scagla funcién definida por

la ecuacién
y= ~x2-9

Se observa que y es una funcién de x s6lo para x = 3 0 x < -3 (o sim-
plemente, |x| > 3); para cualquier x que satisfaga alguna de estas desi-
gualdades, se determinaré un solo valor de y. No se determinara ningin valor
real de y si x estd en el intervalo abierto (-3, 3), ya que para estos valores de
x se obtiene la raiz cuadrada de un nimero negativo. Por tanto, el dominio
de ges (o0, 3] U [3, +00), y el contradominio es [0, +c0). |

Se puede considerar una funcién como un conjunto de pares ordena-
dos. Por ejemplo, 1a funcioén definida por la ecuacién y = x* consta de todos
los pares ordenados (x, y) que satisfacen la ecuaci6n. Los pares ordenados de
esta funci6n proporcionados por la tabla 1 son (1, 1), (3, ), (4, 16), (0, 0),
-1, D, - %, %) y (—4, 16). Por supuesto, existe un nimero ilimitado de pares
ordenados de esta funcidn, algunos otros son (2, 4), (-2, 4), (5, 25), (-5, 25),
(+/3, 3), etcétera.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4  La funcién f del ejemplo

ilustrativo 2 es el conjunto de pares ordenados (x, y) para los cuales
= +/x — 2. En sfmbolos esto se expresa como

f={xy|y=+vx-2}

Algunos de los pares ordenados de f son (2, 0), (3, 1), (3, 1), 4, v2),
5, 3),(6, 2),(11, 3). <

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5  La funcién g del ejemplo
ilustrativo 3 es el conjunto de pares ordenados (x, y) para los cuales

y = +x% - 9; es decir,
g=1xy | y= Jx*-9)

Algunos de los pares ordenados de g son (3, 0), (4, ~/7), (5, 4), (-3, 0),
13, 2) <

A continuacién se establecerd formalmente la definicién de funcién
como un conjunto de pares ordenados. Al definir una funcién de esta manera,
y no como una regla de correspondencia, se hace mas preciso su significado.

1.1.1 Definicién de funcién




4

CAPTULO 1 FUNCIONES, LIMITES Y CONTINUIDAD

nimero. El conjunto de todos los valores admisibles de x se denomina
dominio de la funcién, y el conjunto de todos los valores resultantes
de y recibe el nombre de contradominio* de la funcién.

En esta definicién, la restriccién de que dos pares ordenados no pueden
tener el mismo primer nimero asegura que y es Unico para cada valor especi-
fico de x. Los simbolos x y y denotan variables. Debido a que el valor de y
depende de la eleccién de x, x denota a la variable independiente mientras
que y representa a la variable dependiente.

Si f es la funcién tal que los elementos de su dominio se representan por
x, y los elementos de su contradominio se denotan por y, entonces €l simbolo
f(x) (léase “f de x™*) denota el valor particular de y que corresponde al valor de
x. La notacién f(x), denominada valor de funcién, se debe al matemdtico y
fisico suizo Leonhard Euler (1707-1783).

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 En el ejemplo ilustrativo 2,
f=1{xy I y = +/x — 2}. De modo que

f&x) = Jx -2
A continuacién se calcular4 f(x) para algunos valores especificos de x.
f3)=4J3-2 f5) = v5-2
=1 = \/5
f®) = J6-2 fO) = V9 -2
=2 V7 <

Cuando se define una funcién, debe indicarse el dominio implicita o
explicitamente. Por ejemplo, si f esta definida por

f(x) = 3x2 - 5x + 2

la funci6n tiene un valor si x es cualquier nimero real; por tanto, el dominio
es el conjunto de todos los nimeros reales. Sin embargo, si festéd definida por

f)=3x2-5x+2 1=<x<10

entonces el dominio de f consta de todos los nimeros reales entre 1 y 10, in-
cluidos éstos.
De manera semejante, si g estd definida por la ecuacién

S5x =2

gx) = x+4

estd implicito que x # —4, debido a que el cociente no estd definido para
x = —4; en consecuencia, el dominio de g es el conjunto de todos los nime-
ros reales excepto —4.

Si h estd definida por la ecuacién

h(x) = V4 - x2

el dominio de % es el intervalo cerrado [-2, 2] porque 4 — x2 no es un
nimero real para x > 2 0x < -2. El contradominio de A es [0, 2].

* N. del T. La palabra inglesa range se ha traducido generalmente como rango, y corresponde al nombre del conjunto de valores asignados a la

variable dependiente de una funcién. Otros nombres para este conjunto son: recorrido (poco empleado en célculo); ambito (término muy recien-
te para este concepto); imagen (muy empleado en 4lgebra y teoria de conjuntos); rango (muy empleado en céiculo).
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’ EJEMPLO 1 Dado que fes la funcién definida por
f(x)=x2+3x—4

determine: (a) f(0); (b) f(2); (¢) f(h); (d) fQ2h); (&) f(2x); (F) flx + h);
(&) fexy + f(h)

. Solucion
@ f(0)=02+3-0-4 M) f(2) =22 +3.-2-4
; = -4 =6
© f(h) = h2 + 3h - 4 () fh) = (R)? + 3(2h) - 4
= 4h% + 6h - 4
(€ f2x) = (2x)?2 + 3(2x) - 4

Il

4x2 + 6x - 4

(x+ m2+3(x + h) - 4
2+ 2 + K +3x+3h-4
=x2 +Qh+3x + (W + 3h - B

® fx + h)

1]

@ fx) + f(h) =02+ 3x~4) + R+ 3h - 4)
=x2+3x+ (W +3h-8) 4

Compare los célculos del inciso (f) y (g) del ejemplo 1. En el inciso (f) se
realiza el célculo de f(x + h), que es el valor de la funcién para la suma de x y
h. En el inciso (g), en donde se calcula f(x) + f(h), se obtiene la suma de los
dos valores de la funcién f(x) y f(h).

En el capitulo 2 se requerira calcular cocientes de la forma

[GtM=f6) g

Este cociente se presenta como la pendiente de la recta que pasa por los pun-
tos (x, f(x)) y (x + h, f(x + h)) de la grifica de la funcién definida por

y = f(x). Consulte la figura 3. En caso de que al efectuar el célculo aparezca
en el numerador la diferencia de dos radicales, se racionaliza el numerador
como en el inciso (b) del ejemplo siguiente.

P  EJEMPLO 2  Determine
fx+h) - f(x)
h

donde h # 0,si(a) f(x) = 4x2 - 5x + 7;(b) f(x) = +/x.

Solucion
@ fFGx+h) - flx) _ 4x+h2-5x+h)+7-(4x2-5x+7)
h - h
_ 4x?2 + 8hx + 4h* —S5x ~5h+7-4x2 +5x -1
h
_ 8hx — 5h + 4h2
- h

8x -5 + 4h
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5
fo = Jx -2
FIGURA S

FIGURA 7

fx+h) - f(x) _ Jx+h-+x
(b) A = A
(Wx+h - Vx)Wx+ h+x)
h(Vx + h + Vx)

(x+h)-x

A(Jx + h +/x)

h
h(Wx+h +/x)

1
x4+ h o+ Ax

En el segundo paso del inciso (b) de esta solucién, se multiplica el
numerador y el denominador por el conjugado del numerador para racionali-
zar el numerador, de donde se obtiene un factor comiin de 4 en el numerador y
en el denominador. <

El concepto de funcién como un conjunto de pares ordenados permite
enunciar la siguiente definicién de grdfica de una funcion.

1.1.2 Definicion de grafica de una funcién

Si fes una funcién, entonces la gréfica de f es el conjunto de todos los
puntos (x, y) del plano R? para los cuales (x, y) es un par ordenado de f.

De esta definicién, se deduce que la grifica de una funcién fes la misma
que la grafica de la ecuaciény = f(x).

La grifica de la funci6n del ejemplo ilustrativo 1 es la parédbola dibujada en
la figura 4. La gréfica de la funcién f de los ejemplos ilustrativos 2 y 4 y dibujada
en la figura 5 es la mitad superior de la pardbola. La grifica de la funcién g de
los ejemplos ilustrativos 3 y 5 estd dibujada en la figura 6; estd grafica es la mitad
superior de una hipérbola.

Recuerde que en una funcién existe un solo valor de la variable depen-
diente para cada valor de la variable independiente del dominio de la funcién.
En términos geométricos, esto significa que:

Una recta vertical intersecta la gréfica de una funcién a lo més en un
punto. X e

Observe que en las figuras 4, 5 y 6, cualquier recta vertical intersectard a
cada gréfica cuanto més en un punto.

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Considere el conjunto

{(x, y) | 2 + y2 = 25), cuya gréfica es la circunferencia, de radio 5 y
centro en el origen, dibujada en la figura 7. Este conjunto de pares ordenados no
es una funcién porque para cualquier x en el intervalo (-5, 5), dos pares
ordenados diferentes tienen a x como primer nimero. Por ejemplo, (3, 4) y
(3, —4) son dos pares ordenados del conjunto dado. Ademds, observe que
cualquier recta vertical cuya ecuacién sea x = a, donde -5 < a < 5, inter-
secta a la circunferencia en dos puntos. <
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[-7.5, 7.5] por [-L, 9]

g0 = x(x - 2)
FIGURA 8

\m— x
5
x -1 six < 3
fx) =45 six = 3
2r+ 1 si3<x

FIGURA 9

’ EJEMPLO 3 Determine el dominio de la funcién g definida por
gx) = x(x -2)

Apoye la respuesta trazando la grafica en la graficadora.

Solucién Como A/ X(x = 2) no es un nimero real cuando x(x -2) < 0,
el dominio de la funcién g consta de los valores de x para los cuales
x(x — 2) = 0. Esta desigualdad se satisface cuando se tiene alguno de los
dos casos siguientes: x = 0yx — 2 = 0;osix < 0yx -2 < 0.

Casol:x =2 0yx ~ 2 = 0.Estoes,
x=20y x=2

Ambas desigualdades se cumplen si x = 2, lo cual equivale a que x esté en
el intervalo [2, + o0).

Caso2:x < 0yx - 2 < 0.Estoes,
x<0yx=<2

Las dos desigualdades se cumplen si x < 0, lo cual equivale a que x perte-
nezca al intervalo (—oo, 0].

Las soluciones de estos dos casos se combinan para obtener el dominio
de g, el cual es (—o0, 0] U [2, +o0).

La gréfica de g se muestra en la figura 8. Esta gréfica desciende desde la
izquierda hasta x = 0, asciende hacia la derecha a partir de x = 2, y no con-
tiene puntos cuando x estd en el intervalo abierto (0, 2). Por tanto, la grafica
apoya la respuesta. 4

Como se vio, el dominio de una funcién puede determinarse me-
diante la definicién de la funcién. Con frecuencia se determina el contrado-
minio a partir de la grifica de la funcién, como en el ejemplo siguiente en el
que se trata una funcion definida a trozos, la cual se define empleando maés
de una expresién.

’ EJEMPLO 4 Sea f la funcién definida por

x -1 six <3
fx) =415 six =3
2x+1 si3<x

Determine el dominio y el contradominio de f, y dibuje su gréfica.

Solucién El dominio de fes (—o0, +00). La figura 9 muestra la grifica
de f; consta de la porcién de larectay = x — 1 parala cual x < 3, el punto
(3,5) ylapartede larectay = 2x + 1 paralacual3 < x. Los valores de la
funcién son nimeros menores que 2, el mimero 5 0 mimeros mayores que 7.
Por tanto, el contradominio de f es el nimero 5 y aquellos nimeros en
(—00,2) U (7, +00). <

Las funciones definidas a trozos serdn de gran utilidad en el estudio de
limites, continuidad y derivada, como ejemplos y contra-ejemplos de funcio-
nes que poseen ciertas propiedades. En el caso de la gréfica de la funcién del
ejemplo 4, se rompe en el punto donde x = 3 lo que, como aprender4 en la
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g(x):{l;_z Sfx<l
x sil <x

FIGURA 10

hx) = x* -9
x -3
F*GURA 11

seccién 1.8, muestra que la funcién es discontinua para ese valor de x. En el
ejemplo siguiente se tiene una funcién definida a trozos cuya gréfica no se
rompe en el valor de x, en el que cambian las expresiones que la definen, en
este casoenx = 1.

’ EJEMPLO 5 Sea g la funcién definida por

2(%) :{i§—2 six < 1

Determine el dominio y el contradominio de g, y dibuje su gréfica.

sil <x

Solucién  El dominio de g es (—oo, +00). La grifica contiene la parte de
larectay = 3x — 2 para la cual x < 1y la porci6n de la pardbola y = x2
para la cual 1 < x. La gréfica se muestra en la figura 10. El contradominio
€s (~00, +00). <

P  EJEMPLO 6  La funcion h estd definida por

x2 -9
x -3

h(x) =
Determine el dominio y el contradominio de A, y dibuje su grifica.

Solucién Como h(x) estd definida para todo x, excepto 3, el dominio de
h es el conjunto de niimeros reales excepto 3. Cuando x = 3, tanto el nume-
rador como el denominador son cero y 0/0 no esté definido.

Al factorizar el numerador como (x — 3)(x + 3) se obtiene

(x = 3)(x+3)

hx) = x-3

o h(x) = x + 3, teniendo en cuenta que x # 3. En otras palabras, la funcién
h puede definirse por

hx) =x + 3 six #3

La grifica de h consta de todos los puntos de la recta y = x + 3 excepto
el punto (3, 6), y se muestra en la figura 11. El contradominio de # es el con-
junto de todos los nimeros reales excepto 6. |

En el ejemplo 6, la gréfica tiene un “hoyo” o “agujero” en x = 3, donde
h(3) no estd definido. En el ejemplo siguiente, también la gréifica tiene un
agujero en x = 3, pero el valor de la funcién en 3 sf estd definido.

P EJEMPLO 7  Sca H 1a funcién definida por

H(x):{;+3 six # 3 )

six = 3

Determine el dominio y el contradominio de H y dibuje su grafica.
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H(x)={x+3 six#3

2 six =3
FIGURA 12
y
A
( — .
4 P SRR,
ol
_ P sixz2
0 = {7 six = 2
FIGURA 13

M

fy = x|
FIGURA 14

Funcién miximo entero

FIGURA 15

Solucién Como H est4 definida para todo x, su dominio es (—oo, +00).
La gréfica de H se muestra en la figura 12. El contradominio de H es el con-
junto de todos los niimeros reales, diferentes de 6. |

» EJEMPLO 8 L. funcion festa definida por

) {xz six # 2
X) =
7 six =2

Determine el dominio y el contradominio de f y dibuje su gréfica.

Solucién Como f estd definida para todo x, su dominio es (—o0, +00).
La grdfica, mostrada en la figura 13, consta del punto (2, 7) y todos los
puntos sobre la pardbola y = x? excepto (2, 4). El contradominio de f es

[0, +o0). |

La funcién del ejemplo siguiente se denomina funcion valor absoluto.

> EJEMPLO 9 Determine el dominio y el contradominio de la
funcién f para la cual

fo = |x|
y dibuje su grafica.
Solucién  De la definicién de | x],

x six=0

f&x) = {
El dominio es (—o0, +o0). La grifica de f consta de dos semirectas que pa-
san por el origen y estdn por arriba del eje x; una tiene pendiente I y

la otra tiene pendiente —1. Consulte la figura 14. El contradominio de f es
[0, +00). |

-x six <O

La funcién valor absoluto se ha implementado en las graficadoras y
usualmente se denota por ABS. Otra funcién con que cuenta la graficadora es
la funcion maximo entero cuyos valores de funcién se denotan por [x]] y
estan definidos por

Ix] = n sin < x < n + 1, donde n es un entero

Esto es, [[x]] es el mdximo entero menor o igual que x. En particular, [1] = 1,
[1.31 = 1,[[0.51 = O,[-42] = -5y [[-80 = -8.

La gréfica de la funcién médximo entero estd dibujada en la figura 15.
Su dominio es el conjunto de todos los nimeros reales y su contradominio
consiste de todos los nimeros enteros. En muchas graficadoras se denota la
funcién maximo entero por INT.

» EJEMPLO 10 Dibuje la funcién G definida por
Gx) = [Ix] — x -

y determine su dominio y su contradominio. Apoye su respuesta trazando su
grifica en la graficadora.
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Gx)y =[xl - x
FIGURA 16

#m. ERARK '

L

[-5, 51 por [-2, 2]
G(x) = INT(x) - x
FIGURA 17

Solucidn Como G esti definida para todos los valores de x, su dominio
es (—oo, +00). A partir de la definicién de [[x] se obtiene lo siguiente:

si2=<x<-1, [x]] =-2 por tanto, G(x) = -2 - x,
si~1 <x<0, [xI = -1; por tanto, G{x) = -1 - x,
si 0sx<, [x] = 0; por tanto, G(x) = —x,

si 1 <x<2, Ix] = 1; por tanto, G(x) = 1 — x,
si 2 <x<3, [xI = 2 por tanto, G(x) = 2 — x,

y asf sucesivamente. De modo mds general, si n es cualquier niimero entero,
entonces

sin <x<n+ 1, [x]] = n por tanto, G(x) = n — x

Con estos valores de funcién se puede dibujar la grafica de G, mostrada
en la figura 16. A partir de la grifica se observa que el contradominio es
(-1, 0. Al trazar la grifica de G(x) = INT(x) — x se obtiene la figura 17, lo
cual apoya la respuesta. 4

EJERCICIOS 1.1

En los ejercicios 1 a 4, determine si el conjunto es una funcion. 7. Dadaf(x) = 2:2 + 5x - 3, determine (a) f=2);

Si es una funcién determine su dominio.

L @ {(x»]|y= +vx-4}

® {(y|y= Vx? - 4)
© {y|y= +4-x%)

@ {(xy)]|2?+ y? =4}
2. @ {xy|y= Vx+1)
® {xy]y=Vx2-1)
© {(y]|y= +1-2x2)
@ {xy|x2+y =1}

3@ {Ly]|y=xm {6y |x =)

(B) f(=1); © £O); (D f3); @ fh + 1 (D) f2x2);
@2 - 3 M) Ax + b O fG) + fh);

) ﬂ"f_ﬂ'h)._:_f.(_"_) h = 0.
8. Dadag(x) = 352 — 4, calcule (@) g(—4); (b) g( %);

(c) g(x2); (d) g(3x2 — 4); (e) g(x - h): (F) g(x) - g(h);

® M:M’h # 0.

9. Dada F(x) = +x + 9, encuentre (a) F(x + 9);
) F&? ~ 9; © Fix* — 9% (@ F(2 + 6);

) p(x4 - 6x2);(f) M_hhlf_i(x_),h % 0.

© {y|y=23@ {(y) | x=y% 10. Dada G(x) = +/4 — x, determine a) G(4 — x);

4. @ {6 ]|y=6-D*+2)
®) {ny|x=0G-22+1)
© {&Y|y=&+2°-1)
@ {y|x=(+ D -2}

((b) G(4 - x?); (©) G(4 — x*); @) Gdx — x2);

© Gt~ a2y, (p SR = G

En los ejercicios 11 a 46, dibuje a mano la grdfica de la fun-
cidn y determine su dominio y su contradominio.

Wh # 0.

5, Dadaf(x) = 2x — 1, determine .S = 32);2— : 12 8 = 42_ *
@) f3); ®) f2); © fO); @ fla + s (@ fix + 1); 13- F0 = 14. G = x2 + 2
(1) fQ2x); (® 2 f(x); (h) fx + h); () f(x) + f(h); 185, g(x») =5 - x2? 16. f(x) = (x - l)2

@ LE2 D= ID oy,

6. Dada f(x) = %, calcule (@) f(1); (b) f(-3); (¢) f(6);

17. G(x) = Jx -1 18, F(x) = V9 -x
19. f(x) = Vx2 -4 20. g(x) = V4 - x?
21 g(x) = V9 - x2 22, f(x) = x? -1

23. h(x) = |x - 3| 24. Hx) = |5 - x|

@ £(3); @ f(%): ¢)) f(%); ® L8 ) s -9 25 pw = [3x + 2} %. G = X4

f(x) x-2

0 -3y, () LEXB D 44 g 2. Hw = £ f = BirTrs3d

x+ 5 x+3
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29.

31.

32

33.

M.

35,

36.

37.

38.

39.

41.

42.

43.

45.
47.

49.

2 _ 2 a2y
foy = 22443 3 gy = BTG 3)
-1 2 -x-6
_J-2 six<3
f@ = { 2 si3<x
-4 six < -2
gx) ={-1 si2<x<2
3 si2<zx
g(x)z{Zx—] six # 2
0 six =2
_ )3+ 2 six 1
f@ = {8 six = 1
2.4 six23
Fx) = 4%
) {—z six =3
Gl = {9-—,\:2 six # -3
4 six = -3
G(x):{l_xz six < 0
3x+1 si0<x
F) = {x2—4 six < 3
2x -1 i3 <x
_Jex+ 7 six = -2
5 = {4—x si-2 < x
o )x=-2 six <0
1@ = {x2+l Si0 < x
x+3 six < -5
h(x) = {25 -x2 si-5<x<5
3-x si5<x
x+ 2 six < -4
H® = { J16-x*> si-4<x<4
2-x sid < x
3 2 3 2
- X —2x _ x4+ 3x
F(x) = =5 4. Gx)= ~ 3
f =[x - 41 46, gx) = [x + 21
(a) Dibuje la gréfica de la funcion escalon (o salto) unita-

rio denotada por Uy definida por

Ut = 0 six<o0
@) = 1 si0<x

Defina cada una de las siguientes funciones a trozos y di-
buje sus gréficas: (b) U(x — 1); (¢) Ux) - 1; () Ux) -
Ux - 1).

Defina cada una de las siguientes funciones a trozos y di-
buje sus gréficas, donde U es la funcién escalén unitario
definida en el ejercicio 47:

(@x-Ux;()(x + 1) - Ux + 1);
©Wx+1D-Ux+1)—x-U.

(a) Dibuje la grifica de la funcion signo denotada por sgn
y definida por

-1 six <0
sgnx =19 0 six=0
I si0<x

50.

51.

52,

53.

sgn(x) se lee “signo de x”. Defina cada una de las siguien-
tes funciones a trozos y dibuje sus gréficas: (b) x - sgn(y);
(©) 2 - xsgn(x); (d) x — 2 sgn(x).

Defina cada una de las siguientes funciones a trozos, don-
de sgn es la funcién signo definida en el ejercicio 49: (a)
sgn(x + 1);(b)sgn(x — 1);(c)sgn(x + 1) — sgn(x — 1).

La grifica de la funcién f de la figura se parece a la letra
W. Defina f(x) a trozos.

La grifica de la funcién f de la figura se parece a la letra
M. Defina f(x) a trozos.

12 (1,2)

En la figura, la gréfica se parece a la letra X y es la gréfica
de dos funciones f; y f, trazadas en el rectdngulo inspec-
cién de [~1, 1] por [-1, 1]. Definafi(x) y fo(x).

-1, 1] por [-1, 1]

54. Existen tres funciones f;, f, y f3 cuyas gréficas trazadas

simultdneamente en el rectdngulo de inspeccién de (-1, 1]
por [~1, 1] se parecen a la letra Z. Defina fi(x), f,(x)
y f3(x).

En los ejercicios 55 a 58, haga lo siguiente: (a) defina la fun-
cion a trozos sin emplear las barras de valor absoluto; (b) di-

buje la grdfica de la funcion definida en el inciso (a); (c) apoye
sus respuestas a los incisos (a) y (b) trazando la grdfica de la

Juncion. -
55. fox) = |x2 - 1] 56. g0 = |4 - x2|
57. g) = |x|-]5-x| 58 f)= |x|-]|x-3|
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En los ejercicios 59 y 60, dibuje la grdfica de la funcién y de-  62. En esta seccidn se utilizaron los sfmbolos f, f(x) y y = f(x)

termine su dominio y su contradominio. Apoye sus respuestas concernientes a una funcién particular, los cuales tienen
trazando la grdfica de la funcion. significados diferentes. Explique lo que significa cada no-

tacion, invente una funcidn y utilicela para distinguir los
59. h(x) = x — [Ix]! 60. F(x) = x + [[x]! tres simbolos.

61. Las grificas de las funciones de los ejercicios 51 y 52 pa-  63. Explique por qué la grafica de una funci6n es consistente

recen letras del alfabeto. Defina otras dos funciones cuyas con la definicién de la funcién como un conjunto de pares
gréficas se parezcan a dos letras diferentes y dibijelas. ordenados. En su explicacién utilice un ejemplo especifico.

1.2 OPERACIONES CON FUNCIONES Y TIPOS DE FUNCIONES

Se pueden formar nuevas funciones a partir de funciones dadas mediante adi-
cién, sustraccién, multiplicacién y divisién de sus valores. De acuerdo con
esto, las nuevas funciones se conocen como la suma, diferencia, producto y
cociente de las funciones originales.

1.2.1 Definiciéon de la suma, diferencia, producto

y cociente de dos funciones

Dadas las dos funciones fy g:
(i) su suma, denotada por f + g, es la funcién definida por

(f + @ = fx) + g(x)

(ii) su diferencia, denotada por f — g, es la funci6n definida por
(f - ) = ) - 3@

(ﬂi) su producto, denotado por f - g, es la funcién definida por
(f - 8)x) = f(x) - g(x)

(iv) su cociente, denotado por f/g, es la funcién definida por
(o)) = ffgt)  g(x) # 0

En cada caso, el dominio de la funcién resultante consta de aque-
llos valores de x comunes a los dominios de f y g, con el requeri-
miento adicional en el caso (iv) de que se excluyan los valores de x
para los cuales g(x) = 0.

T

> EJEMPLO 1 Dado que f'y g son las funciones definidas por
f) = Jx+1 y gx) = vx-4

defina las siguientes funciones y determine el dominio de las funciones resul-

tantes: (a)f + g (b)f ~ g (©)f - & (d) flg.

Solucién

@ (f+0x) = JYx+1 + Jx-4
® (f-0)=Vx+1 - Jx-4
@ (f-9) = vx+1-+x -4 -

:

@ (flow) = Y2

x -

i
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‘ fog

contradominio
de f

dominio
de g

dominio de f

conlxadormmo deg
contradominio de f o g

FIGURA 1

El dominio de fes [-1, +00)y el dominio de g es [4, +00). Asi, el dominio
de las funciones resultantes en los incisos (a), (b) y (c) es [4, +o0). En el inciso
(d), el denominador es cero cuando x = 4; por lo que 4 también se excluye y
se obtiene como dominio (4, +00).

Otra operacién entre funciones es la obtencién de la funcién compuesta
de dos funciones dadas.

1.2.2 Definicion de func:on compuesm

" "Dadas las dos fanciones f y g.
" f o g, estd definidapor = °

(fo ) = f(8()

y el dominio de f o g es el conjunto de todos los ndmeros x del do-
minio de g tales que g(x) estd en el dominio de f.

Esta definicién indica que cuando se calcula (f o g)(x), primero se
aplica g a x y después se aplica fa g(x). Para visualizar este cilculo Consulte
la figura 1. La funcién g asigna el valor g(x) al mimero x del dominio de g.
La funcién f asigna el valor f(g(x)) al mimero g(x) del dominio de f. Obser-
ve que en la figura 1 el contradominio de g es un subconjunto del dominio
de fy que el contradominio de f o g es un subconjunto del contradomi-
nio de f.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 i f'y g estan definidas por

f@ = Jx y gx)=2x-3
entonces
(fe 9)® = fgx)
= f(2x - 3)
= 42x-3

El dominio de g es (-0, +) y el dominio de f es [0, +90). Por tanto, el
dominio de f o g es el conjunto de nimeros reales x para los cuales
2x — 3 = 0 o, equivalentemente, [2, +00). |

P EJEMPLO 2  semn
fx) =

5 =
-2 Y gx) = 2x + 1
Obtenga (f o g) (3) mediante dos métodos: (a) calcule g(3) y utilice este ni-
mero para determinar f(g(3)); (b) calcule (f o g)(x) y emplee el resultado para
determinar (f o g)(3).

Solucién
@ g3 =23 +1 () (f o g)x) = f(gkx)
=7 = fx + 1)
Al = x +51) 2
feBn = f )
5 5

T~ -1
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=1 Por tanto

o 5
(fo )3 23) = 1
1 |

’ EJEMPLO 3 Dado que 'y g estdn definidas por
f@)y=Vx y gt =1

calcule: (@) f o f; (b) g o g; (¢) f o g; (d) g o f. También determine el do-
minio de cada funcién compuesta.

Solucién  El dominio de fes [0, +o0) y el dominio de g es (oo, +0c0).

@) (fo NHx) = fUfG) (b) (g ° g)x) = g(gx)
= f(Nx) = g -1
= JVx = @-12-1"
= Yx = 2t - 22
El dominio es [0, +00). El dominio es (—o0, +00).
© (fo o) = flglx) @ (g ° fix) = g(flx)
= f(x*> - 1) = g(Jx)
= vx2 -1 = (Wx)? -1
El dominio es =x-1
(—oo, ~1] U [1, +00), El dominio es [0, +00).

En el inciso (d) observe que aunque x — 1 estd definido para todos los valo-
res de x, el dominio de g o f, por la definicion de funcién compuesta, es el
conjunto de todos los mimeros x del dominio de f tales que f(x) esté en el do-
minio de g. De donde, el dominio de g o fdebe ser un subconjunto del domi-
niode f.

Observe en los resultados de los incisos (c) y (d) del ejemplo 3 que
(f © 8)®) y (g o f)(x) no son necesariamente iguales.

Un teorema importante en Célculo, llamado la regla de la cadena, que
se estudiard en la seccién 2.8, trata sobre funciones compuestas. Cuando se
aplica la regla de la cadena, es necesario considerar una funcién como la
composicién de otras dos funciones, tal como se muestra en el ejemplo ilus-
trativo siguiente.

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  si () = (42 + 13, hse

puede expresar como la composicién de las dos funciones fy g para las cuales
fO =23y g) =42 + 1

debido a que
(f o 8)x) = f(gx))
= f(4x2 + 1)
= (4x2 + 1) 4

La funci6n & del ejemplo ilustrativo 2 también puede expresarse como la
composicién de otro par de funciones. Por ejemplo, si

Fx) = 4x + 1) y Gx) = x2
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4

Y

flx) =5

FIGURA 2

—_—

-5

glx) = -4

FIGURA 3

Y
=

entonces
(F o G)(x) = F(G(x))
= F(x?)
= 2+ 1)
P EJEMPLO4 Dui
1
h =
) x2 +3

exprese h como la composicién de dos funciones 'y g en dos formas: (a) la
funcién f contiene el radical; (b) la funcién g contiene el radical.

Solucién
_ 1 . 1
(@ fx) = T3 (b) f(x) = o
gx) = x? gx) = +/x2 +3
Entonces Entonces
(fo g = f(gx) (fo 9 = f(gx)
= &) = f(x? +3)
=1 N S P
x2+3 x2+3

Una funcién cuyo contradominio consta de un solo mimero recibe el
nombre de funcién constante. De este modo, si f(x) = ¢, y ¢ es cualquier
ndmero real, entonces f es una funcién constante y su grifica es una recta
horizontal a una distancia dirigida de ¢ unidades a partir del eje x.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

(a) La funcién definida por f(x) = 5 es una funcién constante, y su grafica,
mostrada en la figura 2, es una recta horizontal situada a 5 unidades so-

bre el eje x.

(b) La funcién definida por g(x) = —4 es una funcién constante cuya grifica
es una recta horizontal ubicada a 4 unidades debajo del eje x. Consulte la
figura 3. 4

Una funcién lineal se define por
fx) =mx + b

donde m y b son constantes y m # 0. Su gréfica es una recta cuya pendien-
te es m'y su intercepcion y u ordenada al origen es b.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 La funci6n definida por
fx) =2x-6 )

es lineal. Su gréfica es la recta mostrada en la figura 4. 4
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La funcién lineal particular definida por
fx) = x

se denomina funcién identidad. Su grafica, dibujada en la figura 5, es la recta
que bisecta los cuadrantes primero y tercero.
Si una funcién f se define por

f) = apx + ap x4 a, 0x™2 + L+ aix + ag
donde ay, ay, .. ., a, son mimeros reales (a, # 0) y n es un nimero entero
no negativo, entonces recibe el nombre de funcién polinomial de grado n.
f0) = x Asi, la funci6n definida por
FIGURA 5 fx) =3x5 - x2 + Tx -1

es una funcién polinomial de grado 5.

Una funcién lineal es una funcién polinomial de grado 1. Si el grado de
una funcién polinomial es 2, entonces se le 1lama funcién cuadrética, y si el
grado es 3, entonces recibe el nombre de funcién cibica.

Si una funcién puede expresarse como el cociente de dos funciones
polinomiales, entonces se denomina funcién racional.

Una funcién algebraica es aquella formada por un nimero finito de
operaciones algebraicas sobre la funcién identidad y una funcién constante.
Estas operaciones algebraicas incluyen adicidn, sustraccién, multiplicacién,
divisién, potenciacidn (elevacidn a una potencia) y radicacién (extraccién de
una rafz). Las funciones polinomiales y racionales son tipos particulares
de funciones algebraicas. Un ejemplo complejo de una funcién algebraica
es aquella definida por

) = (x% - 43x + 1)3

x* +1

Ademéds de las funciones algebraicas, se consideraran las funciones tras-
cendentes, ejemplos de estas funciones son las funciones trigonométricas,
discutidas en la seccién A.9 del apéndice, y las funciones logaritmica y expo-
nencial estudiadas en el capitulo 5.

Una funcion par es aquella cuya gréfica es simétrica con respecto al eje
¥, y una funcidn impar es aquella cuya gréfica es simétrica con respecto al
origen. A continuacién se presenta la definicion formal de estas funciones.

1.2.3 Definicion de funcién par y funcion impar

(i) Una funcién f es una funcién par si para cada x del dominio de f,

fex) = f(x).

(ii) Una funci6n fes una funcién impar si para cada x del dominio de

5 fEx) = =f().

" En los dos incisos (i) y (ii) se sobrentiende que —x estd en el dominio
de f siempre que x lo esté.

Las propiedades de simetria de las funciones pares e impares se deducen
de los criterios de simetria dados en la seccién A.2 del apéndice.
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fx) = x*
FIGURA 6

gl = 2°

FIGURA 7

Y
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5

(@) Sif(x) = x2 entonces f(—x) = (-x)2. Por tanto, f(-x) = f(x)y en conse-
cuencia, f es una funcién par. Su gréfica es una pardbola simétrica con
respecto al eje y. Véa la figura 6.

(b) Sig(x) = x3, entonces g(-x) = (-x)3. Como g(-x) = —g(x), entonces g
es una funcién impar. La gréfica de g, mostrada en la figura 7, es simétri-
ca con respecto al origen. |

} EJEMPLO 5 Trace la gréfica de la funcién y a partir de la gré-
fica conjeture si la funcién es par, impar o de ninguno de estos dos tipos; des-
pués confirme la conjetura analfticamente.

(@) fx)
(b) gx)
© hx) = 2x* + 73 -2+ 9

It -2 + 7

i

3x5 - 4x3 - ox

Solucién

(a) La gréfica de f; trazada en la figura 8, parece simétrica con respecto al eje
y. Por tanto, se sospecha que la funcién es par. Para probar este hecho
analiticamente, se calcula f(-x):

fEx) = 3(=x)% - 2(x)? + 7
= 3x% - 22 + 7
= fx)

IR RTEW|

Como f(—x) = f(x), entonces fes par.

Jt::.-f.:: 1

[-5, 5] por [0, 10] [-5. S1por [-11, 11]
flx) = 3x% - 2% + 7 glx) = 3% — 4x® - ox

FIGURA 8 FIGURA 9

(b) La figura 9 muestra la gréfica de la funcién g, la cual parece simétrica
con respecto al origen. Por tanto, se sospecha que la funcién es impar.
Al calcular g(-x) se obtiene:

g(=x) = 3(=x)° - 4(-x)* - 9(—x)
=385 + 4x3 + 9x

= —(3x° - 4x® - 9)

= —gx) -

Como g(-x) = —g(x), entonces se ha demostrado analiticamente que la
funci6n g es impar.
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-5, 5] por (30, 30}
Ay =2x* + x> - 22+ 9

FIGURA 10

(©

Como la gréafica de h, mostrada en la figura 10, no es simétrica con res-
pecto al eje y ni con respecto al origen, la funcién no es par ni impar. Al

_ calcular A(—x) se obtiene:

h(=x) = 2(=0* + (=x)® = (=x)? + 9

f-TB3 -2+ 9

Como h(-x) # h(x) y h(-x) # —h(x) .se ha confirmado que / no es par
ni tampoco impar. <

(a)

EJEMPLO 6  Ssea
Fx) = |x + 3] - |x - 3|

Defina F(x), sin las barras de valor absoluto, a trozos en los intervalos
siguientes: (—oo0, -3); [-3, 3); [3, +o0). (b) Apoye la respuesta grafi-
camente trazando la grifica de F a partir de la ecuacién dada. (c) De la
gréfica del inciso (b) establezca si F es par, impar o de ninguno de estos
dos tipos. (d) Confirme la respuesta del inciso (c) analiticamente a partir
de la ecuacién.

Solucién

(a)

A partir de la definicién del valor absoluto de un nimero

'x+3|={ x+3 six+320
-x+3) six+3<0

y
'x_3|={ x-3 six-320
-x-3) six-3<0
Esto es
|x+3|={x +3  six=-3
y x -3 six < -3
|x_3|={x+3 six =3
-x +3 six <3
Six € (-oo, -3), |x + 3| =-x-3y|x-3| =-x + 3.Encon-
secuencia
[x+3] - |x-3| = -x-3-(x+3)
= -6
Six€[3,3), |x+3| =x+3y|x-3| =-x+ 3 Asi
|x +3] = |[x=3| =x+3-(x+3)
=

Six € [3, +00), |x + 3| =x+ 3y |x— 3| = x — 3. Por tanto

x+3-(x-13)
=6‘

|x+3| - |x—3|

Con estos resultados, se define F(x) a trozos de la siguiente forma

-6 six <3 N
Fx) =42x si-3sx<3
6 si3 <
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(b) La figura 11 muestra la grifica de F trazada a partir de la ecuacién. La
gréfica apoya la respuesta del inciso (a).

(¢) Como la grafica de la figura 11 es simétrica con respecto al origen, la fun-
cién F es impar.

i / T SRR (d) Al calcular F(—x) a partir de la ecuacién dada, se confirma la respuesta
= del inciso (c):
e 2o g e F(—x)=|~x+3|—|-x—3|
(=10, 10] por [-10, 10] = [-x= 3] - |- + 3]
Foy = |x+ 3] - |x-3] =[x -3] - |x+ 3]
= -F(x)
FIGURA 11 Por tanto, se ha demostrado analiticamente que F es impar. <4

EJERCICIOS 1.2

En los ejercicios 1 a 10, defina las siguientes funciones y deter- 51 ) = 1 g = x
mine el dominio de la funcién resultante: (a)f + g; (b)f — g x'
. N (d A F
©f 8 ) f1g; (e) 8lf. 2. f0) = Vxig) = -1
L f() =x-5gx=2-1 x
2 fx) = Jx;8(0) =x2 + 1 23. fx) = |x|ig() = |x + 2]
3 fo) = x+],g(x)—- 1 24, f(x) = Vx? -1l:g0) = Jx -1
- * En los ejercicios 25 y 26 defina las siguientes funciones y
4. f) = \/E;g(X) =4-x determine el dominio de las funciones resultantes: (a) f(xz); (b)
5. f) = Vxign) = & -1 LAW1% () (f © HX; () (f © ).
6. S0 = |x}ig0) = |x - 3] 2. f() = Vx 2%. fo) = —1
T f0) = 2 + Ligx) = 3x - 2 -1
8. f(x) = VF—d;g(x) = En los ejercicios 27 a 32, exprese h como composicién de las
. ’ . dos funciones [y g en dos formas.
9. f&) = 78w = ——5 27. k() = Va? -4 28, h(r) = (9 + 2

10. f(0) = x%g(x) = j—?

En los ejercicios 11 a 14, para las funciones fy g y el niimero
¢, obtenga (f © g)(c) mediante dos métodos: (a) calcule g(c)
y utilice este nimero para determinar f(g(c)); (b) Determine
(f © g)(x) y emplee ese valor para calcular (f © g)(c).

11 f(x) = 3x2 — 4x;8(x) = 2x -~ 5;¢c = 4
12, f(x) = vx% - 36;800) =2 -3xc=5
- o) = —2 o= 1
13. fix) = ,g(x) =y l,c 3
14. f(x) = 2x/x +3 s g() = 2x ::- 5;0 -2
x

En los ejercicios 15 a 24, defina las siguientes funciones y
determine el dominio de la funcion compuesta: (a) f o g;
(blg o fi(c)fofi(dgee

15, fx) = x - 2;8x) =x + 7

16. f(x) = 3 — 2x;g(x) = 6 — 3x

17. Las funciones del ejercicio 1.

18. Las funciones del ejercicio 2.
19. f(x) = Jx-2;8(x) =

2. f(x) = x% - 1;8(x) = ~

0. k) = 5 34 :
X+

\“,\:I + 4

En los ejercicios 33 a 38, trace en la graficadora la grdfica de
la funcion y a partir de la grdfica conjeture si la funcion es par,
impar o de ninguno de estos dos tipos. Después confirme su
conjetura analiticamente.

33, (@) f() = 2x* - 3x% + 1
34. @ fO) = x2 + 2x + 2
35. (a) f(x) = 5% - Tx

36. (a) f(x) = 4x° + 3x°
37. (@) f) = Ux

38. (a) f(0) = ‘*'

1 3
29, h(x) = (T—_z)

31, h(x) = (22 + 4x - 5)* 32 h(x) =

(b) g(x) = 5x° + 1
(b) gx) = x8 -1
®) g = |x|
®) gx) = x>+ 1
() gx) = 5x* - 4

(b) glx) =

En los ejercicios 39 y 40, determine analiticamente si la fun-
cion es par, impar o de ninguno de estos dos tipos.

2|x| +3

3 _ 2 _
3. @ fo) = =2 ® g0 = S—

Il

~
+
—
+

li

© £ 2'"
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0. @) by = 2 ) @ -
. x) = =
23 + x 8l z+ 1
-1 i 0
@ - {1 550

En los ejercicios 41 a 44, haga lo siguiente: (a) defina f(x),
sin las barras de valor absoluto, en los intervalos indicados. (b)
Apoye la respuesta del inciso (a) grdficamente trazando la grd-
ficadefenlagraficadora a partir de la ecuacion dada. (c) A par-
tir de la grdfica del inciso (b), establezca si la funcion es par,
impar o de ninguno de estos dos tipos. (d) Confirme la respues-
ta del inciso (c) analiticamente a partir de la ecuacién dada.
|x]

41. f(x) = T; {—00, 0), (0, +00)

42, f(x) = x |x|; (=00, 0), [0, +00)
43 fo) = |x-2| - |x +2];
(=00, -2), [-2, 2),[2, +00)
[x+1] - |x-1]
Ll el LA

H“. f(x) =
(=00, =1), [-1, 0), (0, 1], (1, +o0)

45. (Es conmutativa la composicién de dos funciones? Es de-
cir, si fy g son dos funciones cualesquiera, ;son iguales
(f o g)x)y (g © f)(x)? Justifique su respuesta propor-
cionando un ejemplo.

Si fy g son dos funciones tales que (fo g)(x) = xy
(g © f)(x) = x, entonces se dice que 'y g son inversas una de
la otra. En los ejercicios 46 a 50, demuestre que fy g son in-
versas una de la otra.

46. fx) =2x-3 y g = _1;3
1 -
a1 1w =y e = —F
48. fx) = xLx 20, y g) = Jx \
49. f) = xLx <0, y g =-+x

50. fx) = x -1 y g =1+ ¥x

51. La funcién escalén unitario U y la funcién signo sgn se
definieron en los ejercicios 47 y 49, respectivamente, de
la seccién 1.1. (a) Defina sgn(U(x)) y dibuje la grafica.
(b) Defina U(sgn(x)) y dibuje la grifica.

52. Demuestre que si fy g son funciones impares, entonces

53.

54,

55.

56.

57.

58.

59.

61.

(f + 8 y (f - g) también son funciones impares, mien-
tras que f - gy ffg son funciones pares.

Determine si la funcién compuesta f © g es par o impar en
cada uno de los casos siguientes: (2) fy g son impares; (b)
fes pary g es impar; (c) g es par.

Encuentre férmulas para (f o g)(x) si

0 six <0

f) = q2x si0=sx<1
0 sil <x
y
1 six < 0
g0 = q1x si0=sxs<1
1 sil < x

Dibuje las graficasde f, gy f © .

Encuentre férmulas para (g © f)(x) a partir de las funciones
del ejercicio 54. Dibuje la graficade g © f.

Sif(x) = x2 + 2x + 2, encuentre dos funciones g para
las cuales (f © g)(x) = x2 - 4x + 5.

Si f(x) = x2, encuentre dos funciones g para las cuales
(fogn) =4x2 - 12x + 9

Demuestre que si fy g son dos funciones lineales, enton-
cesf © g es una funcién lineal.

Existe una funcién cuyo dominio es el conjunto de todos
los nimeros reales que es a la vez par e impar. ;Cudl es esa
funcién? Demuestre que es vnica esta funcién.

. Suponga que f(x) = %, gl = —i— y h(x) = -x. De-

muestre que (f © g)(x) = (g © f)(x) y explique por qué
f © gnig © fsonla misma que 4.

Trace en la graficadora las gréficas de las dos funciones
F y G definidas por

_ Nx+1 _ x4+
F(x)—ﬁ y G(x)-‘—x—-4

[Observe que F es la misma funcién que f/g del ejemplo
1(d)]. Explique por qué las graficas de F y G no son las mis-
mas y, consecuentemente, las funciones no son iguales.

1.3 FUNCIONES COMO MODELOS MATEMATICOS

En las aplicaciones del Célculo, se necesita expresar una situacién del mundo
real en términos de una relacién funcional, denominada modelo matemético
de lasituacién. Esta secci6n estd destinada a proporcionarle préctica en la obten-
cién de funciones como modelos matemdticos y al mismo tiempo para mostrarle
algunas de las aplicaciones que encontrard posteriormente.

Aunque no siempre se emplea un método especifico para obtener un modelo
matematico, a continuacion se le presentan afgunos pasos que le proporcionarin
un procedimiento posible que deberd seguir. Conforme estudie los ejemplos,
refiérase a estos pasos para ver c6mo se aplican.

Iy
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Sugerencias para resolver problemas que implican
una funcién como modelo matematico

1. Lea el problema cuidadosamente hasta que lo entienda. Para com-
prenderlo, con frécuencia es til inventar un ejemplo especifico
que involucre una situacién similar en Ia que las cantidades son
conocidas. Otra aynda es dibujar un diagrama si es posible, como
se muestra en los ejemplos 4 y 5.

2. Determine las cantidades conocidas y desconocidas. Utilice un sim
bolo, digamos x, para la variable independiente y un sfmbolo, por
decir f, para la funcién que se obtendré; entonces f(x) simbolizard el
valor de funcién. Como x y f(x) son simbolos para representar mi-
meros, sus definiciones deben indicar este hecho. Por ejemplo, si la
variable independiente representa longitud y la longitud se mide en
pies, entonces si x es el simbolo para la variable, x debe definirse
como el mimero de pies de la longitud o, equivalentemente, x pies-
es la longitud.

3. Anote cualquier hecho numérico conocido acerca de la vanable yor
del valor de la funcién.

4. A partir de la informacién del paso 3, determine dos expresiones
algebraicas en términos de la variable y del valor de la funci6n. De
estas dos expresiones forme una ecuaci6n que defina la funcién. Aho-
ra ya se tiene una funcién como modelo matemético del problema.

5. A fin de terminar el problema una vez que se ha aplicado ¢l modelo .
matemitico, para determinar las cantidades desconocidas, escriba
una conclusion, 1a cial consista de una o mds oracioues, que respon-
dan a las preguntas del problema. Asegiirese de que la conclusién
contenga las unidades de medici6n correctas. :

> EJEMPLO 1 El volumen de un gas a presién constante es di-
rectamente proporc1ona.l a la temperatura absoluta y a la temperatura de 175°
el gas ocupa 100 m3. (a) Encuentre un modelo matemitico que exprese el
volumen como una funcién de la temperatura. (b) ;Cuél es volumen del gas a
una temperatura de 140°?

Solucién

(a) Sea f(x) metros cibicos el volumen del gas cuya temperatura es x grados.
Entonces, por la definicién de variacién directamente proporcional

fx) = kx 1

donde k es una constante. Como el volumen del gas es 100 m? a la tempera-
tura de 175°, se sustituye x por 175 y f(x) por 100 en (1), de donde se obtiene

100 = £(175)

— 4
k=3

Al sustituir este valor de k en (1), se obtiene
f) = 3x
(b) A partir de la expresién para f(x), se obtiene

f(140) = £(140)
= 80
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Conclusién: A una temperatura de 140°, el volumen del gas es de
80 m3. 4

’ EJEMPLO 2 Un mayorista vende un producto por libra (o frac-
cién de libra); si se ordenan no més de 10 libras, el mayorista cobra $2 por li-
bra. Sin embargo, para atraer érdenes mayores, el mayorista cobra sélo $1.80
por libra si se ordenan mds de 10 libras. (a) Encuentre un modelo matemético
que exprese el costo total de la orden como una funcién de la cantidad de libras
ordenadas del producto. (b) Dibuje la gréfica de la funcién del inciso (a). (c)
Determine el costo total de una orden de 9.5 1b y de una orden de 10.5 Ib.

Solucion
(a) Sea C(x) dolares el costo total de una orden de x libras del producto.
Entonces,
C(x)___{Zx si0 < x <10
1.8x sil0 < x

(b) La grafica de la funcién C se muestra en la figura 1.
(c) C(x) se obtiene a partir de la ecuacién C(x) = 2xcuando0 < x < 10y
de la ecuacién C(x) = 1.8x cuando 10 < x. Por tanto,

C(9.5) = 2(9.5) C(10.5) = (1.8)(10.5)

= 19 = 18.90
Conclusién; El costo total de 9.5 Ib es $19 y el costo total de 10.5 Ib
es $18.90. 4

Observe en el inciso (b) del ejemplo 2 que la gréfica de C se rompe en el
punto donde x = 10, lo cual indica que la funcién C es discontinuaenx = 10.
Se estudiara esta propiedad en la seccién 1.8. Por ahora, note que debido a esta
discontinuidad de C, serfa m4s ventajoso incrementar el tamafio de algunas 6r-
denes de compra para obtener un costo total menor. En particular, serfa im-
prudente comprar 9.5 1b por $19 cuando se pueden comprar 10.5 Ib por $18.90.

En el ejemplo siguiente se tiene una funcién compuesta como un modelo
matematico.

’ EJEMPLO 3 En un bosque un depredador se alimenta de su
presa, y para las primeras 15 semanas a partir del fin de la temporada de caza,
la poblacién de depredadores es una funcién f de x, el nimero de presas en el
bosque, la cual a su vez, es una funcién g de ¢, el nimero de semanas que han
pasado desde el fin de la temporada de caza. Si

fo) = £x2-2x+ 50 y g =41+ 52

donde 0 < t < 15, haga lo siguiente: (a) Encuentre un modelo matemadtico
que exprese la poblacién de depredadores como un funcién del nimero de
semanas a partir del fin de la temporada de caza. (b) Determine la poblacién
de depredadores 11 semanas después del cierre de la temporada de caza.

Solucién
(a) La poblacién de depredadores ¢ semanas después del cierre de la tempora-
da de caza estd dada por (f © g)(t),donde 0 < ¢t < 15.

(fo® = f(glt)
= f(4t + 52)
= M@t + 522 - 2(4t + 52) + 50
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FIGURA 2

FIGURA 3

{0, 5]por [0, 200]
Vix) = 170x - 54x% + 4x°

FIGURA 4

(b) Cuando: = 11, se tiene

(f° (1) = £(96)* — 2(96) + 50
= 50
Conclusién: Once semanas después del cierre de la temporada de caza
la poblacién de depredadores es 50. 4

En la seccién 2.8 se considerard la situacién del ejemplo 3 y se determi-
nard la tasa a la cual creci6 la poblacién de depredadores 11 semanas después
del cierre de la temporada de caza.

’ EJEMPLO 4 Un fabricante de cajas de cartén desea elaborar
cajas abiertas a partir de piezas de cartén rectangulares de 10 pulg por 17 pulg
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando hacia arriba los
lados. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese el volumen de la caja
como una funcidn de la longitud del lado de los cuadrados que se cortardn. (b)
(Cudl es el dominio de la funcién obtenida en el inciso (a)? (¢) En una grafica-
dora determine, con aproximacién de dos cifras decimales, la longitud del lado
de los cuadrados que se cortardn de modo que la caja tenga el volumen més
grande posible. ;Cudl es el volumen méaximo?

Solucién

(a) Sea x pulgadas la longitud del lado de los cuadrados que se cortardn y sea
V(x) pulgadas cibicas el volumen de la caja. En la figura 2 se presenta una
pieza de cartén dada y la figura 3 muestra la caja obtenida a partir de la pie-
za de cartén. El nimero de pulgadas de las dimensiones de la caja son x,
10 — 2x y 17 — 2x. Por tanto,

Vix) = x(10 - 2)(17 - 2x)
= 170x - 54x% + 433

De la expresién para V(x) del inciso (a), se observa que V(0) = 0 y
V(5) = 0. A partir de las condiciones del problema se sabe que x no pue-
de ser un nimero negativo ni tampoco mayor que 5. En consecuencia, el
dominio de V es el intervalo cerrado [0, 5].

(¢) La gréfica de la funcién V trazada en el rectdngulo de inspeccién de [0, 5]
por [0, 200] se muestra en la figura 4. Se observa que V tiene un valor
méximo en su dominio. La coordenada x del punto més alto de la grafica
proporciona la longitud del lado de los cuadrados, los cuales deben cor-
tarse para obtener la caja de volumen méaximo, y la coordenada y pro-
porciona dicho volumen. En la graficadora se determina que el punto més
alto es (2.03, 156.03). .

Conclusion: La longitud del lado de los cuadrados debe ser de
2.03 pulg para obtener la caja cuyo volumen méximo es 156.03 pulg?. 4

En la secci6n 3.2 se aplicard el Célculo para confirmar analiticamente la
respuesta del ejemplo 4(c).

’ EJEMPLO 5 Una envase cerrado de hojalata, cuyo volumen es
de 60 pulg3, tiene la forma de un cilindro circular recto. (@) Determine un mode-
lo matemético que exprese el drea de la superficie total del envase como una
funcién del radio de la base. (b) ;Cuil es el dominio de la funcién obtenida en
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FIGURA §

[0. 10} por {0, 200]
Sr) = 120 4 227

FIGURA 6

el inciso (a)? (c) En una graficadora determine, con aproximacién de dos ci-
fras decimales, el radio de 1a base del envase si se emplea la cantidad minima
de.hojalata en su elaboracién.

Solucién

(a) Observe la figura 3, ésta muestra el envase cilindrico donde r pulgadas
es la longitud del radio de 1a base y & es la altura. Se empleara la cantidad
minima de hojalata cuando el drea de la superficie total sea un minimo. El
4rea de la superficie lateral es 2zrh pulg?, y el 4rea de cada una de las
dos tapas es 7r? pulg?. Si § pulgadas cuadradas es el 4rea de la superficie
total, entonces

S = 2nrh + 27r? 2)

Como 772 pulgadas ciibicas es el volumen de un cilindro circular recto y
el volumen del envase es de 60 pulg?, se tiene que

nr?h = 60
Al despejar /& de esta ecuacién y sustituirla en (2), se obtiene S como fun-
cién de r:
S(n) = 27rr(6—02) + 2mr?
r
50 = 122+ 2nr2

(b) Para obtener el dominio de S, observe en la ecuacién que define a S(r) que
r no puede ser cero. Sin embargo, teéricamente r puede ser cualquier nu-
mero positivo. Por tanto, el dominio de S es (0, + o).

(c) La figura 6 muestra la grafica de S trazada en el rectdngulo de inspeccién
de [0, 10] por [0, 200]. La coordenada r del punto mds bajo de la gréfica
proporciona el radio para el drea de la superficie total minima. En la gra-
ficadora se determina que el punto mds bajo es (2.12, 84.84).

Conclusién: Se empleard la cantidad minima de hojalata en la ela-
boracién del envase cuando el radio sea de 2.12 pulg. |

En la seccién 3.9 se confirmard analiticamente la respuesta del ejemplo
5(c) como una aplicacién del Célculo.

> EJEMPLO 6 En una comunidad de 8 000 personas, la velocidad
con la que se difunde un rumor es conjuntamente proporcional al mimero de
personas que lo han escuchado y al nimero de personas que no lo han escuchado.
Cuando 20 personas han escuchado el rumor, éste circula a una velocidad de
200 personas por hora. (a) Encuentre un modelo matemdtico que exprese la
velocidad a la que se esparce el rumor como una funcién del nimero de perso-
nas que lo han escuchado. (b) ;Qué tan rdpido circula el rumor cuando lo
han escuchado 500 personas? (c) En la graficadora, estime cuéntas personas han
escuchado el rumor cuando éste corre con la mayor velocidad.

Solucién
(a) Sea f(x) el nimero de personas por hora la velocidad a la cual corre el ru-

mor cuando lo han escuchado x personas. Entonces, por la definicién de
variacién conjuntamente proporcional,

Jf&x) = kx(8000 - x) 3)
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donde k es una constante. Como el rumor circula a la velocidad de 200
personas por hora, cuando 20 personas lo han escuchado, se sustituye x
por 20y f(x) por 200 en (3), obteniéndose

200 = k(20)(8 000 - 20)

L
798

Al sustituir £ por este valor en (3), se tiene

x(8 000 ~ x)

fo) = 798

®)

De la expresion anterior para f(x), se obtiene

500(8 000 - 500)
798
4699.25

f(500) =

Conclusién: El rumor se difunde a una tasa de 4 699 personas por
hora cuando lo han escuchado 500 personas,

E: "(¢) La figura 7 muestra la grifica de f trazada en el rectdngulo de inspeccién
3 de [0, 8 000] por [0, 25 000]. Se determina que el punto mds alto se obtie-
ne cuando x = 4 000.

Conclusién: El rumor se difunde a la mayor velocidad cuando lo han
escuchado 4 000 personas, la mitad de la poblacion. <

+ + ¥ t + ¥ o

[0, 8 000] por [0, 25 000]

x(8000 - x)

fn = 798

En las secciones 3.2 y 7.4 se considerar la situacion del ejemplo 6 para
ilustrar dos aplicaciones diferentes del Célculo. En la seccién 3.2 se confir-
mard analiticamente la respuesta del inciso (c). Después, en la seccién 7.4, se
obtendrd un modelo que exprese el niimero de personas que han escuchado el

rumor como funcién del tiempo que el rumor ha sido esparcido, de modo que

FIGURA 7

se puede determinar cudntas personas han escuchado el rumor en cualquier

momento particular. Aprenderd que la gréfica de este modelo recibe el nom-
bre de curva de crecimiento logistico. También se probard en la seccién 7.4
que, finalmente, la poblacién completa escuchara el rumor.

En cada ejercicio, obtenga una funcion como un modelo mate-
madtico de una situacion particular. Muchos de estos modelos
aparecerdn posteriormente en el texto cuando se aplique el
Cdlculo a la situacion. Defina la variable independiente y el va-
lor de la funcion como un niimero e indique las unidades de
medicion. En algunos de los ejercicios, la variable indepen-
diente, por definicion, puede representar un niimero no negati-
vo. Por ejemplo, en el ejercicio 1 si x representa el niimero de
trabajadores, entonces x debe ser un nimero entero no nega-
tivo. En tales ejercicios, para satisfacer los requerimientos de
continuidad (que la grdfica no se rompa) necesarios para
aplicar el Cdlculo posteriormente, considere que la variable
independiente representa un niimero real no negativo, No ol-
vide completar el ejercicio escribiendo una conclusion.

1. La némina de pago diario de una cuadrilla es directamente
proporcional al niimero de trabajadores, y una cuadrilla de
12 tiene una némina de $810. (a) Encuentre un modelo ma-

tematico que exprese la némina de pago diario como una
funcién del nimero de trabajadores. (b) ;Cuél es la n6mi-
na de pago diario para una cuadrilla de 15 trabajadores?

. El peso aproximado del cerebro de una persona es direc-

tamente proporcional al peso de su cuerpo, y una persona
que pesa 150 Ib tiene un cerebro cuyo peso aproximado es
de 4 Ib. (a) Encuentre un modelo matemadtico que exprese
el peso aproximado del cerebro como una funcién del peso
de la persona. (b) Determine el peso aproximado del ce-
rebro de una persona que pesa 176 Ib.

. El periodo (tiempo para una oscilacién completa) de un

péndulo es directamente proporcional a la rafz cuadrada
de la longitud del péndulo, y un péndulo de 8 pie de lon-
gitud tiene un periodo de 2 s. (a) Encuentre un modelo
matemdtico que exprese el periodo de un péndulo como
una funcién de su longitud. (b) Determine el penodo de un
péndulo de 2 pie de longitud.
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3

Ll

Para una cuerda que vibra, el nimero de vibraciones es
directamente proporcional a la raiz cuadrada de la ten-
si6n de la cuerda, y una cuerda particular vibra 864 veces
por segundo bajo una tensién de 24 kg. ‘(a) Encuentre un
modelo matemadtico que exprese el mimero de vibracio-
nes como una funcién de la tensién. (b) Determine el ni-
mero de vibraciones por segundo bajo una tension de
6kg.

. Los cargos de embarques se basan frecuentemente en una

férmula que proporciona el cargo minimo por libra confor-
me el cargamento se incrementa. Suponga que los cargos de
embarques son los siguientes: $2.20 por libra si el peso no
excede 50 1b; $2.10 por libra si el peso es mayor que 50 Ib
peronoexcede 200 Ib; $2.05 por libra si el peso es mayor que
200 1b. (a) Encuentre un modelo matemaético que exprese el
costo total de un embarque como una funcién de su peso. (b)
Dibuje la grifica de la funcidn del inciso (a). (¢) Determi-
ne el costo total de un embarque de 50 Ib; 51 1b; 52 Ib; 53 1b;
200 Ib; 202 Ib; 204 1b y 206 1b.

. En 1995, el porte de correo para una carta de primera clase

se calcul6 como sigue: 32 centavos para la primera onza o
menos, y 23 centavos por onza (o fraccién de onza) adicio-
nal para las siguientes 10 oz. (a) Encuentre un modelo
matemdtico que exprese el porte de correo para una carta
de primera clase, que no pese mds de 11 oz, como una fun-
cién de su peso. (b) Dibuje la gréfica de la funcién del
inciso (a). (c¢) Determine el porte de correo para una car-
ta de primera clase que pesa 1.6 oz, 2 oz, 2.1 oz, 84 oz
y 1l oz.

El costo de una llamada telefénica desde Mendocino a San
Francisco durante el horario de oficinas es 40 centavos por
el primer, minuto y 30 centavos por cada minuto o fraccién
adicional. (a) Encuentre un modelo matemético que expre-
se el costo de una llamada telef6nica, que no dura mds de
5 min, como una funcién de la duracién de la llamada. (b)
Dibuje la gréfica de la funcién del inciso (a). (¢) Determine
el costo de una llamada telefénica que dura 0.5 min, 2 min,
2.5 min, 3 min, 3.5 min y 5 min.

El precio de admisién regular para un adulto a una deter-
minada funcién en el Coast Cinema es de $7, mientras que
para un nifio menor de 12 afios de edad es de $4 y el pre-
cio para adultos de por lo menos 60 afios de edad es de
$5. (a) Encuentre un modelo matemético que exprese el
precio de admisién como una funcién de la edad de la
persona. (b) Dibuje la gréfica de la funcién del inciso (a).

. La demanda de un juguete en cierto almacén es una funcién

fde p, el nimero de délares de su precio, el cual es a su vez
una funcién g de 7, el mimero de meses desde que el juguete
lleg6 al almacén. Si

000
flp) = sz y g = e, 7,45

7
20 20

haga lo siguiente: (a) encuentre un modelo matemdtico
que exprese la demanda como una funcién del nimero de
meses desde que el juguete lleg6 al almacén. (b) Determine

10.

11.

12.

13.

14.

la demanda cinco meses desde que el juguete llegé al
almacén.

En un lago, un pez grande se alimenta de un pez mediano
y la poblacién del pez grande es una funcién f de x, el ni-
mero de peces de tamafio mediano en el lago. A su vez, el
pez mediano se alimenta de un pez pequeiio, y la poblacién
de peces medianos es una funcién g de w, el mimero de pe-
ces pequerios en el lago. Si

f) = V20x + 150 y gw) = Jw + 5000

haga lo siguiente: (a) encuentre un modelo matemdtico
que exprese la poblacién de peces grandes como una fun-
cién del nimero de peces pequeiios en el lago. (b) Deter-
mine el mimero de peces grandes cuando el lago contiene
9 millones de peces pequeiios.

El 4rea de la superficie de una esfera es funcién de su ra-
dio. Si el radio de una esfera mide r centimetros y A(r)
centimetros cuadrados es el 4rea de la superficie, entonces
A(r) = 4rr®. Suponga que un globo mantiene la forma
de una esfera conforme se infla de modo que el radio cam-
bia a una tasa constante de 3 cm/s. Si f(z) centimetros es
el radio del globo después de ¢ segundos, haga lo siguien-
te: (a) calcule (A © f)(7) e interprete su resultado. (b) De-
termine el 4rea de la superficie del globo después de 4 s.

El volumen de una esfera es funcién de su radio. Si el ra-
dio de una esfera mide r pies y V() pies ctibicos es su
volumen, entonces V(r) = gnr3. Suponga que una bola
de nieve de 2 pie de radio comenz6 a derretirse a una tasa
constante de 4.5 pulg/min. Si f(r) pies es el radio de la
bola de nieve después de ¢ minutos, haga lo siguiente: (a)
calcule (V o f)(r) e interprete su resultado. (b) Determine
el volumen de la bola de nieve después de 3 min.

A un campo de forma rectangular se le colocaron 240 m
de cerca. (a) Encuentre un modelo matemético que expre-
se el drea del terreno como una funcién de su longitud.
(b) ;/Cual es el dominio de la funcién del inciso (a)? (c) Al
trazar la gréfica de la funcién del inciso (a) en la grafica-
dora, estime, con aproximacién de metros, las dimensiones
del campo rectangular de mayor drea que pueda cercarse
con 240 m.

En un jardin rectangular se colocaron con 100 pie de cer-
ca. (a) Encuentre un modelo matemdtico que exprese el
drea del jardin como una funci6n de su longitud. (b) ;Cuél
es el dominio de la funcién del inciso (a)? (¢) Al trazar la
gréfica de la funci6n del inciso (a) en la graficadora, esti-
me, con aproximacién de pies, las dimensiones del jar-
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15.

16.

17.

18.

din rectangular de mayor 4rea que pueda cercarse con
100 pie.

Realice el ejercicio 13 considerando ahora que un lado
del terreno estd sobre la orilla de un rio, por lo que tiene
una limite natural, y el material para cercar se empleard en
los otros tres lados.

Realice el ejercicio 14 considerando ahora que el jardin estd
situado de modo que el lado de una casa sirve como lfmite,
y el material para cercar se empleara en los otros tres lados.

Un fabricante de cajas de hojalata abiertas desea emplear
piezas de hojalata con dimensiones de 8 pulg por 15 pulg,
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y do-
blando hacia arriba los lados. (a) Encuentre un modelo
matemético que exprese el volumen de la caja como una
funcién de la longitud del lado de los cuadrados que se
cortarén. (b) ;Cuél es el dominio de la funcién del inciso
(a)? (¢) Determine en la graficadora, con aproximaci6n de
décimos de pulgada, la longitud del lado de los cuadrados
que se cortardn de modo que la caja tenga el volumen més
grande posible. ;Cuil es el volumen méximo aproximado a
pulgadas ciibicas?

Un fabricante de cajas de cart6n hace cajas abiertas a partir
de piezas cuadradas de cart6n de 12 cm de lado, cortando
cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando los
lados hacia arriba. (a) Encuentre un modelo matematico
que exprese el volumen de la caja como una funcién de la
longitud del lado de los cuadrados que se cortar4n. (b) ;Cudl
es el dominio de la funci6n del inciso (a)? (¢) Determine en
la graficadora, con aproximacién de centimetros, la longi-

19

21.

22.

4.

tud del lado de los cuadrados que se cortardn de modo que
el volumen de la caja sea méximo. ;Cuadl es el volumen
méximo aproximado a centimetros ciibicos?

Realice el ejercicio 17 considerando ahora que el fabrican-
te elabora las cajas abiertas a partir de piezas de hojalata
rectangulares de dimensiones de 12 pulg por 15 pulg. Enel
inciso (c), determine la longitud del lado de los cuadrados
que se cortardn y el volumen aproximado con dos cifras
decimales.

Realice el ejercicio 18 considerando ahora que el fabrican-
te elabora las cajas abiertas a partir de piezas de cartén
rectangulares de dimensiones de 40 cm por 50 cm. En el
inciso (c), determine la longitud del lado de los cuadrados
que se cortardn y el volumen aproximado con dos cifras
decimales.

Para el envase de hojalata del ejemplo 5, suponga que el
costo del material para las tapas es dos veces el costo del
material para los lados. (a) Determine un modelo matema-
tico que exprese el costo total del material como una fun-
ci6n del radio de la base del envase. (b) ;Cuél es el dominio
de la funcién del inciso (a)? (¢) Detemine en la graficado-
ra, con aproximacion de dos cifras decimales, el radio de la
base para el cual el costo total del material es el minimo.

Realice el ejemplo S considerando ahora que el envase es
abierto en lugar de cerrado.

Una pdgina impresa contiene una regién de impresién de
24 pulg?, un margen de 1.5 pulg en las partes superior e
inferior y un margen de 1 pulg en los lados. (a) Encuentre un
modelo matemético que exprese el 4rea total de la pagina
como una funcién del ancho de la regi6n de impresi6n. (b)
{Cudl es el dominio de la funci6n del inciso (a)? (¢) Deter-
mine, en la graficadora, con aproximacién, de centésimos
de pulgada, las dimensiones de la pagina m4s pequefia que
satisface estos requerimientos.

Un almacén que tiene un piso rectangular de 13 200 pie?,
se construye de modo que tenga pasillos de 22 pie de ancho
en el frente y en fondo del almacén, y pasillos de 15 pie de
ancho en los lados. (a) Encuentre un modelo matemaético
que exprese el 4rea total del terreno donde se construird
el almacén y los pasillos como una funcién de la longitud
del frente y del fondo del almacén. (b) ;Cuél es el dominio
de la funci6n del inciso (a)? (¢) Determine en la graficado-
ra, con aproximacién de centésimos de pie, las dimen-
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25.

siones del terreno que tiene el 4rea minima en el cual este
almacén se construird.

Suponga que desea utilizar un servicio de correo particular
paraenviar un paquete que tiene forma de caja rectangular con
una seccién transversal cuadrada tal que la suma de su
longitud y el perimetro de la seccién transversal es 100 pulg,
el maximo permitido porel servicio. (a) Encuentre un mode-
lo matemético que exprese el volumen de la caja como una
funcién de su longitud. (b) ;Cuél es el dominio de la funcién
del inciso (a)? (c) Determine en la graficadora, con aproxi-
macién de pulgadas, las dimensiones del paquete que tiene
el mayor volumen posible que pueda enviarse por este
servicio.

En un ambiente limitado donde A es el nimero éptimo de
bacterias soportado por el ambiente, la tasa del crecimien-
to bacteriano es conjuntamente proporcional al nimero
presente de bacterias y la diferencia entre A y el nime-
ro presente. Suponga que el nimero éptimo soportable por
un ambiente particular es 1 millén de bacterias, y que la
tasa de crecimiento es de 60 bacterias por minuto cuando
se tienen 1000 bacterias presentes. (a) Encuentre un
modelo matemético que exprese la tasa de crecimiento bac-
teriano como funcién del mimero de bacterias presentes.

27.

(b) ;Cudl es la tasa de crecimiento cuando estdn presentes
100 000 bacterias? (¢) Determine en la graficadora, con
aproximacién de miles, cuéntas bacterias estdn presentes
cuando la tasa de crecimiento es un mdximo.

Fort Bragg, en el norte de California, es una ciudad pequefia
con 5 000 habitantes. Suponga que la tasa de crecimiento de
una epidemia (la tasa de variacién del nimero de personas
infectadas) en Fort Bragg es conjuntamente proporcional al
mimero de personas infectadas y el mimero de personas no
infectadas. Cuando 100 personas esté4n infectadas, la epide-
mia crece a una tasa de 9 personas por dia. (a) Encuentre
un modelo matematico que exprese la tasa de crecimiento
de la epidemia como una funcién del nimero de personas
no infectadas. (b) ;Qué tan rdpido es el crecimiento de la
epidemia cuando 200 personas estdn infectadas? (¢) En
la graficadora, determine cudntas personas estén infectadas
cuando la tasa de crecimiento de la epidemia es un miximo.

Una tienda de campafia con forma de pirimide cuadrangu-
lar se construye a partir de una pieza cuadrada de material
de 5 m de lado. En la base de la pirdmide, sea x metros la
distancia desde el centro a uno de sus lados. Refiérase a
la figura. (a) Encuentre un modelo matemitico que
exprese el volumen de la casa de campafia como una fun-
cién de x. Sugerencia: La férmula para el volumen de una
pirdmide es V = %Bh, donde V, B y h son, respectiva-
mente, las medidas del volumen, el 4drea de la base y la
altura. (b) Determine el volumen de la pirdmide cuando
x = 0.8. (¢) Determine en la graficadora, con aproxima-
cién de centésimos de metro, el valor de x para el cual el
volumen de la pirdmide £s un maximo.

*
1.4 INTRODUCCION GRAFICA A LOS LIMITES DE FUNCIONES

El primer contacto con limites concierne a limites de funciones. Para dar una
idea intuitiva del limite de una funcién se dedicard esta seccién a una inter-
pretacion gréfica, los resultados de esto se confirmaran analiticamente al em-
plear desigualdades. La discusi6én desarrollada aqui facilitard el camino para la
definicién presentada en la seccién 1.5.

Se comenzari con una funcién particular:

2x2 4+ x -3

fGx) = =3

-

0))

Observe que esta funcién no estd definida coando x = 1; esto es, f(1) no exis-
te. Sin embargo, la funcién estd definida para cualquier otro mimero real. Se
investigardn los valores de la funcién cuando x se aproxima a 1, pero sin lle-
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P(1,2)

0x 2> +x- 1)

FIGURA 1

Q2 + x - 1)

P(1,2)
FIGURA 2
Tabla 1
2 -
P fo) = 2x“ +x -3
x -
0 3
0.25 35
0.5 4
0.75 4.5
09 4.8
0.99 498
0.999 4.998
0.9999 4.9998
0.99999 4.99998
Tabla 2
2 —
x ) = 2x° + xl 3
2 7
1.75 6.5
1.5 6.0
1.25 5.5
1.1 52
1.01 5.02
1.001 5.002
1.0001 5.0002
1.00001 5.00002

gar a ser L. Usted puede preguntarse por qué se desea considerar estos valores
de funcién. El siguiente ejemplo ilustrativo orientard esa pregunta.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  El punto P(I, 2) esté sobre

la curva que tiene como ecuacion
y=2x2+x-1

Sea Q(x, 2x2 + x - 1) otro punto sobre esta curva, diferente de P. Cada una
de las figuras 1 y 2 muestran una porcién de la gréfica de la ecuacién y la recta
secante que pasa por Q y P, donde Q estd cerca de P. En la figura 1, la coorde-
nada x de Q es menor que 1, y en la figura 2 es mayor que 1. Suponga que
f(x) es la pendiente de la recta PQ. Entonces

2x2+x-1-2
x -1

f) =

2 -
f(x)=2x +x -3
x -1

la cual es la ecuacién (1). Ademads, x # 1 porque P y Q son puntos distintos.
Conforme x se aproximan cada vez mds a 1, los valores de f(x) se acercan cada
vez més al mimero que se definird en la seccién 2.1 como la pendiente de la
recta tangente a la curva en el punto P. 4

Considere otra vez la funcién definida por la ecuacién (1) y calcule f(x)
cuando x toma los valores 0, 0.25, 0.50, 0.75, 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999, 0.99999,
y asf sucesivamente. Se estdn tomando valores de x cada vez mas cercanos a 1
pero menores que 1; en otras palabras, la variable x se aproxima a 1 a través
de mimeros que son menores que 1. La tabla 1 proporciona los valores de la
funcién para estos niimeros.

Ahoraconsidere que la variable se aproximaa 1 através de niimeros que son
mayores que 1; esto es, x toma los valores 2, 1.75, 1.5, 1.25, 1.1, 1.01, 1.001,
1.0001, 1.00001, etc. Los valores de la funcién para estos niimeros se muestran
en la tabla 2.

Observe que en las dos tablas conforme x se aproxima cada vez méas a 1,
f(x) se acerca mds y mds a 5; y cuanto més cerca esté x de 1, mas cerca esta-
rd f(x) de 5. Por ejemplo, de la tabla 1, cuando x = 0.9, f(x) = 4.8; esto es,
cuando xes menorque 1 por0.1, f(x)es menor que 5 por0.2. Cuandox = 0.999,
f(x) = 4.998; es decir, cuando x es menor que 1 por 0.001, f(x) es menor que 5
por 0.002. Ademas, cuando x = 0.9999, f(x) = 0.49998; esto es, cuando x es
menor que 1 por 0.0001, f(x) es menor que 5 por 0.0002.

La tabla 2, muestra que cuando x = 1.1, f(x) = 5.2;esto es, cuando x es
mayor que | por 0.1, f(x) es mayor que 5 por 0.2. Cuando x = 1.001, f(x) =
5.002; es decir, cuando x es mayor que 1 por 0.001, f(x) es mayor que 5 por
0.002. Cuando x = 1.0001, f(x) = 5.0002; esto es, cuando x es mayor que 1
por 0.0001, f(x) es mayor que 5 por 0.0002.

Por tanto, de las dos tablas se observa que cuando x difiere de 1 por
+ 0.001, (estoesx = 0.9990x = 1.001),f(x)difiere de 5 por + 0.002 (es decir
f(x) = 4.998 o f(x) = 5.002). Y cuando x difiere de 1 por * 0.0001, f(x)
difiere de 5 por + 0.0002.

Ahora, enfocando la siffiacién desde otro punto de vista, se considera-
ran primero los valores de f(x). Es posible hacer que los valores de f(x) estén
tan cercanos a 5 como se desee, si se toman valores de x suficientemente cerca-
nos a 1; esto es, | fx) -5 [ puede hacerse tan pequefio como se desee hacien-
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1

i J 1 I-

[0, 4.7] por {4, 6]

2
fx) = 2x +x]—3

FIGURA 4

{0, 4.7} por [4, 6]

2
fo) = 2x° +x -3
x ~ 1

y=48 y y=152

FIGURA §

do |x — 1] lo suficientemente pequefio. Pero tenga presente que x nunca
toma el valor 1.

Esta condicién puede escribirse en forma mas precisa empleando dos
simbolos para las diferencias pequedas. Los simbolos empleados usualmente
son las letras griegas € (épsilon) y & (delta). De modo que se establéce que
para cualquier nimero positivo € existe un nimero positivo J, seleccionado
adecuadamente, tal que si |x -1 I es menor que §y Ix -1 ! # 0 (esto es,
x # 1), entonces | fx) - 5| es menor que € . Es importante-sefialar que-pri<
mero se elige € y que el valor de § depende del valor de € . Otra forma de
expresar esto es: proporcionado cualquier nimero positivo € , puede lograrse
que |[f(x) — 5| < € tomando |x — 1] lo suficientemente pequefio; es
decir, existe un nimero positivo & lo suficientemente pequeiio tal que

si 0< |x-1] <& entonces |f(x) - 5| < € 2)

Observe que el numerador de la fraccién en (1) puede factorizarse de
modo que

_Cx+3)(x-1)
y = 22 TR )
x-1

fx

Si x # 1, entonces el numerador y el denominador pueden dividirse entre
x — | para obtener

fx)=2x+3 x#1 A3)

La ecuacién (3), junto con la indicacién de que x #.1, es tan adecuada.como
la ecuacién (1) para una definicién de f(x).

Ahora se verd el significado geométrico de todo esto para la funcién
particular definida por las ecuaciones (1) o (3). La figura 3 ilustra el significa-
do geométrico de € y &. Observe que si x, en el eje horizontal, estd entre
1 - &y 1+ 6 entonces f(x), en el eje vertical, estard entre 5 — € y
5 + € ;o0 equivalentemente,

si 0<|x~-1| <& entonces |f(x)-5| < €

Otra manera de establecer esto es la siguiente: f(x), en el eje vertical, puede
restringirse a que esté entre 5 — € y 5 + € obligando a que x, en el eje
horizontal, estéentre 1 — § y 1 + 6.

A continuacién se mostrard graficamente c6mo elegir una & adecuada
para una € dada. La figura 4 muestra la grifica de la funcién f trazada en el
rectdngulo de inspeccién de [0, 4.7] por [4, 6]. La grifica tiene un «agujero»
en ¢l punto (1, 5), el cual puede o no exhibirse en la graficadora, esto depende
del modelo de la graficadora y del rectangulo de inspeccién elegido.
Suponga que € = 0.2; se desea restringir f(x), en el eje vertical, de modo
que esté entre 5 — 0.2y 5 + 0.2 o, equivalentemente, entre 4.8 y 5.2. Se tra-
zan las rectas y = 4.8y y = 5.2 y la grifica de f en el mismo rectingulo
de inspeccién, como se muestra en la figura 5. Se observa que las rectas
intersectan a la gréfica de f en los puntos donde x = 0.9 y x = 1.1, respecti-
vamente. De modo que para € = 0.2, se toma § = 0.1y se establece que

si 0< |x-1] <01 entonces [f(x) -5| <02

Esta es la proposicion (2) con € = 0.2y § = 0.1, 1o cual estd de acuerdo
con lo observado en las tablas 1 y 2. Si su gfaficadora tiene la caracteristica de
sombra (shade), se podrd tener apoyo grafico al ‘trazar la gréfica de f: el rec-
tdngulo horizontal sombreado entre las rectas y = 48 y y = 5.2, y el
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[0, 4.7] por [4, 6]

2 -
f(x)___Zx +x-3

x=1
y=48 y y=152
x=09 y x=11

FIGURA 6

[09, 1.1] por [4.9, 5.1]

fo = 2:2+x-3
x -1
y=498 y y =502

FIGURA 7

[0.9, 1.1] por [4.9, 5.11

f(x)___2x2+x-—3
x -1

y=498 y y =502

x=099 y x =101

FIGURA 8

rectdngulo vertical sombreado entre las rectas x = 0.9 y x = 1.1 en el rec-
tdngulo de inspeccién de [0, 4.7] por [4, 6] como se muestra en la figura 6.
Ahora suponga que € = 0.02 y tracela graficade fy lasrectasy = 4.98
= 5.02 en el rectdngulo de inspeccién de [0.9, 1.1] por [4.9, 5.1] como
se muestra en la figura 7. Se observa que las rectas intersectan a la gréfica de
fen los puntos donde x = 0.99 y x = 1.01, respectivamente. Por tanto, para
€ = 0.02,setoma § = 0.01 y se establece que

si 0< |x-1} <00l entonces [f(x) - 5| < 0.02

Esta es la proposicién (2) con € = 0.02 y § = 0.01, lo cual estd de
acuerdo con la informacién de las tablas 1 y 2. Otra vez se obtiene apoyo gra-
fico adicional de la figura 8, la cual muestra el rectdngulo horizontal som-
breado entre las rectas y = 4.98 yy = 5.02, el rectdngulo vertical sombreado
entre las rectas x = 0.99 y x = 1.01 y la gréfica de f en el rectingulo de
inspeccién de [0.9, 1.1] por [4.9, 5.1].

Se puede dar como € cualquier nimero positivo pequefio y determinar
un valor adecuado para 6 tal que si Ix -1 | <éyx#1(estoes, 0 <
|x = 1] < &), entonces |f(x) — 5| serd menor que €. Observe que los
valores de € se eligen arbitrariamente y puede ser tan pequefio como se desee,
y que el valor de & depende del valor elegido de € . También debe sefialarse
que a un valor pequefio de € le corresponderd un valor pequefio de 6. Como
para cualquier € > O puede determinarse un & > O tal que la proposicién
(2) se cumpla, se establece que el limite de f(x) conforme x tiende o se apro-
xima a 1, es igual a 5, o expresado con sfmbolos

lim f(x) =

Observe que en esta ecuacién se tiene un nuevo uso del simbolo “igual”. Aqui,
ningiin valor de x hace que f(x) tenga el valor 5. El sfmbolo “igual” es apro-
piado debido a que el lado izquierdo est4 escrito como lin} f)

x—

De (3) es evidente que puede lograrse que f(x) esté tan cerca de 5 como

se desee, tomando x suficientemente cerca de 1, por lo que esta propiedad de'

la funcién f no depende de que f esté definida cuando x = 1. Este hecho
proporciona la diferencia entre lim‘ f(x) y el valor de la funcién en 1; es decir,
X

lin} f(x) = 5, pero f(1) no existe. En consecuencia, en la proposicién (2), se

escribe 0 < Ix -1 | debido a que sélo nos interesan los valores de f(x)

para xcercade 1, peronoparax = 1.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  Seaglafuncién definida por
Cfa+3 sixel
8 = {7 six = 1

La gréfica de g se muestra en la figura 9. Excepto en x = 1, la funcién g tiene

los mismos valores de la funcién f definida por la ecuacién (1). En conse-

cuencia, como el hecho de que lin} f(x) = 5 no tiene nada que ver con lo
X

que ocurre en x = |, se puede aplicar el argumento anterior a la funcién g
y concluir que para cualquier € > 0 existe un § > 0 tal que

si 0< |x - ll < & entonces |g(x) - 5| < €
de modo que lin} g(x) = 5. Note que g¢l) = 7; por lo que para esta funcién,
x—

el limite de la funcién y el valor de la funcién existen para x = 1, pero no
son iguales. |
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8x) = {

5o

h(x) = 2x + 3
FIGURA 10

fx) = 4x -5

. FIGURA 11

e

AR

2x+3 six# 1
7 six =1

FIGURA 9

24

ot

X

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Sea la funcién definida por
h(x) = 2x + 3

La grafica de h consta de todos los puntos de larectay = 2x + 3, mostrada
en la figura 10. Otra vez, excepto en x = 1, se tiene una funcién con los
mismos valores de la funcién f, definida por la ecuacién (1), asi como de la
funcién g del ejemplo ilustrativo 2. De este modo, se puede aplicar una vez:’
més el mismo argumento y concluir que para cualquier € > 0 existe uft
& > Otal que

si 0<|x-1|< & entonces |h(x)-5|< €

de modo que lin} h(x) = 5. Sin embargo, en esta ocasidn, el valor de la fun-
1

cién y el limite existen y son iguales para x = 1. Una consecuencia de este
hecho, como se verd en la seccién 1.8, es que la funcién h es continua en
x = 1. Observe que la grifica de h de la figura 10 no tiene ningiin agujero
enx = 1, considerando que las gréficas de fy g de las figuras 3 y 9, respec-
tivamente, tienen un agujero en x = 1. En la seccién 1.8 aprenderd que las
funciones f'y g son discontinuasenx = 1. |

h EJEMPLO 1 Sea f la funcién definida por
fx) =4x -5

(a) Utilice una figura semejante a la figura 3 para € = 0.1 con el fin de
determinar una-§ > 0, tal que

si O<|x—2|<8 entonces |f(x)-3|<0.l

(b) Apoye la eleccién de 8 del inciso (a) con el uso de la graficadora.

Soluciéon

(a) Refiérase a la figura 11 y observe que los valores de la funcién crecen
conforme x se incrementa. Asf, la figura indica que se necesita un valor
de x; tal que f(x;) = 2.9 y un valor de x; tal que f(x,) = 3.1; esto es,
se necesitan x; y x, tales que

4x, - 5 =29 dx; - 5 = 3.1
7. 8.1
x1 = ——4—?- x2 = T

x = 1975 x, = 2.025

Debidp a que 2 — 1.975 = 0.025 y 2.025 — 2 = 0.025, se elige & =

0.025 de modo que se tiene la proposicién

si 0<|x-2|<0025 entonces |f(x) - 3]|< 0.l

(b) En la graficadora se traza la gréfica de fy lasrectasy = 29y y = 3.1
en el rectdngulo de inspeccién de [0, 3] por [0, 4] como se muestra en la
figuga, 12. Con la operacion de interseccién (intersection) o las de rastreo
(trace) y aumento (zoom) de la graficadora, se determina que la recta
y = 2.9 intersecta a la grificade fenx = 1.975y que larectay = 3.1
intersecta a dicha gréfica en x = 2.025, lo cual apoya la eleccién de &
efectuada en el inciso (a). 4
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[0, 3] por [0, 4]
f(x) =4x -5
y=29 y y =31

FIGURA 12

En el ejemplo siguiente se utiliza el simbolo = por primera vez. La fle-
cha = significa implica. También se emplea la doble flecha <, lo cual sig-
nifica que las proposiciones precedente y siguiente son equivalentes.

» EJEMPLO 2 Confirme analiticamente la eleccién de & en el
ejemplo 1 utilizando propiedades de las desigualdades.

Solucién  Se desea determinar una § > 0 tal que

si 0<|x-2|<& entonces |fx) - 3] <01
& si 0<|x-2]< & entonces |(4x-5) ~-3]|<0.1
e si 0<|x-2]<& entonces 4|x-2| <01
< si 0< |x- 2( < § entonces |x ~ 2| <0025

Esta proposici6n indica que una eleccién adecuada de & es 0.025. Con esta &,
se tiene el argumento siguiente:

0.< |x-2]< 0025
4 |x - 2| < 40.025

= |4x ~ 8] < 0.1
= |@x-5-3<o01
= [f® - 3] <01

De esta manera, se ha confirmado analiticamente que

si 0<|x-2|<0025 entonces |f(x)-3|< 0.1 (4‘)

En los ejemplos 1 y 2 cualquier niéiero positivo menor que 0.025 pue-
de utilizarse en lugar de 0.025 como la & requerida. Observe este hecho en la
figura 11. Ademds, si 0 < ¥y < 0.025 y si se cumple la desigualdad (4), en-
tonces se tiene que

si 0<|x-2|<y entonces |fx)-3|< 0.l

ya que cualquier nimero x que satisfaga la desigualdad 0 < |x - 2‘ <y
también satisface la desigualdad 0 < |x — 2| < 0.025.

Las soluciones de los ejemplos 1 y 2 consistieron en determinar
una & para una € especifica. En la seccién 1.5 aprendérd-que si para cétduier
€ > 0 se puede determinar una § > 0, tal que

si 0<|x-2|< & entonces [(4x - 5) - 3| <€

entonces se habrd establecido que lim (4x — 5) = 3. Esto se har4 en el
ejemplo 1 de la seccidn 1.5. 2

’ EJEMPLO 3 Sea f la funcién definida por
f&x) = x?
(a) Utilice una figura con € = 0.3 para determinar una § > 0 tal que
si 0 < )x - 2l < é entonc_:es !f(x) - 4, <03

(b) Apoye la eleccién de & del inciso (a) con el uso de la graficadora.
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fx) = x*

FIGURA 13

[1.91, 2.09] por [3.6, 4.4]
f-= %
y=37yy=43

FIGURA 14

Solucién
(a) La figura 13 muestra una porcién de la gréfica de f en una vecindad del
. punto (2, 4). Si x > 0, los valores de la funcién crecen conforme el va-
lor de x se incrementa. Por tanto, la figura indica que se necesita un valor
positivo x; tal que f(x|) = 3.7 y un valor positivo x, tal que f(x,) = 4.3;
esto es, se necesitanx; > 0yx, > 0, tales que

x? =37 x? = 43
Xy = '\/377 X2 ‘\/43

xp = 192 x; = 2.07

Entonces 2 — 1.92 = 0.08 y 2.07 — 2 = 0.07. Debido a que 0.07 < 0.08,
se elige & = 0.07 de modo que se tiene la proposicién

si 0<|x~-2| <007 entonces |f(x) - 4| < 03

Cualquier nimero positivo menor que 0.07 puede tomarse como la & re-

querida.

(b) La figura 14 muestra las grificas de fy de lasrectasy = 3.7y y = 4.3
trazadas en el rectiangulo de inspeccién de [1.91, 2.09] por [3.6, 4.4]. En
la graficadora se determina que la recta y = 3.7 intersecta a la gréfica
de fen x = 1.92 y que la recta y = 4.3 intersecta a dicha gréfica en
x = 2.07, lo cual apoya la eleccién de & del inciso (a). |

’ EJEMPLO 4 Confirme analiticamente la eleccién de ddel ejem-
plo 3 empleando propiedades de las desigualdades.

Solucién  Se desea determinar una § > 0 tal que

si 0 < |x - 2] < & entonces ]f(x) - 4| <03 5)
o si 0<|x-2|< & entonces [x*-4|<03
e si 0<|x-2|<§ entonces |x-2|]x+2]|<03

Observe en el lado derecho de esta proposicién que ademas del factor
|x = 2|, se tiene el factor |x + 2|. Por tanto, se necesita obtener una
desigualdad que contenga a Ix +2 | . Para hacer esto, se restringe la § que se
requiere. Considere que § es menor que o igual a 0.1, lo cual parece razonable.
Entonces

0<|x-2|<é8 y é=ol

= 0<|x-2|< 01
= -0l <x-2<0.1
= 39<x+2< 41
= |x +2]< 41
Asi

0<|x-2|<é y =0l
= 0<|x-2l<dy |x+2|<4l
= |x = 2)]x + 2| < é@1)

Recuerde que el objetivo consiste en obtener la proposicién (5). De modo que,
debe pedirse que

541 <03 & §= 3
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Ahora se tienen dos restricciones sobre 8. 6 < 0.1y < 41]. Para que ambas
restricciones se cumplan, se toma & = %, el menor de los dos nimeros.
Mediante el uso de esta J, se tiene el argumento siguiente:

0<|x—2|<‘%l

= |x - 2] <2 y |x+2|<4l
= lx — 2||x + 2|< %(4.1)
= [x2 - 4| <03

Por tanto, se ha determinado una & de modo que la proposicién (5) se
cumple. Puesto que 411 =~ 0.07 se ha confirmado la eleccién de & del
ejemplo 3. 4

Ahora se aplicardn los conceptos anteriores a fin de determinar cémo
debe medirse aproximadamente una cantidad para asegurar una aproxima-
cién especifica de la medicién de una segunda cantidad que depende de la
primera.

’ EJEMPLO 5 Para la situacion del ejemplo 1 de la seccién 1.3,
;cudl debe ser la temperatura del gas si éste ocupa un volumen entre 79.5 m?
y 80.5 m3?

Solucién Enel ejemplo 1 de la seccién 1.3 se obtuvo el siguiente modelo
matemdtico de la situacién:

fo) = &

donde f(x) metros cibicos es el volumen de un gas cuya temperatura es x
grados. Como £(140) = 80, el gas ocupa 80 m> a una temperatura de 140°.
Se desea determinar qué tan cerca debe estar x de 140 para que f(x) no esté
a més de 0.5 de 80; esto es, para € = 0.5 se desea determinar una 6 > 0
tal que

si 0<|x-140| < & entonces |f(x) -~ 80| < 0.5

& si 0<|[x-140] < & entonces  [4x - 80| < 05
o si 0 < Ix _—“;140| < & entonces %]%x - 80| < ;z 0.5)
& si 0<|x- 140| < & entonces  |x - 140| < 0.875

Por tanto, se toma & = 0.875, y se tiene el argumento siguiente:

0 < |x - 140| < 0875
= $lx - 140] < £0.875)
= | £x - 80| < 05

En consecuencia,

si 0 <]x- 140| < 0.875 entonces |f(x) - 80| < 0.5

Conclusién: Para que el gas ocupe un volumen entre 79.5 y 80.5 m3 su
temperatura debe estar entre 139.125° y 140.875°. 4

’ EJEMPLO 6 La cubierta circular de una mesa tiene un drea
que difiere de 2257 pulg? en menos de 4 pulg?. ;Cu4l es la medida aproxi-
mada del radio?
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A(r) = mz‘

FIGURA 15

Solucién Observe la figura 15. Si la loh'gitud del radio de la cubierta de
la mesa es de r pulgadas y A(r) pulgadas cuadradas es el drea de la cubierta,
entonces -

A(r) = mr?
El drea es 2257 pulg? cuando el radio mide 15 pulg. Se desea determinar qué
tan cerca debe estar r de 15, de modo que A(r) no esté a mas de'4 unidades de

225w Estoes, si € = 4, se desea determinar una § > 0, tal que

si0 <|r-15| <8 entonces |A() - 2257| < 4
<  si.0<|r-15| <8 entonces | mr2 - 2257 < 4
& si0<|r-15|<8 entonces |r-15]||r+ 15]< % 6)
Debido a que se tiene el factor Ix + 15 | del lado derecho de la proposicién

(6), se necesita una desigualdad que contenga a este factor. A fin de obtener
dicha desigualdad, se restringe & de modo que & < 1. Entonces

O<|r-15|<6y 6<1=0<|r-15<1

= l<r-15<1 = 14 <r< 16
= 29<r+15<3l = [r+ 15| < 31
Por tanto,

si0<|r-15| <& y & <'lentonces |r— 15]|r + 15| < 631)

‘Como se desea que la proposicién (6) se cumpla, seré necesario que

4

031 = 4 & s —
2 31lx

Ahora se tienen dos restricciones sobre & § < 1y § < % Se elige &
n
como 3—‘]‘—-, el menor de estos dos nimeros. Con esta § se tiene el siguiente
L /4

argumento:

0<|r-15|< &

3in
= |r—15|<$y |r+ 15| < 31
4
- 15 15| < =2-@31
= |r ,l||r+ |<317r()
= m|rt - 225| < 4
Por tanto,

si 0< |r-15] < -3.-‘1—‘— entorces | A(r) - 2257 | < 4
T .

Como 3% = 0.041, se tiene la siguiente conclusi6n.
n

Conclusién:  Elradio de la cubierta de la mesa debe estar entre'14.959 pulg y
15.041 pulg para que dicha cubierta tenga un 4rea que difiera de 2257 pulg?
por menos de 4 pulgZ, <4
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EJERCICIOS 1.4 - |

En los ejercicios 1 y 2, se proporcionan f(x), a, L, € y una fi-
gura. A partir de la figura determine 8 > 0, tal que

si 0<|x—a]<%emonces ]f(x)—L[< €
L fx) =2x-5a="3L =1, € =02

0. KX -
+ ﬁ'l' > x
o 1 2 /3\
29 3.1
2, flxy =2-3a=-1;L=5,€=06
y
'S A
5 2 5.6
K‘
# 5
a\ Ellag
i\t
Y
— + x
2 /-\© 1

-12 -0.8

En los ejercicios 3 a 14; se proporcionan f(x), a, Ly €. (a) Uti-
lice una figura semejante a la de los ejercicios 1 y 2 y el
ejemplo 1, y argumentos similares al del ejemplo 1 para de-
terminar una 8 > 0, tal que )

si 0< lx - a| <$emonces |f(x) - L]- < €

(b) Apoye la eleccion de 8del inciso (a) usando una graficadora.

2 -
W flo) = 3‘—7‘_—8’3——3;11 = 3L =10 € = 0.05

Para los ejercicios 15 y 16, siga las mismas instrucciones
que para los ejercicios 1y 2.

15 f) =2 + ;,a=-2,L=5¢€=1

En los ejercicios 17 a 24, se proporcionan f(x), a, Ly € (a).
Utilice una figura semejante a la de los ejercicios 15 y 16 y del
ejemplo 3, y argumentos similares al de este ejemplo para deter-

3. fx)y =x-1l;a=4,L=3;,€¢ =003
4 f =x+2a=3L=5 €=002
5. fx) = 2x + 4;a = 3;L = 10; € = 0.01
6 f(x) =3x—-1;a=2L =5 € =01
7. f{x) = 5x - 3;a=1,L =2, € =005
8 f(x) =4x - 5,a=2L =13 € =0001
9. fx) =3 -4x;a=-1;L =17 €=002
"
10. f(x) =2+ 5ga=-2L=-8 €=0002"
2 .
1. fo) = =4 4= 2L = -4, € = 001
x4+ 2
9x2 - 1 1 . '
12. = ;a= — L =2 €=001
fo = 5-74= 3
4x2 - 4x - 3 1 ‘
3. . va=-=L=-4;,€ =003
3. f® x+1 8T 3 €

minar una 8 > 0, tal que

si 0<|x—a|<5 entonces |f(x)—L|<€

17. f) = x%a =3;L =9, € =05

18. f(x) = x%a = 05;L = 025, € = 0.1

19. f) =xka=-1;L =1, €=02

20, fx) = x* -~ Sa = 1;L = -4; € = 0.15

2 fx) =x? -2+ La=2L=1;€ =04
"22, f(x) =x® +4x +4a=-1;L =1; € =008
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23, f(x) = 2x% + 5x + 3;a =
24. fxy =

-3;L = 6; €
L =

0.6
0.3

2% + 2a= -2; € =

En los ejercicios 25 a 36, confirme analiticamente (empleando
propiedades de las desigualdades) la eleccion de 6 del ejer-
cicio indicado.

25.
27.
29.
31

3.
35,

Ejercicio 3 26. Ejercicio 4
Ejercicio 7 28. Ejercicio 8
Ejercicio 13 30. Ejercicio 14
Ejercicio 17 32. Ejercicio 18
l:Ejercicio 21 34. Ejercicio 22
Ejercicio 23 36. Ejercicio 24

En los ejercicios 37 a 44, primero obtenga una funcién como
modelo matemdtico de la situacion. Defina la variable depen-
diente y el valor de funcion como nimeros, e indigue las uni-
dades de medicion. No olvide completar el ejercicio con una
conclusion.

3.

38.

A una persona que gana $15 por hora se le paga sélo por
el tiempo real de trabajo. ;Qué tan cerca de 8 horas debe
trabajar una persona para que su salario difiera de $120 en
no més de 25 centavos”

Para la situacién del ejemplo ! de la seccién 1.3, ocuél

debe ser la temperatura del gas si éste ocupa un volumen
entre 79.95 m® y 80.05 m3?

39. Se construye una cerca. alrededor de un jardin de forma

cuadrada. ;Qué tan préxima a 10 pie debe estar la longi-
tud de cada lado del jardin para que la longitud total de la
cerca esté entre 39.96 y 40.04 pie?

40.

41.

42,

43.

Se construye una sefial circular de modo que la longitud de
su circunferencia difiera de 6 pie en no mds de*0.1 pie.
(Qué tan cerca de 3 pie debe medir el radio de la sefial?

Para el jardin del ejercicio 39, ;qué tan cercana a 10 pie
debe estar la longitud de cada lado del jardin para que el
4rea de dicho jardin difiera de 100 pie’ en no mas de
0.5 pie??

Para la sefial del ejercicio 40, ;qué tan cercano a 3 pie debe
medir el radio de la sefial para que el drea de dicha seiial
difiera de 97 pie? en no més de 0.2 pie??

El ndmero de pies que cae un cuerpo a partir del reposo en ¢
segundos varfa directamente como el cuadrado de ¢, y un
cuerpo cae a partir del reposo 64 pie en 2 s. (Qué tiem-
po cercano a 5 s le tomard a un cuerpo caer entre 398 y
402 pie?

. El nimero de tibras por pie cuadrado de a fuerza del vien-

to sobre una superficie plana cuando la velocidad del viento
es v millas por hora, varia directamente como el cuadrado de
v. Suponga que la fuerza es de 2 Ib/pie? cuando la velocidad
del viento es de 20 mi/h. ;Qué tan cerca de 30 mi/h seré la
velocidad del viento cuando su fuerza sobre una superficie
plana esti entre 4.45 Ib/pie? y 4.55 1b/pie??

1.5 DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION

Y TEOREMAS DE LIMITES

Abora se presentar4 la definicién formal de limite de una funcién. La definicién
contiene la proposicién que implica las desigualdades con la notacién € -6
mostrada con frecuencia en la seccién 1.4. ,

1. 5 1 Definicion de limite de una funcion

Sea f una funcién definida en cada nimero de algin inm:!o abierto
que contiene 2 &, excepto posiblemente en el nimero a mismo. El
Endtedef{x)conﬁomexsemls esl.,loqp:scesmhe

como

iun

=L

’sa la sagmem pmp@mcaéu e&vmhdcra:

dada cualquier € > 0, ao lmponacmpequellasea. existe una
5> 0 tal que

i 0<|x-al<é entonces lf{x)-Ll<r

(D
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y y = fx)

y y = f@)

L+¢€
L+ €x—
L- ez—£

fix) EEEEREENTY

L-¢

S

y y = f)

0 —
a-6, a+ 6

FIGURA 3

En palabras, esta definicidn establece que los valores de funcién f(x) se
aproximan al limite L conforme x lo hace al mimero a si el valor absoluto de la
diferencia entre f(x) y L puede hacerse tan pequefia como se desee tomando x
suficientemente cerca de a pero no igual a a. i

Observe que en la definicién no se menciona nada acerca del valor de la
funcién cuando x = a. Recuerde, como se sefialé en la seccién 1.4, la funcién
f no necesita estar definida en a, para que el }1_r)r{11 f(x) exista. Mds atn, si f
estd definida en a, }1_1)1}1 f(x) puede existir sin que tenga el mismo valor que
f(a) como en el caso de la funcién del ejemplo ilustrativo 2 de la seccién 1.4.

Una interpretacion geométrica de la definicién de limite de una funcién f
se muestra en la figura |, la cual presenta una porcién de la grifica de f cerca
del punto donde x = a. Como f no estd necesariamente definida en a, no
existe un punto en la grafica de f con abscisa a. Observe que si x, en el ¢je
horizontal, estd entre a — 8, y a + &, entonces f(x), en el eje vertical, estara
entre L — € |y L + €. En otras palabras, al restringir x, en el eje horizontal,
de modo que esté entre a — &, y a + &, se restringe a f(x), en el eje verti-
cal, de manera queesté entre L — € ; y L + €,. Asi,

si 0<|x-a|<6, entonces |f(x)—L|< €

La figura 2 muestra cémo un valor pequefio de € puede requerir una elec-
cién diferente para 8. En la figura se aprecia que €, < €, y que el valor
8; es demasiado grande; esto es, existen valores de x para los cuales
0< lx - al < &, pero [f(x) - L] no es menor que €,. Por ejem-
plo, 0 < |X —al| <.§, pero |[f(® - L| > €, Por esta razén debe
elegirse un valor 8, més pequefio, como se muestra en la figura 3, tal que

si0<’x—-al< 5, entonces |f(x) - L|< €,

Sin embargo, para cualquier eleccién de € > 0, no importa que tan pequefio

. sea, existe & > O tal que la proposicién (1) se cumple. Por tanto, lim f(x) = L.
I—a

En el primer e¢jemplo de esta seccién, se vuelve a tratar la funcién mos-
trada en los ejemplos'1 y 2 de la seccién 1.4.

’ EJEMPLO 1 Utilice la definicién de limite para demostrar que
lim (4x - 5) =3
x—2

Solucién El.primer requisito de la definiciéon 1.5.1 es que 4x — 5 esté
definida en cada nimero de un intervalo abierto que ontenga a 2, excepto
posiblemente en 2. Puesto que 4x ~ 5 estd definida para todos los niimeros
reales, cualquier intérvalo abierto que contenga a 2 satisface este requisito.
Abhora se debe demostrar que para cualquier € > 0 existe una § > 0 tal que

si 0<lx—2|<5 entonces |(4x—5)—3|<§ )
& si 0<|x-2|< & entonces 4|x-2|< €
e si. 0 <|x=-2|< & entonces . |x-2|< i€

Esta proposicién denota qﬁe %6_ es una & satisfactoria. Con esta eleccién de 6
se tiene el argumento siguiente:,

0<|x—2|<5 -
4)x-2}f< 48
|4x - 8] < 46

Ly



40 CAPiTULO 1 FUNCIONES, LIMITES Y CONTINUIDAD

= |(4x - 5) - 3| < 46
= [4x - 5) - 3| < € (porque & = 3€)

Por tanto, se ha establecido que si § = % €, entonces se cumple la proposicién
(2). Esto demuestra que liné (4x - 5) = 3.
x>

En particular, si € = 0.1, entonces se toma § = %(0.1), es decir, 6 =
0.025. Este valor de 6 corresponde al valor determinado en los ejemplos 1 y
2 de la secci6n 1.4.

Cualquier nimero positivo menor que %G puede emplearse también
como la & requerida. <

En el suplemento de esta secci6n, al final del dpendice se proporciona un
ejemplo que muestra cémo aplicar la definicién 1.5.]1 para demostrar que
P—>mz 2 = 4.

A fin de calcular lfmites de manera mds facil que cuando se utiliza la
definicién se emplean teoremas, cuyas demostraciones estdn basadas en la de-
finicién. Estos teoremas, asf como otros que aparecen en secciones posterio-

res de este capitulo, estdn sefialados con la etiqueta teorema de limites.

1.5.2 Teorema 1 de limites Limite de una funcion lineal
Sim y b son dos constantes cualesquiera, entonces

ljln'(mtdlb):m-l-b
X—a

Demostracién A partir de la definicién de limite de una funcién, se
debe demostrar que para cualquier € > 0 existe una 6§ > 0, tal que

si 0 < |x-a|< Sentonces |(mx + b) — (ma + b)| <€ (3

Caso l:m # 0.
Como |(mx + by - (ma + b)| = [ml . |x - aI, se desea encon-
trar una & > O para cualquier € > 0, tal que

si 0<|x-a|< & entonces |m|-|x-a|l<e€
ocomom # 0,

i 0<|r-a|l<é entonces |x - a| < —£—

|m|

Esta proposicion se cumplird si 6 = €/ ] m | ; por lo que se puede concluir que
si 0<|x—a|< 5y5=ﬁ- entonces |(mx+b)—(ma+b)|<€
m

Esto demuestra el teorema para el caso 1.
Caso2:m = 0.

Sim = 0, entonces | (mx + b) — (ma + b) | = () para todos los valo-
res de x. De modo que se toma & como cualquier nimero positivo, cumplién-
dose asf la proposicién (3). Esto demuestra el teorema para el caso 2. [

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  Del teorema I de limites,

lim(Bx+5 =3-2+15
12 =1 <
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1.5.3 Teorema 2 de limites Limite de una funcion

constante
Sices una constante, entonces para cualquier némero a '
lim ¢ = ¢ ;

x—d

Este teorema se deduce inmediatamente del teorema 1 de limites toman-
dom = 0yb = c.

1.5.4 Teorema 3 de limites Limite de la funcion

identidad
limx=a

x=a

Este teorema también se deduce inmediatamente del teorema 1 de limites
tomandom = 1yb = 0.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  Del teorema 2 de limites,

lim7 =7
x5
y del teorema 3 de limites,
lim x = -6 <
x—3-6

1.5.5 Teorema 4 de limites Limite de la suma
y de la diferencia de dos funciones

Si liﬂﬁx)=l. y llﬂg(x)a-u.emonccs
li_::: [fo) £ gl =L M

La demostracién del teorema 4 de limites se presenta en el suplemento

V" de esta seccién. En el enunciado del teorema, el hecho de que lim f(x) = Ly
x—a

(o)

lim g(x) = M indica que los limites existen. En otras palabras, no se puede
x~—a

decir simplemente que el limite de la suma de dos funciones es la suma de
sus limites, se debe agregar la condici6n de la existencia de los limites: si los
limites- existen. Consulte el ejercicio 44 de la seccién 1.6 y el ejercicio 50
de la seccién 1.7.

El teorema siguiente de limites es una extensién del teorema 4 de Ifmi-
tes para cualquier nimero finito de funciones. Se le pedird que proporcione
la demostracién mediante induccién matemdtica en el ejercicio suplemen-
tario 10.

1.5.6 Teorema 5 de limites Limite de la suma
y de la diferencia de n funciones

Si lim fi(xy = Ly, lim £y) = Ly, ..., ylim £,() = L, entonces
Im (i@ £ A@ + . L@ =Lt L. .t L,

El limite del producto de dos funciones se tiene mediante el teorema
siguiente de 1fmites. Otra vez, observe que el teorema establece que el limite
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\W’

del producto de dos funciones es el producto de sus lfmites si los limites exis-
ten. Para la demostracién, refiérase al suplemento de esta seccién.

1.5.7 Teorema 6 de limites Limite del producto

de dos funciones
Si lim f(x) = Ly lim g(x) = M, entonces
zi_r,l: [fx)- g =L-M

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Del teorema 3 de limites,
lin}1 x = 4,y del teorema 1 de limites, lin}1 (2x + 1) = 9. Asi, por el teore-
ma 6 de limites

lim [x2x + 1)] = limx - lim2x + 1)

x—4 x—4 x—4
4-9
36 |

El teorema 6 de limites también puede extenderse a un nimero finito de
funciones mediante la aplicacién de la induccién matemdtica, como se le pe-
dird que lo haga en el ejercicio suplementario 13,

1.5.8 Teorema 7 de limites  Limite del producto
de n funciones

Si }i_lg fix) = Ly, ‘Iif.lfzfx). = ILy,...,y lim f(x) = L, entonces
!5_1’1‘1‘ fiDHR) .. L) = LiL,... L,

1.5.9 Teorema 8 de limites Limite de la n-ésima

potencia de una funcion

Si lim f(x) = L’y nes cualquier nimero entero positivo, entonces
lim [f))" = L"

La demostracién es inmediata a partir del teorema 7 de Ifmites, tomando
Fi(x), fo(x), . . ., f(x) todas iguales a f(x) y Ly, L,, . . ., L, todos iguales a L.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4  Del teorema 1 de limites,

lim2 (5x + 7) = -3. Por tanto, del teorema 8
x—=

x—>-2 x—-2

4
lim 5x + 7)* = [ lim (5x + 7)}

-3)*
= 81 <

El siguiente teorema de limites trata acerca del limite del cociente de dos
funciones, y no sélo se requiere la existencia de los limites, sino que también
se pide que el limite de la funcién del denominador sea diferente de cero.
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1.5.10 Teorema 9 de limites Limite del cociente

de do funciones
Si lim f(x) = Ly lim g(x) = M, entonces
x—a i—+a E

ﬁg _;‘! SM 20

La demostracién de este teorema se presenta en la seccién 1.9.

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Del teorema 3 de limites,

11m x = 4,y del teorema 1 de limites, hm (-7x + 1) = -27. Por tanto, del

teorema 9 de limites,

N lim x
1i = x—4
b TTx v 1 Tm(-7x + 1)
x—4
- _4
27
- _4 <
27

1.5.11 Teorema 10 de limites Limite de la raiz

n-ésima de una funcién
. Sin es un-niimero entero positivo y 1!_1.1: flx) = L. entonces
lim §[G) = %L
conla:estnocléndequesmespar L>0

La demostracién de este teorema también se proporciona en la seccién 1.9.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6  Del cjemplo ilustrativo 5 y

del teorema 10 de limites,

lim 3 =
J—IB -‘71 +1

(9% )
b=
18
4
= |w
+

t
o
I
SRS

<

|
wlﬁ’
Al

Ahora se establecerdn dos teoremas, los cuales son casos especiales de
los teoremas 9 y 10 de limites, respectivamente. Cada uno de estos teoremas se
utiliza en la seccién 1.9 para la demostracion de los teoremas de limites
correspondientes.

1.5.12 Teorema

Si a es cualquier mimero real diferente de cero, entonces

lim-l—=-]—
a
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1.5.13 Toremu

Sia > 0y n es un nimero entero positivo, 0 sia = 0 y n es un ni-
mero entero impar, entonces

_M'\‘F Ya

x

Las demostraciones de los teoremas 1.5.12 y 1.5.13 se presentan en el
suplemento de esta seccion.

En los ejemplos siguientes se aplicardn los teoremas anteriores para calcu-
lar Ifmites. A fin de indicar qué teorema se ha aplicado se escribir4 la abrevia-
cién “T.n L.”, donde n representa el nimero del teorema; por ejemplo, “T.2 L.”
se refiere al teorema 2 de limites.

’ EJEMPLO 2 Calcule lim (x? + 7x — 5), y cuando sea apro-

. . . P x—3 .
piado, indique los teoremas de Iimites que se aplicaron.

Solucién
lim@x? + 7x - 5) = lirrg x2 + lirr; Tx ~ h'rr; 5 (T.5L.)
x—3 x— x— x—
= lirr;x~ lirrgx+ 11'n;7 lmgx— th (T.6L.)
=33 +7-3-5 (T.3L.yT.2L.)
=9 + 21 -5
=25 4

Es importante que se de cuenta de que el limite del ejemplo 2 se evalué
mediante la aplicacién directa de los teoremas de limites. Observe que para la
funcién f del ejemplo no sélo el 11m f(x) es igual a 25, sino que también f(3)

es igual a 25. Pero recuerde, llm f(x) y f(a) no siempre son iguales.

’ EJEMP'.Q 3 Determine el siguiente limite y, cuando sea apro-
piado, indique los teoremas de limites que se aplicaron:

lim 3 +2x+3
x—2 x2 +5

Solucién

3 ' f 3
lim \/x__i'zﬁé = |lim 5;224‘_*'_3 (T.10L.)
x-2 xc +5 =2 x2 +5

11m (x +2x+3)

= |22 T.9L.
lim (x2 + 5) ( )
x—52
[lim x3 + lim 2x + lim 3
= X2 x—52 x—52 (T.S L.)
lim x2 + lim 5
x—2 x—52
~ (11mx)3+)lrer122 }St;x+}£rr;3 (T.6L.
- (11m 0% + 11m 5 yT.8L)
3 .
= (22 +2:2+3 (T.3L.yT.2L.)

22 +5
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Tabla 1
2 _
x |fo = 2B
x-35
4 9
45 9.5
49 9.9
4.99 9.99
4.999 9.999
Tabla 2
2 -
x |fm = -2
x-5
6 11
55 10.5
5.1 10.1
5.01 10.01
5.001 10.001

8+4+3
9

s

>

(a)

(b)

fo) = E=

EJEMPLO 4  sea

x2 -25

5

Utilice una calculadora para determinar y tabular los valores de f(x) cuan-
do x toma los valores 4, 4.5, 4.9, 4.99, 4.999 y cuando x es igual a 6, 5.5,
5.1, 5.01, 5.001. ;A qué valor parece que se aproxima f(x) conforme x
tiende a 5?7

Confirme la respuesta del inciso (a) analiticamente mediante el célculo
del ll_’n'; f(x).

Solucién

(@

(b)

Las tablas 1 y 2 muestran los valores de f(x) para los valores indicados
de x. Observando estas tablas, parece que f(x) se aproxima a 10 conforme
x tiende a 5.

En este caso, se tiene una situacién diferente a las de los ejemplos anterio-

2 _
res. No puede aplicarse el teorema 9 de limites al cociente 5_?5 de-
x —
bido a que lim (x — 5) = 0. Sin embargo, al factorizar el numerador se
obtiene

x2-25 _ (x=5)(x+5)
x=5 x -5

Six # 5, entonces el numerador y el denominador pueden dividirse en-
trex — 5 para obtener x + 5. Recuerde que cuando se calcula el limite de
una funcién conforme x se aproxima a 5, se consideran los valores de x
cercanos a 5, pero sin tomar este valor. Por tanto, es posible dividir el
numerador y el denominador entre x — 5. La soluci6n se expresa en la
siguiente forma.

2 _ -
lim £~ =25 - jim &= 5Xx+35)
-5 x—5 x5 x -5

lirré x+5)

=10 (T.1L.) 4
> EJEMPLO 5 Considere
_ Jx-2
gx) = —xfj'zr

(a)

()

Utilice una calculadora para determinar y tabular los valores de g(x) cuan-
do x toma los valores 3, 3.5, 3.9, 3.99, 3.999 y cuando x es igual a 5, 4.5,
4.1, 4.01, 4.001. ;A qué valor parece que se aproxima g(x) conforme x
tiende a 47 B

Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la grifica de g en un rectdngulo
de inspeccién conveniente.
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Tabla 3

x |8 = Jx -2

x -4
3 0.2679
3.5 0.2583
39 0.2516
3.99 0.2502
3.999 0.2500

Tabla 4

« |g = x=2

x-4
5 0.2361
4.5 0.2426
4.1 0.2485
" 4.01 0.2498
4.001 0.2500

Rh—-
[1,5.7) por [0, 1}
g = Y222
x -4
FIGURA 4

©

Confirme la respuesta del inciso (a) analiticamente mediante el célculo del
lirr‘l‘ g(x) y, cuando sea apropiado, indique los teoremas que se aplicaron.
x—

Solucién

(a)

(b)

(©)

equivalentes a

Las tablas 3 y 4 muestran los valores de g(x) para los valores especifica-
dos de x. Observando estas tablas, parece que g(x) se aproxima a 0.2500
conforme x tiende a 4.

La figura 4 muestra la grifica de g trazada en el rectdngulo de inspeccién
de [1, 5.7] por [0, 1]. La gréfica tiene un agujero en el punto (4, 0.25).
Utilizando el rastreo (trace) de la graficadora, se observa que g(x) se
aproxima a 0.25 conforme x tiende a 4, lo cual apoya la respuesta del in-
ciso (a).

Como en el ejemplo 4, no se puede aplicar el teorema 9 de limites al co-
Vx -2
x—4
te se racionaliza el numerador multiplicando tanto el numerador como el
denominador por +/x + 2.

Jx -2 Wx - 2(x +2)

x-4 (x — 4)x +2)

_ x-4

(x - HHx +2)

Puesto que se estd evaluando el lfmite conforme x tiende a 4, se consideran
sélo los valores de x cercanos a 4 sin tomar este valor. En consecuencia, se
pueden dividir el numerador y el denominador entre x — 4. Por tanto

Vx-2 _ 1
x—4 Jx o+ 2
La solucién se expresa como sigue:

lim ¥* =2 _
% x-4 e (x- AYE +2)
-4

lim (x - H)(x +2)

ciente

debido a que lirn4 (x — 4) = 0.Parasimplificar el cocien-
x>

Il

six # 4

, 1

l —_—

3 Vx +2)
lim 1

= x4 T.9L.

1in3‘(«/§+2) ( )
1

I S T.2L.)y(T.4L.
lim vx + lim 2 ( )y« )
x4 x4

= 1 (T.10L.)y (T.2L.)
{}mx+2

= 1 (T.3L)
V4 +2
4

De vez en cuando se necesitarén otros dos enunciados de limites que son

limf(x) = L
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Estos enunciados se presentan en los dos teoremas siguientes, cuyas demos-
traciones se le pedirdn en los ejercicios 63 y 64.

1.5.14 Teorema

x—a

Ajwlv/‘) (%8

limf(x) = L siysdlosi

lim [f() = L] = 0

1.5.15 Teorema =
Ii_r.nf(x) = L siysoélosi ng(r +a)=1L

| .1

El teorema siguiente establece que una funcién no puede aproximarse a
dos limites diferentes simultineamente. Este teorema recibe el nombre de
teorema de unicidad, debido a que garantiza que si el limite de una funcién
existe, entonces es dnico.

1.5.16 Teorema

Si limf) = Ly y 1i_r'r:f(x} = L, entonces

:L, =1L,

Debido a este teorema se puede establecer que si una funcién f tiene
un limite L en el nimero a, entonces L es el limite de f en a. La demostracién
del teorema se proporciona en el suplemento de esta seccién.

En los ejercicios 1 a 10, demuestre, aplicando la definicion
1.5.1, que el limite es el niumero indicado.

1. lim7=7 2. lim(-4) = -4
x5

=2

3. lim2x +1) =9 4, lim@dx + 3) =7
x4 x=!

5. lim(7 - 3x) = -2 6. lim 2x + 7) = -1
x=3 x=-4

7. lm(l + 3x) = -5 8. 1im2(7 -2x) =11
x—-2 R,

2 _ 2 _

9. tim* =1 -2 10 im* -2 =6

a1 X+ 1 -3 x-3

En los ejercicios 11 a 24, determine el limite y, cuando sea
apropiado, indique los teoremas de limites que se aplicaron.
11 lim@Gx - 7) 12. lim (5x + 2)

x5 14
13. mG2+2x- 1) 14. 1in§(2.x2 - 4x + 5)

x=2 =

15. lim (& + 8)

52

16. lim (° - 2y2 + 3y - 4)
y—=-1
. 4x -5 . 3x+4
7. L1
1. lmoS 18 lim o1
2 _
1. lim =3 20, lim —2%*1
=2 2t + 6 o1 x2 - 3x+ 4
2
21, lim 87+l 22, lim X *3x+4
r=t r+3 A2 x3 +1
2
23. lim 3X-=3*+4 24 lim 3}M
14 2x2 -x-1 -3 5-x

En los ejercicios 25 a 30, haga lo siguiente: (a) utilice una
calculadora para determinar con cuatro cifras decimales y ta-
bular los valores de f(x) para los valores especificados de x. ;A
qué valor parece que se aproxima f(x) conforme x tiende &
¢? (b) Apoye la respsesta del inciso (a) trazando la grdfica de
fen un rectdngulo de inspeccién adecuado. (c) Confirme anali-
tic te la respuesta del inciso (a) calculando el lim f(x)

X=c
y, cuando sea apropiado, indique los teoremas de limites que
se aplicaron.

25. f(x) =

=2 es1,1519, 199,199y xes 3,25,
xt -4 oo T

2.1,2.01,2.001;¢c = 2

2
2x"+3x -2, 603 25 -2.1,-2.01, -2.001
x* -6x~16

yxes—1,-1.5,-1.9,-1.99,-1.999; ¢ = -2

26. f(x) =

2
27, fx) = X E3x+6. 05 _4,-35,-3.1,-3.01, -3.001,
x2 - x~-12

-3.0001 y x es -2, -2.5, 2.9, -2.99, -2.999, -2.9999;
c=-3

28. f() = 2E73 xes1,14,1.49, 1499, 14999 y xes 2,
4x< -9

1.6, 1.51,1.501, 1.5001;¢ = 2

29, f(x) = 39‘ */x} :xes 8, 8.5, 8.9, 8.99, 8999 y x es 10,

9.5,9.1,9.01,9.001;¢c = 9
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30. fl) = 224 T X e 1,-0.5,-0.1,-0.01,-0.001 y
X

xes1,05,0.1,0.01,000l;¢c = 0

En los ejercicios 31 a 46, determine el limite y, cuando sea
apropiado, indique los teoremas.de limites que se aplicaron.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

49.

51.

52.

53.

2 _ 2 _
lim =42 32, lim -2
x—7 x -7 55 Z+ 5
lim 422 -9 34. lim 3% -1
>3/2 2x + 3 T ox51/3 952 — 1
2 _qe_ 2 _
lim 3s ~ 8s - 16 36, lim 3x2 17x + 20
524 25 - 95 + 4 -4 4x° ~ 25x + 36
3 3 _
lim 2+ 8 38, lim 5!
yo2 ¥+ 2 sof 5=
7 3
lim |—2 =% 40, lLim (8 -2
32y + 7y +3 =372 42 - 9
lim Y2 =1 4. lim ¥2*t3 =2
- ox =1 x—= x +1
lim YA+ 2 -2 M. fm dx-1
h—o0 h x—1 x -1
lim 2x2 -x -3
om0 x4 222 + 61+ 5
lim B -x2-x+10
=2 x2 4+ 3x+2
. Sif(x) = 2 + 5x — 3, demuestre analfticamente que

lin% f(x) = f(2). Apoye su respuésta graficamente.

o

Si F(x) = 2x* + 7x — |, demuestre analiticamente que
lim F(x) = F(-1). Apoye su respuesta graficamente.
x—-1

-1

-1

analfticamente que lim g(x) existe y calcilelo. Apoye su
x-1

, (por qué no existe g(1)? Demuestre

2
Si g(x) = xx

respuesta graficamente.

x =1

Si G(x) =
i G(x) 7

T ¢por qué no existe G(1)? Demuestre

analiticamente que lim G(x) existe y calcilelo. Apoye su
x>t

* respuesta grificamente.

Si (o) = ————‘V""XM, {Por qué no existe A(0)? De-

muestre analiticamente que lin}) h(x) existe y calciilelo.
x—

Apoye su respuesta graficamente.

Si H(x) = , (por qué no existe H(0)? De-

x

Nx+1-1

muestre analiticamente que lim H(x) existe y calcilelo.
-0

Apoye su respuesta graficamente.

Si

F) = {Zx—l six # 2

1 six =2

encuentre el lim f(x) y demuestre que linz fx) = f(2).
X932 x—

Dibuje la grifica de f.

4.

Si
fo) = {f -9

encuentre el ll’m3 f(x) y demuestre que 11’m1 f(x) # f(=3).
X x—-3

si x # =3
six=-3

Dibuje la grafica de f.

En los ejercicios 55 a 58, responda los incisos (a)-(c) a partir
de la grdfica de f dibujada en la figura adjunta.

55.

56.

57.

El dominio de fes (— o0, + o0). (a) Defina f(x) a trozos. (b)
{Cudles son los valores de f(-3), f(0) y f(3)? (c) ;Cudles
son los valores de lim f(x), lim f(x) y lim f(x)?

x—-3 x—0 X3

El dominio de fes (— oo, + o0). (a) Defina f(x) a trozos. (b)
(Cudles son los valores de f(-2), f(0) y f(2)? (c) ;Cuiles
son los valores de lim f(x), lim f(x)y lim f(x)?

x—-2 -0 192

El dominio de fes [-5, 5]. (a) Defina f(x) a trozos. (b) ; Cud-
les son los valores de f(—4), f(=3), f(3) y f(4)? (c)
(Cudles son los valores de lim f(x), lim f(x), lim f(x)y
]iﬂ:l‘ f(x)" 1o-4 x--3 x—3
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§8.

El dominio de fes [~o0, 2]. (a) Defina f(x) a trozos. (b)
;Cudles son los valores de f(=1), f(0), f(1) y f(ﬁ)?
lim f(x),

1=}

(¢) (Cudles son los valores de

Hm f(x),
lim f(x) y lim f(x)? 0
x-1 -3

En los ejercicios 59 a 62, dibuje la grdfica de alguna funcion f
que satisfaga las condiciones dadas. En cada ejercicio el do-
minio de f es (—00, + o).

59. f(2) = 3;

60.

61.

62.

lim f(x) = 1; lim f(x) = f(a) si a # 2; el
x2 x—a

contradominio de f es el conjunto de todos los mimeros
reales.

f(=3) = 4; f(3) = -5; limaf(x) = -5; lirr;f(x) =
- x—

lim f(x) = f(a) si @ # £3; el contradominio de f es el
xa

conjunto de todos los nimeros reales.

lim6 f(x) # f(-6); lin; f(x) # f(6); lim f(x) = f(a) si
a # 16; el contradominio de f es el conjunto de todos
los mimeros reales no negativos.
f(=2) = f(2) lin_lzf(X) # f(=2); li_’n; fx) = f(2);

lim f(x) = f(a) si a # X2; el contradominio de f es el

intervalo cerrado [—3, 3].

1.6 LIMITES LATERALES

Hasta ahora, en el estudio del limite de una funcién conforme la variable
independiente x tiende al nimero a, se han considerado valores de x cercanos
a a, tanto mayores COmo menores que a; esto es, valores de x en un intervalo
abierto que contenga a a, el cual no se considera como posible valor de x.
Sin embargo, suponga que se tiene la funcién definida por

f) =

N

63.

65.

67.

Demuestre el teorema 1.5.14. Sugerencia: Debido a que
el teorema tiene el conectivo légico si y sdlo si, la de-
mostracién debe realizarse en dos partes. Para demostrar
que lim f(x) = L si lim [f(x) = L] = 0, inicie con

lim f(x) y sustituya f(x) por [f(x) = LY + L, después

xoa

aplique el teorema 4 de limites. Para demostrar que
lim f(x) = L sélo si lim [f(x) — L} = 0 o, equiva-

x—a I—a
lentemente, lim (f(x) = L] = 0 si lim f(x) = L, apli-
que el teorema 4 de limites a lim {f(x) — L].
x—a
Demuestre el teorema 1.5.15. Sugerencia: como en la de-

mostracion del teorema 1.5.14, se requieren dos partes.
Para demostrar que lim fx) =L si hm ftt +a) =1L,

aplique la definicién 1 5 1y después susntuyar + apor x
y ¢ por x — a. Para demostrar que 11m f(x) = L sélo si
llm ftt + a) = Lo,equ1valentemente, hm ft + a) =

si hm f(x) = L, aplique la defmlc,lén lSl y después

sustltuyaxport +ayx—aport.

Si P es una funcién polinomial, ;por qué existe 11m P(x)

para todos los némeros a y por qué puede determmarse

este limite calculando P(a)? Si R es una funcién racional,

{por qué no puede tenerse un enunciado semejante al ante-

rior que implique a lim R(x)? ;Cémo podria modificar el
x9a

enunciado anterior para el limite de una funcién racional?
Si lim f(x) existe y lim [f(x) + g(x)] no existe, expli-
xa x—=a
que por qué puede concluirse que lim g(x) no existe.
x4 .
Sin emplear las palabras limite o se aproxima y sin utili-

zar simbolos tales como € y 4§, establezca en palabras lo
que significa el siguiente simbolismo: lim f(x) =

Como f(x) no existe si x < 4, entonces f no estd definida en cualquier in-
tervalo abierto que contenga a 4. De modo que lim +x — 4 no tiene signifi-
x4

cado. Si, de cualquier forma, se restringe x a nimeros mayores que 4, puede
lograrse que el valor de +/x — 4 esté tan cerca de 0 como se desee tomando
valores de x suficientemente cercanos-a 4 pero mayores que 4. En tal-caso, x
se aproxima a 4 por la derecha y se considera el limite per la derecha (o el
limite lateral derecho), el cual se define a continuacién. <



50 CAPITULO 1 FUNCIONES, LIMITES Y CONTINUIDAD

-1

-1
sgnx = < 0
i

FIGURA 1

six <0
six =0
si0<x

1.6.1 Definicion de limite por la derecha

Sea f una funcién definida en cada nimero del intervalo abierto
(a, ¢). Entonces, el limite de f(x), conforme x tiende a a por la de-
recha, es L, lo que se denota por

lim f(x) = L
r—rat

si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequefia sea, existe una
& > 0Otal que

$i0<x-a<d entonces |fx)-L|<e€

Observe que en la dltima linea de la definicién, no se colocaron barras de
valor absoluto alrededor de x — a ya que se consideran inicamente valores
de x para los cuales x > a.

Al calcular, a partir de la definicién, el limite de +x - 4, conforme x
tiende a 4 por la derecha, se tiene

lim vx -4 =0

x4+

Si, cuando se considera el limite de una funcion, la variable independiente
x se restringe a nimeros menores que a, se dice que x se aproxima a a por la
izquierda. Este limite recibe el nombre de limite por la izquierda (o limite
lateral izquierdo).

1.6.2 Definicion de limite por la izquierda

Sea f una funcién definida en cada niimero del intervalo abierto (d, a).
Entonces, el limite de f(x), conforme x tiende a a por la izquierda,
es L, lo que se denota por

lim f(x)'= L

si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeila sea, existe una
d > 0tal que

5i0 < a~x < & entonces |f(x) - L| <€

Se referird al lim f(x) como el limite bilateral para distinguirlo de los
limites laterales. *°
Losteoremas 1 a 10 delimites estudiados en la seccién 1.5 siguen siendo

*»

vilidos si “x — a” se sustituye por “x — a*” 0“x — a™”.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 1 muestra la gra-

fica de la funcién signo definida en el ejercicio 49 de la seccién 1.1
mediante

-1 six<O
sgnx =3 0 six=0

1 si0<x
Comosgnx = —1six < Oysgnx = 1si0 < x, se tiene
lim sgnx = lim (-1) lim sgnx = lim 1
x—0~ x—0- x—0+ =0+ ‘
= -1 =1
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25 +

10 1
5—
} 3 x
2% si0=sxs 10
C =
) {1.& $i10 < x

FIGURA 2

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
_ flx] six=o0
&) = {2 six=0
FIGURA 3

En el ejemploilustrativo 1, debido a que el limite por laizquierda y el Ifmite
por la derecha no son iguales, el limite bilateral 1][1‘(1) sgn x no existe. El concepto

de limite bilateral no existe debido a que los dos limites laterales son diferentes,
lo cual es una consecuencia del siguiente teorema.

1.6.3 Teorema

El lim f(x) existe y es igual a L si y s6losi lim f(x)y lim f(x) existen
X—ra X=a- x=—a+

y son iguales a L.

La demostracién de este teorema se deja al estudiante como ejercicio
(consulte el ejercicio 34).

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  En el ejemplo 2 de la sec-

cién 1.3 se tuvo la siguiente funcién en la que C(x) d6lares es el costo total de
un pedido de x libras de un producto:

C(x)={2x si0<sx<1
1.8x s 10 < x

La grafica de C se muestra en la figura 2. Observe el rompimiento de la grafica
en x = 10. A continuacién se examinard el lim C(x). Como la definicion

x—1

de C(x) cuando x < 10 es diferente de la definicién cuando x > 10, debe
distinguirse entre el lfmite por la izquierda en 10 y el limite por la derecha en
10. Al calcular estos limites se obtiene

lim C(x) = lim 2x lim C(x) = lim 1.8x
x—10~ x—10™ x—- 10+ 10+
= 20 = 18

1
Puesto que lim C(x) # lim C(x), se concluye, por el teorema 1.6.3, que
x—10~ x—10%

lim C(x) no existe. En la seccién 1.8, se considerard otra vez esta funcién
x—10

como un ejemplo de una funcién discontinua. <

’ EJEMPLO 1 Sea g la funcién definida por

g(x)={|x[ six#0
2 six =20

(a) Dibuje la grafica de g. (b) Determine lin?) g(x) si existe.
panl

Solucién

(a) La gréfica de g se muestra en la figura 3. Observe que la grafica se rompe
en el origen.

(b) x]—l)r{)l_ g(X) = x‘l{g— (“X) xl—lyrg*' g(X) = xl—lvrz)l*'x

Como 11’1})1 gx) = 1ir})1+ g(x), se concluye, por el teorema 1.6.3, que
x—=07 x—
lirr(l) g(x) existe y es igual a 0. Observe que g(0) = 2, lo cual no afecta
x—
al lim g(x). <
-0
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’ EJEMPLO 2 Sea h la funcién definida por

4 h(x) = 4 — x2 sﬁxsl
{ 2+x2 sil<ux

(a) Dibuje la grifica de h. (b) Determine, si existen, cada uno de los siguien-
tes limites: lir?_h(x); lir§1 h(x); lin}h(x).

Solucién
(a) La gréfica de h se muestra en la figura 4.
b) lirP h(x) = lir{l 4 - x% lir{l h(x) = lir? 2+ x?)
x=1= x—=1= x= 1+ x=1+
= 3 =3
> X Como 11m | h(x) = lun h(x) y ambos son iguales a 3, se concluye, por
el teorema 1. 6.3, que 11m h(x) = 3. 4
ho) = {4—x2 six < 1
2+x2 sil<x
FIGURA 4 ’ EJEMPLO 3 Sea fla funcién definida por
- k-3
f&x) = -3

(a) Trace la gréfica de fy a partir de la gréfica haga una conjetura acerca de
ling f(x). (b) Confirme analiticamente la conjetura del inciso (a).
=

Soluciéon

(a) La figura 5 muestra la gréifica de f trazada en el rectangulo de inspec-
cién de [-1, 8.4] por [-2, 2]. Debido a que la grifica se rompe en el

B 2 punto donde x = 3, se sospecha que hm J(x) no existe.

(b) Como
le-3]={*x=3 5ix23 e B3 [ 1 six=3
3-x six<3 x-3 -1 six <3
I-1, 84 por [-2, 2] Al calcular los limites laterales se obtiene
lx = 31
R k-3 e -3
x -3 : — Qi X . — pim X
):llgl_f(X) = A'xllgl_ X = 3 xl—lblgl+ f(X) xl—lgil"’ X — 3
FIGURA S
= lim (-1) = lim 1
x—=3- x—=3+
=<1 =1

Como lim f(x) # lim f(x), se ha confirmado analiticamente que
x—=3" X3+

lim f(x) no existe. 4
x—3

’ EJEMPLO 4 Sea f la funcién definida por

x+ 5 six < -3
fx) = VO -x2 si-3<x<3
3 -x si3<x

(a) Dibuje la gréfica de f. (b) Determine cada uno de los siguientes limites:

lim fO: lim feo: lim fG; lm fe; lim f(); lim f(x).
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7 Solucién
1 (a) La gréfica de f se muestra en la figura 6.
() lim f(x) = lim (x + 5) lim f(x) = lim V9 - x2
x—>-3" x93 x—-3+ x—-3+

Como lim f(x) # lim_ f(x), entonces lim f(x) no existe.
x—-3— x—o3* x93

: _ : lo _ .2 , _ , _
x+5 six < -3 xl_{gl_f(x) - 11_1'1’13’1_ 9-x xl_!g‘+f(x) = ,l,l_gl+ 3-x
fo)=949-x? si3sx=<3 =0 =0
3-x si3<x <
i - . . . .
FIGURA 6 Como lim f(x0) zll’% f(®), entonces lim f(x) existe y es igual a 0

EJERCICIOS 1.6

En los ejercicios 1 a 22, dibuje la grdfica de la funcion y si exis- { 2 -4 six
9. f(x) =

A

2
te, determine el limite indicado; si el limite no existe, diga por 4 six=2
qué razon. 4-x2 si2<x

2 six<l (@) lim, 70y () lim foxy; (e) lirg £2)
L. f(x) = :; :J;zl 2t +3 six< 1
10. f(x) = ¢4 six =1
@ lim fCo; (b) lim f(x); (¢) lim f(x) 2+2 sil<zx

2 six<0 @ lim fC0; (b) lim f(x); () lim f(x)
2 si0<x 1. Fox) = |x - 5|

(@) 111151 F(x); (b) lim F(x); (c) li_'n;F(x)
12. f) =3 +|2x - 4|

2 fo) = {

(a) Ilir‘r)g f(x); (b) ll’f)‘ fx); (€) 113[1, fx)

= J1+4 sit=s-4 (@) lim f(x); (b) lim f(x); (c) lim f(x)
3' f(t) {4 - si—-4 <t x—2+ x—27 x—o2
’ ) 13. G =|2x-3] -4
@ lm_ f@);®) lim f@);(c) lim f() @) lim G(x); (b) lim G(x);(c) limG(x)
x= = = . x—3/2% x—3/2° x—53/2
4 gy ={s+3 siss2 |x-1] six<-l
’ 3-s5 si2<s 4. F(x) = {0 si x = -1
f1-x| si-l<x

(@) lim g(s); (b) lim g(s); (¢) lim g(s)l
s=-27 §o-27 -2 (a) lir_l}J(F(x); (b) lil}}_F(x);(c) lin_llF(x)

_ 2 six <2
5 F(x)_{8—2x §i2 < x 15.f(x)=l—::‘-
@ lim FQx; (b) lim F (x); (¢) lim F(x) @ lim f(x): (b) lim fx); () lim f(x)

16. S(x) = | sgnx] (la funcién sgn x se definié en el ejemplo
ilustrativo 1)

6. h(x) = {2x+l six <3
(a) lim S(x); (b) lim S(x); (c) lim S(x)

10-x si3<zx

(@) lim h(x); (b) lim A(x); (¢) limh(x)

2 six < -2
e+ 3 sire<l 17. f&x) = 4-xr si2<x<?
7. g(r) = q2 sir=1 -2 82<x
7-2r sil<r (@ lim_fex); (b) lim fex); (e) lim f(x) (d) lim fCx);
@ lim g(r); (b) lim g(: (¢) limg() © Llim, f: @) lim f0)
x+ 1 six<-l
3+ sir< 2 18. f(x) =< 42 si-l<sx=<1
8 g =10 sit=-2 2-x_sil<ux
-2 si-2<1 @ lm f0);(b) lim f(x);(e) lim f(x)(d) liql_f(x):

@1 lim g(r);(b) lim g():(c) limg(r) (&) lim flx); (f) lim fCx)
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19. f(5) = {%

21.

22.

23.

25.

26.

27.

29.

30.

31.

sit <O
Jiosi0<t
(@ lim f(n); (b) lirgl_f(t); (c) lirr(;f(t)
3 .
e = J-x six <D
x si 0 < x
@ lim g(x); (b) lim g(x); (c) lim g(x)
22 -9 six<-3
Fo) = 349-x2 si-3<x<3
Vx2 -9 si3 <x

@ lim Fx);(b) lim F(x);(e) lim F(x); (d) lLim Fix);
(© lim Fx); () lim Fx)

r+1 sit< -1
GO = yJ1-12 si-l<t<1
-1 sil<t

(a) lirrln G(1); (b) h’rrln G(0); (¢) liml G@1); (d) lirln G(1);
t=-1" -1t R =1
(e) lir'n G(0); (F) lirrl:G(t)
o1t r—
Sea F(x) = x — 2 sgn x, donde sgn x estd definida en el
ejemplo ilustrativo 1. Si existen, determine: (a) 1il{]1+ F(x);
() lim F(x); (€) lim F(x). ”
Sea h(x) = sgnx - U(x), donde sgn x estd definida en el
ejemploilustrativo | y Ues la funcidn salto unitario definida
por

. 0 six<O
Ux) =
) {1 si0<x
Si existen, determine: (a) 1ir{)1+h(x); (b) lirgAh(x);
©) lim h(x). ” -
Si existen, determine: (a) linzl+ [[xD; (b) lirgl_ IxD;
(© lim ). - =
Si existen, determine:(a) lim ([x — 3]; (b) lim [x - 37;
. x—4t x—4-
(c) lmi Ix - 31.
Sea h(x) = (x — 1) sgn x. Dibuje la gréfica de h. Si exis-
ten, determine: (a) lirg+ h(x); (b) lir{)l_h(x); (c) liII(l] h(x).
Sea G(x) = [Ix] + 4 — x]l. Dibuje la grifica de G.
Si existen, determine: (a) lir§1+ G(x); (b) lirg\_ G(x);
© lim G(x). - =
3x +2 six< 4

Dada fx) = {Sx +k sid<x
de &, tal que [irr: f(x) exista.

}, determine el valor

six < -1
si—1 < x

kx - 3

Dada f(x) = { 24k } determine el valor

de k tal que 11'm1 f(x) exista.
x—-

2 six < -2
Dadaf(x) = Jax + b si -2 < x < 2, determine
2x—-6 si2<zx

valores de a y b tales que ll’n}z fx)y lirr; f(x) existan.

34,

. Seaf(x) = {

2x - a six <=3
. Dadaf(x) = qax + 2b si -3 < x < 3, determine
b - 5x si3<x

los valores de a y b tales que lim f(x) y 1irr§f(x)
existan. o H
-1 six <O

1 si0< x}’ Demuestre que }1_1.% fx)

no existe, y que lirr}) ' f(x){ existe.
x>

Demuestre el teorema 1.6.3.

En los ejercicios 35 y 36, si existen, evalie los limites de los
incisos (a)-(k) a partir de la grdfica mostrada en la figura
adjunta.

35.

El dominio de f es [-1, 5]. (a) ,l_i.‘-r}+f(x); (b) xl_l'glvf(x);
(¢) lim f(x); (@) lim f(x); (&) lim flx): (F) lim f(x);
® ,h_."i f(x); (h) xli'?- f); (D) [ljgg fx)s (B }i_.rr;f(x);
&) lim f(x).

36. El dominio de f es [0, 5]. (a) 11'1{)1+ fix); (b) ligl_ fx);

(€ lim f(); () lim fGx); (@) lim fx); () lim fex);
® lim f(x); () lim f(x); () lim flx); (3) lim f(x);
(k) lim f(x).

En los problemas 37 y 38, dibuje la grdfica de alguna funcién f
que satisfaga las condiciones dadas.

37. El dominio de fes [-1,3]. f(-1) = -2; f(0) = 0; f(1)

2 f(2) = 4 f3) = |5 lirj},,f(X) = -2 Erg_f(X) = 0;
ll’r{)1+f(x) = 3;lin}f(x) = 4; ll'rgl_f(x) = 4 l_igl}ff(x) =
0, lirgl_f(x) = 5.

38. Eldominiode fes[~4,4]. f(-4) = 3;f(-2) = -3;f(0) =

L f) = -1; f4) = 0; lim_f() = 0; lim f(x) = 1;
lim f(x) = 1; lim fGx) = 4 lim fx) = ~1; lim fx) = 0.
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39.

41.

42.

En el inciso (a) del ejercicio 5 de la seccién 1.3, se le pidié
que encontrase un modelo matemdtico que expresara el
costo total de un embarque como una funcién de su peso.
Si fes esa funcién y x es la variable independiente, deter-
mine cada uno de los siguientes limites: (a) xli'rsxg_ S
®) lim f0):(c) lim fx: (@) lim f(2).

En el inciso (a) del ejercicio 6 de la seccion 1.3, se le pidié
que encontrase un modelo matemético que expresara el
porte de correo de primera clase para una carta que no pese
m4s de 11 oz como una funcién de su peso. Si F es esa fun-
cién y x es la variable independiente, determine cada uno
de los siguientes limites: (a) Xl_ifﬁﬂ, F(x); (b) xli"ll—F(x);
(¢) lim F(x); (d) lim F(x); (e) lim F(x); (f) lim F(x);
o1+ 12" x>0~ x> 10*
® Xl_ig,rll‘ F(x).
En el inciso (a) del ejercicio 7 de la seccién 1.3, se le pidié
que encontrase un modelo matemdtico que expresara el
costo de una llamada telefénica, que no dure mas de 5
min, de Mendocino a San Francisco como una funcién de
su duracién. Si g es esa funcién y x es la variable inde-
pendiente, determine cada uno de los siguientes limites:
() lim g(x); (b) lim g(x); (¢) lim g(x); (d) lim g(x).
x> xo 0t 192 x5
En el inciso (a) del ejercicio 8 de la seccién 1.3, se le pidié
que encontrase un modelo matemético que expresara el
precio de admisién al Coast Cinema como una funcién de
la edad de la persona. Si G es esa funcién y x es la variable
independiente, determine cada uno de los siguientes li-
mites: (a) lim G(x); (b) lim G(x); (¢) lim G(x);
127 112+ 60~
) grg.} G(x).

43. Sean fy g las funciones definidas como
_ 2 +3 sixs=i
f(x)—{x+1 sil<ux

1.7 LIMITES INFINITOS

2 six
|

80 = {2 si

<1
<x
(a) Muestre que lim f(x) y lim f(x) existen pero no son
o1 £
iguales, y en consecuencia, limf(x) no existe.
x-1
(b) Muestre que lim g(x)y lim g(x) existen pero no son
1" x [t
iguales, y en consecuencia, Iin} £(x) no existe.
X

(c) Obtenga una férmula para f(x) - g(x).
(d) Demuestre que lin} [f(x) - g(x)] existe probando que

lim [f0) - ) = lim [£) - gCoL.

44, Seanf y g las funciones definidas como
x+1 six<]1
X) =
@ {x— I sil<ux
g(x):{l_x six <1
1+x sil<x

45.

(a) Muestre que lin} f(x)y lin} g(x) no existen.
- x=

(b) Defina la funciénf + g.
(c) Demuestre que lin} [f(x) + g(x)]existe.
x—=

(d) De los resultados de los incisos (a) y (c) se tiene
lin} [fx) + g()] = Iin:f(x)'+ lin}g(x)-
= r— r—
(Contradice este hecho al teorema 4 de limites
(1.5.5)? ;Por qué?

Sin utilizar las palabras limite o se aproxima y sin em-
plear simbolos tales como € y &, exprese en palabras lo
que significa cada uno de los siguientes simbolismos: (a)
Jim f(x) = L; (b) xlilgf(ar) =L

[-2, 2] por [0, 100]

f@ = ,iz

FIGURA 1

En esta seccion, se estudian las funciones cuyos valores crecen o decrecen
sin limite conforme la variable independiente se acerca cada vez més a un ni-
mero fijo. Para iniciar, considere la funcién definida por

=3
f = )

El dominio de f es el conjunto de todos los nimeros reales excepto 0, mien-
tras que su contradominio es el conjunto de todos los niimeros reales positi-
vos. La figura | muestra la grifica de ftrazada en el rectdngulo de inspeccién
de [-2, 2] por [0, 100]. Observe que conforme las coordenadas x de los
puntos de la grafica se aproximan a 0, por la derecha o por la izquierda,
las coordenadas y, o f(x), crecen. A continuacién se calculardn algunos valo-
res de la funcién cuando x tiende a 0. Aproxime x a 0 por la derecha, es decir,
considere los siguientes valores de x: 1, 0.5, 0.25, 0.1, 0.01, 0.001, y de-
termine los valores correspondientes de f(x), los cuales se muestran en la
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Tabla 1

0.5
0.25
0.1
0.01
0.001

3
(x) = —
fx) ):2

12

300
30 000
3 000 000

latabla 1. Observe en esta tabla que f(x) crece conforme x se aproxima cada vez
més a 0, a través de valores mayores que 0. En realidad, se puede hacer f(x) tan
grande como se desee para todos los valores de x suficientemente cercanos a 0
y mayores que 0. Debido a este hecho, se dice que f(x) crece sin limite confor-
me x tiende a 0 mediante valores mayores que 0, lo cual se escribe como

Ahora aproxime x a 0 por la izquierda; en particular, considere para x los
valores -1, -0.5, -0.25, -0.1, -0.01 y —0.001. Debido a la simetria con res-
pecto al eje y, los valores de la funcién son los mismos que los correspondien-
tes a los valores positivos de x. Asf, otra vez, f(x) crece sin limite conforme
x tiende a 0 a través de valores menores que 0, lo cual se expresa como

3

lim = = 400
x-0" x

Por tanto, conforme x se aproxima a 0 por la derecha o por la izquierda, f(x)
crece sin limite, o que se expresa en simbolos como

3
} —2 = 400
A partir de la informaci6n anterior, se obtiene la grafica de f, mostrada en
la figura 2, la cual, por supuesto, corresponde a la gréafica trazada en la figu-
ra 1. Observe que las dos “ramas” de la curva se acercan cada vez més al eje y
conforme x se aproxima a 0. Para esta gréfica, el eje y es una asintota vertical,
la cual se definird posteriormente en esta seccion.

1.7.1 Definicion de valores de funcion que crecen

sin limite
Sea funa funcién definida en cada nimero de algiin intervalo abierto /

que contiene a a, excepto posiblemente en @ mismo. Conforme x se
aproxima a a, f(x) crece sin limite, lo cual se escribe como

lim f(x) = +o0 : 1

=z

si para cnalquier nimero N > 0 existe § > 0 tal que

si0<|x-a|l<8 entonces f(x)>N

Esta definicién también puede establecerse en otra forma como sigue:
“Los valores de funcién f(x) crecen sin limite conforme x tiende a un nimero
a si f(x) puede hacerse tan grande como se desee (esto es, mayor que cual-
quier nimero positivo N') para todos los valores de x suficientemente cerca-
nos a a, pero sin considerar a a, mismo.

Se insiste una vez mas, como se hizo cuando se analiza la notacién de
intervalos en la seccién A-1 del apéndice, que +oc0 no es un simbolo para
representar un mimero real; en consecuencia, cuando se escribe lim fGx) =

+00, no tiene el mismo significado que 11m f(x) = L,donde L es un numero
real. La ecuacion (1) puede leerse como e] limite de f(x) cuando x tiende a a
es infinito positivo (0 mds infinito)”. En tal caso, el limite no existe, pero el

simbolo + oo indica el comportamiento de los valores de funcién f(x) confor-
me x se aproxima cada vez més a a.
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(-2, 2} por [-100, 0]

=3
8x) -

FIGURA 3

h(;):..zL
x—1

FIGURA 4

De manera anéloga, puede indicarse el comportamiento de una funcién
cuyos valores decrecen sin Ilimite. Para llegar a esto, considere la funcién g
definida por la ecuacién

- =3
80 = =

La figura 3 muestra la grifica de esta funcién trazada en el rectdngulo de
inspeccién de [-2, 2] por [-100, 0]. Los valores de funcién dada por g(x) =
;2-, son los negativos de los valores proporcionados por f(x) = % De
x x
modo que para la funcién g, conforme x se aproxima a 0, por la derecha o por
la izquierda, g(x) decrece sin limite, lo que se escribe como

lim =3 _ _

x—=0 x2

1.7.2 Definicion de valores de funcion que decrecen

sin limite
Sea f una funci6n definida en cada nimero de algin intervalo abierto I
que contiene a a, excepto posiblemente en a mismo. Conforme x se
aproxima a a, f(x) decrece sin limite, lo cual se escribe como
lim f(x) = —o0 2
x—¥a

si para cualquier ndmero N < O existe § > 0, tal que

si0 <|x-a| <& entonces f(x) <N

Nota: La ecuacién (2) puede leerse como “el limite de f(x) cuando x tiende
a a es infinito negativo (0 menos infinito)”. Observe, otra vez, que el limite no
existe, y que el simbolo ~oo sélo indica el comportamiento de los valores de
funcién f(x) conforme x se aproxima cada vez més a a.
También se pueden considerar los limites “infinitos” laterales. Se estable-
ce que y Xl_iﬂ f(x) = +00 si festd definida en cada niimero de un intervalo
a

abierto (a, ¢) y si para cualquier ndmero N > 0, existe § > 0 tal que

si0 < x-a< 6 entonces f(x) >N

Definiciones semejantes puedendarse para lim f(x) = +o00, lim f(x) =
x—a~ x=a*
—o0o y lim f(x) = —oo. Se le pedird que escriba estas definiciones en el
x=a-
ejercicio 52. .
Ahora suponga que # es la funcién definida por la ecuacién

2x
-1

h(x) = €)
x

La gréfica de & se presenta en la figura 4, en esta figura también se muestra la

recta x = | como una recta punteada (una asintota vertical de la gréfica).

Consulte las figuras 1, 3 y 4, y observe la diferencia entre el comportamiento

de la funcién de la figura 4 y las funciones de las otras dos figuras. Note que

o 2x

Jim 2 = e : “
; 2x  _

lim = 400 5)

o1+ x — 1
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Esto es, para la funcién definida por (3), conforme x se aproxima a 1 a través
de valores menores que 1, los valores de funcién decrecen sin lfmite, mientras
que cuando x se aproxima a |1 mediante valores mayores que 1, los valores de
funcién crecen sin limite.

Antes de presentar algunos ejemplos, se necesitan dos teoremas de limites
que implican limites “infinitos”.

1.7.3 Teorema 11 de limites

Si r es cualquier niimero entero positivo, entonces
. 1
U] xl_igg o
) lim Lr {Hw s{ r es impar
#3507 x +00 i respar

]

+00;

Demostraciéon  Se probari4 el inciso (i). La demostracién del inciso (ii)
es andloga y se deja como ejercicio. (Vea el ejercicio suplementario 3). Se
debe probar que para cualquier N > 0 existe § > 0, tal que
si 0 < x < § entonces Lr>N
x

0, equivalentemente, comox > 0y N > 0,

si 0 < x <& entonces x" <

z)=

0, de modo equivalente, como r > 0,

z|=

)l/r

) Ur \/r
El enunciado anterior se cumple si § = (—lﬁ) . Por tanto, cuando & = (_IIV)

si 0 < x < & entonces x<(

si 0 < x < & entonces —1;>N [
x

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 A partir del teorema 11G)

de limites

lim—1—3—=+oo y liml=+oo
x50t x x—=0t x
Del teorema 11(ii) de limites
lim%=—oo y lim L = +o0 <4
x—=0" x x—=0" x

El teorema 12 de limites, que a continuacién se presenta, implica el limite
de una funcién racional para la cual el limite del denominador es cero y el lfmi-
te del numerador es una constante diferente de cero. Esta situacion se presenta
en(4)y (5).

1.7.4 Teorema 12 de limites

Si a es cualquier nimero real y si limf(x) = 0y lim g(x) = c, donde
¢ es una constante diferente de 0, entonces
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(i) sic > 0yf(x) — 0 através de valores positivos de f(x), entonces

lim 8 (x )
rw PG
(ii) sic > 0yf(x) — Oatravés de valores negativos de f(x), entonces
lim 3(1) - 00
xa f (x )
(iii) sic < Oyf(x) — O a través de valores positivos de f(x), entonces
BRE)
lim £ -
x—sa f(x)
(iv) sic < 0yf(x) — 0Oa través de valores negativos de f(x), entonces
Iy S e _
El teorema también es vélido si se sustituye “x — a” por“x — a*"o

“x 9 a

La demostracién del inciso (i) se presenta en el suplemento de esta sec-
cién. Las demostraciones de los otros incisos se dejan como ejercicios. Con-
sulte los ejercicios suplementarios 4 a 6).

Cuando se aplica el teorema 12 de limites, con frecuencia se obtiene
alguna indicacién de si el resultado es +o0 0 —oo, tomando valores ade-
cuados de x préximos a a para determinar si el cociente es positivo o
negativo, como se muestra en ¢l ejemplo ilustrativo siguiente.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  En (4) se tiene

lim 2x
- x 1

Se puede aplicar el teorema 12 de limites ya que hm 2x =2y
hm (x — 1) = 0. Se desea determinar si ¢l resultado es +oo o o0. Puesto
-1
que x — 17, se toma un valor cercano a 1 pero menor que 1; por ejemplo,
tome x = (.9 y al calcular el cociente se obtiene

2(0.9)

o9-1 - '8

El cociente negativo conduce a sospechar que °

lim 2x_ _ - 00
== x =1

Este resultado se obtiene a partir del inciso (ii) del teorema 12 de limites, pues-
to que cuandox — 17, x — 1 se aproxima a 0 mediante valores negativos.
Para el limite de (5), comox — 1*,setomax = 1.1y se calcula

2(1.1)

-1 - 2

Debido a que el cociente es positivo se sospecha que

lim —2%*_ = 4oo
1+ x — 1
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[0, 9.41 por {-10, 10}

2
2

gx) = X *xX+ <L
2-2x-3

FIGURA §

Este resultado se obtiene a partir del inciso (i) del teorema 12 de limites, puesto
que cuando x — 1%, x — 1 se aproxima a 0 por medio de valores positivos. 4

Cuando utilice el procedimiento mostrado en el ejemplo ilustrativo 2, ten-
ga cuidado al elegir el valor de x, asegirese de que esté suficientemente cer-
ca de a al determinar el comportamiento verdadero del cociente. Por ejemplo,

cuando se calculé el lim

L - T el valor elegido de x no debe ser sélo
x=1" -

menor que 1, sino que también debe ser mayor que 0.

P EJEMPLO1 sea

X2 +x+2

Fo = 2 -2x-3

Determine: (a) 111131 F(x); (b) llm F(x). (¢) Apoye las respuestas de los inci-
s0s (a) y (b) trazando la graﬁca de F.

Solucién
(@ lim x2+x+2 - T 2+ x+2
=3+ x2 = 2x =3 =3+ (x - 3)x + 1)

El limite del numerador es 14, lo cual puede verificarse ficilmente.

lim (x - 3)x + 1) = lim (x = 3) lim (x + 1)
x—3t x—=3+ 13+
) =0-4
=0

El limite del denominador es 0, y el denominador se aproxima a 0 me-
diante valores positivos. Entonces, del teorema 12(i) de limites,

lim XA xX+2 Lo
xo3t x2 = 2x =3

2 2
li x+‘x>+2= ; X“ + x+2
® lm 3 - M a e
Como en el inciso (a), el limite del numerador es 14.
lim (x - 3)}x + 1) = lim (x - 3): lim (x + 1)
x=3~ x—=3~ x—3"

0.4
=0

En este caso, el limite del denominador es cero, pero el denominador
se aproxima a cero por medio de valores negativos. Del teorema 12(ii)
de limites,

lim 2 rx+2 —oo

3" x2 - 2x -3

(¢) La figura 5 muestra la grafica de F trazada en el rectiangulo de inspeccién

de [0, 9.4] por {~10, 10], la cual apoya las respuestas de los incisos (a)
y (b).
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R T S i Ll e

12, 5] por [0, 10]

2
fly = X -4

x -2

FIGURA 6

[0, 2] por [-10, 0}

\/4—x2
x

gx) = -

FIGURA 7

»  EJEMPLO 2  Sem
foy = W24

x —_
T Y 8w =

4 = x2
x

-2

Determine: (a) liI;L f(x); (b) lir? g(x). Apoye cada respuesta trazando la gra-
x—> X2

fica de la funcién.

Solucién

(a) Comox — 2%,x — 2 > 0;demodoquex ~ 2 = /(x — 2)2. Asi

x2 -4 _ o Ax - 2)(x+2)

xl—lorg+ x-2 xllgl*« [(x - 2)2
= lim MX= 2+x + 2
x=2+ Jx — 2+4/x — 2
o2+ Ajx — 2

El limite del numerador es 2. El limite del denominador es 0, y el deno-
minador se aproxima a 0 mediante valores positivos. En consecuencia,
por el teorema 12(i) de limites,
2 _

im Y =4 -

x=2+% x ~— 2
La gréfica de f trazada en el rectdngulo de inspeccién de [2, 5] por
[0, 10], y mostrada en la figura 6, apoya la respuesta.

(b) Como x = 27,x — 2 < 0; de modo que x — 2 = —\/(2 — x)2. Por
tanto,
lim V4 - x2 = lim V2 - x+/2 + x
=2 x -2 x92- =2 — x~/2 — x
= lim M2+ X%
152" =42 — x

El limite del numerador es 2. El limite del denominador es 0, y el deno-
minador se aproxima a 0 mediante valores negativos. En consecuencia,
por el teorema 12(ii) de limites,
Ja = 2

lim _4—,1._ = —00

2= X — 2
La figura 7 muestra la grifica de g trazada en el rectdngulo de inspeccién
de [0, 2] por [-10, 0], la cual apoya la respuesta. |

» EJEMPLO 3 Dada

h(x) = IxD -4
x—4
(a) Trace la gréafica de A, y a partir de la gréfica elabore un enunciado acerca
del comportamiento aparente de /s(x) conforme x se aproxima a 4 por
medio de valores menores que 4. N
(b) Confirme el enunciado del inciso (a) analiticamente determinando el
l_igl_ h(x).
X
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+

{3, 4] por [0, 30]

h(;):M__“
x-4

FIGURA 8

Solucién

(a) La figura 8 muestra la grifica de h trazada en el rectingulo de inspeccién
de[3, 4] por [0, 30]. Enlafigura, parece que h(x) crece sin limite conforme
x se aproxima a 4 mediante valores menores que 4.

(b) Como liril [x] = 3, se tiene que 11m ([x] - 4) = —-1. Ademds,
x—4~
lim x —4) =0,yx - 4se aprox1ma a 0 por medio de valores ne-
x—4~
gativos. En consecuencia, del teorema 12(iv) de limites,
o xl -4 _
xl—lvr?‘ x—-4 - oo
Este resultado confirma el enunciado del inciso (a). |

Recuerde que como +o0 y —o0 no son simbolos para representar niime-
ros reales, los teoremas 1 a 10 de lfmites de la seccién 1.5 no se cumplen para
limites “infinitos”. Sin embargo, las propiedades concernientes a dichos 1imi-
tes se presentan en los teoremas siguientes, cuyas demostraciones se dejan
como ejercicios (consulte los ejercicios suplementarios 7 a 9).

1.7.5 Teorema

(i) Si lim f(x] +00 y lim g(x) = ¢, donde c es cualquier cons-
X=3d
tante entonces hm [f(x) + g(x)] = 400
(ii) Si limf(x) = —oo y lim g(x) = ¢, donde c es cualquier cons-
=a x—ra
tante, entonces
ll_gr;[f(x) + g()] = -

Estos teoremas también se cumplen si se sustituye “x — a” por
i‘x __} a+l’ 0 “_t "ﬁ a—l[

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Como

. 1 . | 1
1 = = 2
x—l»r121+x—2 reo ¥y xll)rgl+x+2 4
. . 1 1
1 7. = = |
se deduce del teorema 1.7.5(i) que xl_1)r§1+ [x — + PN 2:] +00

.
t

1.7.6 Teorema

Si Iim f{x) {400y lim g(x) = ¢, donde ¢ es cualquier constante
d:suma de 0, entonces ;

(i) sic > 0, limf(x) - glx) =
(i) sic < 0, Timfe) - g(x) = =

Estos -teoremas’ tamblén se cumplen si se sustituye “x — a” por
x 2at"o"x = a”

> EJEMPLO ILUSTRADO 4

. 5 . x+ 4
lim —— = 1 = -7
it o R SR S g
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y
A x=a
- 5 _
2] a 4
B 1
f&x) = Goar
FIGURA 9

Por tanto, del teorema 1.7.6 (ii),
. 5 x+ 4
lim | —2— - = - 4
pat [(x -3)2 x- 4] *

1.7.7 Teorema

Si 1i_:.nf(x) = —o0 y limg(x) = ¢, donde ¢ es cualquier constante
distinta de 0, entonces

(i) sic > 0, Ilmf(x) g(x) = —oo;

(i) sic <0, lim f(x) glx) =

Estos teuremas tamb:én se cumplen si se sustituye “x — a” por
'x = a*“o p a"’

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 2(b) se mos-

tr6 que
4 _ 2
lim ¥4 =X _
20 x =2
Ademds,
-3 1
lim = ——
Jim 5 =%

Por tanto, del teorema 1.7.7(ii)

x—-27 x -2 x+ 2

Se pueden aplicar limites infinitos para determinar las asintotas vertica-
les de una gréfica, si es que posee alguna. Consulte la figura 9 que muestra la
gréfica de la funcién definida por

1

Goa? (6)

f) =
Cualquier recta paralela al eje x y por encima de éste intersectard esta grafica
en dos puntos, un punto a la izquierda del larectax = ay el otro en el lado de-
recho de dicha recta. Asi, para cualquier k > 0, no importa qué tan gran-
de sea,larectay = kintersectard a la gréifica de fen dos puntos; la distancia de
estos dos puntos a la recta x = a es cada vez més pequeifia conforme k crece.
Por esto, se dice que la recta x = a es una asintota vertical de la gréfica de f.

1.7.8 Definiciéon de asintota vertical

Larectax = aesmlalsinmmwmmdelagriﬁcadelaﬁlmdnfsl
al menos uno de los siguientes enunciados es verdadero:
(i) 1im+ f(x) = +o0 : .,
(if) lim f(x) = —oo
A x—at '
(iii) lim f(x) = +00 b
(iv) J‘l_j*J}Jl_J'r(-t}' = o
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D EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Cada una de las figuras 10

a 13 muestra una porcién de la grifica de una funcién para la cual la recta
X = aes una asintota vertical. En la figura 10 se aplica el inciso (i) de la de-
finicién 1.7.8; en la figura 11, se aplica el inciso (ii); y en las figuras 12y 13 se
aplican los incisos (iii) y (iv), respectivamente.

X = a X =a X =a X =a
lim f(x) = +o Iim f(x) = - lim f(x) = +oo Iim f(x) = -o0
r—at x1—+a* x—va- xa

FIGURA 10 FIGURA 11 FIGURA 12 FIGURA 13
<

Para la funcién definida por (6), los incisos (i) y (iii) de la definicién an-

4 terior son verdaderos. Véase la figura 9. Si g es la funcién definida por
2 S -
1
xX) = ~———
F{€9) a2
entonces los incisos (i) y (iv) son verdaderos, por lo que la recta x = a es
una asintota verticsd e la grafica de g. La figura 14 muestra esta situacién.
’ EJEMPLD 4 Determine la asfntota vertical de la gréfica de la
funci6n f definidaggor
(x) = -
" foy = 24
-3
G u Apoye la respuesta: trazando #a grifica de f y la asintota en el mismo rectan-
gulo de inspeccim.
3 Solucidn  Se estudianin los limites
i li i f :
: M Jim f0 vl o
1.....r =1 r—tr—% - porque en los dos casos, £t Himite del denominador es cero.
‘ lim —3— = o0 lim —— = - '
] 3t x =3 >3- x -3
(-1, 8.4] por [-10, 10] De 13 definicion 1.7.8 se concluye que la recta x = 3 es una asintota vertical
3 de la grifica de f.
fe) = T3 La gréfica de fy de la recta x = 3 trazadas en el rectdngulo de inspec-

cién de [-1, 8.4] por [-10, 10], mostradas en la ﬁgura 15, apoyan la res-
FIGURA 15 puesta. . <
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EJERCICIOS 1.7

En los ejercicios 1 a 12, haga lo siguiente: (a) utilice una
calculadora para determinar y tabular los valores de f(x) para
los valores de x indicados, y a partir de estos valores elabore
un enunciado concerniente al comportamiento aparente de
f(x). (b) Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la grdfica
de f. (c) Confirme la respuesta del inciso (a) analfticamente
calculando el limite indicado.

1 f(x) = 15; x es 6,5.5, 5.1, 5.01, 5.001, 5.0001;
xlvn;l+ X - 5
2. f(x) = 15; x es 4,4.5,4.9,4.99,4.999, 4.9999;
xll}?" X — 5
3 fo) = ( 1 )2;xes6,5.5, 5.1,5.01, 5.001, 5.0001 y x
P
es4,4.5,4.9,4.99, 4999, 49999; lim —‘__2
x—>-5 (X - 5)
4 for) = "jf; x es 0, 0.5, 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999;
lim £+2
=1 ] - x
5 f(x) = fff x es 2, 1.5, 1.1, 1.01, 1.001, 1.0001;
m X 2
st [ - x
6. f) = (" *12), ;xes0,0.5,0.9, 0.99, 0.999, 0.9999 y x
PRETY:
es2, 1.5, 1.1, 1.01, 1.001, 1.0001; Tim X+ 2_
S (x = 1)?
7. fx) = 2xesO ~0.5,-0.9,-0.99, ~0.999, —0.9999;
x -2
m
ot x4 1
8 f) = L= %;xes—2, -1.5,-1.1, -1.01,-1.001, -1.0001;
x-2
{
x—lle x+1
X
. = ; -5, —4.5, —4.1, ~4.01, —4.001,
9. fl) = i x es =5, ~4.5, ~4 0 00t
-40001; lim —%—
xs-4" x + 4
10. f(x) = f4; x es 5, 4.5, 4.01, 4.001, 4.0001;
lim —=
x4t x — 4
1. f(x) = 2, x es —4, =3.5, -3.1, -3.01, -3.001,
-3.0001; lim —2%

x53" 9 - x2

2
12. flx) = 2% —; x es 4,3.5,3.1,3.01,3.001, 3.0001;
)
Jim 4%
x—3* g — x2

En los ejercicios 13 a 32, determine el limite analiticamente y
apoye la respuesta trazando la grdfica de la funcion en la
graficadora.

13, lim L*2 4. lim =+ 2
=2+ 2 _ g =27 (f - 2)2
15 Im £+2 16. lim Y32
=27 42 g x>0+ X
2 2
17. 1m Y¥3+x2 18. lim Y3+ X%
07 X x50 x2
2 2
Xt -9 16 - x
Rl S 2. lim S
(1 1 . x2 -3
21. xlglo'&(; ?) 22. xllbr{)l* m
23, lim _ﬂ_

x=20" 552 4 3x3

(1 3
A :g?'(s -2 - 4)

2 3
25, Im |[——2 -
'4{2'(:2 +3t -4 t+4)
3 _ 2
26. lim 2% = 5x°
=T x2 ]
27, iim LI - x 28, [[‘ Q-1
x—=37 3 - X r—)l -1
3 2 —
29, lim X 9x7 +20x 40 M
=3 x? px - 12 =2+ 2x% 4 3x ~ 2
-1 x -2
3, Im X — 0 32, lim —F =<
2T 2x - X2 -1 T2 - N4x - x?
33. Sea
fo) = X2 +x-6
- 6x+ 8

(a) Trace la graﬁca de fen el rectdngulo de inspeccién de
[-1, 8.4]por[-5, 5]. A partir de la grifica elabore una con-
jetura acerca de los limites siguientes y, después, confir-
me analiticamente la conjetura: (b) lxm 1 f(x); () Ilm f(x)

d) llm  f(x); (e) 11m L f(x).
34, Sea )
22 +x2-3
23+x-6

fx) =

(a) Trace la grifica de f en el rectdngulo de inspeccién
de [-4.7, 4.7] por [-5, 5]. A partir de la gréfica elabore
una conjetura acerca de los limites siguientes y, después,
confirme analiticamente la conjetura: (b) llm _fx); (©)

Jim f(); (d) lim f(x); (e) lim f(x).
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En los ejgrcicios 35 y 36, determine la asintota vertical de la

grdfica de la funcion y dibiijela.
8. @0 = ® g = ~
P
©F® = L @ 6w = L
P
% @fw= -1 ® s = -
. X X
OFw=-4 @ 6ew=-4
X X

En los ejercicios 37 a 44, (a) determine la(s) asintota(s) verti-
cal(es) de la grdfica de la funcién, y (b) aplique la respuesta
del inciso (a) para dibujar la grdfica.

3. f) = % 38 ) = - i ]
¥, f0 = X 0. f0 = =
) 4
41. = =2 _ . . S
1. f(x) TR 42. f(x) -5
5 1
B f) = — S a4 fe)= — L
™= T e 15 ™= 5T

En los ejercicios 45 y 46, evaliie los limites de los incisos (a) a (j)
a partir de la grdfica de la funcion f dibujada en la figura adjunta.

45. El dominio de fes [-2, 3]. (a) Xli'r_x;+f(x); (b) xli’r_x}_f(x);
(© Mm fGx); (@) lim f(x); (€) lim f(x); () lim f(x);
(8 lim f; () Tim_fe); G) tim, f00; (1) Jim. fo).

46. El dominio de fes [-4, 4]. (a) lir_n“ fx); (b) Er_r;_ f(x),
(© lim flx); @) lmf(x); (€) lm f); (F) lim fx):
® Xl_i’r?_f(x); (h) Ilfgl,f(x): ()] Jlrl_’n;f @), (D xl_i’rp_f(xl

En los ejercicios 47 y 48, dibuje la grdfica de alguna funcion f
que satisfaga las condiciones dadas.

47. Eldominio de fes [-5, 5]. A(=5) = 0; f(-3) = 2;f(-1) =

0; f(0) = 0;f(1) = 0;f(3) = =2;f(5) = -4;
Jim f(x) = +oo; lim f(x) = 0; lim f(x) =

Jlim f(x) = —oo; yggf(x) =0, limf(x) =
limf(x) = 0; lim f(x) = -

48, El Hominio de f és [-2; 21. f(—2J 0; f(-1) =
f® = 5; f(1) = =55 f(2) = 3; lim Sy = -
Jim f(x) = +oop lim f(x) = —oo; ,li’?-f(x =0
xl_i’ra fx) = +o0; li_r’rllf(x) = —o0; xl_igl_f(x) = 3.

49. Si C(r) d6lares es el costo total por hora de luz en una fé-
brica con n lamparas fluorescentes, cada una con un pro-
medio de vida de ¢ horas, entonces

epk )
1000

cw = n(i +
t

donde r d6lares es el costo de renovacion, e es la constante
de eficiencia comercial, p watts es la potencia de cada l4m-
para, y k d6lares es el costo de laenergia por cada 1 000 watts.
Determine lirlx)1+ C(1).

§0. Dadas

f®) =

oy s = S

(a) Demuestre que P_,“} fx)y Jl(ijr;g(.:) fio éxisten. (b) Defi-
na la funcién f + g. (¢) Demuestre que )lg:g [f(x) +
g(x)] existe. (d) De los resultados de los incisos (a)
y ()

m[fC) + g(0) = Lmf(x) + limg(x)
¢ Contradice este hecho al teorema 4 de limites (1.5.5)?

51. De acuerdo con la teorfa especial de la relatividad de
Einstein, ninguna particula con masa positiva puede viajar
miés répido que la velocidad de la luz. La teoria especifica
que si m(v) es la medida de la masa de una particula que
se mueve con una velocidad de medida v, entonces

Mo
2
-
c
donde my es la medida constante de la masa de la partfcula
en reposo relativa a algin sistema de referencia, y c es la

medida constante de la velocidad de la luz. Explique por-
que ninguno de los siguientes limites existen: lim m(v);

m(v) =

lim+ m(v); limm(v). En su explicacién indique el com-

portamiento de m(v) conforme v tiende a ¢ mediante valo-
res menores que c.

§2. Escriba una definicién formal de cada uno de los siguien-
tes limites laterales: (a) 11m L f(x) = +00; (b) hm f(x)
—o00; (€) 11m L f(x) = -0

En los ejercicios 53 y 54, establezca con palabras lo que signi-

fica el simbolismo indicado sin utilizar las palabras limite, se
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aproxima, infinito, crece sin limite o decrece sin limite, y sin tener a la recta x = a como asintota 0 un agujero en el

emplear simbolos como Ny 8.

53, limf(x) = +o0 54,

limf(x) = —o0

punto donde x = a. ;Cudl es la relacién entre estos dos
conceptos geométricos y lim f(x)?
r—a

55. SiP(x)es un polinomio y Q(x) = x — a, entonces la grafi-
ca Qe la funcién f definida por f(x) = P(x)/Q(x) puede

1.8 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN NUMERO

+» X

o 5 10 15

C(x)=2x s%OstlO
18 si 10 < x

~ FIGURA 1
y

Qx+3)x-1
-1

FIGURA 2
y

fx) =

Flx) = 2r+ 3 six=l
2 six = 1|

FIGURA 3

En el ejemplo 2 de la seccién 1.3 y en el ejemplo ilustrativo 2 de la seccién
1.6 se tratd Ia funcién definida por

i <
C(x)z{lx si0<xx<10 1
- 1.8x si 10 < x
donde C(x) délares es el costo total de x libras de un producto. Se mostré que
llm C(x) no existe debido a que llm Cx) # 11m C(x). La gréfica de C,

d1bu_|ada en la figura 1, se rompe en el punto donde x = 10 porque C es

la discontinua en el mimero 10. Esta discontinuidad es causada por el hecho

de que linll0 C(x) no existe. Se hard referencia a esta funcién otra vez en el
x—

ejemplo ilustrativo 1.
En‘a seccién 1.4, se consideré la funcién f definida por

£ = Qx+3)x-1) )
x -1

La gréfica de f consiste de todos los puntos de la rectay = 2x + 3 excepto
(1, 5),y semuestraen lafigura2. La grifica se rompe enel punto (1, 5)debido
a que la funcién es discontinua en el nimero 1. Esta discontinuidad ocurre
porque f(1) no existe.

Suponga que la funcién F tiene los mismos valores que la funcién f defi-
nida por (2) donde x # 1, y suponga que, por ejemplo, F(1) = 2. Entonces F
estd definida para todos los valores de x, pero existe una rotura en la grifica
(consulte la figura 3), y la funcion es discontinua en 1. Sin embargo, si se
define F(1) = 5, la gréfica no se rompe, y se dice que la funcién F es con-
tinua en todos los valores de x.

1.8.1 Definicion de funcion continua en un nomero

Se dice que la funcién fes continua en el nimero a si y sélo si se satis-
facen las tres condiciones siguientes:

) f(a) existe;
(i) lim f(x) existe;
X=ra
(iii) lm f(x) = f(a).
X—ra : g
Si una o més de estas tres condiciones no se cumplen‘en a, entonces se
dice que Ia funcién f es discontinua en 4. ;

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  La grifica de la funcién C

definida por (1) se muestra en la figura I. Como la grifica se rompe en el pun-
todondex = 10, seinvestigaran las condiciones de la definicién anterior en ese
mimero.

NS
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Clx) = {Zx

10 20

si0<x=< 10
l4x + 6 st 10 < x

FIGURA 4

i a0 = 10
(ii) lim C(x) no existe.
x—10

Asi, 1a condicién (i) se satisface, pero la condici6n (ii) no se cumple en 10. Por
tanto, se concluye que C es discontinua en 10.

El siguiente ejemplo ilugtrativo presenta otra situacién, en la cual la fér-
mula para calcular el costo de mas de 10 Ib de un producto es diferente de la
férmula para el célculo del costo de 10 Ib o menos. Sin embargo, para esta
situacién la funcién costo es continua en 10.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  Un mayorista distribuye un

producto que se vende por libra (o fraccién de libra) cobra $2 por libra si se
ordenan 10 o menos libras. Si se ordenan mds de 10 libras, el mayorista cobra
$20 mds $1,40 por cada libra que exceda de las 10. Por tanto, si se compran
x libras por un costo total de C(x) d6lares, entonces C(x) = 2xsi0 < x < 10
yC(x) = 20 + 1.4(x - 10)si 10 < x;estoes,

C(x)={2x si0<x<10

l4x + 6 si 10 < x

La gréfica de C se muestra en la figura 4. Para esta funcién, C(10) = 20y
lim C(x) = lim 2x - lim C(x) = lim (1.4x + 6)
x—10~ x—=10~ x— 10+ x—10t

Por tanto, lim C(x) existe y es igual a C(10). En consecuencia, C es conti-
nuaen 10. ' 4

Ahora se presentardn algunos ejemplos de funciones discontinuas. En
cada ejemplo se dibuja la gréfica de la funcién dada, se determinan los puntos
donde la gréfica se rompe y se muestran cudles de las tres condiciones de la
definici6n 1.8.1 no se cumplen en cada discontinuidad.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Scafla funcién definida por

2x + 3 six# 1
2 six =1

fx) = {

La gréfica de esta funci6n, la cual se muestra en la figura 3, se rompe en el punto
donde x = 1, por lo que se investigaran en ese punto las condiciones de la
definicién 1.8.1.

@ f1) =2
(i) lin} fix) =5
(iii) lin} f&x) = f(1)
-
Las condiciones (i) y (ii) se satisfacen pero la condicién (iii) no se cumple. Por
tanto, la funcién f es discontinua en 1. 4

Observe que si en el ejemplo ilustrativo 3, se definird f(1) como 5, enton-
ces lin} f(x) y f(1) serian iguales y f seria continua en 1. Por esta razén, la
-

discontinuidad del ejemplo ilustrativo 3 se denomina discontinuidad removible.

En general, suponga que f es una funcién discontinua en el nimero a para
la cual lim f(x) existe. Entonces f(a) no existe, o bien, f(a) # lim f(x).
x=a xX—=a
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+—- 3 >
fx) =
x -2
FIGURA 5
y

3+ x six=<l
h(x) = -
) {3—:; sil<x

FIGURA 7

Dicha discontinuidad es una discontinuidad removible (o eliminable) por-
que si f se redefine en a de modo que f(a) es igual a lim f(x), la nueva funcién

es continua en a. Si la discontinuidad no es removible, entonces se le llama
discontinuidad esencial.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Sea f'la funcién definida por

fix) = ——_l_"i

La gréfica de f, mostrada en la figura 5, se rompe en el punto donde x = 2; por lo
que se invdstigaran las condiciones de la definicién 1.8.1.

i) f2) nofesté definida.

Como no se satisface la condici6n (i), fes discontinua en 2.
La discontinuidad es esencial porque lin% f(x) no existe. |
P d

La discontinuidad del ejemplo ilustrativo 4 recibe el nombre de dis-
continuidad infinita.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Sea g la funcién definida por

1 .
#2

e = 1%-2 si x
3 six =2

La gréifica de g se muestra en la figura 6. Se investigardn las tres condiciones
de la definicién 1.8.1 en 2.

M 2@ =
i) lim g0

lim
x—le" x -2

= —00

Il
—
=

lim g(x m
x—2+ g( ) x=2+ x — 2

It
+
8

lim g(x) no existe.
x52

Como no se cumple la condicién (ii), g es discontinua en 2.
La discontinuidad es infinita, y por supuesto, esencial. <4

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6  Sea  Ia funcién definida por
34+4x six<l1
h(X)={3—x sil<x

La figura 7 muestra la grafica de 4. Como la grafica de & se rompe en el punto
donde x = I, se investigaran las condiciones de la definicién 1.8.1 en 1.

@ nl) =4
@ limh(x = lm3 + ) lim h(x) = lim (3 ~ x)

Debido a que llm 1 h(x) # llm h(x), entonces llm1 h(x) no existe.
La cond1c16n (ii) no se cumple en |; de modo que £ es discontinua en 1.
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Fu) = {2];:—3[ six 3

six =3
FIGURA 8
-_“_-

e

[0, 9.4] por [0, 1]

F(x) = M
x~-4
FIGURA 9

Puesto que limA(x) no existe, la discontinuidad es esencial. |
x=1

La discontinuidad del ejemplo ilustrativo 6 se denomina discontinuidad
de salto.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Sea F la funcién definida por
Fo) = {Ix—3| s%x¢3
2 six =3
La figura 8 muestra la grafica de F. Se investigarén las tres condiciones de la
definicién 1.8.1 en 3.

M FQ3) =
(ii) 11'1131_F(x) = lirgl_(3 -x) 11’1§1+F(x) = lir§1+(x -3

Por tanto, ling Fx) =
(iii) lingF(x) # F(3)

Debido a que la condicién (iii) no se satisface, F es discontinua en 3.
Esta discontinuidad es removible porque si se redefine F(3) como O,
entonces la nueva funcién serd continua en 3.

> EJEMPLO 1 La funci6n definida por

foy = =2
-4
es discontinua en 4. (a) Trace la gréfica de f en el rectdngulo de inspeccion de
[0, 9.4] por [0, 1]. La gréfica se rompe en el punto donde x = 4. ;La
discontinuidad mostrada es removible o esencial? Si la discontinuidad parece

removible, especule sobre cual serfa el valor de f(4) de modo que la discon-
tinuidad sea eliminada. (b) Confirme analiticamente la respuesta del inciso (a).

Solucién

(a) La figura 9 muestra la grafica de f con un agujero en el punto donde
x = 4. Al emplear el rastreo (Trace) de la graficadora, se sospecha que
lim f(x) existe y es 0.25. Asi, la discontinuidad parece removible y pue-

de ellmmarse si se redefine f(4) como 0.25.
(b) Al calcular 11m f(x) se obtiene

Ax -2
}1_1’1‘1‘ x -4
(\/;”2)(\/—+2)
H4 (x - H~/x +2)
x -4
H4 (x—4)(f+2)

lim f(x)
x—4

lim ——=——
x4 \/; + 2 -
1

4



1.8 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN NUMERO 71

Asi, se ha confirmado la respuesta del inciso (a). Por tanto, se redefine la fun-
cién fen 4 y se obtiene la nueva funcién definida por

Nx-2 six # 4
F(x) = x -4
% six =4
Esta funci6n es continua en 4. |

Los teoremas acerca de funciones continuas en un nimero son de gran
ayuda al calcular limites, asi como para demostrar otros teoremas. El primero
de estos teoremas se obtiene al aplicar la definicién 1.8.1 y algunos teore-
mas de limites.

1.8.2 Teorema

Si fy g son dos funciones continuas en el nimero a, entonces

(i) f + gescontinuaen a;
(il) f — gescontinuaen a;
(iif) f - g es confinua en a;
(iv) f/g es continua en g, considerando que g(a) # 0.

A fin de ilustrar el tipo de demostracion requerida para cada inciso de este
teorema, se probaré el inciso (i).

Demostracion de (i) Como fy g son continuas en a, de la definicién
1.8.1

limf(x) = f@) y limg(x) = gla)
x=a x—a

De estos dos limites y del teorema 4 de limites,
chl_r)l}‘ [f() + 8@ = fla) + gla)

la cual es la condicién para que f + g sea continua en a. [
Las demostraciones para los incisos (ii), (iii) y (iv) son semejantes.
Considere la funcién polinomial f definida por
fx) = bpx™ + b]x""' + b2x"'2 + ...+ b x + b, by = 0

donde 7 es un mimero entero no negativo y by, by, . . ., b, son nimeros rea-
les. Mediante aplicaciones sucesivas de los teoremas de limites, se puede
demostrar que si a es cualquier mimero, entongces

lim f(x)

bga™ + bla"‘l + bza"‘z + ...+ b,1a + b,

fla)

de modo que se establece el siguiente teorema.

1.8.3 Teorema

Una funcién polinomial es continua en todo mimero. -

I

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8  Sif(r) = x® - 224 5x+1,

entonces fes una funcién polinomial y por tanto, por el teorema 1.8.3,
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f es continua en todo nimero. En particular, como f es continua en 3,
lin;f(x) = f(3). Asi,
lirr;(x3 ~22+ 50+ 1) =3-23)2%+ 53) + 1
-~ 27 - 18 + 15 + 1
= 25 4

1.8.4 Teorema

Una funcién racional es céntinua en todo niimero de su dominio.

I

Demostracidén  Si f es una funcién racional entonces se puede expresar
como el cociente de dos funciones polinomiales. De modo que f se puede de-
finir por

_ &)
fo = £
donde g y # son dos funciones polinomiales, y el dominio de fconsta de todos
los niimeros reales excepto aquellos para los que A(x) = 0.
Si a es cualquier nimero del dominio de f, entonces h(a) # 0; de modo
que por el teorema 9 de limites

lim g(x)
y_lgf(x) = il—)—n:z*(';)' (€)]

x—a

Como g y h son funciones polinomiales, por el teorema 1.8.3 son continuas
en g; por loque lim g(x) = g(a)y lim A(x) = h(a). En consecuencia,
xX—a X—a

lim f(x) = %%

Por tanto, f es continua en cada nimero de su dominio. [

P  EJEMPLO 2  Determine los nimeros en los que la funcién si-
guiente es continua:

_ox3 4
fo = S0

Solucién El dominio de f es el conjunto R de niimeros reales excepto
aquellos para los que x¥2 — 9 = 0. Comox?> — 9 = 0 cuando x = +3, el do-
minio de fes el conjunto de todos los nimeros reales excepto 3 y —3.

Debido a que f es una funcién racional, pof el teorema 1.8.4, f es conti-
nua en todos los nimeros diferentes de 3 y -3. 4

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 Sea f la funcién del ejem-

plo 2. Puesto que 2 estd en el dominio de f, entonces por el teorema 1.8.4
lim f(x) = f(2)
x—2
22 +1
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fo = ¥x
FIGURA 10
y
. ————t>
o 5 10
fx = Jx
FIGURA 11

» EJEMPLO 3 Determine los nimeros en los que la funcién si-
guiente es continua:

2x -3 six<1
x2 sil <x

o - |

Solucién Las funciones cuyos valores son 2x — 3 y x2 son funciones
polinomiales y, por tanto, son continuas en todo nimero real. De esta manera, 1 es
el tnico ndmero en el que la continuidad es cuestionable. Por esto, se investi-
gar4n las tres condiciones de continuidad en 1.

(i) f(1) = -1. Por lo que se cumple la condicién (i).

.0 B — 7 — ’ - z 2

(ii) Ilglln_f(x) = lim (2x - 3) xll'nlrgf(x) = ,13?+x
= —l =1

Como lim f(x) # lim f(x), el limite bilateral lim f(x) no existe. Por esto,
x—1- x—1+ x—1

f tiene una discontinuidad de salto en 1. Por tanto, f es continua en cada nii-
mero real excepto 1. |

1.8.5 Teorema

Si n es un nimero entero positivo y
f&) = %x
entonces

(i) sin es impar, entonces fes continua en todo niimero,
(ii) si n es par, entonces fes continua en todo mimero positivo.

La demostracién de este teorema es una consecuencia inmediata del
teorema 1.5.13, el cual establece que sia > Oy n es un nimero entero positi-
vo, 0 sia < 0y nes un nimero entero positivo impar, entonces

lim ¥x = %a

x—a

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10

(@) Sif(x) = x, entonces, por el teorema 1.8.5(i), f es continua en cada
nimero real. La figura 10 muestra la gréfica de f.

(b) Sig(x) = +/x, entonces, por el teorema 1.8.5(ii), g es continua en cada ni-
mero real positivo. La grifica de g se muestra en la figura 11. <

En ocasiones se necesita emplear una definicion de continuidad en la
que se utiliza la notacién €-8. A fin de obtener esta definicion alternativa,
se comienza con la definicién 1.8.1, la cual establece que la funcién f es con-
tinua en el nimero a si

lim f(x) = f(a) @

Al aplicar la definicién de limite de una funcién (1.5.1), donde L es igual a
f(a), (4) se cumple si para cualquier € > Qexisteuna § > 0 tal que

si 0 < lx ~-a | < 6 entonces |f(x) —f(a)| <€ 5)
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Si f es continua en a, debe existir f(a); por tanto, la condicién de que
|x - a| > 0O no es necesaria en la proposicién (5), debidoaque cuandox = g,
| fx) - f(a)| serd 0 y asi, menor que €. Se tiene, entonces, el teorema si-
guiente, el cual servird como la definicién alternativa deseada de continuidad,

1.8.6 Teorema

La funcién f es continua en el nitmero a si fest4 definida en algin inter-

- valo abierto que contenga a a y si para cualquier € > Oexiste § > 0

tal que

si |x-a|< & entonces

|f) - f@)] < €

EJERCICIOS 1.8

En los ejercicios 1 a 14, dibuje la grdfica de la funcion. Observe
donde la grdfica se rompe, determine el niimero en el que la
funcion es discontinua, y muestre por qué la definicion 1.8.1
no se satisface en este niimero.

2
x< +x 6 x° =-3x-4
L fx) = ———— 2. Fx) = x—4
x? X +x-6 s _
g =4 x+3 s
six = -3
—3x .
4. G(x) = Sxd
six =4
N 1
5. h(x) 6. H(.X) - + 2
5 .
7 fo) = 1303 si x # 4
2 six =4
1 : -
8. 500 = +2 six % -2
six = -2
S1A<0
9. f(x) = six =
510<x
x—l six <1
10. f(x) = stx =1
l—x sil < x
sit <2
11 g = 4 sit=2
4 -2 si2 <t
6+x six<-2
12. Hx) = {2 - x si-2<x<?2
2x -1 §i2<yx
13.f(X)=|'LI
x
x|
4 g = {5 six=0

En los ejercicios 15 a 28, la funcidn es discontinua en el nime-
ro a. (a) Trace la grdfica de f en un rectdngulo de inspeccion
conveniente y determine que la grdfica se rompe en el punto donde
X = a. ;Parece ser removible o esencial esta discontinuidad?
Si parece ser removible, especule sobre como debe redefinirse
f(a) de modo que la discontinuidad sea eliminada. (b) Confir-
me analiticamente la respuesta del inciso (a).

5. f) = £ =ha =2
2 "
16. () = %é;a =3
x-9
17. fix) = ﬁ_S;a=9
x -5
18. f(x) = Jx———l—Z’a 5
19. f(x) = V"x*_“s' 3.a=5
20. f(x) = ﬁ”*x"‘/g;a =0
21, f(x) = */__‘xx_’r_?;a=0
2 fo = 2 rl, g
s
23, fix) = \/3_82,11—8
e
4. fo) = '”xl La=0
25 _ x+3
. flx) = m,a 3
- X
26. f(x) = | i;l5 ia =S
S Z
27, fx) = ‘+I3’,a=3
- X
28. fo) = X+ 5
A Ny ikl
. Z
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En-los ejercicios 29 a 40, determine los niimeros en los que la
funcion es continua e indigue la razon.

29, f(x) = 2x + 37
30, f(x) = (x — 53 ? + 4P

X _ x+1
31 Ig(x)— -3 32. hx) = 5r 55
. 3+ 7 x-2
. Fx) = - 34. = 55—
B F) = 5 W= T s
35 _ 3x -1 six<2
- fo) = 4-x si2<x
(x+2)2 six=0
36. =
1% {x2+2 5i0<x
1 six <1
3. foy = ¥
: Fy st 1 < x
1 six <3
8. flxn) = -‘2
9 st 3 <x
-x
. h) +3x six<O
x—-+x si0=x
_ 37 ix <1
g = [P VE sixs
xx sil<ux

En los ejercicios 41 a 44, realice lo siguiente: (a) determine
los valores de las constantes ¢ y k que hagan a la funcién con-
tinua en todo nimero. (b) Dibuje la grdfica de la funcién
resultante.

3x+7 six<4
41'f(x)={kx—1 sid < x

kx -1 six<?2
x six <1
3. f)=3Sex+k sil<x<4
—2x si4 <x
X+ 2c six < -2
“ fx) = Bex+k si-2=x=1
3x -2k sil <x

Los ejercicios 45 y 46 tratan acerca de la funcion dibujada en
la figura adjunta. En los incisos (a)-(c) confirme analiticamen-
te por qué f es discontinua en el niimero indicado, sefialando
por qué no se cumple la definicion 1.8.1.

45, @ Enx = -3;(b)enx = 1; (¢c) en x = 3. (d) ;Cuiles '

de las discontinuidades de los incisos (a)-(c) son esencia-
les? ;Por qué? (e) ;Cudles de las discontinuidades de los
incisos (a)-(c) son removibles? ;Qué haria para eliminar
la discontinuidad?

46. (@) Enx = 0; (b)enx = 2; (¢) en x = 4. (d) ;Cudles
de las discontinuidades de los incisos (a)-(c) son esencia-
les? (Por qué? (e) ;Cudles de las discontinuidades de los
incisos (a)-(c) son removibles? ;Qué harfa para eliminar
la discontinuidad?

)
by x =4

En los ejercicios 47 y 48, dibuje la grdfica de alguna funcion f
que satisfaga las condiciones dadas.

47. El dominio de f es (-4, 4). La funcién f es continua en
cada ndmero de los intervalos (-4, -2), (-2, 2) y (2, 4)
y fes discontinua en -2 y 2; f(-2) = 0y f(2) = 0;

lim f(x) = +o0, lim f(x) = 0, limf(x) = 0 y
lin}_f(x) = —oo,

48. La funcién fes continua en cada nimero de los intervalos
(=00, 1), (-1, 1) y (1, +00) y fes discontinua en ~1 y 1;
S =0y f)y = 0 llirﬂ_f(x) y lixz}+f(x) existen pero
son diferentes de O; lixrll_ f@x)y 1irr]1+ f(x) no existen.

En los ejercicios 49 a 52, determine los niimeros en los que la
Juncion indicada es discontinua, y muestre por qué no se cumple
la definicion 1.8.1 en cada discontinuidad.

49. La funcién del ejercicio 5 de la seccién 1.3 y del ejercicio
39 de la seccién 1.6, la cual es un modelo matemaético
que expresa el costo total de un embarque como una fun-
cion de su peso.

50. La funcién del ejercicio 6 de la seccién 1.3 y del ejercicio
40 de la seccién 1.6, la cual es un modelo matematico que
expresa el porte de correo de primera clase para una carta
que no pese més de 11 oz como una funcién de su peso.

51. Lafuncidn del ejercicio 7 de la seccién 1.3 y del ejercicio 41
de la seccién 1.6, la cual es un modelo matematico que expre-
sa el costo de una llamada telefénica, que no dura mds de
5 min, de Mendocino a San Francisco como una funcién de
la duracién de la llamada.
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52.

53.

54.

55.

56.

La funcién del ejercicio 8 de la seccién 1.3 y del ejercicio
42 de la seccién 1.6, la cual es un modelo matemdtico que
expresa el precio de admisién al Coast Cinema como
una.funcién de la edad de la persona.

Suponga que a los ¢ minutos, r(f) metros es el radio del
flujo circular de petréleo que se derrama por una fisura
de un tanque y

412 + 20
f) =
0 {lﬁt + 4

si0<ts<s2
si2<t
Demuestre que 7 es continua en 2.

Si A(f) metros cuadrados es el drea de la fisura del tanque
del ejercicio 53 a los ¢ minutos, (a) defina A(#), y (b) de-
muestre que A es continua en 2.

Demuestre que la funcién definida por

x" -1
x-1

fo) =

donde n es un nmero entero positivo, tiene una discon-
tinuidad removible en 1. Sugerencia: para el factor x” ~ 1
utilice la férmula (12) de la seccién suplementaria 1.5.

La funcién f est4 definida por

o 2nx
f@ = r]-l—rg n? - nx

57.

58.

Dibuje la grifica de f. ;En qué valores de x es discontinua
la funcién f ?

_ 1six<0
y 8t = xsi0s<x

demuestre que f y g son discontinuas en 0 pero que el
producto f - g es continuo en 0.

i -x six <O
Siflx) = {1 §0<x

Profaorcione un ejemplo para mostrar que el producto de
dos funciones f y g puede ser continuo en a, donde f es

" continua en g, pero g es discontinua en a.

59.

61.

62.

Dé un ejemplo de dos funciones que sean discontinuas en
un mimero a, pero cuya suma sea continua en a.

Explique por qué la definicién de funcién continua en un
mimero g garantiza que la grifica de la funcién no se
rompe en el punto donde x = a.

Si la funcién f es continua en a y la funcién g es discon-
tinua en a, ;por qué puede concluirse que la suma de las
dos funciones, f + g, es discontinua en g?

Si la funcién f es discontinua en g y la funcién g es conti-
nua en a, jes posible que el cociente de las dos funciones,
f]g, sea continuo en a? Explique su respuesta.

1.9 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION COMPUESTA
Y CONTINUIDAD EN UN INTERVALO

Recuerde la definicién (1.2.2) de funcién compuesta: dadas las funciones f'y
g, la funcién compuesta, denotada por f © g, estd definida por

(f° 9% = flg(x)

y el dominio de f © g es el conjunto de todos los nimeros del dominio de g
tales que g(x) estd en el dominio de f.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Sif(x) = Vx ygx) = 4 -

x2, y si hes la funcién compuesta f © g, entonces

Debido a que el dominio de g es el conjunto de todos los mimeros reales y el
dominio de f es el conjunto de todos los mimeros no negativos, el conjunto de h
es el conjunto de todos los nimeros tales que 4 — x2 = 0, esto es, todos los nu-

h(x) = f(g(x)
y = f4 - x?)
= 4 - x2
2
32 0 > *
h(x) = V4 - x2
FIGURA 1

compuesta.

meros del intervalo cerrado [-2, 2]. La gréfica de h se muestra en la figura 1. 4

De la figura 1, parece que h es continua en cada nimero del intervalo
abierto (-2, 2). Antes de probar este hecho en el ejemplo 1, se necesitan dos
teoremas mas, el primero de los cuales trata acerca del limite de una funcién
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1.9.1 Teorerna Limite de una funcion compuesta

Si lfm g = bysnlafunclﬁnfea continua en b, entonces
lim (fe 8}(1) = f(b) :
lﬂnﬂsﬁx)) = f Hms(x))

Demosfrauén Puesto que f es continua en b, por el teorema 1. 8 6, se
tiene el siguiente enunciado: para cada €, > 0 existe una §; > 0, tal que

si ly - bI < &; entonces |f(y) —f(b)l < € @®
Como lim g(x) = b, paracada §; > 0 existe §, > 0, tal que
si0<|[x-a|<é, entonces |g(x) - b|< & @)

Si 0 < Ix - a| < &,, se sustituye y por g(x) en el enunciado (1) obte-
niéndose lo siguiente: para cada €; > 0 existe §; > 0, tal que

si |g(x) - b| < 8, entonces |f(g(x)) - f(b)] <€, 3)

De los enunciados (2) y (3) se concluye que para cualquier €; > 0 existe
52 > 0,tal que

si 0 <|x-a|< 8, entonces |f(g(x) — f(b)| <€,
de lo que se deduce que
lim f(g(x)) = f(b) ,
e limfew) = f(limg®) "
El teorema 1.9.1 tiene un papel importante en las demostraciones de los
teoremas de limites 9 y 10, presentadas al final de la seccién. A continuacién

se aplicari el teorema en la demostracién del teorema siguiente que trata so-
bre la continuidad de una funcién compuesta.

1.9.2 Teorema Continvidad de una funcion compuesta

Sihfnnctdngummenay lafmmdnfcsmnnuamg(a). enton-
-+ ceslafoncién ooq:pm_m_,ﬂq_‘gesmnnuaena

Demostracién Puesto que g es continua en a, entonces
lim g(x) = g(a) C))
x—a

Como la funcién f es continua en g(a), se puede aplicar el teorema 1.9.1 a la
funcién compuesta f ¢ g, de lo que se obtiene

lim (f© £)®) = lim f(g )
= f(lim g(x))
- fg@)  (por(4)
- (fop@

lo cual demuestra que f © g es continua en a. ]

|5
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El teorema 1.9.2 establece que una funcion continua de una funcion conti-
nua es continua. El siguiente ejemplo muestra como se emplea este teorema
en la obtencién de los mimeros para los cuales una funcién particular es
continua.

’ EJEMPLO 1 Determinar los mimeros en los que la funcién si-
guiente es continua:

hx) = V4 - 22

Solucién La funcion k exla que se obtuvo en el ejemplo ilustrativo 1 como
la funci6n compuesta f © g, donde f(x) = +/x y g(x) = 4 - x2. Como g es
una funcién polinomial, es continua en todos los nimeros reales. Ademis,
por ¢l teorema 1.8.5(ii), f es continua en cada nimero real positivo. En conse-
cuencia, por el teorema 1.9.2, h es continua en cada niimero x para el cual
g(x) > 0.Estoes, cuando4 — x2 > 0. Por tanto, 4 es continua en el intervalo
abierto (-2, 2). <4

Como la funcion k del ejemplo 1 es continua en cada nimero del intervalo
abierto (=2, 2), se dice que h es continua en el intervalo abierto (-2, 2).

1.9.3 Definicion de continuidad en un intervalo abierto

Sedteequunaﬁnwwnesumﬁnunenmhurvdoabhnos:ysélo
6i es continua en cada nimero del intervalo abierto.

Se har4 referencia otra vez a la funcién # del ejemplo 1. Como k no estd
definida en cualquier intervalo abierto que contenga a -2 o 2, no se puede
considerar lim2 h(x) o lim2 h(x). Por tanto, la definici6n 1.8.1 de continuidad

X x=

en un niimero, no permite que & sea continua en —2 o 2. En consecuencia, para
discutir la cuestién de la continuidad de & en el intervalo cerrado [-2, 2], se
debe extender el concepto de continuidad para incluir la continuidad en un
extremo de un intervalo cerrado. Para esto, primero se define continuidad por
la derecha y continuidad por la izquierda

1.9.4 Definicion de contiuidud por la derecha

;SediécqmﬁfnﬂciénfesmnﬂnmwrhMendm“i

y s6lo si se cumpleii_las tres condiciones siguientes:
(D) fla) existe;

(if) J‘I_i.:;& J(x) existe;

i lim f(3) = flay -

1.9.5 Definicion de continuidad por la izquierda
Se dice que la funcién fes continua por la izquierda en el nimero & si
y s6lo si se cumplen las tres condiciones siguientes:

- D) fla) existe; -

(i) lim f(x') existe; ' -
(i) llm L flx) = f(d)
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1.9.6 Definicion de continuidad en un intervalo cerrado

-Seqummfunmﬁn.wyodummoemumalmﬂomdo
[a,b],esemﬂmaenahnmmdﬂu,b]mys_oloslasconunua
en ¢l intervalo abierto (a, b), asf como continua por la derechaena y
continua por la izquierda en b,

» EJEMPLO 2 Demuestre que la funcién h del ejemplo 1 es con-
tinua en el intervalo cerrado [-2, 2].

Solucién  La funcién h est4 definida por
h(x) = 4 - x2

y en el ejemplo 1 se mostré que k es continua en el intervalo abierto (-2, 2).
Al aplicar el teorema 1.9.1 se calculan los limites lin%+ h(x) y lirgl h(x).
X x—=2"

lim h(x) = lim /4 - x? lim h(x) = lim 4 - x2
x—-2t x—o-2% =2~ x=2- -
= 0 = 0
= h(-2) = h(2)
e g De este modo, h es continua por la derecha en —2 y es continua por la izquier-
N da en 2. En consecuencia, por la definicién 1.9.6, & es continua en el in-
tervalo cerrado [-2, 2]. La gréfica de # se muestra en la figura 1. <

Observe la diferencia en la terminologia utilizada en los ejemplos 1 y 2.
En el ejemplo 1 se establecié que h es continua en cada nimero del intervalo
abierto (-2, 2), mientras que en el ejemplo 2 se concluy6 que h es continua en
el intervalo cerrado [-2, 2).

mmdommmmduyea:mmmomabm [a, b)
{u,b)s:ysﬂomesulnhhmcndmmﬂaahlmo
(a.b)yesmnuunporladerechama
L) Hmﬁngg@ncuyommnlnyeal intervalo semiabierto (a, b]
£l amnhbjnysﬂuﬂmmmdmmo abierto
(M}Yﬂmﬂapm‘l!mqmudnmb

Se tienen definiciones similares a las de la definicién 1.9.7 para la conti-
nuidad en los intervalos [a, +00) y (=00, b].

» EJEMPLO 3 Determine el intervalo més grande (o unién de in-
tervalos) en el que la funcién siguiente es continua:

fo) = ____\'25_‘3"

Solucién  Primero se determina el dominio de f. La funci6n est4 definida
en todo mimero excepto cuando x = 3 o cuando 25 — x2 < 0 (esto es, cuan-
dox > 50x < -5).Por tanto, €l dominio de fes [-5, 3) U (3, 5]. Como

Jim fx) =0 y lim f(x) =
= f(-5) = f(5)
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> X
FIGURA 2
y
A
y=f(x)
f(b)
k ) y=k
fl@ |4
0 a ¢ c“z Cay b X
FIGURA 3
y

1
_104/; 23 "

_Jx-1 si0osx<2
f(]:)—{x2 si2<x=<3

FIGURA 4

[ es continua por la derecha en -5 y es continua por la izquierda en 5. Ade-
mas, f es continua en los intervalos semiabiertos (-5, 3) y (3, 5). En con-
secuencia, f es continua en [-5, 3) U (3, 5].

La importancia de la continuidad de una funcién en un intervalo serd mds
evidente a medida que avance en el estudio del Célculo. Esta propiedad es parte de
las hip6tesis de muchos teorémas esenciales , tales como el teorema del valor
medio, los teoremas fundamentales del Cdlculo, y el teorema del valor extremo.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  En el cjemplo 4 de la sec-

ci6én 1.3 se obtuvo como modelo matematico la funcién V definida por
V(x) = 170x — 54x2 + 4x°

y expresa el volumen de una caja de cartén como funcién de la longitud del
cuadrado cortado en cada una de las esquinas de un trozo de cartén de forma
rectangular. Debido a que V es una funci6én polinomial, es continua en todo
ndmero, y por tanto, es continua en su dominio, el intervalo cerrado [0, 5]. Este
hecho es necesario para aplicar el teorema del valor extremo de la seccién 3.2
para determinar el valor de x, el cual hace que V(x) sea un maximo. <

Otro teorema importante concerniente a la continuidad de una funcién en
un intervalo cerrado es el teorema del valor intermedio, el cual se tratard a
continuacioén.

1.9.8 Teorema del valor intermedio

Si la funcién fes continua en el intervalo cerrado [a, 8] y si fle) = f(b),
entonces-para cada valor k entre f(a) y f(b) existe un mimero c entre a
y b tal que f(c) = k.

La demostracién del teorema del valor intermedio estd més alld de los
objetivos de este libro y puede encontrarse en un texto de Célculo avanzado.

En términos geométricos, el teorema del valor intermedio establece que
la gréfica de una funcién continua en un intervalo cerrado debe intersectar a
cadarectay = kentre las rectasy = f(a) y y = f(b) al menos una vez. Ob-
serve la figura 2, donde (0, k) es cualquier punto sobre el eje y entre los puntos
0, f(a)) y (0, f(b)); larectay = k intersecta la grafica de f en el punto (c, k),
donde c estdentre a y b.

Para algunos valores de k, puede tenerse més de un valor posible para c. El
teorema establece que existe al menos un valor de ¢ pero tal valor no es
necesariamente tnico. La figura 3 muestra tres valores posibles para c (¢}, ¢;
y ¢3) para una k particular.

El teorema del valor intermedio afirma que si la funcién f es continua en
el intervalo cerrado [g, b], entonces f(x) toma todos los valores entre f(a) y
J(b) conforme x toma todos los valores entre a y b. Los dos ejemplos ilustrati-
vos siguientes muestran la importancia de la continuidad de f en [a, b] para
poder garantizar esta afirmacién.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Considere Ia funcién f de-
finida por

f(x)={x-1 si0<x=<2
x? si2 <x<3

La grifica de esta funcién se presenta en la figura 4.
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8(x) =

x -

FIGURA 5

[2, 5] por [-10, 10]
fx) =4 + 3x -~ x2
y=1
FIGURA 6

(33 ++2D.1

;QI_" ——t

R

fx) =4 +3x-xLxe 23]

FIGURA 7

La funcién fes discontinua en 2, el cual est4 en el intervalo cerrado [0, 3];
f(0) = -1 y f(3) = 9. Si k es cualquier nimero entre 1 y 4, entonces no hay
ningiin valor de c tal que f(c) = k porque no existen valores de la funcién entre
ly4. 4

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4  sca ¢ la funcién definida por
g = —2

La figura § muestra la gréfica de esta funcién.

La funcién g es discontinua en 4, el cual pertenece al intervalo cerrado
[2,5]; 82) = =1 y g(5) = 2. Si k es cualquier nimero entre —1 y 2, no hay
ningin valor de ¢ entre 2 y 5, tal que g(c) = k. En particular, si k = 1, enton-
ces g(6) = 1, pero 6 no pertenece al intervalo (2, 5). <4

} EJEMPLO 4 Dada la funcién f definida por
f(x)=4+3x~x2 2<x<5

(a) Verifique que el teorema del valor intermedio se cumplaparak = 1 trazando
la grificade fylarectay = 1;estime, con cuatro cifras decimales, el mimero ¢
del intervalo (2, 5), tal que f(¢) = 1. (b) Confirme la estimacién del inciso (a)
analfticamente. (¢) Dibuje la gréfica de fen el intervalo [2, 5] y muestre el punto

(c, ).

Solucion

(a) Como fes una funcién polinomial, es continua en todo nimero, en particu-
lar en {2, 5]. La figura 6 muestra la gréfica de fy larectay = 1 trazadas
en el rectdngulo de;inspeccién de {2, 5] por [-10, 10]. En la graficadora,
se estima ¢ = 3.7913,

(b) Se resuelve la ecuacién cuadritica

4+3-c2=1
2 -3 -3=0
c = 3+49+12
2

- 3421
)

Se rechaza %(3 - +/21) porque este niimero es negativo y no pertenece
al intervalo (2, 5). El mimero %(3 + +/21)est4 en el intervalo (2, 5), y

) -

2
Como (3 + ~21)/2 = 3.7913, se confirma la estimacién.
(¢) La grafica requerida se muestra en la figura 7. <

El teorema siguiente es una consecuencia directa, un corolario, del teo-
rema del valor intermedio.

1.9.9 Teorema del cero interedio

Si la funcién fes continua en el intervalo cerrado [a, b] y si f(a) y f(b)
tienen signos opuestos, entonces existe un nimero ¢ entre a y b, tal que
fle) = 0; es decir, ¢ es un cero de f.
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Tabla 1

&)

[-3, 3] por [-5, 5]}
flx) = 203 — 22 — 4x + 1

FIGURA 8

Demostracién  La funcion f satisface las hip6tesis del teorema del valor
intermedio, y como f(a) y f(b) tienen signos opuestos, se considera a 0 como
un nimero k entre f(a) y f(b). Por tanto, existe un mimero ¢ entre a y b, tal
que f(c) = 0. [ ]

En el ejemplo siguiente se aplica el teorema del cero intermedio para
localizar ceros de una funcién.

P  EJEMPLO 5  (a) Aplique el teorema del cero intermedio para
mostrar que la funcién definida por

f@) =273 - 2x2 - 4x + 1

tiene tres ceros entre —2 y 2. (b) Estime en una graficadora estos ceros con dos
cifras decimales.

Solucién

(a) Se calculan los valores de f(x) para los valores enteros de =2 a 2 y se for-
ma la tabla 1. Como f(-2) y f(-1) tienen signos opuestos, f.tiene un
cero entre -2 y —1; también f tiene un cero entre 0 y 1, y otro.entre 1y 2
por la misma razén.

(b) La grifica de f trazada en el rectdngulo de inspecci6én de [-3, 3] por
{—5, 5] se muestra en la figura 8. En la graficadora se estima que los ceros
son-1.14,0.23 y 1.91. 4

Ahora se demostrarin los teoremas 9 y 10 como se indicé en la seccién 1.5.
Observe la aplicaci6n del teorema 1.9.1 (Iimite de una funcién compuesta).

Teorema 9 de limites Limite del cociente de dos

funciones

Si imf(x) = L y si limg(x) = M, entonces
x—a r—4a L

e e i Ui
;u.'ﬂg(x) i siM=#=0 Sais)

Demostracién Sea & la funcién definida por A(x) = 1/x. Entonces la
funcién compuesta h © g estd definida por h(g(x)) = 1/g(x). La funcién A
es continua en todo nimero excepto en 0, lo cual se deduce del teorema
1.5.12. En consecuencia,

lim — = lim A(g(x))
x—=a g(x ) x—=a

= h( lim g(x)) (por el teorema 1.9.1)

= h(M)

= L

M
Del teorema 6 de limites y del resultado anterior se tiene que

lim £ = timpw - 1m
x—-a g(x) x—=a x—a g(x)

1 -

M

L
L
M
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Teorema 10 de limites  Limite de la raiz n-ésima

de una funcion

Si n es un némero entero positivo y lim f(x) = L, entonces

- x—a ?
li_l'l: ) = YL _ :

Con la restriccion dé,que si n s par, L > 0.

Demostracién Sea /4 la funcién definida por A(x) = %x. Entonces la
funcién compuesta ki © f estd definida por A(f(x)) = %/ f(x). Del teorema
1.8.5, h es continua en L si n es impar, o si n es pary L > 0. Por tanto,

31_12 h(f(x))

h( }gn §{63)) (por ¢l teorema 1.9.1)

h(L) ‘

1< [

lim %/ f(x)

EJERCICIOS 1.9

En los ejercicios 1 a 6, defina f © g y determine los niimeros
enlos quef o g es continua.

L @ fO) =Jx;80) =9 - x%
(b) f(x) = Vx:g(x) = 2 - 16

2. (@ f(&x) = Jx;gkx) = 16 - x%
M) f(x) = JVxig() =2 + 4

3. (a):;f(x) = Jx;g(x) = x—ii;

. N _ l . -

) fix) = —i80) = NE

4. (@ f(x) = Yxgx) = Jx+1;
M) f0) = Jx+ g0 = Vx

— 2
5. fo) = ij__’il;g(x) = ||

6 flr) = VX =

a0 = ||

En los ejercicios 7 a 16, determine el dominio de la funcion, y
después determine para cual de los intervalos indicados es con-
tinua la funcion.

7. f® = x—i—s;(a, 7). [-6, 4], (=00, 0), (=5, + 00), [, +00),

[-10,-5)

8 g(x) = —Z5; (0,01 [0, +0),(0,2), 0,2, [2, +),
(2, +00)

9 S = =3 O, 110,111, 0], (oo, 1],

(1, +00)

I

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

r+
"2'

fn =
-2,2]

g(x) = Va2 = 9; (-0, -3), (o0, =31, (3, +),
[3, +0),(-3, 3)

f@ = IO L Do boa o, 2,0, 2]

34: (0,41, (-2, 2), (~00, 2], 2, +0), [-4, 4],

f@ = ':—:i—l; (=00, 1), (~oo, 11, [=1, 1], (-1, +00),

(1, +o0)

2x -3 six< -2

h(x) =4x -5 si-2sxs1p;(001) (-2, +),
3-x sil<ux

2, D, [-2, 1),[-2,1]

f) =" Va =32 =2, 2), -2, 21, [-2, 2), (-2, 2],
(—o0, =2],(2, +0)

L L 3L 3L 3), L, 3]

Fi = - -
0 3+2y-y

En los ejercicios 17 a 22, determine el intervalo mds grande (o
union de intervalos) en el que la funcion f o g del ejercicio
indicado es continua.

17.
20.
23.

Ejercicio 1 18. Ejercicio 2 19. Ejercicio 3
Ejercicio 4 21. Ejercicio 5 22. Ejercicio 6
Determine el intervalo mas grande (0 unién de intervalos) en

el que la funcién del ejercicio 17 de la seccién 1.6 es
continua.

Determine el intervalo més grande (o unién de intervalos)
en el que la funcién del ejemplo 4 de la seccién 1.6 es
continua.
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En los ejercicivs 25 a 28, dibuje la grdfica de una funcion f que
satisfaga las condiciones dadas.

25. f es continua en (-o0, 2] y (2, +o00); ll'rr})f(x) -4
lil?_f(x) = =3; Iin;f(x) = +00; ll'l'l';f(x) =0

26. fes continuaen(—oo, —2), [-2, 4]y (4, + o0); Hm5 f() =
0; lim fl) = —eo; lim f(x) = -3; limf(x) = -I;

x—- o2+ o

lim f(x) = 2; lim f(x) = 5; lim fx) = 0

27. f es coqtinua en (-0, =31, (=3,3) y [3, +00):
lim f(x) = 2; lim_f(x) = 0; lim f(x) = 4
- e I
lim f(x) = 1; lim f(x) = 0:  lm f(x) = -5;
lin}f(x) =0

28. f es continua en (—oo, 0) y [0, +o00); lirr_14 £0) = 0;
lim fG) = 3; lim f() = -3; limfGx) = 2

En los ejercicios 29 a 34, demuestre que la funcién obtenida

como un modelo matemdtico en el ejercicio indicado de la sec-
cion 1.3 es continua en su dominio.

29. (a) Ejercicio 13 (b) Ejercicio 15
30. (a) Ejercicio 14 (b) Ejercicio 16
31. (a) Ejercicio 17 (b) Ejercicio 19
32. (a) Ejercicio 18 (b) Ejercicio 20
33. (a) Ejercicio 21 (b) Ejercicio 23
34. (a) Ejercicio 22 (b) Ejercicio 24

En los ejercicios 35 a 42, determine si se cumple el teorema del
valor intermedio para la funcién f, el intervalo cerrado [a, b] y
el valor de k indicado. Si el teorema no se cumple, establezca
la razén y apoye grdficamente su respuesta. Si el teorema se
cumple: (a) trace la grdficade fy larectay = k en la grafica-
dora y estime, con cuatro cifras decimales, el nimero c del
intervalo (a, b) tal que f(c) = k. (b) Confirme la estimacion
del inciso (a) analiticamente. (c) Dibuje la grdfica de f en
[a, b] y muestre el punto (c, k).

35 f0) =2 + x - & [a, bl = [0,3;k =1
36. f(x) = —V100 — x%;[a,b] = [0,8];k = -8
3. f(x) = V25 - x%;[a,b] = [-45,3k = 3

38 f() =2 + 5x - 6;[a,b] = [-1,2];k = 4
- _4 . =[3, 1k = L
. f®) = —ilabl = [3, 15k = 3

0. fix) = -2-;5_—1;[a, bl = [0, 1k = 2

4. f&) = {ﬁ —4

si~2<x<1[, - [ B
-1 sils.xs3}’[a’b] =2, 31

si-4<x<-2

i [a, B] = [-4, 1];
2-x si—2<x51}[a] C ]

En los ejercicios 43 a 46, haga lo siguiente: (a) aplique el teore-
ma del cero intermedio para mostrar que la funcion f tiene el
nimero indicado de ceros entre a 'y b. (b) Estime estos ceros
con dos cifras decimales en la graficadora.

43, f(x) = x> - 6x + 3;tresceros;a = -5;b = 5
M. f(x) = x* + 72 + x - 8;dos ceros;a = ~10;b = 5
45. f(x) = 4x* - 32 + 2x — 5;dosceros;a = —3;b = 3

46. f(x) = 3x* — 21X + 3622 + 2x — 8; cuatro ceros; a =
-5;b=5

47. Muestre que el teorema del cero intermedio garantiza que
la écuacion x* — 422 + x + 3 = 0 tiene una raz entre 1
y 2, y utilice la graficadora para estimar esta raiz con dos
cifras decimales.

48. Muestre que el teorema del cero intermedio garantiza que
la ecuacién x* + x + 3 = O tiene una rafz entre -2 y 2,
y utilice la graficadora para estimar esta raiz con dos ci-
fras decimales. T

49. De la ecuacién que define a m(v), que trata de la teoria
especial de la relatividad de Einstein del ejercicio 51 de la
secci6n 1.7, determine el intervalo més grande en el que m
es continua.

50. Demuestre que si la funcién f es continua en a, entonces

limfla = 0 = f@

§1. Demuestre que si f(x) es no negativo para todo valor de x
en sudominio y lim [f(x)]? existe y es positivo, entonces
x—=a

lim o) = [lim [f(0)]
x—a x—a
52. Demuestre que si lim f(x) = L, entonces lim |f(x)] =
| L | . I-a x—a

§3. Suponga que f es una funcién para la cual

0<sf(xy<s1 si0sx<1

Demuestre que si fes confinua en [0, 1], entonces existe al
menos un nimero c en [0, 1] tal que f(c¢) = c. Sugerencia:
sicnoes 0 ni I, entonces f(0) > 0y f(1) < 1. Considere
la funcién g para la cual g(x) = f(x) — x y aplique el
teorema del valor intermedio a g en [0, 1].

54. Encuentre el valor mayor de k para el cual la funcién de-
finida por f(x) = IIJc2 — 2] es continua en el intervalo
[3, 3 + k).

§5. (Son equivalentes los dos enunciados siguientes: (i) la
funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b]; (ii)
la funci6n f es continua en cada nimero del intervalo ce-
rrado [a, b]? Justifique su respuesta.
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Tabla 2

-1.0
-09
~-0.8
-0.7
-0.6
~0.5
-04
-0.3
-0.2
-0.1
-0.01

[-10, 10] por [-1,2]
. f@) = S"“T’

FIGURA 1

0.84147
0.87036
0.89670
0.92031
0.94107
0.95885
0.97355
0.98507
0.99335
0.99833
0.99998

sen f
t

0.84147
0.87036
0.89670
0.92031
0.94107
0.95885
0.97355
0.98507
0.99335
0.99833

0.99998

Se supondré que usted estudid trigonometria previamente; sin embargo, debido
a la importancia de las funciones trigonométricas en Célculo, se presenta un
breve repaso de ellas en la seccién A.9 del apéndice.

En un curso de trigonometria, las gréficas de las funciones trigonométri-
cas se dibujan mediante consideraciones intuitivas, debido a que dos conceptos
de Célculo, continuidad y diferenciacion, son necesarios para una presenta-
cién formal de dichas gréficas. En esta seccion se trataré la continuidad de las
funciones trigonométricas, mientras que en la seccién 2.7, donde se obten-
drén las gréficas, se dedicard a la diferenciacidn de estas funciones. En el estudio
de la continuidad de las funciones trigonométricas se considerard el limite
siguiente:

lim S€B.£ 4))
t—0 ¢t

no existe cuando t = 0,

Observe que la funcién definida por f(r) = 59;5

pero existe para todos los otros valores de ¢. A fin de tener una idea intuitiva
acerca de la existencia del limite (1), primero se trazaré la grafica de fen el
rectangulo de inspeccién de [-10, 10} por [~1, 2}, mostrada en la figura 1.
Como f(0) no existe, la grfica tiene un agujero en el eje y. De la figura, se
sospecha que probablemente el limite de (1) existe y es igual a 1. A fin de
examinar el limite a mayor profundidad, se calculan los valores de la funcién
para conformar las tablas 1 y 2. De las dos tablas, se sospecha otra vez que
si el limite en (1) existe, puede ser igual a 1. El hecho de que el limite exista y
sea igual a 1 se demuestra en el teorema 1.10.2, pero en la demostracién de
este teorema se necesita el siguiente teorema, al cual se hard referencia
como el teqrema de estriccion. Este iltimo no s6lo es importante en la
demostracién del teorema 1.10.2, sino que también se utiliza en la de-
mostracién de teoremas importantes en secciones posteriores.

1.10.1 El teorema de estriccion

Suponga que las funciones f, g y h estdn definidas en algin intervalo

- abierto I que contieneaa, y que f(x) = g(x) < h(x)paratodaxen/ para
la cual x # a. También suponga que lim f(x) y lim h(x) existen y son
iguales a L. Entonces lim g(x)existe y es iguala L.

Se demostrard el teorema de estriccion en el suplemento de esta seccién.
Sin embargo, ahora se interpretara el teorema geométricamente en el ejemplo
ilustrativo siguiente.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 scanf, g y h las funciones defi-

nidas por
@) = -4(x -2)2 +3
- 2 _
gx) = (x - 2)(x 4x + 7)
x -2

h(x) = 4(x - 2)2 + 3
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Las gréaficas de estas funciones estdn trazadas en el rectdngulo de inspec-
cién de {-1, 10] por {-10, 10] de la figura 2. Las gréficas de f y h son
parabolas que tienen su vértice en el punto (2, 3). La grifica de g es una pa-
rdbola con su vértice en (2, 3) suprimido. La funcién g no estd definida
cuando x = 2; sin embargo, para toda x # 2, f{x) < g(x) < h(x). Ademds,
11_15 fixy =3y }LII; h(x) = 3. Por tanto, se satisfacen las l}ipétesis del

S L teorema de estriccién, de donde se deduce que lim g(x) =.3. . - 4
- : S X2 :
[-1,10] por {-10, 10]
f(x)- = —dx -2 +3 ’ EJEMPLO 1 Considere que |g(x)'\— 2H’| < 3(x - 1)? para
(r-2)x? - 4x + 7) toda x. Utilice el teorema de estriccién para determinar lim g(x).
8gx) = % x>
hix) = 4x - 2 + 3 Solucién Como |g(x) - 2| < 3(x - 1)? para toda x, se infiere que
™y
FIGURA 2 B - 1?2 < gx) -2 <30 - 1)2 para toda x
= B -1)2+2<gk <3x-1)2+2 para toda x
Seaf(x) = 3(x — 1)2 + 2 y h(x) = 3(x — 1)2 + 2. Entonces
o ,

[

limf(x) =2 y lim h(x) = 2 AN )

Ademds, para toda x,

f&x) < g) =< hlx) 3
Por tanto, de (2), (3) y el teorema de estriccién
limg(x) = 2 |

} EJEMPLO 2 Utilice el teorema de estriccién para probar que

lim |x sen l' =0
x>0 X

Apoye este hecho graficamente.

Solucién Ccomo-1 < sens < | para toda ¢, entonces

0 < senlsl six #0
x

Por tanto, six # 0,

xsenl| = | x| senl
X X
< |x|
En’consecuencia,
0< xseni $|x| six#0 C)]

Como lin}) 0=0y lirxz |x| = 0, se deduce de la desigualdad (4) y del
X X
teorema de estriccion que )

lim [x sen —l-‘ =0
x—0 X
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A

s

p . . 1
La gréfica de la funcién que tiene valores |x sen e trazada en el recténgulo de

inspeccién de [-1, 1] por [0, 1], se muestra en la figura 3. Observe el inusual
comportamiento oscilante de la funcién cuando —-0.32 < x < 0.32. La

gréifica apoya el hecho de que el limite es 0. 4‘
1.10.2 Teorema
[_1,1] por [0‘ 1] H_n'[ m t- o l -.; "_:.". g - : - . o
=0 =i Pl e ih
f(x) = |xsen l‘
X

Demostracion  Primero supongaque 0 < ¢ < %71:. Refiérase a la figura 4,
FIGURA 3 la cual muestra la circunferencia unitaria x2 + y2 = 1 y el sector sombreado
BOP, donde B es el punto (1, 0) y P es el punto (cos ¢, sen f). El 4rea del sector
circular de radio r y 4ngulo central cuya medida en radianes es ¢ estd determi-
nada por %rzr; de modo que si S unidades cuadradas es el 4drea del sector BOP,

(1, tan 1)
-1
§= 3t 5)
P(cos t,sen 1) . . :
Considere ahora el tridngulo BOP, y sea K; unidades cuadradas el 4rea de
este tridngulo. Como K; = %|F|IO—B|, |AP| = senty |OB| = 1,
se tiene
‘ K = %sen t ©
[7) A B(1, 0) . . . .
Si K, unidades cuadradas es el 4rea del tridngulo rectdngulo BOT, donde T es
el punto (1, tan 1), entonces K = 3 | BT |- | OB|. Debido a que BT = tant
y OB = 1, se tiene

K, = %tan t a

FIGURA 4 En la figura 4 se observa que

K 1 < S < K2
Al sustituir de (5), (6) y (7) en esta desigualdad se obtiene

lsent < lf < ltant
2 3 2

Si se multiplica cada miembro de esta desigualdad por 2/sen ¢, el cual es
positivo porque 0 < ¢ < %7’:, se tiene

]<_t_<—i--t——’L (porque&: 1)
sen ¢ cos? sen ¢t cost

Al considerar el reciproco de cada miembro de esta desigualdad (lo cual
hace que cambie de sentido el signo de desigualdad), se obtiene

cost < g;‘—t < 1 8

De la parte derecha de la desigualdad anterior se tiene
sent < t (¢))]

y de una identidad trigonométrica de semivalor, se obtiene

l-cost _ .21 ]
— = sen® ¢ 19) -,
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&

[-0.6, 0.6] por [-5, 5}

sen 3x
x) = SenSx
£ sen Sx

FIGURA §

Al sustituir ¢ por % t en la desigualdad (9), y si se eleva al cuadrado, se tiene
21 1,2
sen® o+ < gt an

Por tanto, de (10) y (11) se infiere que

l1-cost _ ﬁ
2 4
e 1~ 212 < cost (12)

De (8) y (12)y como 0 < ¢ < %ﬂ, se deduce que

ltz o Sent

2 -t

1 - <1 si0<t<217r 13)

Si—-i'ir < t < 0,entonces 0 < —t < %n‘, y de (13),

1- LD 7 G-lzcr<co
2 t 2
Pero sen (—f) = —sen t; de modo que lo anterior puede escribirse como
1—‘5;2<§9:‘—’<1 si-lr<ir<o (14)

De (13) y (14) se concluye que

<1 si—217r<t<17ryt;t0 15)

1 - ltz < sen!
t 2

2

Como lim(1 ~ %tz) =1y liné 1 = 1, se deduce de (15) y del teorema
t—

t—0
de estriccién que

lim sen ¢
>0 t

=1 . | ]

> EJEMPLO 3 Sea fla funcién definida por

sen 3x
x) = 2%
7@ sen Sx

(a) Trace la grifica de fen el rectangulo de inspeccién de {-2, 2] por [-5, 5].
(A qué valor parece que se aproxima f(x) conforme x se acerca a 0? (b) Confir-
me la respuesta del inciso (a) analiticamente calculando 1im f(x).

- x—0

Soluciéon

(a) Lafigura 5 muestra la grifica de f trazada en el rectangulo de inspeccién
de [-0.6, 0.6] por [-5, 5]. Como f(0) no existe, la grafica tiene un agujero
en el punto donde x = 0. En la graficadora parece que f(x) se aproxima
a 0.6 cuando x se acerca a 0.

(b) Para determinar el 1imf(x) se desea escribir el cociente sen 3x/sen S5x
x—0

de tal forma que pueda aplicarse el teorema 1.10.2. Six # 0,

3 (sen Bx) -
sen3x _ 3x

senSx 5 (sen Sx)

Sx
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Conforme x se aproxima a cero, 3x y 5x también lo hacen. En consecuencia,

lim S€ 3x _ lim S€0 3x lim €1 S5x _ lim S€n Sx
=0 3x 3x50  3x x—0 Sx 5x—20 Sx
Por tanto,
3 lim (sen 3x)
sen 3x _ x50\ 3x
£—0 sen 5x 5 lim(sen Sx)
x—0 5x
/
= 31
5-1
=3
5
Este resultado confirma la respuesta del inciso (a). 4

Del teorema 1.10.2 se puede demostrar que las funciones seno y coseno
son continuas en 0.

1.10.3 Teorema

La funcién seno es continua en 0.

Demostracién Se demostrard que se cumplen las tres condiciones ne-
cesarias para la continuidad en un nimero.

(i) sen 0 = 0
(i) lim sent = lim 3L .
>0 -0 ¢
= lim %ML . lim ¢
-0 t—90
=1-0
=0

(iii) limsent = sen0
t—>0

Por tanto, la funcién seno es continua en 0. n

La funcién coseno s continua en 0.

' Demostracién Se verificard que se cumplen las tres condiciones nece-
sarias para la continuidad en un nimero. En la verificacién de la condicién (ii)
se utilizard el hecho de que la funcién seno es continua en 0, y se sustituird

cos rpor V1 —sen’ 1 porque cost > Ocuando -1 7 <t < %n’.

(i) cos0 =1

(ii) lim cos ¢t = ]r% V1 ~ sen? ¢}

>0y g =0, 3

/ _ 2 -

Il_r.r(n)(l sen” t) .

o 4
= l -

(iii) lim cost = cos 0
t—0

i

fl
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{-3, 3] por [-5, 5]

o = 1 - cos x
sen x

FIGURA 6

De este modo, la funcién coseno es continuaen 0. [ ]

Ellimite del enunciado del siguiente teorema, el cual se aplicar4 posterior-
mente, se obtiene a partir de los tres teoremas previos y de los teoremas de
limites.

1.10.5 Teorema

=0 j“

Demostracion
lim1 —cost _ lim (1 — cos t)(1 + cos ¢t)
-0t 150 t(1 + cos t)

fim L= cos? ¢
=0 (1 + cos ¢)
sen? ¢
-0 t(1 + cos t)
= lim S04 | g —SO0L!
=0 ¢ =01 + cos ¢

Por el teorema 1.10.2

lim 0L = |
t—>0 t

y como las funciones seno y coseno son continuas en 0, se infiere que

lim —SS0¢ 0
=01 + cos ¢ 1+1
=0
Por tanto,
lim 1=995L ~ 1.9

t—0 t

> EJEMPLO 4 Sea g la funcién definida por

g = 1-cosx
sen x

(a) Trace la grifica de g en un rectdngulo de inspeccién conveniente. ;A qué
valor parece que se aproxima g(x) cuando x tiende o se acerca a 07 (b) Confirme
la respuesta del inciso (a) analiticamente calculando el lirrg g(x).

a4

Solucién

(a) La figura 6 muestra la grifica de la funcién g trazada en el rectdngulo
de inspeccién de [~3, 3] por [-5, 5]. La gréfica tiene un agujero en
x = 0 porque g(0) no existe. En la gréfica, parece que g(x) se aproxima
a 0 conforme x tiende a 0.

(b) Puesto que }m(l -cosx) =0y li_x’r‘:)senx = 0, los teoremas de li-

mites no pueden aplicarse al cociente (1 — cos x)/sen x. Sin embargo, si
el numerador y el denominador se dividen entre x, lo cual estd permi-
tido ya que x # 0, se podran aplicarlos teoremas 1.10.2 y 1.10.5. Asf,

1
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{~im ial por [0, 10]

h(x) = 2 tan? x
2
FIGURA 7

1-cosx
lim L=COS Xy X
x>0 senx x—=0 senx
X
tm 1 —cos x
= x—0 X
lim 60X
x>0 x
.0
1
=0
Por lo que se ha confirmado la respuesta del inciso (a). <4
» EJEMPLO 5 Sea h la funcién definida por

tan?
h(X) = Z__T—x
X

(a) Trace la gréfica de 4 en un rectdngulo de inspeccién conveniente. (A qué
valor parece que se aproxima h(x) cuando x tiende o se acerca a 0? (b) Confirme
la respuesta del inciso (a) analiticamente calculando 1im A(x)

x>0

Solucién

(a) Se traza la grifica de h en el rectdngulo de inspeccién de [—%n’, %n’] por
[0, 10] para obtener la figura 7. La gréfica tiene un agujero en x = 0
porque h(0) no exister En la grafica, parece que h(x) se aproxima a 2
conforme x se acerca a 0.

(b) Se aplica la identidad trigonométrica

tan x = Senx
€os x
y se tiene ,
lim 210X g fim SR X
x—0 X x—0 X2 . C052 X
= 2 lim SBE . jjy SOOX .y L
x-0 X x>0 b x>0 (;()s2 x
=2:-1-1-1
™~
=2
Este resultado confirma la respuesta del inciso (a). L |

Del teorema 1.5.15 y de los hechos de que las funciones seno y coseno son
continuas en 0, se puede demostrar que las funciones seno y coseno son conti-
nuas en todo nimero, como se establece en el teorema siguiente.

1.10.6 Teorema
Las funciones seno y coseno son continuas en cada nimeroreal.

Demostracion El conjunto de niimeros reales es el dominio de las
funciones seno y coseno. Por tanto, se debe demostrar que si a es cualquier
nimero real, entonces -

lim senx = sena y lim cosx = cosa
X—a x—a
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EJERCICIOS 1.10

o, equivalentemente, del teorema 1.5.15,

lim sen(t + @) = sena y lim cos(t + a) = cosa {ae) .
t—=0 t—0

En la demostracidn se utilizardn las identidades

sen(t + @) = sentcosa + costsena an
cos(t + a) = costcosa — sentsena (18)
/
. De (17),
lim sen(t + a) = lim(sentcosa + costsena)
t—0 -0

= limsent- limcosa + lim cost- lim sena
10 >0 t—0 t—0

=0-cosa + 1:-sena
= sena

Por tanto, se cumple’la primera ecuaci6n de (16); de modo que la funcién seno
es continua en cada ndmero real. De (18),

lim cos(t + a) = 4lim(costcos a — sen tsen a)
t—>0.

lim cos - lim cos @ — lim sen ¢ lim sen a
1—0 t—0 >0 t—0

1-cosa —0-sena
= cosa

il

Por 1o que se cumple la segunda ecuacién de (16); asi, la funcién coseno es
continua en cada nimero real. ]

Mediafite el uso de identidades trigonométricas, el teorema 1.8.4, acerca
de la continuidad de 'una funcién racional, y el teorema 1.10.6 se puede de-
mostrar que las otras cuatro funciones trigonométricas son continuas en su
dominio.

1.10.7 Teorema

Las ﬁmcmnestangemc cotangente, secante y cosecnme son mnunuas en
sus dominios.

La demostracién del teorema 1.10.7 se deja como ejercicios (consulte
los ejercicios 37 a 40).

Enlos ejercicios 1 a 20, haga lo siguiente: (a) trace la grdfica de 9. f(x

?\9010 f@) = 1-cosx

f en un rectdngulo de inspeccion conveniente. ;A gué valor pa- cosx 1+senx
rece que se aproxima f(x) conforme x tiende o se acerca a 0? X 1;) o) = 1 - cosdx 12. f() = 1-cos2x
(b) Conﬁrme la respuesta del i mczso (a ) calculando el hm f(x) ‘ x : 4x
\y
. : 3x2 5 1 - cos? x
: : 13 f(x) & —xow VM) = ———
1. £y = ﬁﬂ{ 2 - 2x T2l 2
f\ ) . f(x) o 3x 1- cos Ex 3 2x
3 flo = smx 4 f) = sendx 15. f(x) = fex 16. f(oy = @of2x
sen 7x _sen 6x ' 2x v 4x*
3x Wt sen? x 1 - cos? A Nxf 1-
5. fx) = X 476 f(x) = Sex . - cos2x N ) — cos x
i ol ‘\;f fx) e 17. f(x) w3 w18, () —
2 P 52 2
7. f@) = —5— ‘8. fl) = X 19. = x4 3x 20. - _senx
sen? 3x hE ? 4x5' 7 sen x J) 3x? + 2x



En los ejercicios 21 y 22, haga lo siguiente: (a) trace la grdfica
de g enunrectdngulo de inspeccion conveniente. ;A qué se parece
el comportamiento de g(t) conforme t se aproxima a 0 mediante
valores mayores que 0? (b) Confirme la réspuesfa del inciso (a)
calculando el lim g(1). .

-0+ BW
\ et

Y22, g =

sent t sen 41

. g(t) = cos3t — 1

En los ejercicios 23 y 24, haga lo siguiente: (a) trace la grdfica
de henun rectdngulo de inspeccion conveniente. ; A qué valor pa-
rece que se aprbxim‘a h(t) conforme t tiende o0 se acerca a wf2?
(b) Confirme la respuesta del inciso (a) calculando el hm h(®).
Sugerencia: considere x = 575 -t

Ix—t

;Lcn_’ 24. () =

sA-t cost

En los egjercicios 25 y 26, haga lo siguiente: (a) trace la grdfica
de f en un rectdngulo de inspeccion conveniente. ;A qué valor
parece que se aproxima f(x) conforme x tiende o se acerca a °

mediante valores mayores que &t? (b) Confirme analiticamente”

la respuesta del inciso (a) calculando lim f(x). Sugerencia:
x4t

considere t = x — T

tanx

3 sen x
V25, = Senx
o /@ x-7 -n

6. f(x) =

27. Si R(0) pies es el alcance de un proyectll, entonces

v02 sen 260

R(O) = 0<0< .7

1
2

donde v, pie/s es la velocidad inicial, g pie/s? es la constante

de aceleracién debida a la gravedad, y 0.es la medida en '

radianes del 4ngulo que el cafién forma con la horizontal.
. Demuestre que R es continua en su dominio.
28. Si un cuerpo cuyo peso es de W libras es arrastrado a lo
largo de un piso horizontal a una velocidad constante por
una fuerza de magnitud F libras y dirigida en un 4ngulo de
6 radianes con respecto al piso, entonces

_ kW
Fe) = ksen 8 + cos 6

donde k es una constante llamada coeficiente de friccion y
0 < k < 1. Demuestre que F es continua en [0, %7[].

En los ejercicios 29 a 32, utilice el teorema de estriccion para
determinar el limite. En los ejercicios 39 y 30, apoye su res-
puesta grdficamente.
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Whanee 1 .
29. )l‘i_r.roucos; 30. hmx sen-%/—_ Wk(“
31 lim g0, si |gx) + 4] < 2(3 - x)* paratodax

32.

.

lim g(x), si |g - 3| < 5(x + 2)? paratodax

En los ejercicios 33 y 34, determine el limite si existe y apoye su
respuesta grdficamente. Vo

(Au) 7(1 '
~ 33, lim sen(sen x) ,{&‘ 3. llmsenxsen—l-

x—0 x

35. Dado que | - cos? x < f(x) < x2, para toda x en el in-

tervalo abierto (—l , l7t), determine lin(n’ f(x):

36. Dado que —sen x < f(x) < 2 + sen x, para toda x en el

intervalo abierto (-, 0), determine hfn/2 f&).

En los ejercicios 37 a 40, demuestre que la funcion es continua
en su dominio.

37. La funci6n tangente

38. La funci6n cotangente

39. La funcién secante

40. La funciéncosecante i

41. Si |[f(x)| < M para toda x, donde M es una constante, utilice
el teorema de estriccion para demostrar que limnxz fx) = 0.

42. Considere que | f(x)| < M para toda x, donde M es
una constante. Ademds suponga que lim [g(x)l
Utilice el teorema de estriccion para “demostrar que
lim f(x)g(x) =

43. Si ]f(x)|’ <k |x - a| para toda x = a, donde k es uma
constante, demuestre que lim fx) =

44. Dada f(x) = sen(l/x), trace la grafica de f en cada uno de

los siguientes rectangulos de inspeccion: (a) [~2, 2] por

=2, 2]; (b) [-1, 1] por [-2,2]; (¢} [-6.5,0.5] por [-2,2];

(d) [-0.25,0.25] por [~2,2]; (e) [-0.1,0. 1] por [-2, 2;

(f) [-0.01, 0.01] por [-2, 2; (g) (Sospecha que el limf(x)

existe? Si es asi, ;qué niimero sospecha que es y por qué” 0,

(sospecha que el 11::(1) f(x) no existe? Si es asi, ;por qué?

Cos —1‘ .

X

tan .
x

45. Haga el ejercicio 44 considerando ahora que f(x) =

46. Haga el ejercicio 44 considerando ahora que f(x) =

REVISION DEL CAPITULO 1

» SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO. 1

1. Defina funcién y en su definicién incluya los conceptos de

dominio y contradominio:

2. Invente un ejemplo de una funcién que tenga la propiedad
indicada:

.

(a) El dominio.es el conjunto de todos los nimeros
reales. -

(b) El dominio es el conjunto de todos los mimeros no
negativos.
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o

f

10.

11

12.

13.

14.

(c) Eldominio es el conjunto de todos los niimeros negati-
vos.

(d) El dominio es el conjunto de todos los nimeros reales
excepto 0.

(e) El contradominio es el conjunto de todos los nimeros
enteros.

. (Qué se entiende por grdfica de una funcién?

Invente un ejemplo de una funcién que tenga la propiedad
indicada:

(a) La gréfica de f tiene un “agujero” enx = 4, cuando
f(4) no est4 definido.
(b) La gréfica def tiene un “agujero” en x = 4, cuando

f(4) estd definido.

(¢) La funciénfestd definida atrozos parax < 2y 2
donde la grifica de f se rompe en x = 2.

(d) Lafuncion festd definida atrozosparax < 2y 2
donde la grificade fno serompe enx = 2.

IA

X,

A

X,

Defina la suma, diferencia, producto y cociente de dos fun-
ciones fy g, y establezca como se relaciona el dominio de la
funcién resultante con los dominios de las funciones fy g.

Invente un ejemplo de dos funciones f'y g, tales que al me-
nos una no sea una funcién polinomial, y defina (f + g)(x),
f - 8)x), (- )™ y (f/e)(x). Determine los dominios de
fy gy los dominios de las funciones resultantes.

. Defina la funcién compuesta de dos funciones f'y g, y

establezca cémo se relaciona el dominio de la funcién
compuesta con los dominios de las funciones fy g.

Invente un ejemplo de dos funciones fy g, tales que al menos
una no sea una funcién polinomial, y defina (fo g)(x) y
(g © f)(x). Determine los dominios de fy g, asf como los
dominiosde fogygof.

. (Qué se entiende por: (a) funcién par, (b) funcién impar?

Describa la simetriade las gréficas de cada uno de estos tipos
de funciones.

Invente un ejemplo de una funcién, diferente de una poli-
nomial, que sea (a) par, (b) impar y (c) ni par ni impar.

Defina con precisién, empleando la notacién € -8, lo que se
entiende por: el limite de f(x) conforme x se aproxima a a es
igual a L. Ahora establezca en palabras lo que significa sin
utilizar la notacién € -8y sin usar las palabras limite y tiende
0 se aproxima.

(C6mo se utiliza la definicién del limite de una funcién para
demostrar que limf(x) =

Describa en términos geométricos larelaciénentre € y dde
la definicion del limite de una funcién.

Invente un ejemplo de una funcién para la cual:
(a) f(a) no existe, pero lim f(x) existe;
(b) f(a) existe, pero lim f(x) no existe;

(c) tanto f(a) como lim f(x) existen, pero no son iguales.

15.

16.

17.

18.

19.

21.

22.

23.

26.
27.

29.

]

{Qué se entiende cuando se dice que el limite de una funcicn,
cuando existe es iinico? Establezca el teorema que garantiza
este hecho.

(C6mo se utilizan los teoremas de lfmites para calcular el
Ifmite de una funcién?

Establezca los teoremas que tratan sobre los limites de la
suma, diferencia, producto y cociente de dos funciones.

(Por qué no es preciso el siguiente enuncxado El limite de
la suma de dos funciones es la suma de sus limites? In-
vente un ejemplo de dos funciones para las cuales el
enunciado es incorrecto.

Invente un ejemplo de dos funciones f y g tales que al
menos una no sea una funcién polinomial, y muestre c6mo
se aplican los teoremas de la sugerencia 17.

. Defina con precisién, utilizando la notacién '€ -8, cada uno

de los siguientes limites laterales: (a)
lim f(x) =
x—a- )

nifica cada una de estas definiciones sin utilizar la nota-

ci6n €-6 ni usar las palabras lfmite y tiende o se aproxima.

I fx) = L: (b)
L. Ahora establezca en palabras 10 que sig-

¢ Como estin relacionados los limites laterales y los limites
bilaterales?

(Cuéndo es necesario emplear los limites Taterales para
calcular un limite bilateral? Invente un e]emplo para ilus-
trar su respuesta.

(Cuéndo puedenemplearse los limites laterales para demos-
trar que un limite bilateral no existe? Invente un ejemplo
para ilustrar su respuesta.

Defina con precisi6én, empleando la notacién 8-N, cada una
de las siguientes expresiones: (a) conforme x se aproxima a
a, f(x) crece sin limite; (b) conforme x se aproxima a a, f(x)
decrece sin limite. Ahora establezca en palabras lo que
significa cada una de estas definiciones sin utilizar la
notacién &-N y sin usar las palabras limite, tiende a o se
aproxima a, infinito, crece sin limite o decrece sin limite.

. (C6mo se evalia el limite de una funcién racional para la

cual el limite del denominador es cero y el limite del
numerador es una constante diferente de cera?

(Qué es la asintota vertical de la gréfica de una funcién?

(Como puede determinarse cualquier asintota vertical para
la gréfica de una funcién?

. Invente ejemplos de dos funciones racionales tales que la

gréfica de una tenga un agujero en el punto donde x =
laotratengaalarectax =

3y
3 como una asintota vertical.

Defina: la funcién f es continua en el nimero a.

. Invente un ejemplo de una funcién discontinua en el nime-

ro 1, debido a las condiciones indicadas:

(a) f(1) no existe, pero Iim f(x) existe; (b) f(1) existe pero

hmf(x) no existe; (c) tanto f(1) como hm f(x) existen,
pero no son iguales.
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31

32,

33.

3s.

37.

1.

(Cudl es la diferencia entre discontinuidad esencial y dis-
continuidad removible?

Invente un ejemplo de una funcién que tenga una dis-
continuidad esencialenx = 2.Después invente unejemplo
de una funcién que tenga una discontinuidad removible en
x = 2y muestre cémo puede removerse o eliminarse esta
discontinuidad.

Establezca los teoremas concernientes a la continuidad de
funciones polinominales y racionales. ;C6émo se aplican
estos teoremas para calcular los limites de estas funciones?

{Qué condiciones de continuidad de las funciones f y g son
necesarias para que la funcién compuesta f o g sea conti-
nua en el mimero a?

Invente un ejemplo de dos funciones f y g tales que la fun-
cién compuesta f © g sea continua en cada nimero del
intervalo abierto (-3, 3). Muestre que las funciones f y g
de su ejemplo cumplen las condiciones de la respuesta de
la sugerencia 34.

Invente un ejemplo de una funcién que sea discontinua en
el mimero ¢ y que sea continua por la derecha de c. Muestre
que su funcién satisface los requerimientos.

Defina: la funcién f es continua en el intervalo cerrado {a, b].

38.
39.

41.

42,

45.

Establezca el teorema del valor intermedio.

Invente un ejemplo de una funcién que ilustre el teorema del
valor intermedio. Muestre que la hipétesis y la conclusién
del teorema son satisfechas por su funcién.

Establezca el teorema de estriccién. Invente un ejemplo de
tres funciones f, g y h que satisfagan las hipdtesis de este
teorema y muestre que se cumple la conclusién.

Invente un ejemplo de tres funciones f, g y h que ilus@n
cémo se aplica el teorema de estriccién para calcular el limite
de g(x) cuando los limites de f(x) y h(x) se conocen.

{A qué es igual el !i_r}; i:'—{ y cémo se utiliza su valor para
demostrar que la funci6n seno es continua en 0?

(C6mo se emplea la continuidad de la funci6n seno en O para
demostrar que la funci6n coseno es continua en 07

(Cémo se usa el hecho de que las funciones seno y coseno
son continuas en 0 para demostrar que dichas funciones son
continuas en cada mimero real?

(C6mo se demuestra la continuidad de las otras cuatro fun-
ciones trigonométricas a partir de la continuidad de las
funciones seno y coseno?

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 1

Dadaf(x) = 4 — x2, determine: (a) f(1); (b) f(-2);

© F3) @ fx - 1% @ f62 (O i‘—’%:i("—’
h#0.

Dada g(x) = 1~ x, determine: (a) g(1); (b) g(=3); (¢)
s+ Di@ g1 - i) EETR LD 4

En los ejercicios 3 a 6, defina las siguientes funciones y deter-
mine los dominios de las funciones resultantes: (a) f + &;
(B)f ~ g (c)f - g (d)flg: () glf: Nfog (g g of
3 fx) = Vx+2;8(x) = x2 - 4
4 f(x) = X2 -9, 8x) = Vx+5
500 = Lige = Vx

X

6. flx) = =

1
x+2

P 1;g(x) =

En los ejercicios 7y 8, trace la grdfica de la funcién y a partir
de la grdfica conjeture si la funcion es par, impar o de ninguno de
estos tipos. Después confirme su conjetura analiticamente.

7.

@ f) =2x3~3x (b) gx) = 5x* +2x2 -1
(© h(x) =3x5 - 23 + x2 - x
@ F) = -’fj—ﬂ
X" =X
3
@ fo = 72X () g = X
2 -1 |x|

3
(©) hix) = —‘i—;- d) Fx) = 2[0x]

Enlos ejercicios 9y 10, trace la gréfica de la funcién y determine
su dominio y su contradominio.

9.

10.

@fx) =4 - b) gx) =x2 -4
©hx) = Yx2-16 @ Fe) = V16- 2
@f@=[5-x ® g=5-]|x
(@ g(x) = 3x + 2 ®b) flxy=9-x2

(©) Hx)= V1 - x2

(© gx) = |x + 4]

@ G = Vx? -1

® f) = x| +4

En los ejercicios 11 a 14, dibuje la gréfica de la funcion y
determine su dominio y su contradominio.

11.

12.

13.

(@ glx) = {—fig
(b)G(x):{x_4 six # -4
3 si x = —4
@ fi = K-8
x -2
®) Fo = {x+3 six#2
1 six = 2
(a)F(x)={3=x six <O
3+ 2 si0=<ux
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x2 -1 six <0

(b) h(x) =
x -1 si 0 <x
3x + 2 six<0

14. (a) G(x) =
4 - 2x si0<x
x2 si x < -1

(b) H(x) = )

: (x + 20 si -1 <x

En los ejercicios 15 a 20, se han dado f(x), a, L y € . (a) Utilice
una figura y un argumento semejante a los de los ejemplos 1 y 3
de la seccion 1.4 para determinar una 6 > 0 tal que

si0 <|x —a| <& entonces |[f(x) - L| <€

(b) Apoye la eleccién de 6 del inciso (a) con la graficadora. (c)
Confirme analfticamente, empleando las propiedades de las
desigualdades, la eleccion de & del inciso (a).

15. f(x) = 2x - 5;a = 3;L = 1; € = 005
16. f(x) = 3x + 2;a = I, L =5;€ =02
2 _
. fo) = 228, - 5.0 =10€ =0l
x~-5
2
18 foy = 22 +9x+ 10, 5 - 1€ =003
x+2

19. f(x) = 2 +4a=2L=8¢€ =03
20. f(x) = x2 - 3x;a = 3;L = 0; € 0.08

En los ejercicios 21 a 26, demuestre que el limite es el niimero
indicado aplicando la definicién 1.5.1; esto es, para cualquier
€ > 0, determine una 8 > 0 tal que

si 0 < |x—a|<5 entonces |f(x)—L|<€

21 lim2x - 5) = 1 22. lim (8 - 3x) = 14
x=»3 -2
23, limQGx+8) =35 24, lim(4x - 11) = 9
2
25. lim 16" -9 _ ¢
T a4 4x 43
—_ 2
2. lim 129X _ 5

/3 1 - 3x

En los ejercicios 27 a 34, calcule el limite y, cuando sea apropia-
do, indigue los teoremas de limites empleados.

27. lin; (3x%2 - 4x + 5)

2 _ .
28, lim Y. —%X~6_
=242 —5x - 14
2 2 _
29, lim =2 30. lim A4
=3 z+3 1343 16
2 _ -
31 i A t4x -3 32, limlz¥1*!
x=1/2 4x2 -1 =0 t
33, 1im__\49—t~'3 34 lim Sy+4
=0 t y—=-4 y- 5

En los ejercicios 35 a 42, calcule el limite si existe, y apoye su
respuesta trazando la grdfica de la funcion en un rectdngulo de
inspeccion adecuado.

2 _ -

3. lim 22 —x-3 3. lim |23
=13x2 + 8x + 5 =33 - 27
- — 2

7. 2z 8. fim |2
-9 x -9 Y5~ y-5

-4 2 _
39, lim3=Y4+3s . lim < =3

57 77—
s, im L1 42 lim¥x=1-2

x-2+ [[x]] - X x5

En los ejercicios 43 a 48, dibuje la grdfica de la funcion y calcule
el limite indicado si existe; si el limite no existe, establezca la
razon.

{xl -1 six <3
3, fx) =
x+ 5 si3<ux
(a) 1121 fx); (b) lgg fx); () h_rg f).
x -2 six =<0
M. g(x) = {
x2 -1 si0<x

(a) lim g(x); (b) Jim, g(x); (c) lim gx).
Ir-1|

-1

(@) lim A(2); (b) lim A(r); (c) lim A(?).

45. h(@t) =

|r - 2| sir#2
46. f(r) = ;

sir=2

@) lim f(r); (b) Jlim f(r): (€) lim f(r).

x -4 six < -4
47. g(x) = { 16— x2 si-4 < x <4
4 - x sid <x

(@ lim g(x);(b) lim g(x);(e) lim glx);
) lim g(x); (e) Jlim g(x); () lim g(x).

2 -4 six <2
48. h(x) = 2-x si2<x<4
x =2 si4 <x

@ lim h(x); (b) lim A(x); (¢) lim A(x);
@) lim h(x); (€) tim A(0; (®) lim A(x).

En los ejercicios 49 a 54, calcule el lfmite y apoye su respuesta
grdficamente.

9. (@) lim —2% ®) lim
xo-47 16 — x2 -4t |6 - x2
50. (a) lim X1 ®) lim X!
12" x2 -4 X2t X2 -4
. 2x . 2x
S @ Jim o b) iy -
52. (a) lim X1 ®) lim 2=
12" x2 -4 2+ Xz -4
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. Nt -4 L 4-1
53. (a) lim-*—— b) lim
() :—»5(1_5)2 () 5t Jp — §
V3-x . x -3
54. (a) l b) 1
@ qun-’2(%»2)2 ®) "lg;"w/x+2

En los ejercicios 55 a 62, haga lo siguiente: (a) trace la grdfica
de f en un rectdngulo de inspeccion adecuado. ;A qué nimero
parece que se aproxima f(x) conforme x tiende o se acercaa 0?
(b) Confirme la respuesta del inciso (a) analiticamente, calcu-
lando el limite 11_1’13 fx).

x x?
55. fx) = 56. f(x) =
sen 3x 1-cosx
57, f) = SR 58, f(x) = Locosdx
sen2x sen 3x
1 - cos® x 4x
59. fix) = —=2= 60. f(x) =
M x tan x
{0%‘ 61. f(x) = cs¢ 3x 62. f(x) = 2x? - 3x
cot x 2senx

En los ejercicios 63 a 68, determine las asintotas verticales de la
grdfica de la funcidn y utilicelas para dibujar la grdfica.

63 fx) = *+8 64 f) = *=2
x -4 x -2
6. g =1- ~ 66. fix) = —2—
x x“-x-6
2 2
67. fx) = X 68. hx) = —2%
x2 —4 x? -1

En los ejercicios 69 a 74, dibuje la grdficade la funcion; después
observe donde se rompe la grdfica, determine los valores de x en
los que la funcidn es discontinua y muestre por qué.la definicion
1.8.1 no se satisface en cada discontinuidad.

4 _
6. fo = 21rio 70, g = =1
x2 +x-2 x2 -1
2+ 1 six < -2
- 71 gx) = x -2 si2<x<2
2-x si2<x
|4 -x] six=4
72. F(x) =
-2 six=4
1 six <
7. h@® = { x
2-1 sil <x
2-9 six<3
74. f(x) = 5 six=3
9 - x2 sid<ax

En los ejercicios 75 a 78, demuestre que la funcion es disconti-
nua en el nimero a. Después determine si la discontinuidad es
esencial o removible. Si la discontinuidad es removible, rede-
fina f(a) de modo que la discontinuidad sea eliminada.

2 -8
75. (x)=£_+_2x_;a=-—4
4 x2+3x -4

4 -2 six <1
76. f(x) = va=1
2%+ 3 sil<zx
1 .
*2
7. f©) = { x-2 SEES =2
3 six =2
78. f) = Jgi—:glza=3

En los ejercicios 79 a 82, la funcion es discontinua en el niimero
a. (a) Trace la grdfica de f, la cual se rompe en el punto donde
x = a. (Es esencial o removible la discontinuidad? Si pare-
ce que es removible, especule acerca de como debe redefinirse
f(a) de modo que la discontinuidad sea eliminada. (b) Con-
firme la respuesia del inciso (a) analiticamente.

79.f(x)=.[4;xilT:_3-;a=l
80, fx) = 2-¥xX*4. . _ 9
X
- x C .=
81.f(x)..m_3,a 0
82. f(x) = %‘_‘l;a=1

En los ejercicios 83 y 84, (a) defina fo g y (b) determine los
niimeros en los que f © g es continua y establezca la razon.

83 (@) f(x) = Vx ygx) =25 - 22
®) fo) = Yz

=ty e = x|
© f(x) =sgnx y g&x) = 2 - 1

3-x

84. (@ f(x) = Vx y gx) = 22 =25
®) f@) = Vrvlygw = —=
© f@) = sgnxy g) = 2 - x
En los ejercicios 85 y 86, determine los valores de las constantes

ay b que hagan a la funcion continua en todo niimero y dibuje la
grdfica de la funcion resultante.

2x + 1 six<3

85. f(x) = yax + b si3d<x<$5
x2 +2 sis<x
: 3x + 6a six < -3

86. f(x) = ¢3ax-17b si-3<x<3

x - 12b si3<zx

87. Seaf la funcién definida por

1 sixes un niimero entero

fly = {

0 six noesun nimero entero

(a) Dibuje la grafica de f. (b) ¢ Para qué valores de a existe el
limite ling f(x)? (¢) (En qué nimeros reales es continua f?

88. Proporcione un ejemplo de una funcién f para la cual
lim | f(x)| exista pero que lim f(x) no exista.
x— X
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En los ejercicios 89 a 92, determine el intervalo mds grande (o
union de intervalos), donde la funcion es continua. Apoye la res-
puesta con la graficadora.

89. (a) f(x) = V25— x?

() gx) = vx -25
%. (a) f(x) = Izt 41
|x| -1
®) gx) = ———\’22
9N (@ f) = ' i'
® g = —*—
x+ 4 six < -4
92. F(x) =1 16 - x2 si-4 <x<4
2-x sid <x

En los ejercicios 93 a 96, haga lo siguiente: (a) verifique que se
cumpla el teorema del valor intermedio para la funcion f, el in-
tervalo cerrado (a, bl y el valor dado de k; (b) trace la grdfica de
fylarectay = ken la graficadora y estime, con cuatro cifras
decimales, el niimero c de (a, b) tal que f(c) = k; (c) confirme
analiticamente la estimacion del inciso (b); (d) dibuje la grdfica
de f en el intervalo [a, b] y muestre el punto (c, k).

93. f(x) = x2 - 4x + L;[a,b] = [-10,0};k = 10
94. f(x) = % — 4x + L;[a,b] = [0, 10;k = 10
95. f(x) = x — V16— x? ;[a,b] = (0,4);k = -2
96. f(x) = x — V16 - x%;{a,b] = [4,01;k = -2

En los ejercicios 97 y 98, responda las preguntas a partir de la
grdfica adjunta de la funcion f.

97. (Cudl es el valor de cada uno de los lfmites siguientes:
(a) llm f(x); (b) hm f@); (© llm f&x); d) llm fx),
(e) llm feo), O hm f&x); ® hm f)? (h) bEn qué
numeros es dnscontmua fr3a) bCuéles de las discontinui-
dades del inciso (h) son esenciales? ( j) ;Cudles de las dis-
continuidades del inciso (h) son removibles? ;Cémo
redefiniria la funcién para eliminar las discontinuidades?

98. ;Cudl es el valor de cada uno de los lfmites siguientes:
(@) lim f(x); (b) lim f(x); (¢) lim fx); (d) lim f(x);
(e) lim f(x), (F) lim f(x); () lim f(x)? (h) (En qué ni-
meros es discontinua f? (i) ;Cuéles de las discontinui-
dades del inciso (h) son esenciales? (J) ;Cudles de las
discontinuidades del inciso (h) son removibles? ;Cémo
redefinirfa la funci6n para eliminar las discontinuidades?

En los ejercicios 99 a 102, dibuje la grdfica de una funcion f que

satisfaga las condiciones dadas.

99. -5, -3, -2, -1, 0, y 2 son los unicos ceros de f;
lin_ljf(x) = 4; linf_ f(x) = —o0; lir_:}‘ fx) =
lin(l) f(x) = +o0; f es continua en todos los nimeros
de los intervalos abiertos (~o0.=3), (=3,~1), (-1,0),
(0, + 00).

100. fes continua en (oo, -2), (-2, 1), [1, 3], y (3, + o0);

1i1114 fx =0 lilg_ fx) = +og lil:l}+ fx) =

lim f(x) = =3; lim f(x) = —ea lim f(x) = 2

lim f() = 4; lim f() = ~1; lim f(x) =

El dominio de f es (—oo, + 00); f(-4) = 2;-2,0,2,4y6

son los Wnicos ceros de f; lixzn4 fx) = 0; "I:lzl_ fx) =

— o0} lin} fx) = +og lil'(l]l fx) = 0; lirg~ fx) = -3;
x—=-2t =0~ =

lin} f(x) = 5; f es continua en todos los nimeros

101.

excepto—4,-2,0,y 4.

fes continua en (—oo, ~4], (—4, 4) y [4, + o0);

lim f(x) = 0; lim ) =2 lim f(x) =+oq
11m fx) =0 lim f(x) =3; 11m f(x) =0
x]_l’l':'l_ fx = llm f(x) = -2; lim f&x) =

En los ejercicios 103 a 106, obtenga un modelo matemdtico de
la situacién particular. Estos modelos se tratardn mds ade-
lante cuando se aplique el Cdlculo a la situacidn. Defina la
variable independiente y los valores de funcién como niimeros,
e indique las unidades de medicion. Asegiirese de completar el
ejercicio escribiendo una conclusion.

103. Se conétmye una cacerola abierta cortando cuadrados del
mismo tamaiio en las esquinas de un trozo rectangular
de ldmina de 14 por 18 pulg y doblando los lados hacia
arriba. (a) Encuentre un modelo matemdtico que exprese
el volumen de la cacerola como una funcién de la lon-
gitud del lado de los cuadrados que se cortarén.

102.
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(b) ;/Cudl es el dominio de la funcién del inciso (a)?
(c) Demuestre que la funcién es continua en su dominio.

(d) En la graficadora, estime con aproximacién de centési-
mos de pulgada la longitud del lado de los cuadrados que

" deben cortarse de modo que el volumen de la cacerola sea

104.

10s.

106.

107.

un maximo,

Una caja abierta tiene base cuadrada y un volumen de
4000 pulg’. (a) Encuentre un modelo matemético que expre-
se el drea de la superficie total de la caja, como una funcién
de la longitud del lado de la base cuadrada. (b) ;Cudl es el
dominio de la funcién del inciso (a)? (¢) Demuestre que la
funcién es continua en su dominio. (d) En la graficadora,
determine, con aproximacién de pulgadas, las dimensiones
de la caja que pueda construirse con la minima cantidad de
material.

Se requiere que un anuncio, que contiene 50 m? de material
impreso, tenga mérgenes de 4 m en las partes superior ¢
inferior y 2 m en los otros dos lados. (a) Encuentre un
modelo matemético que exprese el drea total del anuncio
como una funcién de la dimensién horizontal de 1a regién
cubierta por el material impreso. (b) (Cudl es el dominio de
1a funcién del inciso (a)? (¢) Demuestre que la funcién es
continua en su dominio. (d) En la graficadora, estime, con
aproximacién de metros, las dimensiones del anuncio mas
pequeiio que cumpla con estas especificaciones.

Un estanque puede mantener a 10 000 peces, la tasa de cre-
cimientode la poblaci6énde peces es conjuntamente propor-
cional al mimero de peces presentes y a la diferencia entre
10 000 y el nimero de peces presentes. La tasa de creci-
miento es de 90 peces semanales cuando se encuentran
presentes 1 000 peces. (a) Encuentre un modelo mateméti-
co que exprese la tasa de crecimiento de la poblacién, como
una funcién de la cantidad de peces presentes. (b) ;Cudl es
el dominio de la funcién del inciso (a)? (¢) Demuestre que
la funci6n es continua en su dominio. (d) En la graficadora,
determine el tamatfio de la poblacién de peces, de modo que
la tasa-de crecimiento sea un maximo.

Uy sgn son las funciones salto unitario y signo definidas
en.los gjercicios 47 y 49, respectivamente, de la seccién
1.1. Encuentre férmulas para la funcién F definida por

F(x) = (sgnx) - Ulx + 1

y dibuje su gréfica. ;En qué nimeros es F discontinua y
por qué?

En los ejercicios 108 y 109, utilice el teorema de estriccion para
calcular los limites.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

\}“\P\‘e

116.

lim g(x) si |gx) + 5] < 3(4 - x)* paratodax

x=1

1
lim| (x - 1)? sen pgur
Dibuje la gréfica de fsi fix) = {[1 - x2] y -2 <
< 2.(a) ;Existe lin; f(x)? (b) Es fcontinua en 0?

Dibujelagrificadegsig(x) = (x — Dx]ly0 < x < 2.
(a) ;Existe lin? g(x)? (b) (Es g continuaen 1?

(a) Demuestre que si f(x) = g(x) paratodos los valores de
X excepto a, entonces hm fx) = llm g(x) si los limites

existen. (b) Demuestre que si f(x) = g(x) para todos los
valores de x excepto a, entonces si lim g(x) no existe,

lim f(x) no existe. Sugerencia: muestre que la suposicién
x—a
de que lim f(x) existe conduce a una contradiccién.

x-a

(a) Demuestre que si ,l'ms f(x + h) = f(x), entonces
lim f(x + k) = lim f(x = h)

(b) Demuestre que el inverso del teorema del inciso
(a) es-falso proporcionando un ejemplo de una fun-
cién paralacual }'iug fx + h) = ;l.ir% f(x = h),pero
}lins fix +h) # fx).

Si el dominio de f es el conjunto de todos los mimeros
reales y fes continua en 0, demuestre que si

fla + b) = f(a) + f(b)
paratodoay b, entonces f es continua en todo nimero real.

Siel dominiode fes el conjunto de todos los niimeros reales
y fes continua en 0, demuestre que si

fla + b) = fla) - f(b)
K‘aora todoay b, entonces fes continua en todo mimero real.

Suponga que la funcién f estd definida en el inter-
valo abierto (0, 1) y que

fx) =

sen mx
x(x = 1)

Defina fen 0y 1 de modo que f sea continua en el intervalo
cerrado [0, 1].



siderando primero su interpretacién geomé-

trica como la pendiente de la recta tangente
a la gréfica de una funcién. Una funcién que tiene una
derivada se dice diferenciable, y en la seccién 2.2 se
estudiard la relacién entre diferenciabilidad y continuidad.
La derivada numérica se aplica en la seccién 2.3 para
aproximar la derivada de una funcién en una graficadora
y en secciones posteriores para apoyar gréficamente los
célculos de derivadas.

Una derivada se calcula mediante la operacién de
diferenciacién o derivacién. Los teoremas que permiten
efectuar este cdlculo sobre funciones algebraicas se
establecen y demuestran en la seccién 2.4, en la cual
también se introducen las derivadas de orden superior.

La interpretacién de la derivada como una tasa de
variacién (o razén dg cambio), se inicia en la seccién 2.5
con aplicaciones al movimiento rectilineo. En la seccién
2.6, se extienden las aplicaciones a otras disciplinas. Por
ejemplo, la tasa de crecimiento de una poblacién de
bacterias propotciona una aplicacién de la derivada en
biologia. La tasa de variacién en una reaccién quimica es
de inferés para un quimico. Los economistas tratan con
conceptos marginales tales como ingress marginal, costo
marginal y utilidad marginal, los cuales son tasas (o
razones) de variacién.

La diferenciacién de funciones trigonoméfricas se

irata en la seccién 2.7, y en la seccién 2.8 se establece

y demuestra la regla de la cadena, un poderoso

medio empleado para diferenciar funciones

compuestas. La regla de la cadena se aplica en la

secciéon 2.9 para obtener la férmula que

proporciona la derivada de la funcién potencia

con exponentes racionales asi como en la

diferenciaciéon de funciones definidas

implicitamente. Los problemas que involucran

tasas de variacion relacionadas, tratadas en

la seccién 2.10, proporcionan otra aplicacién
importante de la derivada.

E n la seccién 2.1 se introduce la derivada, con-




2.1 RECTA TANGENTE Y DERIVADA 101

FIGURA 1

P(xy, f(x,))

FIGURA 2

T
Q(lrz, fx)

f(Iz) - f(11)

P(Ip f(11))

FIGURA 3

2.1 RECTA TANGENTE Y DERIVADA

Muchos problemas importantes en Célculo dependen de la determinacion de
la recta tangente a la gréfica de una funcién en un punto especifico de su
grifica. Esta seccifén se inicia con la definicién de lo que significard recta
tangente.

Recuerde de su curso de geometrfa plana que la recta tangente en un
punto de una circunferencia se definié como la recta que intersecta a la cir-
cunferencia en sélo un punto. Tal definicién no es suficiente para una curva
en general. Por ejemplo, en la figura 1 la recta que deberia ser la recta tan-
gente a la curva en el punto P intersecta a la recta en otro punto Q. Para
obtener una definicién adecuada de la recta tangente a la gréfica de una
funcién en un punto, se emplea el concepto de limite a fin de definir la pen-
diente de la recta tangente en el punto. Después, la recta tangente se deter-
mina por medio de su pendiente y €l punto de tangencia.

Considere que la funcién f es continua en x;. Se desea definir la pen-
diente de la recta tangente a la gréfica de fen el punto P'(xl, f(x1)). SeaTun
intervalo abierto que contiene a x;, en el cual estd definida f. Sea
Q(x,, f(x,)) otro punto sobre la grifica de f tal que x, también esté en /.
Dibuje la recta que pasa por Py Q. Cualquier recta que pase por dos puntos
de una curva se denomina recta secante; por tanto, la recta que pasa por
Py Q es una recta secante. En la figura 2 se muestra la recta secante para
varios valores de x,. La figura 3 muestra una recta secante particular. En
esta figura Q estd a la derecha de P. Sin embargo, Q puede estar a la de-
recha o a la izquierda de P, como se muestra en la figura 2.

La diferencia de las abscisas (las coordenas x) de Q y P se denota por
Ax (y se lee “delta x””) de modo que

Ax = xy - x;

Observe que Ax representa el cambio en el valor de x de x; a x, y
puede ser positivo o negativo. Este cambio recibe el nombre de incremento
de x. Note que el simbolo Ax para el incremento de x no significa “delta
multiplicado por x”.

Considere la recta secante PQ de la figura 3; su pendiente estd deter-
minada por

mpy = LG2) = FO)
e Ax
Como x, = x; + Ax, la ecuacién anterior puede escribirse como

_ SO + Ax) - f(x)
Q= Ax

mp,

Ahora considere el punto P como un punto fijo y que el punto Q se
mueve a lo largo de la curva hacia P; esto es, Q tiende o se aproxima a P.
Esto equivale a decir que Ax tiende a cero.

Conforme esto sucede, la recta secante gira sobre el punto fijo P. Si la recta
secante PQ tiene una posicion limite, es esta posicién limite la que se quiere
como la recta tangente a la grdfica de f en el punto P. Se desea asf, que la
pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en P sea el limite de mpg

conforme Ax tiende a cero, si este limite existe. Si AIxim0 mpg es igual a
-
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(xy, f(x;))

0
FIGURA 4
y
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(xy flxp))
A 4
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+00 0 a —oo, entonces conforme Ax tiende a cero la recta PQ tiende a la
recta que pasa por P y es paralela al eje y. En este caso se desearia que
la recta tangente sea la recta x = x;. Esta discusién conduce a la si-
guiente definicién.

2.1.1 Definicion de recta tangente a la grafica de una

funcion
Suponga que la funcion f es continua en x;.. Lu uul angerte
- gréficade fen elwﬂﬂmn ﬁxmw T s oo i ‘

(1] ia rectaquepash por P y tiene pmd:mtem(xl).daqm
J( Ax) — f(x1) o
s x + i ACY 513 e
""?xl’. 53 4_11@0- & e : ' ®
£ P R T e Uy
si este lfmite existe.
VTR Ve M R el
ul.[l]s+ 4 'ﬂ".ﬂx_) =[x es+o0 000
Ly : : . ' r S '_:,c o
tfm LELE &0 — O o5 4 o0'0~00 f .

A;-»u-' Ax A e i

La figura 4 muestra la grifica de una funcién f y su recta tangente
cuando m(x,) existe. La figura 5 muestra la gréfica de una funcién f con una
recta tangente vertical en el punto (x;,f(x})).

Si no se cumple ninguno de los incisos de la deﬁmclén 2.1.1, entonces
no existe la recta tangente .a la grafica de f en el punto P(xy,f(xy)).

La pendiente de la recta tangente a la grdfica de una funcién en un
punto se denomina pendiente de la gréfica en el punto.

> EJEMPLO 1 Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la
paribolay = x2 ~ 1 en el punto (2, 3). Dibuje la par4bola y muestre un seg-
mento de la recta tangente en (2, 3).

Solucién  Primero se dalcula la pendiente de la recta tangente en (2, 3).
Conf(x) = x2-1,se tlene de (1)

fQ+ Ax) - fQ2)

m?) = Alxlgl»o Ax
2 _ -
= tim [(2 + Ax) 11 -3

Ax—0 R Ax

4+ 4Ax + (Ax)? - 4

= AlxlTO Ax

2

= tim 4Ax+ (Ax)
Ax—0 Ax

= [lim @ + Ax)
=4
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y=12—l
FIGURA 6
y

2,3

y=x2-1

FIGURA7

v

Asf, la recta tangente en (2, 3) tiene pendiente 4. De la forma punto-pendiente
de la ecuacién de una recta, y — y; = m(x — xy), se obtiene

y-3

4(x — 2)
4x -y -5 0

La figura 6 presenta la pardbola y un segmento de la recta tangente en
2, 3). 4

2. l 2 Dehmcuon de recta normal a una grahcq

3 norma apﬁ—gﬁummmdﬁou la recia perpen-
.MMWNmpm ' ,

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La recta normal a la gréfica del
ejemplo 1 en el punto (2, 3) es perpendicular a la recta tangente en ese punto.
Como la pendiente de la recta tangente en (2, 3) es 4, entonces la pendiente de
la recta:normal en (2, 3) es - 1,y una ecuacién de esta recta normal es

y=3=-tx-2
4y - 12 =-x + 2
x+4-14=0
La figura 7 muestra la pardbola y la recta normal en (2, 3). |

’ EJEMPLO 2 (a) Calcule la pendiente de la recta tangente a la
gréfica de

fx) = 23 - 3x

en el punto (xq, f(x)). (b) Determine los puntos de la grifica donde la recta
tangente es horizontal y.utilice estos puntos para dibujar la gréfica de f.

Solucién
(a) Alcalcular f(x))y f(xl + Ax) se obtiene
fx) = x° - 35
fGy+Ax) = (x1 + Ax)? - 3(x; + Ax)
De(l)
m(xl) = Al,r@o f(xl . AAxx) - f(xl)

lim Lt Ax)} = 3(x + Ax) — (x2 - 3x))

im

Ax—0 Ax

= lim x° + 3x2Ax + 3x(Ax)? + (Ax)3 - 3x; - 3Ax - x° + 3x,
T Ax—0 Ax

3x2Ax + 3x(Ax)? + (Ax)’ - 3Ax
lim
Ax—0 ' Ax

Como Ax # 0, el numerador y el denominador pueden dividirse entre
Ax para obtener

m(x) = lim (3x2 + 3x,Ax + (Ax)? - 3]
m(xl) = 3.!12 -3 (2) .
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2l

fxy = X -3

FIGURA 8

(b) La recta tangente es horizontal en los puntos donde la pendiente es cero.
Considerando m(x;) = 0, se tiene

3x|2 -3 = 0
x12 =1
Xy = +1

Por tanto, la recta tangente es horizontal en los puntos (-1, 2) y (1, =2).
Al localizar estos puntos y algunos otros se obtiene la grafica mostrada en la
figura 8. |

El tipo de limite en (1), empleado para definir la pendiente de una recta
tangente, es uno de los mé4s importantes en Célculo. Este limite es de uso
frecuente y recibe un nombre especifico.

2.1.3 Definicion de la derivada de una funcion

La derivada de 1a funcién f es aquella foncién, denotada por £, tal
que su valor en un ndmero x del dominio de f esté dado por -

TE LG+ 8%) - ) -
f _{.r 1) X Alxiﬂ’o (x + A£ (x) . . &)
si este Ifmite existe. ;

Si x; es un nimero particular del dominio de f, entonces
flap = Jlim L0882 S @

Ax—0

si este limite existe. Observe que el dominio de f' es un subconjunto del
dominio de f.’

Al comparar las férmulas (1) y (4), se observa que la pendiente de la
recta tangente a la gréifica de la funcién f en el punto (x;, f(x;)) es precisa-
mente la derivada de f evaluada en x;.

P EJEMPLO 3  Determine Ia derivada de fsi )
_ 3
fx) = rl

Solucién Sixesun hﬁmero del dominio de f, entonces de (3)
lim f(x + AX) - f(x)

fo) = Ax—0 Ax
_3 3
_ 1 x+ Ax  x
- Alxlinyo Ax

. 3x - 3(x + Ax)
Ax—0 Ax(x)(x + Ax)
c -3Ax
Ax—0 Ax(x)(x + Ax)
: -3
Alxu—rylo x(x + Ax)

x2
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[-4.7,4.7 por [-3.1,3.1]

=3
fx) = P

FIGURA 9

Por tanto, la derivada de f es la funcién f' definida por f'(x) = - —32—
X

El dominio de f* es el conjunto de todos los nimeros reales excepto 0, el
cual es el mismo que el dominio de f.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Para 1a funcion f del ejemplo
3 se puede aplicar f(x) a fin de obtener una ecuacién de la recta tangente a
la gréfica de fen un punto particular. Por ejemplo, en el punto (2, %) la pen-
diente de la recta tangente es f'(2) = —%. Por tanto, una ecuacién de esta
recta tangente es

y-31=-ic-2
4y -6 =-3x+6
Ix+4y-12=0

La figura 9 muestra la gréfica de f'y su recta tangente trazadas en el rectdn-
gulo de inspeccién de [-4.7, 4.7] por [- 3.1, 3.1]. 4

Considere ahora la férmula (4), 1a cual es

Fixy) = f(x1 + Asz - f(x)

En esta férmula considere

x1+Ax =x 5
Entonces,
“Ax — 0” equivale a “x = x|"” 6)

De (4), (5) y (6) se obtiene la férmula siguiente para f'(x):

m[) “' xl_.!m M )

x = Xy

si este limite existe. La férmula (7) es una férmula alternativa a la (4) para
calcular f'(xy).

Los cocientes en (7) re-

Ax x -
ciben el nombre de cocientes de diferencias estandar de la funcién f en el

nimero xy."' !

[+ A = f®) o gy L) S
X1

P EJEMPLO 4  Para ia funcién del ejemplo 3, calcule f(2) apli-
cando la férmula (7).

Solucién De la férmula (7)
. fl(2) = f(x) - f(2)

Ax—bZ x =2
3 3

x 2
Ax—n»lz x -2

3(2 -~ x)
Ax—>2 2x(x — 2)

1]
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=3
A!‘Tz 2x

3

P

lo cual concuerda con f(2) del ejemplo ilustrativo 2. 4

El uso del sfmbolo f* para la derivada de la funcién f fue introducido
por el matemdtico francés Joseph Louis Lagrange (1736-1813) en el
siglo xvii. Esta notacién destaca que la funcién f' se deriva (o proviene) de
la funcién f'y su valor en x es f'(x).

Si (x, y) es un punto de la gréfica de f, entonces y = f(x), y y' se uti-
liza también como una notacién para la derivada de f(x). Con la funcién f
definida por la ecuacién y = f(x) se considera que

HEf e ®

donde Ay se denomina incremento de y y denota un cambio en el valor de

la funcién cuando x varfa en Ax. Al utilizar (8) y escribir ‘;ﬂ en lugar
de f'(x), la férmula (3) se transforma en *

fmE

dy

El sfmbolo s fue empleado como notacién para la derivada por primera

vez por el matemético alemén Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).
En el siglo xvi Leibniz y Sir Isaac Newton (1642-1727), trabajando
de manera independiente, dieron a conocer casi simultdneamente la de-
rivada. Leibniz probablemente pensé en dx y dy como pequefios cambios
o variaciones de las variables x y y, y de la derivada de y con respecto a x
como la razén de dy a dx cuando dy y dx son pequeiios. El concepto de
l{fmite, como" se acepta actualmente, fue desconocido por Leibniz y
Newton.

En la notacién de Lagrange el valor de la derivada en x = x; se in-
dica por f(x;). Con la notaci6n de Leibniz se escribirfa

z)
dx x=xy

Se debe recordar que cuando D

dx
rivada de una funci6n, a dy y dx no se les ha dado significado indepen-
diente hasta ahora en el texto, aunque posteriormente se definirdn por

se utiliza como notacién para la de-

separado. De modo que en esta ocasién % es un sfmbolo para la derivada

y no debe considerarse como una razén. De hecho, s¢ puede considerar

% como un operador (un sfmbolo ‘para la operacién de calcular la de-

rivada), y cuando se escribe %’, sig‘niﬁcz; d%—(y), esto es, la derivada de y

con respecto a x.
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’ EJEMPLO 5 Calcule % si
y=+x
» , Solucién  Schadadoy = f(x) donde f(x) = Vx.
. Y fim A
PUERTSURE, ; . dv ~ Alxn—n»o Ax
: ' = qim f& AN - f)
e Ax—>0 Ax
= I Jx + Ax - Jx
P = m -——
Ax—0 Ax

A fin de evaluar este limite se racionaliza el numerador.

dy

lim X —Ax - VOO x ¥ Ax + x)

’ E Ax—0

Ax(+Jx + Ax + Vx
Ax

. i . = lim ——=
afy age g e s ' Ax—0 Ax(m+ J;)

s Al dividir el numerador y el denominador entre Ax (ya que Ax # 0) se

obtiene

dy _

. 1
lim ———
dx Axo0 x + Ax + Ax

1
2Jx

Otras dos notaciones para la derivada de una funcién f son

K o ,gji.[f(x)] y DJf)]

Cada una de -estas notaciones permite indicar la funcién original en la

expresion para la derivada. Por ejemplo, se puede escribir el resultado del
ejemplo 5 ¢omo

4 (Jx) = =1= ocomo D,(E) = =

dx 24x * 2Vx

Por suﬁuesto, si la funcién y las variables se denotan por otras letras

diferentes de f, x y y, las notaciones para la derivada deben incluir esas letras.
Por ejemplo, si la funcién g esta definida por la ecuacién s = g(¢), entonces
la derivada de g puede indicarse en cada una de las siguientes formas:

" ds
o g 7

EJERCICIOS 2.1

En los ejercicios. 1 a 6, obtenga una ecuacién de la recta tan-
gente a la grdfica de la ecuacidn en el punto dado. Dibuje la
grdfica’de la ecudcion y muestre un segmento de la recta
tangente en el punto.,

. y=9-x%2,5)
Tal 4 4 (L 5
oy=22 44502, 0

Zig0]  Dfg]

4. y=x2-6x+9,(3 0
3 +3:, 4
1-x%5@2 -7

It

S,y

6. y
En los ejercicios 7 a 10, (a) determine la pendiente de la recta
tangente a la grdfica de la funcidn f en el punto (xy, f(x)). (b)
Determine los puntos de la grdfica donde la recta tangente es
horizontal y utilice estos puntos para dibujar la grdfica.
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7. fx) = 3x2 - 12x + 8

8 fx) =7 - 6x — x2

9, f(x) = x3 - 6x2-9x -2
10. f(x) = 2x3 - 322

En los ejercicios 11 a 16, obtenga ecuaciones de la recta tan-
gente y de recta normal a la grdfica de la ecuacion en el punto
indicado. Trace en la graficadora la grdfica junto con las rec-
tas tangente y normal en el mismo rectdngulo de inspeccion.

11. y =

12. y = J4=x;(-5,3)
13y = 2x - x3,(2,4)
14. y = x3 - 4x;(0,0)
15,y = xiz;(z,l)

16. y = —%;(4,—4)

17

.

Sea f(x) = 3x2 - 7x. (a) En la calculadora determine los
valores del cociente de diferencias estindar

fQ2+ Ax) - f(2)

Ax
cuando Ax es igual a 0.10, 0.09, 0.08, . . ., 001, y
-0.10, -0.09, -0.08, . . ., -0.01. ;A qué valor parece

que se aproxima el cociente conforme Ax tiende a 0? (b)
Calcule f'(2) aplicando la férmula (4) y compare este
nimero con la respuesta del inciso (a). (¢) En la calcu-
ladora determine los valores del cociente de diferencias

estidndar
f(x) - f(2)
x -2
cuando x es igual a 2.10, 2.09, 2.08, .. .,2.01,y 1.90, 1.91,
192, ..., 1.99. ;A qué valor parece que se aproxima el

cociente conforme x tiende a 2? (d) Calcule f'(2) aplicando
la férmula (7) y compare este nimero con la respuesta
del inciso (c).

18. Haga el ejercicio 17 considerando ahora f(x) = x3.

19. Resuelva el ejercicio 17 considerando ahora f(x) = 6 — x.

1

.-_x.

20. Haga el ejercicio 17 considerando ahora f(x) = 2

En los ejercicios 21 a 30, determine f'(x) en dos formas: (a)
aplique la formula (7); (b) aplique la férmula (4).
8

21. f(x) = R B 6
2. fin) = 7{; ~lix =4
23. f(x) = senx;x; = 0
24, f(x) = cosx;x; =0
25. f(x) = senx;x; = %n’
26. f(x) = cosx; x; = %7!

27. fx) = secx;x; = 0
28. f(x) =tanx;x; =0

29. f(x) = cotx; x;

in

30. fix) =csex;x; = @

En los ejercicios 31 a 36, determine f'(x) aplicando la for-
mula (3).

3. fix) = -4 32. f(x) = 10

3B. fx) =Tx+ 3 3. f(x) = 8 - 5x

35 f(x) = 4 + 5x - 2x2

36. f(x) =3x2 -2x+ 1

En los ejercicios 37 a 40, calcule la derivada indicada.

d.o_ 3 4.3
37. dx(S x7) 38. dt(t + 0

39, D,@: * ;) 40. D,(;‘;— )

En los ejercicios 41 a 44, encuentre ﬂ

a y=3+ & 2 y=¥x
X

4. y= ﬁ “uoy= L

45. Obtenga una ecuacién de la recta tangente a la curva
y=2x2 +3quescaparalelaalarecta8x — y + 3 = 0.

46. Determine una ecuacién de la recta tangente a la curva
y = 3x2 - 4queseaparalelaalarectadx + y = 4.

47. Encuentre una ecuacién de la recta normal a la curva

y=2- %xz que sea paralelaalarectax ~ y = 0.

48. Obtenga una ecuacién de cada recta normal a la curva
y = x3 — 3x que sea paralela a la recta 2x + 18y —
9 =0

49. Demuestre que no existe una recta que pase por el
punto (1, 5) que sea tangente a lacurvay = 4x2.

50. Demuestre que no existe una recta que pase por el pun-
to (1, 2) que sea tangente alacurvay = 4 — x2

51. Si g es continua en a y f(x) = (x — a) g(x), determine
f(a). Sugerencia: utilice la férmula (7).

52. Si g es continua en a y f(x) = (x2 - a?) g(x), deter-
mine f(a). Sugerencia: utilice la férmula (7).

53. Si

ey = Lim L+ Ax) - f'(x)
reo = Jm, LR

calcule f"(x) sif(x) = ax? + bx.

54. Emplee la formula del ejercicio 53 para determinar f'(x)
sif(x) = afx.

55. Si f'(a) existe, demuestre que

lim fla+ Ax) - f(a - Ax)

f@ = lim L

Sugerencia: fla + Ax) — f(a - Ax)
= fla + Ax) — fla) + fla) - f(a - Ax)
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56.

57.

Sea f una funcién cuyo dominio es el conjunto de todos
los nimeros reales tal que f(a + b) = f(a) - f(b) para
toda g y b. Ademis, suponga que f(0) = 1 y que f(0)
existe. Demuestre que f(x) existe para toda x y que

fx) = f0) - fix)

Trace la pardbolay = 1x? y su recta tangente en el pun-
to (2, 1) en el rectingulo de inspeccién de [-4.7, 4.7]

58.

por [-3.1, 3.1]. Conforme aplique el aumento (zoom) de
la graficadora en el punto (2, 1) describa lo que sucede.
¢ Por qué ocurre esto?

Trace la pardbola y = Vx y su recta tangente en el punto
(1, 1) en el rectdngulo de inspeccién de [-1, 3.7] por
[-1, 2.1]. Conforme aplique el aumento (zoom) de la grafi-
cadora en el punto (1, 1) describa lo que sucede. ;Por
qué ocurre esto?

2.2 DIFERENCIABILIDAD Y CONTINUIDAD

El proceso de calcular la derivada de una funcién se denomina diferen-
ciacidn; esto es, la diferenciacién es la operacién mediante la cual se ob-
tiene la funcién f' a partir de la funcién f.

Si una funcioén tiene una derivada en x), se dice que la funcién es
diferenciable en x;. Una funcién es diferenciable en un intervalo abier-
to si es diferenciable en cada nimero del intervalo. Si una funcién es dife-
renciable en cada nimero de su dominio, entonces se dice que es una
funcién diferenciable.

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 En el ejemplo 3 de la seccién
2.1, f(©) = 3/x y f'(x) = -3/x2. Como el dominio de f es €l conjunto de
todos los mimeros reales excepto 0, y f'(x) existe en cada ntimero real
excepto en 0, entonces f es una funcién diferenciable. |

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Sea ¢ Ia funcin definida por
g(x) = +x.Eldominio de g es [0, + o). Del ejemplo 5 de la seccién 2.1,

) =

g = N
Como g'(0) no existe, g no es diferenciable en 0. Sin embargo, g es dife-
renciable en cualquier otro nimero de su dominio. Por tanto, g es diferen-
ciable en el intervalo abierto (0, +00). |

Se comienza la discusién acerca de diferenciabilidad y continuidad
con el ejemplo siguiente.

P EJEMPLOT s
f() = x1P

(a) Muestre que f no es diferenciable en 0 aunque es continua en 0. (b)
Trace la gréfica de f.

Solucién
(a) Al aplicar la férmula (7) de la seccion 2.1, se tiene, si el limite existe,
) = lim L&) = £
110 = y—% x -0
1/3 _
= lim x7 -0
x—0 X -

li
x—-0 x2/3
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[-6, 6] por [-4, 4]
f) = ¥

FIGURA 1

f) = |x|

FIGURA 2

Pero este limite no existe. Por tanto, f no es diferenciable en 0. No obs-
tante, f es continua en 0 porque

limf(x) = limx!/3
x>0

x—0
=0
= f(0)
(b) La figura 1 muestra la grifica de f trazada en el rectingulo de inspec-
cién de [-86, 6] por [-4, 4]. <

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para la funcién f del ejemplo

1, como
- /3 _
lim = L@+4a0 - fO) _ o @7 -0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

. 1
Alxlin»o (Ax)2/3
= 400

se concluye, por la definicién 2.1.1 (ii), que x = O es la recta tangente a la
grifica de fen el origen. 4

Del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 3, la funcién definida por f(x) =
x'3 tiene las siguientes propiedades:

1. fescontinuaenO.
2. fno es diferenciable en 0.
3. La gréfica de ftiene una recta tangente vertical en el punto donde x = 0.

En el siguiente ejemplo ilustrativo se tiene otra funcién. que es con-
tinua pero no diferenciable en cero. La gréfica de esta funcién no tiene recta
tangente en el punto donde x = 0.

D EJEMPLO ".USTRAT'VO 4 sca fla funcién valor absoluto
definida por

fx) = | x|

La gréfica de esta funcién se muestra en la figura 2. De la férmula (7)
de la seccién 2.1, si el limite existe,

fO = =0 x-0
= lim x| -0
x50 X
= liml—xl-
-0 X
Como |x| = x six > 0y |x| = —x si x < 0, se consideran los Ii-

mites laterales en O:

x| sX |x|

lim =L = lim £ lim <= = lim =%
-0+t X x—0+ X x—»Q' X x—0- X
= lim 1 = lim (-1)

10+ 10~

-1

1
—
I
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Debido a que lim lf—l # lim -lx—l, se deduce que el limite bilateral
'x' x—=0+ Xx x=0- x

li_% - ho existe. Por tanto, f'(0) no existe, de modo que f no es diferen-
x

renciable en 0.
Dado que no se cumple la definicién 2.1.1 cuando x = 0, la gréfica de
la funcién valor absoluto no tiene recta tangente en el origen.

Como las funciones del ejemplo ilustrativo 4 y del ejemplo 1 son
continuas en un mimero pero no son diferenciables en ese niimero, se pue-
de concluir que la continuidad de una funcién en un nimero no implica la
diferenciabilidad de la misma en el punto en cuestién. Sin embargo, la di-
ferenciabilidad implica continuidad, lo cual se establece en el teorema
siguiente.

Demostracién Para demostrar que f es continua se debe probar que se
cumplen las tres condiciones de la definicién 1.8.1. Esto es, se debe
probar que (i) f(x; ) existe, (ii) J‘li’m f(x) existe y (iii)) lim f(x) = f(xy).
Xl I—)tl
Por hipétesis, f es diferenciable en x,. Por tanto, existe f'(x;). Debido
a la férmula (7) de la seccién 2.1

fx) - f(x)

(x1) = lim
f( 1) xox X — X1

f(x)) existe; en otro caso el limite anterior no tendrfa significado. Por tanto,
se cumple la condicién (i) en x;. Ahora considere

Jim () - fop) = Jim [u ERFCE f;(xl)] ®
Como '
Jim s =0y Jim EEZER - ra

se aplica el teorema del limite de un producto (1.5.7) al miembro derecho de
(1) y se obtiene

lim [f() - fap] = lim (& ~ xp) - lim & = f&)
x—x x=x x—=x X - X

= 0- fx)

=0

Por el teorema 1.5.14, este limite equivale a
Am f(x) = fx1)

De esta ecuaci6n se concluye que se cumplen las condiciones (ii) y (iii) para
la continuidad de fen x;. Por tanto, el teorema se ha demostrado. a

Una funcién f puede no ser diferenciable en un nimero ¢ por alguna
de las siguientes razones:
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b (c, f(c)

3
[ no es diferenciable en ¢
£ es discontinua en ¢

-

(¢, f(c))

FIGURA 3

4

f no es diferenciable en ¢
[ es continua en ¢

FIGURA 4

g (c.f()

¢
J no es diferenciable en ¢
[ es continuaen ¢

FIGURA 5

1. La funcién f es discontinua en c. La gréfica de la figura 3 es de este
tipo.

2. La funcién f es continua en ¢, pero la gréfica de f tiene una recta tan-
gente vertical en el punto donde x = c. La figura 4 muestra la gréfica
de una funcién que tiene esta propiedad. Esta situacién también ocurre
en el ejemplo 1.

3. La funcién f es continua en ¢ pero la grifica de f no tiene recta tangen-
te en el punto donde x = c. La figura 5 muestra la grafica de una
funcién que satisface esta condicién. Observe un “cambio brusco”
(o pico) en la grifica en x = c. En el ejemplo ilustrativo 4 se tiene otra
funcién de este tipo.

Antes de mostrar un ejemplo méds de una funcién continua pero no
diferenciable en un ndmero, se presenta el concepto de derivada lateral.

2.2.2 Definicién de derivada lateral

(i) Si 1a funcién J estd definida en x,, entonces la derivada por la
derecha de fen x;, denotada por f’, (x;), est4 definida por

' L] Sz + Ax) - flx;)
) = lm = T

o fim) = tm LS
si existe el l{mite.

(i) Si la funcién f estd definida en x;, entonces la derivada por la
Izquierda de f en x), denotada por f'_(xy), estd definida por

Frtey) =0 pim LSRN > 70q)

Ax—D~ Ax
o fixy) = lim_ L——-—L(x: - {('x :
y =y : |

si existe el lfmite.

A partir de esta definicién y del teorema 1.6.3, se deduce que una fun-
ci6n f definida en un intervalo abierto que contiene a x| es diferenciable en
x; si y sélo si f' (xy) y f-(x;) existen y son iguales. Por supuesto,
F'x1), fo(x1) ¥y f'~(x1) son iguales.

D EJEMPLO 2
f@ =1 - 2|

Sea f1a funci6n definida por

(a) Dibuje la grifica de f. (b) Demuestre que fes continua en 1.
(c) Determine si f es diferenciable en 1.

Solucidn  Por la definicién de valor absoluto, si x < ~1 0o x > 1, en-
tonces f(x) = —(1 — x2), y si -1 < x < 1, entonces f(x) = | — x2.

Por tanto, f puede definirse como sigue:

x2-1 six<-~1 -
@O =4{1-~x2 si-1<x<1
2 -1 sil<x
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Y

a1 9 1

@ = |1 - 2|

FIGURA 6

2x si 0<x<10

Cx) =
) {l.4x+6 si 10 < x

FIGURA 7

(a) La gréfica de f se muestra en la figura 6.
(b) Para demostrar que f es continua en 1 se verifican las tres condiciones
para la continuidad.

i f(H=0
@) lim f(x)

Jlim (1 - 5% fmf@) = lim G2 -1
=0 =0
Asi, limf(x) = 0.
(iif) lim fx) = £(1)

Como se cumplen las condiciones (i)~(iii), entonces fes continua en 1.

© f = Jim LSO pg) o gy LSO

x1= X - x 1+ x -1

2 2
= fim 4= =0 = gy &2 =D-0
x1 x -1 =1+ x -1
= lim (1-x)1+ x) = lim (x-D(x+1)
11" x -1 xo 1+ x -1
= xll}nln_(_(l + X)] = xljgl*(x + 1)
= —2 = 2

Debido a que f" (1) # f',(1), se concluye que f(1) no existe, de modo
que f no es diferenciable en 1. 4

La funci6n del ejemplo 2 tampoco es diferenciable en ~1. En el ejerci-
cio 32 se le pedird que pruebe esto.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En ¢l cjemplo ilustrativo 2 de

la seccién 1.8, se obtuvo el modelo matematico

2x si 0 <x<10

Clx) = .
14x + 6 si 10 < x

donde C(x) d6lares es el costo total de x libras de un producto. La gréfica de
C se presenta en la figura 7. En la seccién 1.8 se mostré que C es continua
en 10. Ahora se determinard si C es diferenciable en 10. Puesto que C estd
definida a trozos, se calcularan las derivadas laterales en 10.

1) = p SGO= CQ0) L(10) = lim S = CUO)
C.(10) = lim == .10 = Lm0
~ 2x =20 = i (42 +6) -2
T x50 x-10 - ‘ll’l;aon x-10
_ 2(x - 10) _ 1.4(x - 10)
= lim S =
x-10- x — 10 10t x - 10
x—=10"" T10*
= 2 i = 14

Como C’_(10) # C'.(10), entonces C no es diferenciable en 10. 4



114 CAPITULO 2 DERIVADA Y DIFERENCIACION °

» EEMPLO3 s
1 si0<x<b
f(x): X
1-%; sibsx

(a) Determine un valor de b tal que f sea continua en b. (b) Dibuje la gra-
fica de f con el valor de b determinado en el inciso (a). (¢) (Es dife-
renciable fen el valor de b determinado en el inciso (a)?

Solucién
(a) La funcién fserd continua en b si xl_i’r’}_ f&x) = fby xl-i.T+ Jx) = f(b). .
. _ _]_ _ _ 1
xl-lbnb"' f(x) - xl-‘bT' X xl-i)T"‘ f(x) = :l-ibT* (1 zx)
1
= -b- =1 - %b
f(b) = 1 = $b; por tanto, f serd continua en b si
1 _ -1
3 = 1 4b
4 =4b - p?
P-4b+4=0
y b-22=0
A b=2
I Asf
1 .
= si0<x<?2
. fx) =4x
7 1 -dx si2<x
h—- X
7]
} y fes continua en 2.

(b) La gréfica de f se presenta en la figura 8.

0 = {% si0<x<2 (¢) Para determinar si f es diferenciable en 2 se calcularén f_(2) y f',(2).
Lo d2ss 1) - 12 1) - @
g - 3 , = X) —
. @ - i £ = Jim L0
1 1
- 22 o OEDF
_xl—l»"zl-x-z —x—bZ*' x -2
11
- _2-x = 7-3%
= lim -2 = Jim £—5
= '-_—1 = i ___—_X_
= Jim 5 Jm 25T
_ 1 TR |
- 3 - xl—lgl* 4
_ 1
= -3
Como f_(2) = f'.(2), se concluye que f(2) existe, y en consecuen-

cia, f es diferenciable en 2.

P EEMPLO4 i planeacién de una cafeteria, se estim6 que
la ganancia diaria es de $16 por lugar si se tienen de 40 a 80 lugares de capa-
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P'(80)

cidad. Sin embargo, si se.cuenta con:mds de 80 lugares, la ganancia diaria
por cada lugar disminuird en $0.08 veces el nimero de lugares que exceden
a 80. (a) Encuentre un modelo matemdtico que exprese la ganancia diaria
como una funcién del nimero de lugares de la cafeterfa. (b) Demuestre que la
funcién del inciso (a) es continua en su dominio. (¢) Determine si la funcién
del inciso (a) es diferenciable en 80.

Solucién

(a) Sea x el nimero de lugares para la capacidad de la cafeteria y P(x)
ddlares la ganancia diaria. P(x)-se obtiene al multiplicar x por el nd-
mero de délares de la ganancia por cada lugar. Cuando 40 < x < 80,
la ganancia por lugar es $16, de modo que P(x) = 16x. Cuando
x > 80, el nimero de ddlares de la ganancia por cada lugar es 16 -
0.08(x — 80); de donde se obtiene P(x) = x[16 — 0.08(x — 80)]; esto
es, P(x) = 22.40x - 0.08x2. Por tanto,

16x si 40 < x < 80

P =
@ {22.40x - 0.08x? si 80 < x < 280

El limite superior de 280 para x se obtiene al observar que 22.40x —
0.08x2 = 0 cuando x = 280;22.40x - 0.08x2 < 0 cuandox > 280.
Aunque, por definicién, x es un nimero entero no negativo, para

tener continuidad se considerard que x toma todos los valores reales
del intervalo [40, 280].

(b) Como P(x) es un polinomio en [40, 80] y (80, 280], entonces P es con-
tinua en esos intervalos. Para determinar la continuidad en 80 se
calcularan los limites laterales en ese valor:

lim P(x) = lim 16x lim P(x) = lim (22.40x — 0.08x2)
x—80~ x—>80~ x—80+ x—80+
= 1280 = 1280

Como P(80) = 1280y lingoP(x) = 1280, P es continua en 80. En con-
o

secuencid, P es continua en su dominio [40, 280].
(c) Para determinar si P es diferenciable en 80, se calculardn las derivadas
laterales en 80.

. P(x) - P(80) , B P(x) - P(80)
- 11{%' X - 80 P+(80) - x—>80+ X — 80
= i 16x - 1280 o gy (2240x - 0.08x2) — 1280
T x580- x - 80 x580+ x — 80
16(x — 80) . —0.08(x? - 280x + 16 000)
= m —— = lim
x—>80- x - 80 x> 80+ x - 80
= lim 16 - lim -0.08(x — 80)x - 200)
X80~ x—80+ x — 80
=16 = lim [-0.08(x — 200]
x—80+t
= 9.60
Como P'_(80) = P’ (80), entonces P no es diferenciable en 80. 4

En la secci6n 3.2, se ¢onsiderars otra vez la situacién del ejemplo 4 y se
determinard la capacidad necesaria para obtener la méxima ganancia diaria.
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f

EJERCICIOS 2.2

En los ejercicios 1 a 20, haga lo siguiente: (a) dibuje la grdfica  Los ejercicios 21 a 26 tratan acerca de la funcion continua f
de la funcién; (b) determine si f es continua en xy; (c) calcule  cuyo dominio es el conjunto de todos los niimeros reales y cuya
[ y flolxy) si existen; (d) determine si f es diferenciable  grdfica se muestra en la figura adjunta. Suponga que cada

enxy. porcién de la grdfica que parece ser un segmento de la recta es
2 Cx o< -4 un segmento de recta. En cada ejercicio haga lo siguiente:
1. fx) = {f;_ 6 Z: f4_< N x = -4 (a) defina f como una funcién a trozos. Encuentre (b) f'_(-1),
(c) f1(=1), (d) £2Q0), (e) £10), () f.(1) y (8) fx(1). (h) (En
3_2 six<?2 qué nimeros f no es diferenciable?
2. fx) = { . x =2
-7 si2<zx 21.
y
f0=|x-3] x=3
4 f) =1+ |x + 2| x = -2
-1 six <0
5'f(x)_{x—] si0<x % =0 *
_J=x six<0 _
6 /@=1% gdo<x *7°
2 .
", _lx six< 0 -0 22.
@ -x2 si0<x %
2-4 six<?2
8. = =2
f= Jx-2 si2sx i
9. f) = NI six <1 5 =1
a-x? sils<szx
10. f(x) = x? six < -1 x = -1
-1 -2x si-l<x
22 -3 sixs2
11. f(») = x =2
& {8x—]1-si2<x ! s
2 .
-9 st x <3
12. =% =3
& {6x—18 i<y ! Y
13 fx) = Yx+1 x = -1
4, f) = (x-22% x =2
5 - 6x six<3
15. = =3
@ {—4-:«2 sid<x
2/3 :
_ )= six <0 _
16. jo) = {xm si0.<Xx =0
_Jx-2 six<0 _ 24,
7. f®) = x2 si0<ux % =0
18. f(x) = X six <1 x =1
x+ 1 sil<ux
32 six <2
19. = =2
f® x* si2<x H

2 .
20 fo) = {*¥ +1 six<-l 4
f@ {1 2 si-lsx !
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26.

En los ejercicios 27 a 30, dibuje la grdfica de alguna funcion
continua f, cuyo dominio es el conjunto de todos los nimeros
reales, la cual satisfaga las condiciones indicadas.

27. El contradominio de f es (—o0, + 00); f es diferenciable
en todo ndimero excepto en 0 y 3; f(-3) = —1; f(0) = 0;
fG) =150 = 15,0 =0

lim f(x)_f(s) = +

00,
-3 x -3

28. El contradominio de f es [0, + 00); f es diferenciable en
todo nimero excepto en -2, 0 y 2; f(-2) = 0; f(0) = 3;
fA=0f.(2)=-1f,2)=1Lf_(2)=-1;

f’+(2) = l; xliltrll“ &T_)__;AO_) = +00;

lim
x—>0*

f(x) - f(0) = 00,
X
29. El contradominio de f es (—o0, +00); f es diferencia-
ble en todo nimero excepto en -2, 0 y 2; f(-2) = 3;
fE) =0, /00) =0; f(1) =0; f2) =3, f (-2 =1,
i) =-Lf @ =-Lf2) =1

fm L= FO) _ gy S = £O) g

x>0~ x x—=0% x

30. El contradominio de fes (—o0, + 00); f es diferenciable en
todo nimero excepto en 0, y 4; f(-2) = 0; f(0) = -1;
f@=1Lf5)=0; .0 =2 f (4= %;

im £ = £©) fO) - F4) _

—00,
=0~ X x -4

=-00; lim
4%

31. Pata la fuga de petréleo del ejercicio 53 de la seccion 1.8,
determine si la funcidn r es diferenciable en 2.

32. Demuestre que la funcién del ejemplo 2 es continua en
-1 pero no es diferenciable en ese nimero.

33. Sea

x2-7 si0<x<b

f& = s sib<x
X

(a) Determine un valor de b tal que f sea continua en b. (b)
Dibuje la grifica de f con el valor de b determinado
en el inciso (a). (¢) ;Es diferenciable f en el valor de b
determinado en el inciso (a)?

34. Sea f(x) = sgn(x). (a) Demuestre que f'(0) y f',(0)
no existen. (b) Demuestre que lirtr)l_ f(x) =0y

linu1+ f'(x) = 0. (c) Dibuje la gréafica de f.
x>

35. Determine los valores de a y b tales que la funcién f sea
diferenciable en 1 y después dibuje la gréfica de fsi

six <1
sil<ux

@) = { x?

ax + b

36. Determine los valores de a y b tales que la funcién f sea
diferenciable en 2 y después dibuje la grafica de f si

six <2
si2<ux

b
f) = { o

En los ejercicios 37 a 40, obtenga una funcion como modelo
matemdtico de la situacion particular. Aunque por definicion
la variable independiente represente un nimero entero no ne-
gativo, considere que dicha variable representa un nimero real
no negativo a fin de tener los requerimientos necesarios de con-
tinuidad.

37. Una agencia de excursiones escolares puede transportar a
250 estudiantes con un costo de $15 si no més de 150
estudiantes asisten a la excursion; sin embargo, el costo por
alumno se reducird en $0.05 por cada alumno que exceda
a los 150 hasta que el costo sea de $10 por estudiante. (a)
Obtenga un modelo matematico que exprese el ingreso en
bruto como una funcién del nimero de estudiantes que
asistirdn a la excursién. (b) Demuestre que la funcién del
inciso (a) es continua en su dominio. (¢) Determine si la
funcién del inciso (a) es diferenciable en 150.

38. Realice el ejercicio 37 considerando ahora que la reduc-
cién por cada estudiante que exceda a 150 es $0.07.

39. Los naranjos que crecen en California producen 600 na-
ranjas por afio si no se plantan mds de 20 4rboles por acre.
Por cada naranjo adicional plantado por acre el rendi-
miento por drbol decrece en 15 naranjas. (a) Encuentre un
modelo matemdtico que exprese el nimero de naranjas
producidas por aiio como una funcién del ndmero de na-
ranjos plantados por acre. (b) Demuestre que la funcién del
inciso (a) es continua en su dominio. (¢) Determine si la
funcidn del inciso (a) es diferenciable en 20.

.
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40.

41.

42.

43.

2.

(@ + Ax)

fla — Ax)

Un club privado cobra una cuota de membresia anual
de $100 por miembro, menos $0.50 por cada miembro
que exceda a 600 y mds $0.50 por cada miembro que falte
para completar 600. (a) Encuentre un modelo matemadtico
que exprese el ingreso por las cuotas anuales como una
funcién del nimero de sus miembros. (b) Demuestre que
la funcién del inciso (a) es continua en su dominio. (¢) De-
termine si la funcién del inciso (a) es diferenciable en 600.

En el ejemplo ilustrativo 4 se mostré que la funcién valor
absoluto no es diferenciable en 0. Demuestre que

I=|

D(|x|) = six # 0

Sugerencia: considere |x| = VxZ.

Dada f(x) = [[x]], determine f'(x;) si x; no es un nunicro
entero. Demuestre que f'(x|) no existe si x; es un mime-
ro entero. Si x; es un nimero entero, ;qué se puede decir
acercade f' (x|) y de f',(x|)?

Sea f(x) = (x — 1)[x]). Trace la grifica de f para x en
[0, 2]. Calcule, si existen: (a) f'_(1), (b) f',.(1), (€2 f'(1).
Sea f(x) = (§ — x)[x]l. Trace la gréfica de f para x en
[4, 6]. Calcule, si existen, (a) f'_(5), (b) f',(5), (¢) f(5).

3 DERIVADA NUMERICA

45. Pada f(x) = (x:— a)[[x]], donde a es un nimero entero,

muestre que f' (@) + 1 = f',(a).

46. Seaf la funcién definida por

g(x)-g@) G yxxga
fx) = x-a
g'(a) six=a

Demuestre que si g(a) existe, entonces f es continua en a.

47. (a) Sean f(x) =

|x| y g(x) = —|x]|. Encuentre una
formula para (f + g)(x) y demuestre que f + g es di-
ferenciable en 0. Utilice las funciones f y g como ejem-
plos para explicar por qué es posible que la suma de dos
funciones es diferenciable en un nimero aunque ninguna
sea diferenciable en el nimero en cuestién. (b) Sean
F(x) = x7! y Gx) = —x~!. Encuentre una férmula para
(F + G)(x). (Es diferenciable F + G en 0?7 ;Pueden
emplearse las funciones F y G en lugar de fy g como
ejemplos para la explicacién del inciso (a)? Explique su
respuesta.

ANy -
i

(@ + Ax,f(a + Ax))
(@, fay

~a - Ax,f(n - Ax))
Ny = ) e

-—Ax—---—Ax—o
L

a—Ax a a+ Ax

FIGURA 1

La derivada numérica es importante debido a que su gréifica puede trazarce
en una grificadora. Ademds, la derivada numérica puede emplearse para
obtener una aproximacién de la derivada de una funcién en un mimero
particular siempre que la derivada exista.

Para desarrollar el doncepto de derivada numérica, recuerde que f'(a),
la derivada de la funcién f evaluada en el nimero a, est4 definida como el
limite del cociente de diferencias estdndar

1

i L@+ A% - f(a)
fla) = im | S—— a

si este limite existe. En:,él ejercicio 55 de la seccién 2.1 se le pidi6 que
demostrara que si f'(a) existe, entonces
NS

- f(a+Ax)—f(a—Ax) .
@ o @

Si no realiz6 este ejerc101o cuando estudié la seccién 2.1, regrese y hagalo
ahora. El cociente L

fla + Ax) — f(a — Ax)

2Ax &)

que aparece en (2) se denomina cociente de diferencias simétricas de la
funcién f en el mimero a. El término simétricas es apropiado porque el co-
ciente es la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos
(@ - Ax,f(a — Ax)) y(a + Ax,f(a + Ax)). Consulte la figura 1. Al valor
elegido de Ax se le 1lama tolerancia.
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P EEMPLOT s
S = Jx .

(a) Utilice el resultado del ejemplo 5 de la seccién 2.1 para calcular el va-
lor e¢xacto de f'(4). Obtenga una aproximacién de f'(4) empleando el
cociente de diferencias simétricas de f en 4 con cada una de las tole-
rancias siguientes: (b) 0.1; (¢) 0.01 y (d) 0.001.

Solucién
(a) Del ejemplo 5 de la seccién 2.1
o = 2=

2Vx
Asi, f'(4) = 0.25.

(b)-(d) De (3), el cociente de diferencias simétricas defendes

Va4 + Ax - J4 - Ax
2Ax '
Ahora se evaluard el cociente con la tolerancia A x indicada.
®) Ax = 0.1
AT 0d - a0 '
70T) = 0.2500195366
(©) Ax'= 001
V4 + 001 - V4 - 001 _
30.01) — = 0.2500001953
(@ Ax = 0.001
4 + 0001 - 4 - 0001 _
—3(0.001) = 0.2500000019 4

Observe en el ejemplo 1 que el cociente de diferencias simétricas de f en
4 proporciona una buena aproximacién de f'(4), y la menor tolerancia da la
mejor aproximacién. Si para una tolerancia especifica se compara la aproxima-
cién de f'(a) determinada mediante el cociente de diferencias simétricas con la
obtenida por medio del cociente de diferencias estdndar (1), s observaré que
el cociente de diferencias simétricas proporciona una mejor aproximacién. En
los ejercicios 1 a 4 se le pedird. que realice algunas de estas comparaciones.

Se utilizard el cociente de diferencias simétricas para calcular la deri-
vada numérica de una funcién en un nimero, exactamente como lo hacen
algunas graficadoras con la eleccién de la tolerancia del usuario. Por tanto,
se presenta la siguiente definicién formal:

- 2.3.1 Definicion de derivada numeérica

VLI
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En este texto, se calcularda NDER(f(x), @) con una tolerancia de 0.001;
esto es, ’

f(a + 0.001) - f(a - 0.001)
0.002

NDER(f(x), a) = @

Observe en el enunciado del ejercicio 55 de la seccién 2.1 que
NDER( f(x), a) proporciona una aproximacién para f'(a) sélo si f'(a) exis-
te; es decir,

NDER(/(), @) = f'@) | si f'(@) existe ®)

Consulte el manual del usuario acerca de cémo obtener la derivada numéri-
ca en su graficadora particular. Si su calculadora no tiene esta funcion, usted
puede emplear un programa o el cociente de diferencias simétricas de (4).

P EJEMPLO 2 s

fx) =

= [w

(a) Aproxime f'(5) con cinco cifras decimales calculando NDER(f(x), 5)
en la graficadora. (b) Confirme analfticamente la respuesta del inciso
(a) calculando f'(5) a partir del resultado del ejemplo 3 de la secci6n 2.1.

Solucién
(a) En la graficadora se tiene

NDER'(%, 5) = ~0.1200000048

Por tanto, con cinco cifras decimales, f'(5) = —0.12000.
(b) Del ejemplo 3 de la seccién 2.1,

() = — 3
F) =
Asi, f'(5) = —0.12, 1o cual es acorde con la respuesta del inciso (a). 4

La notacién NDER( f(x), x) denota la derivada numérica de la funcién
fen x; esto es,

L " f(x + Ax) = f(x - Ax)
NDER(f(x),x) = e

Tanto para las funciones lineales como para las cuadréticas
NDER(f(x), x) es exactamente f'(x). Se le pidard que demuestre esto en los
ejecicios 21 y 22.

En la graficadora puede trazarse la grifica de NDER(f(x), x). Com-

prenderd la importancia de esta caracteristica de la graficadora conforme
avance en el texto.

» EJEMPLO 3 L funcién del ejemplo 3 de la seccién 2.1 estd
definida por -

fix) =

= |w
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[~6, 6] por [-7, 1],

f® = -2 y NDER(Z, »
X X

FIGURA 2
y
A
(-Ax, |-Ax|) ! Az, |Ax))
2 > x
Jix) = le
FIGURA 3

Utilice la grifica de NDER( f(x), x) para apoyar el valor de f'(x) calcu-
lado en la seccién 2.1,
Solucién La figura 2 muestra el resultado de trazar las graficas de
NDER(% , x) y de la funcién f’ definida por
(x) = ——>
fo =-3

en el rectdngulo de inspeccién de [-6, 6] por [-7, 1]. El hecho de que las
dos gréficas aparecen idénticas apoya el valor de f(x). 4

De (5), NDER(f(x), a) = f'(a) si f'(a) existe. La condicién de que
f'(a) debe existir a fin de que NDER(f(x), a) proporcione una aproximacién
de f'(a) es indispensable, como se mostrar4 en el siguiente ejemplo.

> EJEMPLO 4 El gjercicio 55 de la seccién 2.1 establece que si
['(a) existe, entonces

' _ 1. fla+ Ax) - f(a - Ax)
fla) = AIP—EO 2Ax

Demuestre, empleando la funcién valor absoluto, que es posible que
exista el limite de la ecuacién anterior aunque f'(a) no exista.

Solucién Conf(x)= |x| ya = 0, se tiene

. fla+Ax) - fla-Ax) _ .. [0+ Ax|-]0 - Ax]
AliTyo 2Ax - AIPP»O 2Ax
 |ax] - |- ax|
AI:I-EO 2Ax

lim 0

Ax—0

=90

Asf, el limite existe y es igual a 0. Sin embargo, se sabe, del ejemplo ilus-
trativo 4 de la seccién 2.2, que la derivada de la funcién valor absoluto no
existe en cero.

Si se calcula NDER( lx ] ,0) en la graficadora, se obtendrd 0. Este
resultado es consistente con lo aprendido en el ejemplo 4, pero, por supuesto,
esto no proporciona la derivada de la funcién valor absoluto en 0. La figura 3
también apoya el resultado del ejemplo 4. Esta figura es el caso especial de
la figura 1, donde f(x) = |x|. El cociente de diferencias simétricas es la
pendiente de la recta secante que pasa por los puntos (-Ax, I—Ax |) y
(Ax, |Ax|), 1a cual es O para cualquier eleccién de Ax.

La discusién del pérrafo anterior debe convencerlo de ser muy cuida-
doso cuando emplee el valor de la derivada numérica de la funci6én fen a
para aproximar el valor de f'(a). Los dos valores son aproximadamente igua-
les dnicamente si f(a) existe. Vea los ejercicios 27 a 29 para atros ejemplos
que muestran este hecho.
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EJERCICIOS 2.3 | - |

En los ejercicios 1 a 4, haga lo siguiente: (a) en la calculadora,
obtenga los valores del cociente de diferencias simétricas

fa s Ax)2 ;{(2 =A%) y elabore una tabla para la funcién f
dada cuando. Ax es igual a 0.10, 0.09, 0.08, . . ., 0.01 y -0.10,
0.09, -0.08, . .., -0.01. ;A qué valor parece que se aproxima
el cociente de diferencias simétricas conforme Ax tiende a 0?
(b) En la graficadora, determine NDER(f(x), 2) y compare
este niimero con la respuesta del inciso (a) y el valor éxacto de
f'(2) calculado en el inciso (b) del ejercicio indicado de la
seccion 2.1. (c) Compare los valores calculados en el inciso
(a) de este ejercicio con los valores' correspondientes tabu-
lados en el inciso (a) del ejercicio indicado de la seccién 2.1,
donde se utiliz6 el cociente de diferencias estdndar. ;Qué ta-
bla de valores proporciona la mejor aproximacidn a f'(2)?

1 f(x) = 3x? - x; ejercicio 17.
2. f(x) = x3; ejercicio 18.
3. f(x) = J6 - x;ejercicio 19.

- 1
4 f0) = — "
En los ejercicios 5 a 8, utilice la grdfica de la derivada nu-
mérica en x trazada en la graficadora para apoyar el valor
de la derivada determinada en el ejercicio indicado de la
seccidn 2.1.

; ejercicio 20.

8. (@) Ejercicio33 () Ejercicio35  (¢) Ejercicio 37
6. (m) Ejercicio34  (b) Ejercicio 36 (¢) Ejercicio 38
7. @ Ejercicio39 () Ejercicio41  (¢) Ejercicio 43
& (a) Ejerciciod0  (b) Ejerciciod2 () Ejercicio 44

En los ejercicios 9 a 20, haga lo siguiente: (a) utilice la deriva-
da numérica de la funcién f en el niimero x,, calculadada en la
graficadora, para determinar la pendiente de la recta tangen-
te a la grdfica de f en el punto donde x = x,; (b) encuentre
una ecuacion de la recta tangente a la grdfica de f en el punto
(xp, f(x)); (c) trace la grdfica de f y la recta tangente en el
mismo rectdngulo de inspeccidn.
9 f) =@~ x=2

10. f(x) =2 + 2x—x%x = -1

M f)=x2-2&x-4x =3

12 f) =2 -2 + S;x, = 4

13 f) = Vx2 - 16;x, = -5

W fx) = ¥25-x2;5,. =3
2 -1
18, f(x) = :2+4;x1=1
3-x2
16. = 1xy = =2
SO = A

17. f(x) = x senx;x;) = 1
18. f(x) = x> cosx;x; = 2

19. f(x) = sen(cosx);x; = 2
20. f(x) = tan(senx);x, = 3

21.° Demuestre que si f es una funcién lineal, entonces
NDER(f(x), x) es exactamente f'(x).

22. Demuestre que si f es una funcién cuadrética, entonces
NDER(f(x), x) es exactamente f'(x).

23. Sea f(x) = x? + 2. (a) Trace las gréficas de f y de
NDER(f(x), x) en el mismo rectdngulo de inspeccién.
;Para qué valores de x se tiene que (b) NDER(f(x), x) > 0,
y (c) NDER(f(x), x) < 0? ;Para qué valores de x parece
que (d) f(x) crece conforme x crece, y (e) f(x) decre-
ce conforme x crece? (f) Compare las respuestas de los
incisos (b)y (d) y delos incisos (c) y (e).

'24. Realice ¢l ejercicio 23 coamsiderando ahora que

f@= 5.

X
28. Haga el ejercicio 23 considerando ahora que

fo) = Ja-a2,
26. Efectie el ejercicio 23 considerando ahora que

fo = s -4,

27. Sea f(x) = x!3. En el ejemplo 1 de la seccién 2.2, se
mostré que f'(0) no existe. (8) Calcule NDER(f(x), 0)
mediante la ecuacién (4). (b) Apoye la respuesta del
inciso (a) determinando NDER( f(x), 0) en la graficadora.
(c) Explique por qué existe NDER(f(x), 0) para esta
funcién aunque no existe f(0). (d) Trace la gréfica de
NDER(f(x), x). ;{Qué es lo que observa cuando x = 0?7
(e) (Es consistente la respuesta del inciso (d) con lo

_aprendido en el ejemplo 1 de la seccién 2.2? Explique
su respuesta.

28. Sea f(x) = x'. (@) Utilice la férmula (7) de la seccién
2.1 para mostrar que f'(0) no existe. (b) Calcule
NDER( f(x), 0) mediante la ecuacién (4). (c) Apoye la res-
puesta del inciso (b) determinando NDER(f(x), 0) en la
graficadora. (d) Explique por qué existe NDER( f(x), 0)
para esta funcién aunque no existe f'(0). (e) Trace la gré-
fica de NDER(f(x), x). (Qué es lo que observa cuando
x = 02 () {Es consistente la respuesta del inciso (¢) con
la respuesta del inciso (a)? Explique su respuesta.

29. Siga las instrucciones del ejercicio 28 para f(x) = x%°,

30. Compare los célculos de f(0) de los ejercicios 27 y 29.
Después compare el valor de NDER(f(x), 0) calculado en
el inciso (a) del ejercicio 27 con el valor de NDER( f(x), 0)
calculado en el inciso (b) del ejercicio 29. Explique por qué
se obtiene una conclusién semejante para f°(0) en las dos
funciones peroresultados completamente diferentes para
NDER( f(x), 0).




2.4 TEOREMAS SOBRE DIFERENCIACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS Y ... 123

"4 TEOREMAS SOBRE DIFERENCIACION DE FUNCIONES
ALGEBRAICAS Y DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Debido a que el proceso del célculo de la derivada de una funcién a partir

i . de la definicién 2.1.3 es muy largo, se estudiardn ahora algunos teoremas
que permitirdn determinar las derivadas con mayor facilidad. Estos teore-
mas se demostrardn a partir de la definicién 2.1.3. En el enunciado de los
teoremas se emplea la notacién de Lagrange para la derivada, y la conclu-
sién se expresa con la notacién D, (f(x)) y en palabras.

§ 2.4.1 Teorema Regla de diferenciacién de una
: constante

. 8ices una constante y si f(x) = ¢, éntonces

fix) =0

Demostracion

. . + Ax) —
e 160 = Jim LG 80 - /)
c-c
o . : AxlEO Ax
lim O
Ax—0

< : 0

]

DJc)=0 =

La derivada de una constante es cero.

5 . [ EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 si f(x) = 5. entonces. por el

teorema 2.4.1

=0

Este resultado es apoyado por la gréfica de f(x) = 5 de la figura 1. Como
la gréfica es una recta paralela al eje x, entonces la pendiente.de la grifica
serd 0 en cualquier parte.

2.4.2 Teorema Regla de diferenciacion de potencias
(para potencias con exponentes enteros positivos)

_Si n es un ndmero entero positivo y si f(x) = x”, entonces ‘

f' = _ﬂxn—l

RS . Demostracion
Do ) = lim L& AN = f(0)
Ch . fx = Al}cxgo Ax

no_
lim (x + Ax) x"
x>0 Ax



124 CAPITULO 2 DERIVADA Y DIFERENCIACION

f)

It

Al aplicar el teorema del binomio a (x + Ax)" se tiene

[x" + nx""Ax + n_(nZT_l) XT2AX)? + ..+ nx(AX)"T) 4 (Ax)"] - x"
" !
Ax
nx"1Ax + L”z—}ﬁ " 2(A0 + ..+ nx(Ax)") 4 (Ax)n
Ax

Si se divide el numerador y el denominador entre Ax se obtiene

f'x) = lim [n_x"‘l LU S N nx(Ax)""2 4+ (Ax)"‘l]
Ax—0 2!

Cada término excepto el primero tienen un factor Ax; por tanto, todos los
términos excepto el primero tienden a cero conforme Ax se aproxima a 0. Asf,

fG) = nxn! .

D(x") = nxnl

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  Sif(x) = x® entonces
fix) = 8x7. 4

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Sea fla funcién identidad; esto

es, f(x) = x. Por el teorema 2.4.2
fio) = 1-x0

Observe que si x = 0, 1 se transforma en 0° lo cual no estd definido, pero
six # 0,x0 = 1, de modo que

fix) =1 six # 0

Para calcular f'(0) para la funcién identidad, se aplica la férmula (7) de
la secci6én 2.1:
lim f(x) — f(0)
x=20 X — 0
-0

: X
= lim =——
x=0 X

10

Il

= lim1
x—0

1

il

Por tanto, para toda x, D,(x) = 1. 4

producto de una funcién por una constante
Si fes una funcién, ¢ €s una constante y g es la funclﬂnddhma por
g =cf®)
ysi f'exisé, entonces .
g =c-f@
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Demostraciéon
0oy = e 8+ Ax) - g(x)
g(x) - Al:[—lylo Ax
= lim cof(x + Ax) - cf(x)
Ax—0 Ax
= lim c- [f(x + Ax) — f(x):'
Ax—0 Ax
=c¢- lim f(x + Ax) - f(x)
Ax—0 Ax
= cf'(x) a

Dylc- f(0)] = ¢ Dyf(x)

La derivada de la multiplicacion de una funcién por una constante es
igual a la derivada de la funcién multiplicada por la constante.

Al combinar los teoremas 2.4.2 y 2.4.3, se obtiene el resultado siguiente:
Si f(x) = cx", donde n es un nimero entero positivo y ¢ es una constante,
entonces

fix) = cnx™l

D(cx™ = cnx™!

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 sif(x) = 5¢7, entonces

fx) =578
= 35x% 4

2.4.4 Teorema Regla de diferenciacién para la suma

Sif y g son funciones y si / es la funcién definida por
h(x) = f(x) + gx)
y sif'(x) y g '(x) existen, entonces

h'(x) = f'(x) + g'(x)

Demostracion
(x) = lim Ax* A= h(x)
W@ = fim S

- [flx + Ax)+ g(x + Ax)] - [f(x) + g(x)]

- AXTO Ax

= lim | &A= f() | glx + Ax) - g(X)]
Ax—0 Ax Ax

= qim JEFAO- fO L gx + AX) — g(x)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

= fl(x) + g'x) ) =

D;If(x) + g(x)] = D.f(x) + D.g(x)
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Cedts

La derivada de la suma de dos: funciones es igual a la suma de sus deri-
vadas si estas derivadas existen.

El resultado del teorema anterior puede extenderse a cualquier nimero
finito de funciones mediante induccién matemadtica. Este hecho se establece
en el siguiente teorema.

2.4.5 Teorema

La derivada de la suma de un nimero finito de funciones ¢s igual a la
suma de sus derivadas si estas derivadas existen.

De los teoremas anteriores, se tiene que la derivada de cualquier funcién
polinominal puede calcularse ficiimente.

P EJEMPLO 1  Determine %) si
fO) =Tx*t - 263 + 8x + 5
Solucién

i = D(Tx* - 223 + 8x + 5)

D (Tx%) + D,(-2x3) + D,(8x) + D,(5)
= 28x3 - 6x2 + 8 4

La derivada del producto de dos funciones no es lo que usted espera; esto
es, no es el producto de las derivadas, como se mostrara en el ejemplo ilus-
trativo siguiente.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 sea
R = (2% — 4x3(3x5 + x2)

Se puede calcular la derivada 4'(x) con los teoremas anteriores si se desa-
rrolla el miembro derecho'y se diferencia el polinomio resultante como sigue:

h(x) = 6x8 — 12x7 + 2x° — 4x*
h'(x) = 48x7 - 84& + 10x* - 16x3
: T A

' Ahora corisidere

il

f) = 2x3 - 4x2  derodoque  f(x) = 6x% — 8x
gx) = 3x3 + x2 de modo que g'(x) = 15x% + 2x

Observe que A(x) = f(x) - g(x) pero A'(x) # f'(x) - g'(x). 4
2.4.6 Teorema Regla de diferenciacion para el producto
Sify g son funciones y h es la funcién definida por

h(x) = f(x) - g(x)
-y sif(¥)y g'x) existen, entonces

W@ = FOR®) + 8WFe)
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h'(x) =

Demostracién
h(x) = Al,i'_',’o h(x + AAx:~ h(x)

fim f&+ A%)- g(x + A%) - f(x) - g(x)
Ax—0 Ax

A continuacién se realizard un poco de manipulacién hébil que condu-
ciré a los lfmites que definen f'(x) y g'(x). Al restar y sumar f(x + Ax) - g(x)
en el numerador se obtiene

im f&+ AX) - g(x + AD) = f(x + Ax) - g(x) + f(x + AX) - g(x) ~ f(x) - g(x)

AL‘TO flx+ 49 A!V‘TO

Ax

A Ax

A‘.".‘o[ Flx + Ax) - BE Ax))‘ =88 | iy S F 8D - f(x)]

A!rh-‘olo[f (x4 a9 B2 AAxJ):- gu)] * AyTo[g(x) S fu)]

Ax
Ax) - f(x)

g8(x + Ax) - g(x) . f(x +
X + A!rh-?o 8(x) A!rfTO Ax

A
Como f es diferenciable en x, por el teorema 2.2.1, f es continua en x;

por tanto, A"’_?o f(x + Ax) = f(x). También Alh-?o g(x) = g(x),

. Ax) - " Ax) ~ ,
Jim EEE LD IO gy y i LEEEI T gy

por lo que se obtiene
K@) = fOF® + g0f @ .
D [f(x)g(x)] = f(x) - D;g(x) + g(x) - Dof(x)
La derivada del producto de dos funciones es igual a la primera funcidn

por la derivada de la segunda mds la segunda funcién por la derivada de la
primera si estas derivadas existen.

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6  Se aplica la regla del producto

para calcular h'(x) para la funcién h del ejemplo ilustrativo 5:
h(x) = (23 - 4x%)(3x% +x?)
De la regla del producto,

@x3 = 4x)(15x% + 20) + (3x5 + x2)(6x2 - 8x)
(B0x7 ~ 60x® + 4x% - 8x3) + (18x7 - 24x6 + 6x¢ ~ 8xY)
48x7 ~ 84x6 + 10x4 ~ 16x3

k')

Lo cual es acorde con lo obtenido para h'(x) en el ejemplo ilustra-
tivo 5.

No dude en concluir que el célculo de h'(x) en el ejemplo ilustrativo 5
fue més simple que en el cdlculo del ejemplo ilustrativo 6. Pero recuerde que
h(x) en estos ejemplos es un polinomio. Se aplicaré la regla del producto a
muchas otras funciones diferentes de los polinomios.
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h'(x)

Puesto que la derivada del producto de dos funciones no es el producto
de sus derivadas, la derivada del cociente de dos funciones no es el cocien-
te de sus derivadas, como se vera en el siguiente teorema.

2.4.7 Teorema Regla de diferenciacion para el cociente

Si fy g son funciones y h es la funcién definida por

Gy = ‘5‘% donde g(x) # 0

y si f'(x) y g'(x) existen, entonces

- X)) - f(x)g'(x)
h(x) S

Demostracién

hx) = AlxiTo L Aszs )

fix + Ax) _ f(x)
m Ex+ A0  glx)

]
=

Ax—0 Ax
= lim L+ AD - g(x) = flx) - glx + A%
= Ax—0 Ax - g(x) - g(x + Ax)

Como se hizo en la demostracién de la regla del producto, se efectuard
otra hébil manipulacién. En esta ocasién se resta y suma f(x) - g(x) en el nu-
merador para obtener

lim L+ A0 - g(x) = f(x) - g(x) = f(x) - glx + Ax) + f(x) - g(x)
Ax—0 Ax - g(x) g(x +Ax)

S+ Ax - f) | L 8(x + Ax) - g(x)
o [g(X) Ax } [f(x) e e — }
Ax—0 Ax - g(x) - g(x +Ax)

g(x + Ax) — g(x)

fx +Ax = f(x) _
mo Ax

AL‘TO 8(x) - A£1—> Ax ALITO S - ALlin.o

A!riTO 8(x) - A}rlTO glx +4x)

Como g es diferenciable en x, entonces g es continua en x; de modo que se tie-

ne lim g(x + Ax) = g(x). También lim g(x) = g(x)y lim f(x) = f(x).
Ax—>0 Ax -0 A:x -0

Con estos resultados y las definiciones de f'(x) y g'(x) se obtiene

vy = 83X fx) - flx) - g'(x)
hx) g(x) - g(x)

g(x)f'(x) = flx)g'(x)
[g(0))?

I.n;[ﬁ;"l] - EEDS() ~ f)Dyg(x)
“em ] (g®P
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La derivada del cociente de dos funciones es igual a la fraccion que tie-
ne como denominador el cuadrado del denominador original, y como su
numerador tiene al denominador original por la derivada del numerador
menos el numerador por la derivada del denominador original si estas
derivadas existen.

’ EJEMPLO 2 Determine

3
Dx(sz + 4)
x4 +1

Solucion
D (2x3 + 4) _ (2 +1)6x2) ~ (23 + 4)(2x)
U x? +1 (x2 +1)?
- 6x% + 6x2 — 4x% - 8x
(x2 +1)?
_2x* + 622 - 8x) <
(x2 + 1)2

2.4.8 Teorema Regla de diferencizcion de potencias
{para potencms con exponenies €nferos negatlvos]

F] e .
Si f(x) .= x™", donde —n es un ndmero. qnup:o m)' x#0,
entonces

F@® = -axt

Demostracion Puesto que —n es un niimero entero negativo, entonces
n es un nimero entero positivo. En consecuyencia, se expresa f(x) como un
cociente y se aplica la regla del cociente. Asf,

1
fle) = -
. x"-0~1.pxnl

= 2L
', 3y
—nx"~1

12"

= —pxn-1-2n

= —nx~n1

P EMMPLO 3- Determing _
(%)

&I~

T

kml"w

N—
I

4 (345
= dx(3x )
3(-5x76) .

il



130 CAPITULO 2 ' DERIVADA Y DIFERENCIACION

Si r es cualquier ndmero entero positivo o negativo, entonces se tiene la regla
para potencias:

Dy(x") = rx1

De esta férmula y de la regla del producto de una funci6n por una constante
se obtiene

D, (cx") = crx1

si ¢ es una constante y r es cualquier nimero entero negativo o positivo.

Si la funcién f es diferenciable, entonces su derivada f’ se llama, en
ocasiones, primera derivada de f o primera funcién derivada. Si la fun-
cién f' es diferenciable, entonces la derivada de f' se denomina segunda
derivada de f o segunda funcion derivada. La segunda derivada de f
se denota por f" (que se lee “f biprima”). De la misma manera, la tercera
derivada de f o la tercera funcién derivada, estd definida como la deri-
vada de f"', suponiendo que la derivada de f” existe. La tercera derivada de f
se representa por ' (lo cual se lee como “f triprima”).

La n-ésima derivada de la funci6n f, donde n es ndmero entero mayor
que 1, es la derivada de la (n ~ 1)-ésima derivada de f. La n-ésima derivada
se denota por f™. De modo que si f™ es la n-ésima derivada, entonces se
puede representar la funcién f misma como f©,

» EJEMPLO 4 Encuentre todas las derivadas de la funcién f de-
finida por

fG) = 8x* + 5x3 - x2 + 7
Solucién

) = 32x3 + 15x2 - 2x

fx) = 96x2 + 30x - 2

[ = 192x + 30

O = 192

f(s)(x) =0

f®@ =0 n=S5 <

. - . . dy
La notacién de Leibniz para la primera derivada es gt Pu\é‘g segun-

. 2,
da derivada de y con respecto a x la notacién de Leibniz es Z_ZX’ debido a
x

44 f dy i
que representa i [ o (y)]. El simbolo T es una notacién para la
n-ésima derivada de y respecto a x.

Otros simbolos para la n-ésima derivada de fson

d"
dx"

/@] Dy f)]

Para denotar la segunda derivada numérica de la funcién f en x se uti-
liza la notacién NDER2( f(x), x); esto es,

NDER2(f(x), x) = NDER(NDER(f(x), x), x)
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[-6, 6} por [-4.4)
f = -3x* y NDER(x?,x)
FIGURA 2

[-6, 6] por [-4,4)
f”fx) = 12x3 y NDER2(x>, %)
'FIGURA 3

P EJEMPLO 5  Calcue

_d_(L) L(L)
dx \ x3 dx? \ x3

y apoye las respuestas grificamente.

Solucién Sea —13— = x73, entonces
X

d -3y _ _3,-4

dx(x ) 3x

d (-3 _ -5

zr ) =1 .

Para apoyar gréificamente las respuestas, primero se traza la grifica de la
funcién definida por f(x) = —3x~* y NDER(x73,x) en el rectingulo de
inspeccién de [-6, 6] por [-4, 4]. La figura 2 muestra que las grificas son
idénticas, lo cual apoya la respuesta de la primera derivada. Ahora se trazan
las graficas de las funciones definidas por f(x) = 12x~5 y NDER2(x73, x)
o, equivalentemente, NDER(-3x7%, x), en el rectingulo de inspeccién de
[-6, 6] por [-4, 4], para obtener la figura 3. En esta figura se muestra que
las dos gréficas son idénticas, lo que apoya la respuesta para la segunda
derivada.

EJERCICIOS 2.4

En los ejercicios 1 a 24, obtenga la derivada de la funcion por

medio de los teoremas de esta seccion.

1L fx) =Tx-5 2. g
380 =1-2x-2x2 4. f(x)
5. f) = x3 - 3?2 + 5x -2

6. f(x) = 3x* - 5x2+ 1

7. f@) = x% -2t

8 gx) =x" - 2x% + 523 - ™x

9. F&) = ;1* - 177

10. H(»x) = %x’ -x+ 2

1. vy = 3nr’

12. G(y) =y + 75 ~y3 + 1

13, F) = x2 + 3x + ;17

4 fG) = f;- + x% 15. g
16. fx) = x* -5 + 272 + 41574
o=+ 18 H® =
19. f(5) = V3> - &)

20. gx) = 2x2 + 5)dx - 1),

2l F() = 2x* - 1523 + 6x)

2. f(r) = (4% + 3

23 G(y) = (7 - 3y ~

24. F(D = (> -2t + D% + 3p)

En los ejercicios 25 a 36, calcule la derivada aplicando los
teoremas de esta seccion. En los ejercicios 25 a 30, apoye la
respuesta trazando en la graficadora la grdfica de su respuesta
y de la derivada numérica en x, en el mismo rectdngulo de

=8 - 3x
42 + x4+ 1

inspeccion.

25. DJ(x? - 3x + 2)2x° + 1)}

26. D,(%)

7. o) . 0(3)

» fEgn) e g

d 5t
3. —
= 4x* - 14 dt(1+2t2)
4x
3 i(x4f2x2+5x+1)
* dx x4
5
6x° 33 4 y} -8 3 2 s2 - a®
) d_)’(y3+8) ) Tz's_(s2+a2)
35. Dx[:’::; (x - 1)]
%3 + 1 2 -1
36. D, 5 3(1 -2xV +1)
x4
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En los ejercicios 37 y 38, determine todas las derivadas de la
funcion

37, f(x) = 6x° + 3x* — 2x% + 522 - 8x + 9

38, f(x) = 2x7 - x> + 5x3-8x + 4

39. Calcule D,3(6%)

: 4
40. Determine -fi—a—(x5 - 15)
dx 15x
2
En los ejercicios 41 y 42, determine j—zi y apoye grdfica-
x

mente su respuesta trazando en la graficadora la grdfica de la
respuesta 'y la segunda derivada numérica en x, en el mis-
mo rectdngulo de inspeccion.

4
41. y = IX;I

En los ejercicios 43 a 46, encuentre una ecuacién de la recta
tangente o de la recta normal, segiin se indica, y apoye su
respuesta trazando la recta’y la curva en el mismo rectdngulo de
inspeccion.

43. Larectatangentealacurvay = x> ~ 4 enel punto (2, 4).

44. La recta tangente a la curva y = 28 en el punto
@n. x“+ 4

45. La recta normal a la curva y = '14 7 en el punto
4, -5). o

46. La recta normal a la curva y = 4x2 — 8x en el punto
(1, -4).

47. Obtenga una ecuacién de la recta tangente a la curva
y = 3x% — 4x que sea paralela a la recta 2x — y +
3 = 0. Apoye su respuesta trazando la recta y la curva
en el mismo rectdngulo de inspeccion.

48. Determine una ecuacién de cada una de las rectas tan-
gentes a la curva 3y = x> — 3x2 + 6x + 4 que son pa-
ralelas a la recta 2x — y + 3 = 0. Apoye sus respuestas
trazando la curva y las rectas en el mismo rectangulo de
inspeccion.

49. Encuentre una ecuacién de cada una de las rectas norma-
lesalacurva y = x> — 4x que sean paralelas a la recta
x + 8y — 8 = 0. Apoye sus respuestas trazando la cur-
va y las rectas en el mismo rectdngulo de inspeccién.

50. Obtenga una ecuacién de la recta tangente a la curva
y = x* - 6x que sea perpendicular a la recta

2.5 MOVIMIENTO RECTILINEO

x ~ 2y + 6 = 0. Apoye su respuesta trazando la curva y
las dos rectas en el mismo rectdngulo de inspeccién.

51. Determine una ecuacién de cada una de las rectas que pa-
san por el punto (4, 13) y que sean tangentes a la curva
y = 2x?2 — 1. Apoye sus respuestas trazando la curva y
las rectas en el mismo rectingulo de inspecci6n.

52. Seaf(x) = %x3 +2x2 4+ 5x + 5.Muestreque f'(x) = 0
para todos los valores de x.

53. Sif, g y h son funciones y ¢(x) = f(x) - g(x) - h(x), de-
muestre que si f(x), g'(x) y h'(x) existen, entonces

¢'(x) = fx) - glx) - A'(X) + fx) - g'(x) - A(x)
+ fix) - g(x) - h(x)

Sugerencia: aplique la regla del producto dos veces.

Utilice el resultado del problema 53 para diferenciar las fun-
ciones de los ejercicios 54 a 57.

54. f(x) = (x% + 3)2x - 5)(3x + 2)

55. h(x) = 3x + 2%(x2 - 1)

56. g(x) = Gx? + x(x + N2 - 5)

57. o) = &2 + x + 1)

58. Sify g son dos funciones tales que sus primeras y segun-

das derivadas existen y si & es la funcién definida por la
ecuacion h(x) = f(x) - g(x), demuestre que

R'(x) = f() - ") + 2f'(x) - g'0) + f(x) - g(x)

59. Siy = x", donde n es cualquier mimero entero positivo,

demuestre por induccién matemdtica que % =n!
X

60. Dé una demostracién alternativa de la regla de diferen-
ciacién de potencias (para potencias enteras positivas)
mostrando que si f(x) = x”, entonces f'(@) = na™! apli-
cando la férmula (7) de la seccién 2.1.
Sugerencia: factorice x” — a”, empleando la férmula
(12) de la seccién suplementaria 1. 5.

61. Demuestre que si fy g son dos funciones diferenciables
tales que f(0) = g(0) = 0, entonces el producto de fy g
no puede ser la funcién identidad; esto es f(x) - g(x) # x.
Sugerencia: aplique la regla de diferenciacién del producto.

62. Explique por qué tres teoremas sobre diferenciacién per-
miten diferenciar cualquier polinomio. Incluya los enun-
ciados de los teoremas en su explicacién.

La derivada de una funcién f en el ndmero x; tiene una interpretacién im-
portante como la tasa de variacion (o razén de cambio) instantdnea de f en
x1, la cual se tratard en esta seccién y la siguiente. Esta seccién se inicia
considerando una aplicacién en fisica: €l movimiento de una particula sobre
una recta. Dicho movimiento recibe el nombre de movimiento rectilineo.
Se elige arbitrariamente un sentido como positivo en la recta, y el sentido
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opuesto es el negativo. Para simplificar esta discusién, suponga que la
particula se mueve sobre una recta horizontal, cuyo sentido (o direccién) po-
sitivo es hacia la derecha y el sentido negativo hacia la izquierda. Selec-
cione algin punto sobre la recta y denételo por la letra O. Sea f la funcién
que determina la distancia dirigida de la particula a partir de O en cualquier
tiempo particular.

Para ser més especificos, sea s metros (m) la distancia dirigida desde O
a los ¢ segundos (s). Entonces s es 1a funcién definida por

s = f(

la cual proporciona la distancia dirigida desde el punto O hasta la particula
en un instante particular.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea
s=t24+2r-3

Entonces, cuando t = 0, s = -3; por tanto, la particula estd a 3 m a la iz-
quierda del punto O cuando ¢t = 0. Cuando ¢t = 1,5 = 0; de modo que la
particula se encuentra en el punto O en el segundo 1. Cuando ¢t = 2,5 = 5;
por lo que la particula se encuentra a Sm a la derecha del punto O a los 2s.
Cuando ¢ = 3,5 = 12; de manera que la particula estd ubicada a 12m a
la derechadel punto O a los 3s.

La figura 1 ilustra las diferentes posiciones de la particula para valo-
res especificos de ¢.

t=0 =1 t=2 t=3
- O O -
-5 o +5 +10 +15 s
FIGURA 1

Entre el tiempo t = 1 y t = 3, la particula se mueve desde el punto
donde s = 0 hasta el punto donde s = 12; por lo que en el intervalo de 2
segundos el cambio en la distancia desde O es 12 m. La velocidad promedio
de la particula es la razén del cambio en la distancia dirigida desde un punto
fijo al cambio en el tiempo. De modo que el nimero de metros por segun-
do de la velocidad promedio de la particuladesde t = 1at = 3es % = 6.
Desde t = 0 a ¢t = 2, el cambio en la distancia dirigida desde O hasta
la particula es de 8 m, por lo que el nimeros de metros por segundo de la
velocidad promedio de la particula, en este intervalo de 2 segundos, es
f=4 '

.En el ejemplo ilustrativo 1, la velocidad promedio de la particula evi-
dentemente no es constante; y la velocidad promedio no proporciona in-
formacién especifica acerca del movimiento de la particula en cualquier
instante particular. Por ejemplo, si un automévil recorre una distancia de 100
kilémetros (km) en el mismo sentido en 2 horas (h), se dice que la velocidad
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promedio (o velocidad media) con que recorre esa distancia es de 50 km/h.
Sin embargo, a partir de esta informacién no se puede determinar la lectura
del velocimetro del automévil en ningdn tiempo particular en el intervalo de
2 horas. La lectura del velocimetro en un instante determinado se conoce
como velocidad instantdnea. La discusién siguiente permitira llegar a una
definicién de lo que significa velocidad instantdnea.

Suponga que la ecuacién s = f(¢) define a s (el ndmero de metros de la
distancia dirigida de la particula desde el punto O) como una funcién de ¢ (el
nimero de segundos en el tiempo). Cuando ¢ = ¢, s = s,. El cambio en la
distancia dirigida desde O es (s — s;) metros durante el intervalo de tiempo
(t — t;) segundos, y el nimero de metros por segundo de la velocidad pro-
medio de la particula durante este intervalo de tiempo est4 dado por

5§ — 5
t—=n

0,como s = f(f) y s; = f{t;), la velocidad promedio se determina a partir de

f(t)—f(tl) (1)

t-4

Ahora, entre mas corto sea el intervalo de ¢ a ¢, més cerca estard la velocidad
promedio de lo que pensariamos que es la velocidad instantdnea en ¢;.

Por ejemplo, si la lectura del velocimetro de un automdvil al pasar por
el punto P es de 80 km/h, y si un punto P estd a 10 m de P entonces la veloci-
dad promedio del automévil conforme recorre esos 10 metros estard pré-
xima a 80 km/h ya que la variacién de la velocidad del automévil en este
pequefio espacio probablemente es ligera. Ahora bien, si la distancia de Py a P
se acortara a 5 m, la velocidad promedio del automévil en este intervalo es-
tarfa ain mds pr6xima a la lectura del velocimetro en P;. Este proceso se
puede continuar y la lectura del velocimetro en P; puede representarse
como el limite de la velocidad promedio entre P; y P conforme P tiende a P,.
Esto es, la velocidad instantdnea puede definirse como el limite del co-
ciente (1) conforme f tiende a ¢, suponiendo que este limite existe. Este limi-
te es la derivada de la funcién fen ¢,. En consecuencia, se tiene la definicién
siguiente.

2.5.1 Definicion de velocidad instantanea

Si f'es una funcién definida por la ecuacién

s = f(1)

y una partfcula se desplaza a lo largo de una recta, tal que s es el ni-
mero de unidades de la distancia dirigida de la particula desde un
punto fijo sobre la recta en ¢ unidades de tiempo, entonces la velo-
cidad instanténea de la particula a las 7 unidades de tiempo es v uni-
dades de velocidad, donde
= =R
v =fl) & ve= s
 si existe. :

La velocidad instanta‘mea'puede ser positiva o negativa, dependiendo de

que si la particula se desplaza en el sentido positivo o negativo. Cuando la
velocidad instantdnea es cero, la particula estd en reposo. La rapidez de una
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Tabla 2

t s v
0 -24 36
1 1 15
2 8 0
3 3 -9
4 -8 -12
5 ~-19 -9
6 -24 0
7 -17 15
8 8 36

particula en cualquier tiempo es el valor absoluto de la velocidad instan-
tdnea. En consecuencia, la rapidez es un nimero no negativo. Los tér-
minos “rapidez” y “velocidad instantdnea” se confunden con frecuencia.
Observe que la rapidez s6lo indica qué tan rdpido se estd moviendo la
particula, en cambio la velocidad instantdnea también indica el sentido
del movimiento.

’ EJEMPLO 1 Una particula se desplaza a lo largo de una recta
horizontal de acuerdo con la ecuacién

s=0£8-122+36t-24 120
Determine los intervalos de tiempo en los que la particula se est4 moviendo a

la derecha y en los que se mueve hacia la izquierda. También determine el
instante cuando la partfcula cambia de sentido.

Solucién
_ds
dt
=32 - 24r + 36
=32 - 8 + 12)
=3¢ - 2)¢t - 6)

La velocidad instanténea es cero cuando ¢+ = 2 y cuando ¢t = 6. Por tan-
to, la particula est4 en reposo en estos instantes. La particula se mueve hacia
la derecha cuando v es positiva y se mueve hacia la izquierda cuando v es
negativa. Se determina el signo de v en diferentes intervalos de ¢, y los re-

sultados se muestran en la tabla 1. 4
Tabla 1
t-2 t-6 Conclusidn

0<t1<2 R - v es positivo; la particula se mueve hacia la
derecha

t=2 0 - v es cero; la particula estd en reposo

2<1<6 + - v es negativo; la particula se mueve hacia la
izquierda

=6 + 0 v es cero; la particula estd en reposo

6 <t + + v es positivo; la particula se mueve hacia la
derecha

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  Para interpretar visualmente
el movimiento de la partfcula del ejemplo 1, consulte la figura 2 donde el mo-
vimiento de la particula es a lo largo de la recta horizontal de la figura. Sobre
la recta se ha indicado el comportamiento de la particula, descrito en la ta-
bla 1, donde las flechas indican el sentido del movimiento de la particula
sobre el eje horizontal. La tabla 2 proporciona los valores de s y v para los va-
lores enteros de ¢ de 0 a 8. El valor de s indica la posicién de la particula
sobre la recta horizontal para un valor determinado de .
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[-25, 10] por [-3, 5}
X0 =1 - 1262 + 36: - 24, y,(H) 2

FIGURA 3

1=7 t=8
t=6 PY
t=195 t=4 1=3
t=6 < -+ L 2 t =2
=1
t=20 > > ,g 1t =2
1 PR | i IlllAAllilllAllllJl 4o + I 3
T 7 t Tttt L LA »>
-25 -20 -15 -10 -5 o 5 10
FIGURA 2

Ahora se describird el movimiento de la particula. Cuando ¢ = 0, la
particula estd a 24 unidades a la izquierda de O y se desplaza hacia la derecha;
en t = 1, la particula se encuentra a 1 unidad a la derecha de O y sigue
moviéndose hacia la derecha; cuando t+ = 2, la particula est4 a 8 unidades a
la derecha de O y en reposo (se detiene por un instante) y después cambia
de sentido e inicia el movimiento hacia la izquierda; cuando ¢t = 3, la par-
ticula se encuentra a 3 unidades a la derecha de O y se desplaza hacia la
izquierda; en t = 4, la particula estd a 8 unidades a la izquierda de O y sigue
desplazdndose hacia la izquierda; cuando ¢+ = 5, la particula se encuentra a
19 unidades a la izquierda de O y el movimiento es hacia la izquierda; en
t = 6, la particula estd a 24 unidades a la izquierda de O y en reposo, des-
pués cambia de sentido e inicia el movimiento hacia la derecha; cuando
t = 7, la particula estd a 17 unidades a la izquierda de O y se desplaza hacia
la derecha; en t = 8, la particula se encuentra a 8 unidades a la derecha de
O y sigue moviéndose hacia la derecha; después la particula continda mo-
viéndose hacia la derecha. <

El movimiento rectilineo puede simularse en la graficadora. El método
implica la representacién del movimiento mediante ecuaciones paramé-
tricas, por lo que se debe activar el modo paramétrico de la graficadora. Si
usted no ha estudiado ecuaciones paramétricas en algtn curso anterior al de
Cilculo, consulte la seccién 9.1. El ejemplo ilustrativo siguiente muestra
el procedimiento para el movimiento rectilineo del ejemplo 1 y del ejemplo
ilustrativo 2.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para aclarar estas ideas, se

simulara el movimiento de la particula sobre la rectay = 2 en lugar del eje x.
Active la graficadora en modo paramétrico. Sean

nH =08 -122 +36:-24 y y1) =2

En el rectidngulo de inspeccién de [-25, 10] por [-3, 5], considere
tmin = 0, fmgx = 10y fyep = 0.05. Ahora presione la tecla [TRACE] (ras-
treo) y después presione la tecla flecha a la izquierda y manténgala opri-
mida hasta que el cursor esté en t = 0. La figura 3 muestra la pantalla de la
graficadora con su nuevo aspecto. Observe la informacién en la parte infe-
rior de lapantalla: t = 0,x = —24yy = 2.

De este modo, se estd preparado para iniciar el movimiento de la par-
ticula. Se presiona la tecla flecha a la derecha y se mantiene oprimida. El
cursor representa la particula que se mueve a lo largo de la recta y = 2.
Observe que la particula se desplaza hacia la derecha hasta que t = 2 y
x = §, cuando se detiene y cambia de sentido. Después, la particula se
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[-25, 10] por {-3,10)

(0 = £ - 1262 + 361 - 24, y,() = 2
() = - 1202 + 361 - 24, (1) = ¢

FIGURA 4

mueve hacia la izquierda hasta t = 6 y x = -24, cuando otra vez se de-
tiene y cambia de sentido. Luego, el cursor se desplaza hacia la derecha y se
pierde de la pantalla por el lado derecho. Este movimiento apoya los re-
sultados del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 2. <4

El movimiento rectilineo puede visualizarse en otra forma en la grafi-
cadora, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se considera otra vez el mo-
vimiento rectilineo del ejemplo 1 y de los ejemplos ilustrativos 2 y 3. A la
graficadora en modo paramétrico se le proporciona la informacién siguiente:

) =13 - 1212 + 36t -24 y y() = ¢

En esta ocasién se utiliza el rectdngulo de inspeccién de [-25, 10] por
[-3, 10} con ¢ considerada como en el ejemplo ilustrativo 3. Se trazan las
gréaficas para xy (£), y{(), x2(2), y ¥, (¢) en el mismo rectangulo de inspeccién.
y se selecciona (simultdneo) del ment [MODE]. La figura 4 muestra las
dos gréficas: larectay = 2 sobre la que realmente se desplaza la particula;
y la curva sobre la cual las coordenadas son (xx(f), y,()), y que representa
una amplificacién vertical del movimiento de la particula. Se puede obser-
var que la particula primero se mueve sobre la recta horizontal como en el
ejemplo ilustrativo 3. Después se ve que la particula se mueve sobre la curva
(recuerde, esta curva no es la trayectoria real de la particula). Para esto, pri-
mero se presiona la tecla flecha hacia arriba o flecha hacia abajo hasta que
el cursor esté sobre la curva. Luego, como anteriormente se hizo, se presiona
la tecla flecha a la izquierda y se mantiene oprimida hasta que el cursor esté
ent = 0. Ahora se presiona la tecla flecha a la derecha y se mantiene opri-
mida. Este segundo procedimiento muestra el movimiento de la particula de
izquierda a derecha, después de derecha a izquierda y luego de izquierda a
derecha otra vez. Observe en esta curva que la particula cambia de sentido
enelpuntodondex = 8 y y = 2 (8unidades aladerechade Oalos2s)y
después otra vez en el punto donde x = =24 y y = 6 (24 unidade. a la
izquierda de O a los 6 s). 4

» EJEMPLO 2  sc lanza uma ‘pelota verticalmente hacia arriba
desde el piso con una velocidad inicial de 64 pies/s. Si el sentido positivo de
la distancia desde su punto inicial es hacia arriba, ¢ segundos es el tiempo
que transcurre desde que la pelota fue lanzada, y s pies es la distancia de la
pelota desde el punto inicial a los ¢ segundos, entonces la ecuacién del mo-
vimiento es

s = -1612 + 64¢

(a) Simule el movimiento de la pelota en la graficadora. (b) Estime qué
tan alto llegard la pelota y cuéntos segundos le tomard para alcanzar su
punto mds alto. (c) Confirme analiticamente las estimaciones del inciso
(b). (d) Obtenga la velocidad instantinea de la pelotaen 1 s y 3 s. (¢) Calcule
la rapidez de la pelotaen 1 s y 3 s. (f) Calcule la velocidad instantdnea cuan-
do llega al piso.



138 CAPITULO 2 DERIVADA Y DIFERENCIACION

Solucién
(a) Suponga que la pelota se mueve sobre la recta vertical x = 2. Active la
graficadora en modo paramétrico. Sean

0n® =2y @ =-162 + 64t

Para determinar los valores de ¢ de interés, en la ecuacién dada se con-
sideras = 0y se obtiene

-16t(t - 4) = 0
t=0 t=4

]

Por tanto, la pelota estd en el piso a los 0 s y 4 s, lo que indica que
0 < t < 4.Enelrectdngulode inspecciénde [0, 4] por[-25, 100], sean
tmin = 0, tygx = 4 Y tqep = 0.05. Ahora se presiona la tecla y
después la tecla flecha a la izquierda manteniéndose oprimida hasta que
el cursor esté ent = (. La figura 5 muestra la pantalla de la graficadora
con su nueva apariencia. Presione la tecla flecha a la derecha y observe
que la pelota, representada por el cursor, se mueve hacia arriba y hacia
abajo a lo largo de la recta vertical x = 2.
(b) Al aproximar el valor de y como 64 y el valor de t como 2 cuando la pe-
x(8 = 2. y,(0 = ~1662 + 64¢ lota estd en su punto més alto, se estima que la pelota alcanzari su al-
tura méxima de 64 pie a los 2 s.
FIGURA 5 (¢) Para confirmar analiticamente las estimaciones del inciso (b), primero se
calcula v(f), el nimero de pies por segundo de la velocidad instantinea
ds
'E ’

W) = -32t + 64 @

[0, 4] por [-25, 100]

de la pelota a los ¢ segundos. Como v(f) =

Debido a que la pelota alcanzard su altura médxima cuando el sentido
del movimiento cambia, esto es, cuando v(f) = 0, se sustituye v(f) por
0 en la ecuacion (2) y se obtiene

]

32t + 64 =0
t =2

De la ecuacién de movimiento cuando ¢t = 2, resulta que s = 64. Por
tanto, la pelota alcanza su méxima altura en el punto a 64 pie del punto
inicial a los 2 s. Estos resultados confirman las estimaciones del in-
ciso (b).

@) v(1) = -32(1) + 64 & v(1) = 32;de modo que al final de 1 s la pelo-
ta se eleva con una velocidad instantdnea de 32 piefs. v(3) = -32(3) +
64 & v(3) = —32; de manera que al final de 3 s la pelota cae con una
velocidad instantdnea de —32 piefs.

(e) | ()| es el nimero de pies por segundo de la rapidez de la pelota a los
t segundos; asi, |v(1)l =32y lv(3)| =32.

(f) Se determiné anteriormente que la pelota llegara al piso a los 4 s. Como
v(4) = —64, su velocidad instantdnea cuando alcance el piso serd de
—64 piefs.

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 2, las ecua-

ciones paramétricas de la trayectoria de la pelota est4n dadas por

® =2y n@ = -162 + 64 &)
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{0, 4] por [-25, 100]
) =8,y ) = —16£7 + 64¢

FIGURA 6

|

Ao

[0, 4] por [-25, 100]
) =1, yi(H) = 32t + 64

FIGURA 7

s

[0, 4] por [-25, 100]
(M =2, y(o = -16:% + 64t

B =t w0 = -16:% + 641
(1) =1, ¥y = 32t + 64
FIGURA 8

[0, 41 por [-25, 100}
() =2, y{n = -16:% + 64t
() =1, y(8) =-1612 + 64+
X = 1, y(t) = |-32t + 64|

hn

FIGURA 9

y sus graficas se muestran en la figura 5. La ecuaci6n de movimiento es
s = —162 + 64

Para trazar la grifica de esta ecuacién en modo paramétrico, se consideran
nH =ty y) = -1612 + 64t C))

La gréfica es una parabola cuyo punto mds alto, el vértice, estd en el punto
(2, 64). La grafica se muestra en la figura 6. La velocidad v de la pelota estd
dada por la ecuacion

v =-32t + 64

cuya gréfica es una recta que tiene pendiente negativa. Las ecuaciones pa-
ramétricas de esta ecuacién son

x00) =1y y) = 32 + 64 5)

La figura 7 muestra esta recta. Refiérase ahora a la figura 8 que muestra
las gréficas de los tres conjuntos de ecuaciones paramétricas en el mismo
rectangulo de inspeccién. Observe que la velocidad es cero (en el punto don-
de la recta intersecta al eje x) cuando la pelota estd en su punto mds alto.
También observe que cuando la pelota se estd elevando, la velocidad es
positiva, mientras que al caer, su velocidad es negativa. Ademds, la velocidad
es siempre decreciente como lo indica la pendiente de la recta que represen-
ta la velocidad.

Como la rapidez de una particula es el valor absoluto de su velocidad, las
ecuaciones paramétricas de la rapidez de la pelota son

) =1y yO = |32t + 64| 6

La figura 9 presenta las gréficas de (3), (4) y (6) trazadas en el mismo
rectdngulo de inspeccién. Observe que la rapidez es decreciente cuando la
pelota se estd elevando, la rapidez es cero cuando la pelota alcanza su punto
mas alto, y la rapidez es creciente cuando la pelota estd cayendo. 4

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Ahora se considerara el movi-

miento del ejemplo 1 y los ejemplos ilustrativos 2 a 4. Observe en la tabla 2
que la velocidad parece ser decreciente cuando 0 < ¢ < 4 y creciente
cuando 4 < 1. Este hecho puede apoyarse graficamente observando que el
movimiento de la particula de los ejemplos ilustrativos 3 y 4. Cuando
0<t=<2 v=0ylarapidez de la particula es decreciente; cuan-
do2 < t'< 4,v < 0y larapidez de la particula es creciente de modo que
para 0 < t < 4, v es decreciente. Cuando 4 < ¢ < 6, v < 0 y la rapidez
es decreciente; cuando 6 < ¢ < 8, v = 0 y la rapidez es creciente; de ma-
nera que para 4 < ¢t < 8, v es creciente.

En fisica, a la tasa de variacién (o razén de cambio) instantdnea de la
velocidad se le llama aceleracion instantdnea. Por tanto, si una particula se
mueve a lo largo de una recta de acuerdo con la ecnacién de movimiento
s = f{t), donde a los 1 segundos la velocidad instantdnea es v metros por
segundo y la aceleracidn instantdnea es a metros por segundo por segundo,
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entonces a es la primera derivada de v con respecto a ¢ o, equivalentemente, la
segunda derivada de s con respecto a £; esto es,

= g5
VE
v _ s
a-dt <=>a—dt2

Cuando a > 0, ves creciente, y cuando a < 0, v cs decreciente. Cuando
a = 0, v no estd cambiando. Como la rapidez de la particula a los t segun-
dos es | v(r)| m/s, se tienen los resultados siguientes:

(i) Si v=0y a > 0, entonces la rapidez es creciente.
(i) Si v = 0 y a < 0, entonces la rapidez es decreciente.
@iii) Si v < 0 y a > 0, entonces la rapidez es decreciente.
(iv) Si v = 0 y a < 0, entonces la rapidez es creciente

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7  Para el movimiento rectili-

neo del ejemplo 1 y los ejemplos ilustrativos 2 a 4,

s =8 - 122 + 36t - 24

v= B o oy =32 - 24+ 36
dt

a:ﬂ =>a=6t"24
dt

Por tanto, a = 6(t — 4); de modo que para 0 <t < 4, a < 0, y para
4 <t < 8, a > 0. Estos resultados son consistentes con la discusién del
ejemplo ilustrativo 6.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8  Para la pelota del cjemplo 2
s=-162 + 64t y v =-32t+ 64
La aceleracién de la pelota es a pies por segundo por segundo donde

dv
= == = -32
o = a 3
Por tanto, la aceleracién es —32 pies/s. Esta aceleracién constante de la pe-
lota en la direccién hacia abajo, ya sea que la pelota suba o baje, se debe a la
fuerza de gravedad. - 4

> EJEMPLO 3 Una particula se mueve a lo largo de una recta
horizontal de acuerdo a la ecuacién

s=32-3 120 @

donde s metros es la distancia dirigida de la particula desde el origen a los ¢
segundos. Si v metros por segundo es la velocidad instantidnea y a metros
por segundo por segundo es la aceleracién instantinea a los ¢ segundos, en-
cuentre v y a en términos de ¢. Describa la posicién y movimiento de la par-
ticula en una tabla que incluya los intervalos de tiempo en los que la particula
se mueve a la izquierda, y en los que se mueve a la derecha, los intervalos
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en los que la velocidad es creciente y en los que es decreciente, los interva-
los en los que la rapidez es creciente y en los que es decreciente, y la posicién
de la particula con respecto al origen durante estos intervalos de tiempo.
Muestre el comportamiento del movimiento mediante una figura andloga a
la figura 2.

Solucién Comos =312 -3y v = _3%
v = 6t — 312 (8)
_
Puesto que a = i
a=6- 6t 9)

Ahora se determinarén los valores de ¢ cuando alguna de las cantidades s, v
o aes cero. De (7),

s =0 cuando t=0 o t=3
De (8),

v=0 cuando t =0 o t=2
De (9).

a=0 cuando ¢t =1

La tabla 3 muestra los valores de s, vy a cuando f es iguala 0, 1, 2 y 3.
También se ha indicado el signo de s, v y a en los intervalos de ¢ sin incluir a
0, 1, 2 y 3. Entonces se puede hacer una conclusion acerca de la posicién y
del movimiento de la particula para los diferentes valores de .

Tabla 3

s v a Conclusion

t=20 (U] 6  Laparticula estd en el origen. La velocidad es 0 y es creciente. La
rapidez es creciente.

0<t<1 + o+ + La particula estd a la derecha del origen y se mueve hacia la
derecha. La velocidad es creciente. La rapidez es creciente.

t=1 2 3 0  La particula estd a 2 metros a la derecha del origen y se mueve
hacia la derecha a 3 m/s. La velocidad no cambia, de modo que
la rapidez tampoco.

1<r<2 + + - La particula estd a la derecha del origen y su movimiento es ha-
cia la derecha. La velocidad es decreciente. La rapidez es de-
creciente.

t=2 4 0 -6 La particula estd a 4 metros a la derecha del origen y cambia el

sentido de su movimiento de derecha a izquierda. La velocidad es
decreciente. La rapidez es decreciente.

2<t<3 + - ~  La particula esté a la derecha del origen y su movimiento es ha-
cia la izquierda. La velocidad es decreciente. La rapidez es
creciente.

t=3 0 -9 -12 Laparticulaestadenelorigeny sumovimiento es hacialaizquierda
a9 mfs. La velocidad es decreciente. La rapidez es creciente.

3<t - - - La particula esté alaizquierda del origen y su movimiento es hacia

la izquierda. La velocidad es decreciente. La rapidez es creciente.

La figura 10 presenta el movimiento de la particula a lo largo de la rec-
ta horizontal. El comportamiento de la paricula, descrito en la tabla 3, se in-
dica sobre la recta donde las flechas seiialan el sentido del movimiento de la
particula sobre el eje horizontal. 4
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t=3

— 4 9! = 2

1=1 5
t =0 0——mr——- ————————= = 2

—+ e t 1 f >
-1 0 1 2 3 4
FIGURA 10

Los resultados del ejemplo 3 se pueden apoyar al simular el movimien-
to de la particula en la graficadora, como se hizo en el ejemplo ilustrativo 3
para el movimiento del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 2. En el ejercicio
24 se le pedira que haga esto.

» EJEMPLO 4 Una particula se mueve a lo largo de una recta de
acuerdo a la ecuacién de movimiento

donde s metros es la distancia dirigida de la particula desde el origen a los ¢
segundos. Si v metros por segundo es la velocidad instantdnea y a metros
por segundo por segundo es la aceleracion instantdnea de la particula a los ¢
segundos, determine ¢, s y vcuandoa = 0.

Solucién
- ds i
VE & ‘=
4 8
=t —_— = —_——
T G+ 13

Al considerar ¢ = 0 se tiene

(t+13 -8
(t+1)°

, ¢+ D3

ra

=0

8

" De donde el tinico valor real de f se obtiene de la rafz cibica principal de 8,
demodoquer+ 1=2;estoes,t = 1.Cuandot = 1,

a-1 -1 4

1 1y2
= - ] —_——
s 2()+1+1 v +(1+1)2
=25 =2
Conclusién: La aceleracion es 0 en | s cuando la particula estd a 2.5 m

del origen y se mueve hacia la derecha a una velocidad de 2 mfs, 4

EJERCICIOS 2.5

1

En los ejercicios 1 a 8, una particula se mueve a lo largo de una
recta horizontal de acuerdo a la ecuacion indicada, donde s me-
tros es la distancia dirigida a partir del origen a los t segundos.
Determine la velocidad instantdnea v(t) metros por segundo a
los t segundos, después calcule v(t, ) para el valor particular de t,.

3

s

s

32+ 1,4 =3
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4.s=73§-;tl=-2

5. 5=20-12+5 14 = -1

6.s=4t3+21—l;t]=%
- 2

7.s—4+t,t1—0
13

8.s=-t-+t7;t1=2

En los ejercicios 9 a 14, una particula se desplaza a lo largo de
una recta horizontal de acuerdo a la ecuacion indicada, donde s
metros es la distancia dirigida a partir del punto O a los t
segundos. El sentido positivo es hacia la derecha. Determine los
intervalos de tiempo en los que la particula se mueve hacia la
derecha y en los que se mueve hacia la izquierda. También de-
termine ddnde la particula cambia su direccion, Muestre el com-
portamiento del movimiento mediante una figura similar a la
figura 2, y elija valores de t al azar pero incluya los valores de
t cuando la particula cambia de sentido. Apoye sus resultados
simulando el movimiento de la particula en la graficadora.

9. s=£+32-9r+4

10. s =203~ 32 - 12t + 8

=25, 32
ll.s—3t+2t 2t + 4

t t
12, § = ——ro 13. =
1+ 2 My
14 s = t+ 1
12 + 4

15. Para el movimiento rectilineo del ejercicio 9, trace en el
mismo rectangulo de inspeccién larecta y = 2 sobre la cual
se desplaza la particula realmente y una curva la cual re-
presente una amplificacién del movimiento de la particula,
semejante a la del ejemplo ilustrativo 4. Apoye los resul-
tados del ejercicio 9 visualizando la particula que se mueve
sobre la curva (la cual no es en realidad la trayectoria de la
particula). Dibuje lo que ve en la pantalla de la graficadora
y describa el movimiento de la particula sobre la curva.

16. Siga las instrucciones del ejercicio 15 para el movimiento
rectilfneo del ejercicio 10.

Para los ejercicios 17 a 21, utilice la siguiente ecuacion

de movimiento para un objeto que se mueve sobre una

recta vertical y sujeto s6lo a la fuerza de gravedad, donde

el sentido (o direccion) positivo es hacia arriba:

s= =162 + vt + s 10)

donde s pies es la altura del objeto a los t segundos, s, pies es la

altura inicial del objeto y v, pies por segundo es su velocidad
inicial.

17. Una piedra cae desde un edificio de 256 pie de altura.
(a) Utilice (10) para escribir una ecuacién del movimiento
de la piedra y simule este movimiento en la graficadora.
(b) Determine la velocidad instantdnea de la piedraen 1 sy
2 s. (c) Determine el tiempo que le tomar4 a la piedra lle-
gar al piso. (d) ;Cual es la rapidez de la piedra cuando
llega al piso?

18. En un teatro, la base de un candil estd a 160 pie de altura
sobre el piso del vestibulo. Suponga que el fantasma de
la épera suelta el candil y lo deja caer desde el reposo has-
ta estrellarse en el piso. (a) Utilice (10) para escribir una
ecuacién del movimiento del candil y simule su movimien-
to en la graficadora. (b) Determine la velocidad instanti-
nea del candil en 1 s y en 1.5 s. (¢) Determine el tiempo que
le tomar4 al candil llegar hasta el piso. (d) ;Cual es la rapi-
dez del candil cuando llega al piso?

19. Realice el ejercicio 18 considerando ahora que el fantas-
ma es capaz de darle al candil una velocidad inicial de
48 piefs.

20. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde el
piso con una velocidad inicial de 32 piefs. (a) Emplee (10)
para escribir una ecuacién del movimiento de la pelota y
simule este movimiento en la graficadora. (b) Estime que
tan alto llegard la pelota y cuanto-tiempo le tomar4 llegar
hasta su punto mas alto. (¢) Confirme analiticamente las
estimaciones del inciso (b). (d) Determine la velocidad
instantdnea de la pelota en 0.75 s y en 1.25 s. (e) Determi-
ne la rapidez de la pelota en 0.75 s y en 1.25 s (f) Deter-
mine la rapidez de la pelota cuando ésta llega al piso.
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21. Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba con una
velocidad inicial de 560 piefs. (a) Utilice (10) para escribir
una ecuacién del movimiento de la piedra y simule este
movimiento en la graficadora. (b) Estime qué tan alto lle-
gard la piedra y cuanto tiempo le tomar4 llegar hasta su
punto mds alto. (¢) Confirme analiticamente las estima-
ciones del inciso (b). (d) Determine la velocidad instan-
tinea de la piedra en 10 s y en 25 s. (e) Determine la
rapidez de la piedra en 10 s y en 25 s. (f) Determine
la rapidez de la piedra cuando ésta llega al piso.

22. Parala pelotadelejercicio 20, haga losiguiente: (a) Trace
en el mismo rectidngulo de inspeccién la trayectoria de
la pelota, la grifica de la ecuacién de movimiento y la
gréafica de la ecuacidn que expresa la velocidad instan-
tdnea v como una funcién de t. Dibuje lo que ve en la
pantalla de la graficadora y describa por qué esta
visualizacién apoya la respuesta del inciso (b) del ejer-
cicio 20.

23. Siga las instrucciones del ejercicio 22 para la piedra del
ejercicio 21.

24, Simule el movimiento de la particula del ejemplo 3 en la
graficadora. Explique por qué esto apoya los resultados
del ejemplo 3.

En los ejercicios 25 y 26, una particula se mueve a lo largo de
una recta de acuerdo con la ecuacion indicada, donde s pies es
la distancia dirigida de la particula desde el origen a los t
segundos. Determine el tiempo en el que la aceleracion ins-
tantdnea es cero, después determine la distancia dirigida de
la particula desde el origen y la velocidad instantdnea en ese
tiempo.

25, s=42 -2+ 2+ 1120

26. s=2-62+3t-4,1=20

En los ejercicios 27 y 28, una particula se desplaza a lo largo de
una recta de acuerdo con la ecuacién indicada donde a los t
segundos, s metros es la distancia dirigida de la particula des-
de el origen, v metros por segundo es la velocidad instantd-
nea de la particula y a metros por segundo por segundo es la
aceleracion instantdnea de la particula. Determine v 'y a en
términos de t. Elabore una tabla semejante a la tabla 3 que
proporcione una descripcion de la posicion y del movimiento de
la particula. Incluya en la tabla los intervalos de tiempo en
los que la particula se mueve hacia la derecha y en los que se
desplaza a la izquierda, los intervalos en los que la velocidad
es creciente y en los que es decreciente, los intervalos en los
que la rapidez es creciente y en los que es decreciente, y la po-
sicion de la particula con respecto al origen durante estos in-
tervalos de tiempo. Muestre el comportamiento del movimiento
mediante una figura similar a la figura 10.

27, s=13-9%+ 155120

8. s=17-20+61-2120

29. Simule el movimiento de la particula del ejercicio 27 en la
graficadora y explique por qué esto apoya sus resultados.

30. Simule el movimiento de la particula del ejercicio 28 en la
graficadora y explique por qué esto apoya sus resultados.

31. En la ecuacién (10), el coeficiente ~16 de r* es igual a
%(—32) donde -32 pie/s2 es la aceleracién debida a la
gravedad de un objeto que se mueve sobre una recta ver-
tical cercano a la superficie de la Tierra, donde la resisten-
cia del aire no se considera. Como la aceleracién debida a
la gravedad de la Luna es —5.5 pie/s?, la ecuacién de mo-
vimiento para un objeto que se desplaza sobre una recta
vertical cercano a la superficie de la Luna es

s = 2752 + vot + 5o

Suponga que un astronauta deja caer una piedra desde la
orilla de un risco y la piedra llega al piso en 4 s. Después
un segundo astronauta, en la parte inferior del risco, toma
la piedra y la lanza de regreso al primer astronauta.
(a) (Cudl es la altura del risco? (b) ;Con qué velocidad
llega la piedra al piso? (¢) ;Con qué velocidad, por lo me-
nos, debe lanzar la piedra el segundo astronauta de modo
que le llegue al primero?

32. En lugar de la Luna, suponga que los dos astronautas del
ejercicio 31 realizan lo mismo en Marte, donde la acelera-
cién debida a la gravedad es de —12 pie/s?. Escriba la
ecuacién correspondiente al movimiento y responda las
mismas preguntas que en el ejercicio 31, considerando
ahora que la piedra llega al piso en 3 s.

33. Suponga que un corredor en una carrera de 100 metros
est4 a s metros de la linea de meta ¢ segundos después del
inicio de la carrera, donde

s = 100 - %(xz + 33

Determine la rapidez del corredor (a) al inicio de la carrera,
y (b) cuando el corredor cruza la linea de meta.
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4.

3s.

Si se empuja una pelota en un plano inclinado con una ve-
locidad inicial de 24 piefs, entonces s = 24 + 10¢2, don-
de s pies es la distancia de la pelota desde el punto inicial a
los ¢ segundos, y la direccién positiva se considera hacia
abajo sobre el plano inclinado. (a) ;Cual es la velocidad
instantdnea de la pelota a los #; segundos? (b) ;Cudnto
tardaré la velocidad en llegar a 48 pies/s?

Se golpea una bola de billar de modo que se desplaza en
Ifnea recta. Si s centimetros es la distancia de la bola des-
de su posicién inicial a los ¢ segundos, entonces
s = 1002 + 100+ Si la bola golpea una banda que se
encuentra a 39 cm de su posicidn inicial, ja qué velocidad
la golpea?

36. Dos particulas, A y B, se mueven hacia la derecha sobre una

recta horizontal. Ellas inician su movimiento en un punto
0O, s metros es cada distancia dirigida de cada particula des-
de O a los ¢t segundos, y las ecuaciones de movimiento son

s = 41> + 5t (para la particula A)
s =712 + 3t (para la particula B)

Sit = Oen elinicio, ;para qué valores de ¢ la velocidad de
la particula A excedera la velocidad de la particula B?

2.6 DERIVADA COMO TASA DE VARIACION

En la seccién 2.5 se dijo que si una particula se mueve a lo largo de una
recta de acuerdo con la ecuacién de movimiento s = f(f), entonces la velo-
cidad de la particula a las ¢ unidades de tiempo estd determinada por la de-
rivada de s con respecto a t. Este concepto de velocidad en el movimiento
rectilineo corresponde al concepto mds general de tasa instantdnea de varia-
cidn; esto es, la tasa de variacién de s por unidad de variacién de ¢ es la de-
rivada de s con respecto a ¢.

De manera semejante, si una cantidad y es funcién de una cantidad x, se
puede expresar la tasa de variacién de y por unidad de variacién de x. Esta
discusion es andloga a la discusién de la pendiente de la recta tangente a la
grafica y a la de la velocidad instant4nea de una particula que se mueve a lo
largo de una recta.

Si la relacién funcional entre y y x estd dada por

y = fx)

y si x varia del valor x; al x; + Ax, entonces y varia de f(x,) a f(x; + Ax).
De modo que la variacién de y, denotada por Ay, es f(x; + Ax) — f(x;)
cuando la variacién de x es Ax. La tasa promedio de variacién de y por
unidad de variacién de x, conforme x varia de x; a x; + Ax, estd dada por

Sl + Ax) - f(x)) _ Ay a
Ax T Ax

Si el limite de este cociente existe cuando Ax — 0, este limite es el que se
considera como la tasa instantanea de variacién de y por unidad de variacién
de x en x;. En consecuencia, se tiene la definicién siguiente.

2.6.1 Definicion de tasa de variacion instantanea

Si. y = f(x), entonces la tasa de variacién instantinea de y por
unidad de variacién de x en x; es f'(x;) o, equivalentemente, la de-
rivada de y con respecto a x en xy, si ésta existe. .

Para ilustrar esta definicion geométricamente, sea f'(x,) la tasa instan-
tinea de variacion de y por unidad de variacién de x en x;. Entonces, si f(x;)
se multiplica por Ax (la variacién de x), el producto es la variacién que ocu-
rriria en y si el punto (x, y) se desplazara a lo largo de la recta tangente a
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y = f®)

FIGURA 1

(xy, yy) de la grifica de y = f(x). Vea la figura 1. La tasa promedio de va-
riacién de y por unidad de variacién de x estd dada por la fraccién en (1), y
cuando esta fraccién se multiplica por Ax, el producto es Ay, la cual es la
variacion real de y causada por una variacién Ax en x cuando el punto (x, y)
se mueve a lo largo de la gréfica.

> EJEMPLO 1 Sea V(x) centimetros ctibicos el volumen de un
cubo cuyas aristas miden x centimetros, medidas con cuatro digitos signi-
ficativos. En una calculadora obtenga la tasa promedio de variacién de V(x)
con respecto a x conforme x varia de (a) 3.000 a 3.200; (b) 3.000 a 3.100;
(c) 3.000 a 3.010; (d) 3.000 a 3.001. (e) (Cuadl es la tasa instantanea de varia-
cién de V(x) con respecto a x cuando x = 3.000?

Solucién
La tasa promedio de variacién de V(x) con respecto a x cuando x varia de x| a
x; + Axes

V(xl + AX) - V(xl)
Ax

(a) x; = 3.000, Ax = 0.200

¥(3.200) - ¥(3.000) _ (3.200)° - (3.000)°

0.200 0.200
28.84

(b) x; = 3.000, Ax = 0.100

V(3.100) - ¥(3.000) _ (3.100)3 - (3.000)3

0.100 0.100
= 27.91

(¢) x; = 3.000, Ax = 0.010

¥ (3.010) - ¥(3.000) _ (3.010)} - (3.000)3
0.010 0.010
27.09

(d) x; = 3.000, Ax = 0.001

¥(3.001) - ¥(3.000) _ (3.001)} — (3.000)°

0.001 0.001
27.01

Il

En el inciso (a) se ve que conforme la longitud de las aristas del cubo
varfa de 3.000 cm a 3.200 cm, la tasa promedio de variacién del volumen es
28.84 cm? por centimetro de variaci6n en la longitud de las aristas. Los inci-
sos (b)-(d) pueden interpretarse de manera semejante.

(e) La tasa instantdnea de variacién de V(x) con respecto a x cuando x = 3

es V'(3).

Vi(x) = 3x? V'(3) = 27

Conclusion: Cuando la longitud de las aristas del cubo es de 3 cm, la tasa
instanténea de variacién del volumen es 27 cm? por centimetro de variacién
en la longitud de las aristas. <
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} EJEMPLO 2 En un circuito eléctrico, si E volts es la fuerza
electromotriz, / amperes es la corriente y R ohms es la resistencia, entonces
de la ley de Ohms

IR = E

(a) Si se supone que E es una constante positiva, demuestre que / decrece a
una tasa proporcional al inverso del cuadrado de R. (b) ;Cuadl es la tasa
instantdnea de variacion de I con respecto a R en un circuito eléctrico de 90
volts cuando la resistencia es de 15 ohms?

Solucién

(a) Si se resuelve la ecuacién dada para /, se obtiene
I =E-R!

Al diferenciar / con respecto a R, se tiene

dl -2

£ - -E.R

dR

dl E

T @

Esta ecuacién establece que la tasa de variacién de I con respecto a R

es negativa y proporcional a 1/R2. Por tanto, / decrece a una tasa pro-

porcional al inverso del cuadrado de R. ‘
(b) De la ecuacién (2) con E = 90y R = 15, se tiene

a _ _9%
dR 225
= 0.4

Conclusién: La corriente decrece a una tasa de 0.4 amperes por ohm. 4

En economia, la variacién de una cantidad con respecto a ofra puede
describirse mediante el concepto de variacién promedio o del concep-
to de variacion marginal. El concepto de variacion promedio expresa la
variacién de una cantidad sobre un jntervalo de valores de una segunda
cantidad, mientras que el concepto de variacién marginal es la variacion
instantdnea de la primera cantidad que resulta de una pequefia unidad de
variacién de la segunda cantidad. Se inician los ejemplos en economia con
la definicién de costo promedio y costo marginal.

Suponga que C(x) es el costo total para producir x unidades de un ar-
ticulo. La funcién C se denomina funcion de costo total. En circunstancias
normales x y C(x) son positivos. Debido a que x representa la cantidad de
unidades de un articulo, usualmente x es un nimero entero no negativo. Sin
embargo, a fin de aplicar el Célculo, se supondra que x es un niimero real no
negativo para satisfacer los réquerimientos de continuidad de la funcién C.

El costo promedio de produccién de cada unidad de un articulo se ob-
tiene al dividir el costo total entre el nimero de unidades producidas. Si Q(x)
délares es el costo promedio, entonces

ow = L
X

y Q se conoce como funcién de costo promedio.
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Ahora suponga que el nimero de unidades producidas es x;, y que se
incrementa en Ax. Entonces la variacién del costo total estd determinado
por C(x; + Ax) — C(xy), y la variacién promedio en el costo total con res-
pecto a la variacioén del nimero de unidades producidas estad dado por

C(x; + Ax) — C(xy)
Ax

Los economistas utilizan el término costo marginal para el limite de este
cociente cuando Ax tiende a 0, suponiendo que el limite existe. Este limite,
que es la derivada de C en xj, establece que el costo marginal, cuando
x = xp, estd dado por C'(x;), si existe. La funcién C’ recibe el nombre de
funcién de costo marginal, y C'(x|) puede interpretarse como la tasa de va-
riacién del costo total cuando se producen x, unidades de cierto articulo.

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  Supongase que C(x) ddla-

res es el costo total por la fabricacién de x juguetes, y que
C(x) = 110 + 4x + 0.02x2
(a) La funcién de costo marginal es C'y estd definida por
C'(x) =4 + 0.04x
(b) El costo marginal cuando x = 50 es C'(50), y

C'(50) = 4 + 0.04(50)
=6

Conclusiéon: La tasa de variacion del costo total, cuando se fabrican
50 juguetes, es $6 por juguete.

(c) El mimero de délares del costo real de fabricacién del juguete 51 es
C(S1) - C(50), y

C(51) - C(50) = [110 + 4(51) + 0.02(51)?] ~ [110 + 4(50) + 0.02(50)3]
366.02 - 360

= 6.02

Observe que las respuestas de (b) y (c) difieren por 0.02. Esta discrepancia
es debida a que el costo marginal es la tasa instantanea de variacién de C(x)
con respecto a una variacién de una unidad de x. En consecuencia, C'(50) es
el mimero aproximado de délares del costo de fabricacién del juguete 51. 4

Note que el cdlculo de C'(50) en el ejemplo ilustrativo 1 es més simple
que calcular C(51) — C(50). Con frecuencia, los economistas aproximan
el costo de produccién de una unidad adicional utilizando la funcién de
costo marginal.

Especificamente, C'(k) d6lares es el costo aproximado de la (k + 1)-ési-
ma unidad después de que las primeras & unidades se han producido.

Otra funcién importante en economia es la funcién de ingreso total,
denotada por R, la cual est4 definida por

R(x) = px R

donde R(x) d6lares es el ingreso total recibido cuando se venden x unidades
a p délares por unidad.
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El ingreso marginal, cuando x = x|, estd determinado por R'(x;),
si existe. La funcién R’ se denomina funcién de ingreso marginal. R'(x)
puede ser positivo, negativo o cero, y puede interpretarse como la tasa de
variacidn del ingreso total cuando se venden x| unidades. R’(k) délares es el
ingreso aproximado por la venta de la (k + 1)-ésima unidad después de que
las primeras k unidades se han vendido.

> EJEMPLO 3 Suponga que R(x) d6lares es el ingreso total por
la venta de x mesas, y que

R(x) = 300x —%xz

Determine (a) la funcién de ingreso marginal; (b) el ingreso marginal cuan-
do x = 40; (c) el ingreso real por la venta de la mesa 41.

Solucién

(a) La funcién de ingreso marginal es R'y esté definida por
R'(x) = 300 — x

(b) El ingreso marginal cunando x = 40 estd dado por R'(40), y

fl

300 - 40
= 260

R'(40)

Conclusién: La tasa de variacién del ingreso total cuando se han
vendido 40 mesas es $260 por mesa.

(c) El niimero de ddlares del ingreso real por la venta de la mesa 4] es
R(41) — R(40), y

R(41) — R(40) :

11 459.50 - 11200
= 259.50

[300(41) - @i] - {300(40) - ﬁg)—z]

Conclusién: El ingreso real por la venta de la mesa 41 es $259.50. 4

Observe que en el inciso (b) del ejemplo 3 se obtuvo R'(40) = 260, y
$260 es una aproximacién del ingreso recibido por la venta de la mesa 41, el
cual es $259.50, segtin el inciso (c). )

Como f'(x) proporciona la tasa instantinea de variacién de f(x) con
respecto a x , f"(x), la cual es la derivada de f'(x), proporciona la tasa ins-
tantinea de variacién de f'(x) respecto a x. Ademés, si (x, y) es cualquier
punto de la grifica de y = f(x), entonces % proporciona la pendiente

2
de la recta tangente a la gréfica en el punto (x, y). Por tanto, g}% es la

tasa de variacion de la pendiente de la recta tangente con respecto a x en el
punto (x, y).

’ EJEMPLO 4 sca m(x) la pendiente de la recta tangente a la curva

y =x3-2x2 + x
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en el punto (x, y). Determine la tasa instantdnea de variacién de m(x) con
respecto a x en el punto (2, 2).

Solucién
- v
m(x) = I
=3x2 - 4x + 1

La tasa instantdnea de variacion de m(x) con respecto a x estd determinada

2
por m'(x) o, equivalentemente, et
) d?y
m(x) = Zx—z—
=6x -4
2
En el punto (2, 2), 4’y = 8. <
dx?

EJERCICIOS 2.6

1.

Sea A(x) centimetros cuadrados el drea de un cuadrado
cuyos lados miden x centimetros, medidos con cuatro cifras
significativas. En la calculadora obtenga la tasa promedio
de variacién de A(x) con respecto a x cuando x varia
(a) de 4.000 a 4.600; (b) de 4.000 a 4.300; (¢) de 4.000 a
4.100; (d) de 4.000 a 4.050. (e) ;Cudl es la tasa instantdnea
de variacién de A(x) con respecto a x cuando x = 4.000?

El largo de un rectdngulo mide 4 pulg més que su ancho, y
las 4 pulg de diferencia se mantienen conforme el rectdn-
gulo aumenta de tamafio. Sea A(w) pulgadas cuadradas el
drea del rectingulo cuyo ancho es de w pulgadas, medido
con cuatro cifras significativas. En la calculadora obtenga
la tasa promedio de variacion de A(w) con respecto a w
cuando w varia (a) de 3.000 a 3.200; (b) de 3.000 a 3.100;
(c) de 3.000 a 3.010; (&) de 3.000 a 3.001. (e) ;Cual es la
tasa instantdnea de variacién de A(w) con respecto a w
cuando w = 3.0007

La ley de Stefan establece que un cuerpo emite energia
radiante de acuerdo con la férmula R = kT%, donde R es
la medida de la tasa de emisién de energia radiante por
unidad cuadrada de 4rea, T es la medida de la temperatura
Kelvin de la superficie, y k es una constante. Determine
(a) la tasa promedio de variacién de R con respecto a T
cuando T se incrementa de 200 a 300; (b) la tasa instanta-
nea de variacién de R con respecto a T cuando T = 200.

Suponga que un cilindro circular recto tiene una altura
constante de 10.00 pulg. Sea V pulgadas ciibicas el volu-
men del cilindro circular recto, y r pulgadas el radio de su
base. Determine la tasa promedio de variacién de V con
respeéto a r cuando r varia de (a) de 5.00 a 5.40; (b) de
5.00 a 5.10; (¢) de 5.00 a 5.01. (d) Detérmine la tasa
instantdnea de variacién de V con respecto a r cuando
r = 5.00.

Sea r pulgadas el radio de un plato metdlico circular de
area A(r) pulgadas cuadradas y circunferencia de C(r) pul-

9.

gadas. Si el calor expande el plato, determine (a) la tasa
instantdnea de variacién de A(r) con respecto a r, y (b) la
tasa instantdnea de variacién de C(r) con respecto a r. (¢)
Compare las respuestas de los incisos (a) y (b) y explique
en cudnto difieren estas tasas.

. Un sélido consiste de un cilindro circular recto y una se-

miesfera en cada extremo, y la longitud del cilindro es el
doble de su radio. Sean r unidades el radio del cilindro y de
las semiesferas y V(r) unidades cibicas el volumen del
sé6lido. Determine la tasa instantdnea de variacién de W(r)
con respecto a .

Sean x la longitud total del sélido del ejercicio 6, y V(x)
unidades cibicas el volumen del sélido en términos de x.
Determine la tasa instantdnea de variacién de V(x) con
respecto a x.

. La ley de Boyle para la expansién de un gas es PV = C,

donde P unidades de fuerza por unidad cuadrada de 4rea
es la presion, V unidades cibicas es el volumen del gas y
C es una constante. (a) Muestre que V decrece a un tasa
proporcional al inverso del cuadrado de P. (b) Determine
la tasa instantdnea de variacién de V con respecto a P cuan-
doP =4yV =8.

La temperatura de una persona es f(¢) grados Fahrenheit
t dias después de adquirir una enfermedad que dura 10
dias, donde
f) =986 + L2t — 01212 0=<t<10

(a) Determine la tasa de variacién de f(¢) con respecto a ¢
cuando 0 < ¢ < 10. ;Cuél es la temperatura de la perso-
na y la tasa de variacién de la temperatura cuando la per-
sona ha estado enferma por (b) 3 difas, y (¢) 8 dias?
(d) Trace la grafica de f, estime cuando la temperatura es
un méximo asi como la temperatura méxima.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Suponga que un tumor del cuerpo de una persona tiene
forma esférica. Determine la tasa de variacién del volu-
men del tumor con respecto a su radio cuando éste mide
(@) 0.5cm,y (b) 1 cm.

Una bacteria tiene forma esférica. Determine la tasa de
variacién del volumen de la bacteria con respecto al radio
cuando éste mide (a) 1.5 um (micras), y (b) 2 pm.

Para el tumor del ejercicio 10, determine la tasa de variacién
del 4rea de la superficie del tumor con respecto al radio
cuando éste mide (a) 0.5 cm, y (b) 1 cm.

Para la bacteria del ejercicio 11, determine la tasa de varia-
ci6n del 4rea de la superficie de la bacteria con respecto al
radio cuando éste mide (a) 1.5 pm (micras), y (b) 2 pm.

Se vierte arena en un monticulo de forma cénica de modo
que la altura de éste es el doble de su radio. Determine la
tasa de variacién del volimen del montfculo con respecto
al radio cuando la altura de éste es (a) 4 m, y (b) 8 m.

Una masa de aire frio se aproxima a un campus univer-
sitario de modo que si la temperatura es 7(f) grados
Fahrenheit ¢ horas después de la media noche, entonces

T(f) = 0.1(400 — 40t + 1% 0<str=<12

(a) Determine la tasa promedio de variacién de 7(f) con
respecto a ¢ entre S am. y 6 a.m. (b) Determine la tasa ins-
tantdnea de variacion de 7(f) con respecto a t a las 5 a.m.

Se estimé que un trabajador en una tienda donde se fabri-
can marcos para pinturas puede pintar y marcos x horas
después de comenzar a trabajar a las 8 a.m., donde

y = 3x + 8x2 - x3 0<x<4

(a) Determine la tasa a la que el trabajador est4 pintando a
las 10 a.m. (b) Determine el mimero de marcos que el
trabajador pintard entre las 10 y las 11 a.m.

Se estd extrayendo el agua de una piscina y el volumen del
agua, después de ¢ minutos de iniciada la extracci6n, es
V(2) litros, donde V(r) = 250 (1600 - 80r + t2). (a) De-
termine la tasa promedio de la salida del agua de la pis-
cina durante los 5 primeros minutos, y (b) ;qué tan rdpido
sale el agua de la piscina 5 minutos después de iniciada la
extraccién?

Se lanza una piedra a un charco, generdndose ondas
circulares concéntricas. Determine la tasa de variacion del
drea de la superficie afectada cuando su radio es (a) 4 cm,
y (b) 7 cm.

El mimero de d6lares del costo total de fabricacién de x
relojes en cierta fibrica estd dado por C(x) = 1500 +
3x + x2 Determine (a) la funcién de costo marginal;
(b) el costo marginal cuando x = 40; (c) el costo real de
fabricaci6n del reloj 41.

El ingreso total recibido por la venta de x escritorios
es R(x) délares, donde R(x) = 200x - %xz. Determine
(a) la funcién de ingreso marginal; (b) el ingreso marginal
cuando x = 30; (c) el ingreso real por la venta del escri-
torio 31.

21. Si R(x) délares es el ingreso total recibido por la venta de

22.

x equipos de televisién, donde R(x) = 600x — i0x3, de-
termine (@) la funcién de ingreso marginal; (b) g] ingreso
marginal cuando x = 20; (c¢) el ingreso real por la venta
del equipo de televisién 21.

Si C(x) ddlares es el costo total por fabricar x pisapape-
les, y

2
Cw =200 + 2 4+ L
x 5

determine (a) la funcién de costo marginal; (b) el costo
marginal cuando x = 10; (c) el costo real por la fabrica-
cién del onceavo pisapapeles.

En los ejercicios 23 a 25, se utiliza el concepto de tasa relativa
definido como sigue: si y = f(x), la tasa relativa de variacién

de y con respecto a x en x, estd determinada por

equivalentemente,

f'(x) o’"
fix)

% yevaluada enx = x,.

23. Las utilidades anuales brutas de una compaiifa ¢ afios des-

25

26.

27.

pués del lo. de enero de 1994 es p millones de délares,
dondep = %12 + 2t + 10. Determine (a) la tasa a la que
las utilidades brutas crecieron el lo. de enero de 1996;
(b) la tasa relativa de crecimiento de las utilidades brutas
el 1o. de enero de 1996 con aproximacién del 0.1 %; (c) la
tasa a la que las utilidades brutas creceran el 10. de enero de
2000; (d) la tasa relativa de crecimiento prevista de las
utilidades brutas el lo. de enero de 2000 con aproxima-
cién del 0.1 %.

Cierta compaiiia inici6 sus operaciones el lo. de abril
de 1993. Las utilidades anuales brutas de la compa-
fifa después de ¢t afios de operacién son p ddlares, donde
p = 50000 + 18000r - 600¢2. Determine (a) latasa ala
que crecieron las utilidades brutas el lo. de abril de
1995; (b) la tasa relativa de crecimiento de las utilida-
des brutas el lo. de abril de 1995 con aproximacién del
0.1 %; (c) la tasa a la que crecerdn las utilidades brutas
el lo. de abril de 2003; (d) la tasa relativa de crecimien-
to prevista de las utilidades brutas el 1o. de abril de 2003
con aproximacién del 0.1 %.

Suponga que el niimero de personas de la poblacién de
cierta ciudad ¢ afios después del 1o. de enero de 1995 se
espera que sea 407 + 200¢ +10000. Determine (a) la tasa
a la que se espera crezca la poblacién el lo. de enero de
2004; (b) la tasa relativa de crecimiento esperada de la
poblacién el lo. de enero de 2004 con aproximacién del
0.1 %; (c) la tasa a la que la poblacidn se espera que crez-
ca el lo. de enero de 2010; (d) la tasa relativa de creci-
miento prevista de la poblacién el lo. de enero de 2010
con aproximacién del 0.1 %.

Sea r el reciproco de un ntiimero n. Determine la tasa ins-
tantdnea de variacién de r con respecto a n y la tasa relati-
va de variacién de r por unidad de variacién de n cuando n
es igual a (a) 4,y (b) 10.

Las utilidades de una tienda que vende al menudeo son
100y délares cuando se gastan diariamente x délares en
publicidad y y = 2500 + 36x — 0.2x2. Utilice la deri-
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vada para determinar si seria ventajoso que se incremen-
tase el presupuesto para publicidad si éste es de (a) $60, y

(b) $300. (¢} ;Cudl es &l valor méximo para x bajo el cual -

es ventajoso incrementar el presupuestc de publicidad?

31

Para el derrame de petréleo del gjercicio 53 de la seccién
1.8 y del gjercicio 31 de la seccitn 2.2, calcule la tasa a la
que ¢l radio de la abertura estd vatiando a los {a) 0.4 min;
{b) 2 min; {c) 3.2 min.

28. La ecuacion de oferta para cierto tipo de playeras es 32, Demuestre que para cualquier funcidn lineal f, la tasa pro-
x =3p? + 2p, donde p dblares es el precio rebajado por medio de variacién de f(x} cuando x varfade x; ax + &
playera cuando se ofrecen 1000x. (a) Determine la tasa es la misma que la tasa instantdnea de variacién de f(x)
promedio de variacién de la oferta para una variacién de enx).
$1 en el precio rebajado cuando éste aumenta de 310 a3 pemuestre que en cuslquier instante (a) la raz6n de la tasa de
a $11. (b) Determine la tasa instantdnea (o marginal) de vaniacion del 4rea de on cireulo a la tasa de vaniacidn del
variacién para una variacién de $1 en el precio rebaja- radio es igual a la longitud de la circunferencia, y (b) 1a ra-
do cuando ese precio es de $10. z6n de la 1asa de variacién del volumen de una esfera a la

29, Calcule la pendiente de la recta tangente en cada punio de tasa de variacién del radio es igual al drea de 1a superficie
la grifica de y = % + x? - 3¢% donde la tasa de varia- de la esfera.
cién de la pendiente es cero.

30. Determine la tasa instantdnea de variacién de la pendiente

de la rocta tangente a la gréfica de y = 2x7 - 6x? —
x + lenel punto (3, -2).

2.7 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

En la seccién 1.10 se demostrd gue las funciones trigonométricas son con-
tinuas en sus respectives dominios. En esta seccibn se demostrard que
también son diferenciables en sus dominios. Después se empleardn esios
hechos para dibujar de manera formal sus grificas, las cuales se obtuvie-
ron en los cursos previos al de Céleulo aplicande s6lo consideraciones
intuitivas.

Antes de calcular 1a derivada de la funcién sene, trace la grifica de
NDER(sen x, x) en el rectingulo de inspeccién de {25, 2] por [-4, 4], la
cual se muestra en 1a figura 1. Puesto que esta grifica se parece ala grafica
de la funcién coseno, con la que se familiarizé en los cursos previos al de
Célculo, puede sospecharse que la derivada de la funcién seno es la fun-
ci6n cosenc. A continuacién se confirmara esta sospecha analiticamente al
aplicar la identidad trigonométrica

(—2&, 2n] por [-4,4]

NDER(sen x, £) vy

sen{a + #) = senacosk + cosasenb

FIGURA 1 : :
: asf como los teoremas 1.10.2 y 1.1G.5. .

Sea f la funcién seno, de modo que
f()g) = sen x
De la definicién de derivada,

flx + Ax) - fix)

fo = ahn—n»o Ax
= lim sen{x + Ax) - sen{x) -
Az—0 Ax

Se emplea ta férmula (1) para sen(x + Ax), per lo que
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ftx) =

=27 28] por [-4,4)

NDERI(cos x, x)

FIGURA 2

sen x cos(Ax) + cos x sen{Ax) — sen x

|
ajma Ax
b 5 x[cos(Ax) — 1] lim £O8 X sen(Ax)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
— lim _1___‘:_091(32 lim sen x] + | Um cos x!} lim sen(Ax) 2
Ax—0 Ax Ax—0 x=3{ Ax—o0  Ax
De los teoremas 1.10.5 y 1.10.2 se tiene
, 1 — cos(Ax) . sen(Ax)
—_— = I —_———l =
A!rlE])O Ax 0y 3;20 Ax ! &

Al sustituir de estas ecuaciones en {2} se obtiene

Jxy=—-0-senx + cosx 1
= CosX

De este modo, se ha demostrado el teorema siguiente.

’ EJEMPLO 1 Calcule f'{x) si
Fixy = x% sen x

Solucién Al aplicar la regla del prodncto se obtiene

x?D,(senx) + D (x%)sen x
x2 cosx + Zxsenx 4

N

F®

H

Ahora estd preparado para obtener la derivada de la funcién coseno,
pero antes se trazard la grafica de NDER(cos %, x) en el rectdngulo de inspec-
cién de [-2x, 27] por {-4, 4], 1a cual se muestra en la figura 2. La grdfica se
parece a la grdfica de la funcién seno reflejada con respecte al eje x, lo que
sugiere que la derivada de la funcién coseno puede ser la negativa de la fun-
cién seno. Para confirmar esta sospecha analiticamente, se procede como
con la funcién seno. En este caso se aplicard la identidad

cosia + b) = cosacosh — senasenk (4)

i g es la funcién coseno, entonces

g(x) = cosx
, , 2(x + Ax) — g(x)
= iy 2T et — gy
8 ax]EU Ax N
= lim Cos(x + Ax) — cos x

Ax—0 Ax
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Se emplea la férmula (4) para cos(x + Ax), de donde se tiene

cos x cos(Ax) — sen x sen(Ax) — cos x

g = lim, Ax
cos x[cos(Ax) — 1] . sen x sen(Ax)
= lm ———"" 2 lim —————=
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
= — lim 1= cos(Ax) lim cos x| — ( lim senx} lim sen(Ax), &
Ax—0 Ax Ax—0 Ax—0 Ax—0 Ax

Si se sustituye de las ecuaciones (3) en (5) se obtiene

g'x) = ~0-cosx ~ senx-1
= —senx

De este modo se ha demostrado el teorema siguiente.

2.7.2 Teorema Deri

Observe el signo menos antes de sen x para la derivada de cos x; esto
es, la derivada de cos x es el negativo de sen x, mientras que la derivada de
sen x es cos X.

> EJEMPLO 2 Determine % si

sen x

Y= T=2cosx

Solucién

Al aplicar la regla del cociente se obtiene

dy (1 — 2 cos x)Dy(sen x) — sen x - Dy(1 — 2 cos x)

dx (1 = 2 cos x)?
_ (1 — 2 cos x)(cos x) — sen x(2 sen x)
(1 - 2cos x)?
_ cosx — 2(cos? x + sen? x)
(1 - 2cos x)?
= cos x — 2 . 4
(1 - 2 cos x)?

» EJEMPLO 3  cCacue

d3
zx—3(2scnx + 3cosx — x3)

Solucion

%(ZSenx + 3cosx — x3) = 2cosx ~ 3senx — 3x2

2

%(2senx + 3cosx — x3) = —2senx — 3cosx — 6x

d3

w(Zsenx+3cosx—x3)=—2003x+3senx—6 |
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Las derivadas de las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante
se obtiene de las identidades trigonométricas que contienen al seno y coseno,
asi-como las derivadas de seno y coseno y los teoremas de diferenciacion. Para
la derivada de la funcién tangente se aplican las identidades

tanx =

sen x 1 2 2
secx = sen“x + cos“x = 1
COs x cos x

2.7.3 Teorema Derivada de la funcién tangente

Demostraciéon

-senx
D.(t D
,(tan x) x(COS x)

il

cos x - D,(sen x) — sen x - D, (cos x)
2

cos® x
(cos x)(cos x) — (sen x)(— sen x)
cos? x
cos? x + sen? x
cos? x

_ 1
"~ cos?x
= sec?x n

La demostracién de este teorema, andloga a la del teorema 2.7.3, se
deja como ejercicio (vea el ejercicio 1). En la demostracién utilizar4 las
identidades

2.7.5 Teorema Derivada de la funci

Demostracién

Dy(secx) = D,;( 1 ) :

cos x
cosx - D,(1) =1 D.(cos x)

cos? x
_ cosx-0—1-(~senx)
cos? x
_ senx
cos? x

1 senx h
COS X COS X

sec x tan x ]
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P EJEMPLO 4 Cilcue

% (tan x sec x)

Soluciéon

%(tanx secx) = tanx - %(sec x) + %(tan X) - secx

tan x(sec x tan x) + sec? x(sec x)

sec xtan®x + sec’ x 4

2.7.6 Teorema Derivada de la funcion cosecante

La demostracién de este teorema también se deja como ejercicio (refié-
rase al ejercicio 2).

Como se dijo al principio de esta seccién, ahora se mostrard c6mo pue-
den dibujarse las graficas de las funciones trigonométricas aplicando la con-
tinuidad y la diferenciabilidad de estas funciones. Primero se tratardn las
graficas de las funciones seno y coseno, cuyos dominios son el conjunto de
los nimeros reales y sus contradominios son el intervalo [-1, 1]. Sean

fGx) =senx y fix) =cosx

Para determinar dénde tiene rectas tangentes horizontales la gréfica, se
considera f'(x) = 0, de donde se obtiene que x = %n + k=, donde k es
cualquier nimero entero. En estos valores de x, sen x es iguala+lo-l,y
estos son los valores mds grande y mds pequefio que sen x puede tomar. La
grafica intersecta al eje x en los puntos donde sen x = 0, es decir, en los puntos
en los que x = kx, donde k es cualquier nimero entero. Ademis, cuando k
es un niimeto entero par, f(kn) = 1,y cuando k es un nimero entero im-
par f'(km) = —1. Asi, en los puntos de interseccién de la grafica con el eje x
la pendiente de la recta tangente es 1 0 =1. A partir de esta informacion se
dibuja 1a gréfica de la funcién séno la cual se muestra en la figura 3.

y
]%
. } . . /;x
O
1 1
Lo e NG A NG

f(x) = senx

- FIGURA 3

Para la grafica de la funci6n coseno se utiliza la identidad

cosx = sen(x + 37)

Por lo que la grafica del coseno se obtiene a partir de la gréfica del seno al
trasladar %7: unidades a la derecha al eje y. Vea la figura 4.
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/:\~ : ,/j\ , ./5\7;,6
Linm Inag AL, ][ DNESZ PN

fx) = cosx

FIGURA 4

} EJEMPLO 5 Obtenga una ecuacién de la recta tangente a la
gréfica de la funcién coseno en el punto ( %75, 0).

Solucién
Si f(x) = cosx, f(x) = —sen x. Por lo que f'(%n:) = —sen%n‘ Como
sen37 = -1, f(37) = 1. De la forma punto-pendiente para la ecuacién de

la recta tangente que tiene pendiente 1 Y que pasa por el punto (%n’, 0), se
obtiene

y-0=1x-3
=x- 3z 4
y 2

Ahora se considerar la gréfica de la funcién tangente. Debido a que
tan(-x) = —tanx

la gréfica es simétrica con respecto al origen. Ademds,
tan(x + 7) = tanx

por lo que la tangente es periédica con periodo 7. La funci6n tangente es
continua en cualquier niimero de su dominio, el cual es el conjunto de todos
los ndmeros reales excepto los puntos de la forma %7[ + kz, donde k
es cualquier nimero entero. El contradominio de esta funcién es el conjunto
de todos los nimeros reales. Si k es cualquier nimero entero, entonces tan
kr = 0. Por tanto, la grifica intersecta al €je x en los puntos de la forma
(km, 0). Sean

f) =tanx y f(x) = sec?x

Como f'(km) = sec? km y sec? km = 1 para cualquier nimero entero k, se
deduce que donde la grifica intersecta al eje x, Ia pendiente de la recta tan-
gente es 1. Si se considera f(x) = 0, entonces sec? x = 0. Puesto que
sec2x = 1 para toda x, se concluye que la gréfica no tiene rectas tangentes
horizontales.

Considere el intervalo [0, %71:) en el que la funci6n tangente estd de-
finida en cualquier nimero.

; ; sen x
lim tanx = [im 30X
xon/2~ x—nf2- COS X

Puesto que lim senx =1y lin/l cos x = 0, donde cos x tiende a 0

xonf2- xorf2—

a través de valores positivos, entonces

lim tanx = +o0
xonf2—
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Tabla 1
X tan'x
0. 0
= —= = 0.58
s B
1
-Iﬂ' 1
%7[ V3 =173
y
'y
3._
2.
1..
o -
Snfr e/ e 3
2 | ‘ :
i+ —3.‘
f(x) = tanx
FIGURA 5

Por tanto, la recta x = %71' es una asintota vertical de la gréfica. La tabla 1
muestra algunos valores de x del intervaio [0, .;.7:) y los valores correspon-
dientes de tan x. Al localizar los puntos cuyas coordenadas son los pares de
nimeros (x, tan x), se obtiene la porcién de la grafica para x en [0, %n).
Debido a la simetrfa con respecto al origen, se obtiene la porcién de la gréfi-
ca para x en (—-%75, 0]. Como el periodo de la funci6n tangente es 7, se com-
pleta la gréfica de tan x, como se muestra en la figura 5.

La gréfica de la funcién cotangente se puede obtener a partir de la
grifica de la tangente empleando la identidad

cotx = —tan(x + 17

De esta identidad se deduce que la grafica de la cotangente se obtiene de la
grifica de la tangente, al trasladar %7[ unidades a la derecha al eje y después
considerar la reflexion de la gréfica con respecto al eje x. La gréfica de la
funci6n cotangente se presenta en la figura 6.

Como
sec(x + 2m) = secx

giai funcion secante es periGdica con periodo 27. El dominio de esta funcién

ies el conjunto de todos los nimeros reales excepto aquéllos de la forma

.1 %ﬂ' + kzx, donde k es cualquier ndmero entero. El contradominio de esta

funcién es (o0, -1] U [L, + ). La funcién es continua en todo nimero

“ de su dominio. La grifica no intersecta al eje x porque sec x nunca toma el
valor cero.

Se utilizar4 la derivada para determinar si la grifica tiene alguna recta

tangente horizontal. Sean
fx) Fsecx y fix) = secxtanx

Ai considerar f'(x) = O se tiene que sec x tan x = 0. Como secx # 0, en-
tonces f'(x) = O cuando tan x = 0, lo que ocurre cuando x = k7, donde k
s cualquier nimero entero. - .
Primero se obtendré la gréfica para x en (-im jm U (im, 3m).Se
tienen rectas tangentes horizontales en x = 0yx = & Ademis, como
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lim secx
x—-nf2+

lim secx
x-orf2t

entonces las rectas x

de la gréfica.

Z.

x—-n/2% COS X

+00
im
-2t
—0o0

1
2

n, x

Ccos x

- 1
= sy

lim
xonf2=

lim
x—3n/2-

X

3
E” son

S€C x

sec x

lim
x—nrf2- COS X
+00

lim
x—3x/2-COS x
-0

asfntotas verticales

Con la informacién anterior y localizando algunos puntos se dibuja la
gréfica de la funci6n secante para x en (-im, sm U G 3m). Debido a
que el periodo de esta funcién es 27, se obtiene la grifica mostrada en

la figura 7.

De la identidad

csc x = sec(x — im)

i
e N TN S
]

N

41

e

f&x) = secx

FIGURA 7

se obtiene la gréfica de 1a funci6n cosecante a partir de la gréfica de la secante
al trasladar %n unidades a Ia izquierda al eje y. La gréfica de la funci6n
cosecante se muestra en la figura 8.

f®

T S ursinypus. 8

ie -1a E
+ t t t + —>» x
o
2r —%n - L4 %n 2% 75-7;
| Lo |
| ts |
! -4 i i
fx) = escx

FIGURA 8§
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»

FIGURA 9

’ EJEMPLO 6 Un péndulo de 10 cm de l(;ngitud ha oscilado de

modo que @ es Ia medida en radianes del éngulo formado por el péndulo y

una recta vertical. Si #(6) centimetros es la altura vertical del extremo del

péndulo por arriba de su posicién més baja, determine la tasa instantdnea de
_ variacién de h(6) con respecto a 8 cuando 8 = %ﬂ:, '

Solucién
Ac|

Refiérase a la figura 9. Como h(6) = ]A |_l§f| , se tiene

h(@ = 10 - 10 c_osB
h'(8) = —10(-sen 6)
= 10sen O

Asi, h(3m) = 10sen T, estoes, R(im = 5.

Conclusién; Cuando 6 = L1z la tasa de variacién instantdnea de h(8)
con respecto a B es 5 cm/rad.

EJERCICIOS 2.7 | ~ |

1. Demuestre: D (cot x) = —csc? x.

2. Demuestre: Dx(csc X) = —cscxcot x.

En los ejercicios 3 a 18, calcule la derivada de la funcion.

27. D, [(x — senx)(x + cosx)]
28. D, [z2 + cos2)(2z — sen)}

29. D ,(Z_CS_S_’;I.) 30. Dy(ﬂ)i_l.)

3. fx) = 3senx csct + 2 tany — 1
4. glx) = senx + cosx En los ejercicios 31 a 42, calcule NDER(f(x), a) en la grafica-
5. g(x) = tanx + cotx dora. Después confirmie su respuesta analiticamente obte--
6. flx) = 4secx — 2cscx niendo el valor exacto de f'(a).
7. f5) = 2tcost ’ 31, f(x) = xcosx; a =0
8 fo) = 4x2 cos x 32. f(x) = xsenx; a = —g—n:
9, g(x) = xsenx + cosx 33~.f(x) = ﬂ’i_’i;a = %75
10. g(y) = 3seny — ycosy .
11. h(x) = 4senxcosx ’ 3. f&) = SZCZI a=n
12. f(x) = x%senx + 2xcosx 35, f(x) = tanx, a=7x
13. fx) = xZcosx — 2xsenx — 2cosx 36. f(x) = x2cosx —senx; a =0
14. K(y) = y° - y*cosy + 2yseny + 2cosy 37. fix) = senx(cosx — 1), a=17
15. f(x) = 3secxtanx ' 38. f(x) = (cosx + D(xsenx — 1); a = Y
16. f(t) = sen ftan ¢ 39. f(x) = xcosx + xsenx; a = %7:
17. f(y) = cosycoty 40, f(x) = tanx + secx; a = %n
18. h(x) = cotxcscx 41, f(x) = 2cotx — ¢csCx; @ = %7:
En los ejercicios 19 a 30, obtengaila Herbvada. 2. fo) = - t 1 a - in
cot x —

19. Dz(-——z °°"Z)
z+1

21. _‘L( semx ) 225 d
dx\1 — cos x

2. i(_ﬁn.’_) 2. i(
dt\cost — 4 dy

25, E_(l_”ﬂ) 26. i(
dy\l —seny dx

20.‘D,('———§enfﬁ-)f |
)

__(:\7‘ + 4y
dx\icod X )

43. (a)'UtRde la calculadora para tabular con cuatro cifras
' i sen(%n'+h)—sen%n
h
cuandb# es iguala 1, 0.5, 0.1, 0.01, 0.001, y cuando h es

iguala—1,-0.5,-0.1,-0.01, —-0.001 ;A qué valor parece

decinrites los valores de

Ccoty .
12 sen y) que' se ‘aproxima el cociente conforme h tiende a 07 (b)
o sen(§n+h)—sen§n',
sen x — 1 Determine lim interpretdndolo
—_— h0 h .
cosx +1 como una derivada.
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4.

47.

decimales los valores de

(a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras

cos(%n: + h) - cosn%n
. h

cuando % es igual a 1, 0.5, 0.1, 0.01, 0.001, y cuando h es

igual a1, -0.5,-0.1, ~0.01, —0.001. (A qué valor pa-

rece que se aproxima el cociente conforme 4 tiende a 0?

cos(%n: + h) - cos 3 1

decimales los valores de

inter-

lim

(b) Determine
. h=0 h

_pretindolo como una derivada.

(a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras

tan(X 7 + ) - tan L 7
decimales los valores de 4 - 4

do h es igual a 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001, 0.00001, y cuando

h es igual a -0.1, -0.01, —0.001, -0.0001, ~0.00001. ;A .

qué valor parece que se aproxima el cociente conforme A
tan(; 7 + h) -
h

1
tan & @

tiende a 0? (b) Determine lim
h—0
interpretédndolo como una derivada.
(a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras
ol 1
sec(gn' + h) ~ sec < 7

h
do h es igual a 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001, 0.00001, y cuando

cuan-

h es igual a ~0.1, ~0.01, ~0.001, ~0.0001, —0.00001. VA -

qué valor parece que se aproxima el cociente conforme A

o ) sec( 7 + h) — sec i
tiende a 07 (b) Determine Iim s o
h-0 h

interpretdndolo como una derivada.

(a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro-cifras

-

COSX—COS—I—ﬂ'

decimales los valores de T cuando x es
x-=7
3
; 3 19 33 199 333
igual a =27, Zq 22g, D g 7, y cuando x
& 207" 12077 200 1200 2000 Y

esiguala Lz Lg 10Ln 6 g 100
60 40 600 400 ' 6000
parece que se aproxima el cociente .conforme x tiende a

Cos x — COSlﬂ'

—S— interpre-
x-zm

lim
xonf6

% #? (b) Determine
tdndolo como una derivada.

(@) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras

senx—sen-;-n'
1
X gﬂ"

decimales los valores de cuando x es

19

19, 33

333

007" 1000
101 67 1001

20”’ 300 "’ 200 T 3000 3000

parece que se aproxima el cociente conforme x tiende a

199

igual a —%n:, oM 2,y cuando x

es igual a — %0 lr, 7. (A qué valor

sen x — sen 1 7
x-in

lim
x—n/3
dolo como una derivada.

% 77 (b) Determine

interpretédn-

cuan-

7. (A qué-valor

49,

50.

51.

52.

53.

54.

_esxguala—n =/ T, 2T,

(a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras

CSCI‘CSCZﬂ

decimales los valores de 3 3 cuando x es
L x-3T
iguala 3 2 % I, % m = 71:, 333 7, y cuando x es igual
a g —7—71:, 0L, 67 g @n ¢A qué valor parece
15 10 150 100 1500

que se aproxima el cociente conforme x tiende a %x?

CSCX-CSC%”
2
X ?ﬂ'

lim -
x>n/3

(b) Determine interpretdndolo

como una derivada.

(a) Utilice la calculadora i)ara tabular con cuatro cifras

cotx — cot 37

) decimales los valores de 3 cuando x es
x-3z
oual 8 D 9. 299 59 299
igual a 40”, 0™ 0™ 0™ ™ Y cuando x
61 » 301, 601, 3001

0™ 200" 0™ 3000 ™ LA qué valor

parece que se aproxima el cociente conforme x tiende
. cotx — cot % b 4
Hm 3

x-3n/4 X -

a —n" (b) Determine inter-

3
pretdndolo como una derivada. )
Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la gréfica
de la funcién seno en el punto donde (a) x = O,

b)x = —n,(c)x

Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la grﬂﬁca
de la funcién coseno en el punto donde (a) x = —n’
b)x = —_n,(c)x = 17:

Encuentre una ecuacién de Ia recta tangente a la grifica
de la funcién tangente en el punto donde (a) x = O;
b)x = im@x=-1xz

Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la gréﬁ
de la func1én secante en el punto donde (a) x = —7:
b)x = ——7r ©x = %n’

En los ejerctctos 55 a 58, una particula se mueve a lo largo de
una recta de acuerdo a la ecuacioén, donde s centimetros es
la distancia dirigida de la particula desde el origen a los t se-
gundos. (a) ;Cudles son la velocidad instantdnea y la
aceleracion instantdnea de la particula a los t; segundos? (b).
Determine la velocidad instantdnea y la aceleracién ins-

55,
56.
§7.
58.
59.

tantdnea a los t| segundos para cada valor de t,.

s = dsent; t esiguala0, -;-n, %7!, %n, yn

Lg La

677 2
~ . i lplplg 2,5
3 cost, ) esigual a0, TS T

Ly 1. 2
3B R AIm IRy W
Si un cuerpo de peso W libras es arrastrado a lo largo de un
piso horizontal a una velocidad constante por una fuerza de
magnitud F libras y dirigida en un 4ngulo de @ radianes con
respecto al plano del piso, entonces F estd dada por la
ecuacién -

kW
ksen @ + cos 6

s = 6cost; t esigualaO0, %zr,yn
s =

s = —% sent; t) esiguala0, %n,
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donde k es una constante lamada coeficiente de friccién.
Si k = 0.5, determine la tasa instantdnea de variacion de
F con respecto a 8 cuando (a) 8 = %n:; b) 6 = %n:.

. Se dispara un proyectil desde un cafién que tiene un
4ngulo de elevacion de L o radianes y una velocidad ini-
cial de v, pies por segundo. Si R pies es el alcance del
proyectil, entonces

2

v
R= Y sna O=<a<nm
g

donde g pie/s2 es la aceleracidn debida a la gravedad. (a)

Si vy = 480, determine la tasa de variacién de R con
respecto a o cuando ¢ = —;—n (esto es, el dngulo de ele-

DE LA CADENA

61.

62.

vacién tiene una medida en radianes de 1 7). Considere
g = 32. (b) Determine los valores de & para los que
D,R > 0.

Si k es un nimero entero positivo, demuestre por induc-
cién matemaética que

senx sin =4k
in=4k + 1
Dr(senx) = 4 CO8% sin
<(sen x) -senx sin =4k + 2
~cosx sin=4k + 3

Obtenga una férmula semejante a la del ejercicio 61 para
D,*(cos x).

2.8 DERIVADA DE UNA FUNCION COMPUESTA Y REGLA

Para calcular la derivada de una funcién compuesta, se aplica la regla de
la cadena, uno de los teoremas mds importantes en Calculo. Antes de es-
tablecer este teorema, se presentardn tres ejemplos ilustrativos que
muestran cémo pueden emplearse los teoremas anteriores para determinar
las derivadas de algunas funciones compuestas particulares. En cada ejem-
plo ilustrativo, se escribe la expresion final de la derivada en cierta forma que
podr4 parecerle inusual pero que puede ser ficilmente asociada con la regia

de la cadena.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 i

F(x)

= (4x3 + 12

se puede obtener F'(x) al aplicar la regla del producto como sigue:

F(x) = 4x3 + 1)@dx3 + 1)

F'(x)

@x3 + DD@x3 + 1) + (@x3 + ) D@x3 + 1)

= @x3 + D2x2) + @x3 + D12x?)

Asi,

Fix)

Observe que F es la funcién compuesta f o g, donde f(xv) =x

2(4x3 + 1)(12x?)

@®

Zy

g(x) = 4x3 + 1;estoes,

F(x) = f(gx)
= f(4x3 + 1)
= (4x3 + 1)?

Como f'(x) = 2xy g'(x) = 12x2, se tiene de (1)

Fx) = f'(g(x)) g'x)

)]
<
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 i
G(x) = sen 2x

para determinar G'(x) se puede emplear la regla del producto con las iden-
tidades trigonométricas

2x - senzx

sen2x = 2senxcosx y COS2x = COS
Se tiene

G(x) = 2sen xcosx

G'(x) = (2senx) Dy(cosx) + (2 cosx) D,(sen x)
= (2 senx)(—sen x) + (2 cos x)(cos x)
= 2(coszx - scnzx)
Por tanto,
G'(x) = (cos 2x)(2) 3

Si se consideran f(x) = sen x y g(x) = 2x, entonces G es la funcién
compuesta f o g; esto es,

G(x) = f(gx)
= f(2x)

= sen 2x
Debido a que f'(x) = cosxy g'(x) = 2, se puede escribir (3) en la forma

G'(x) = flglx)g'x) (‘2

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 i
H(x) = (cos x)™!
se puede calcular H'(x) usando primero la identidad (cos x)™! = sec x.

H(x) = secx
H'(x) = secxtanx

_ 1 _ senx
€Os X COS x

= (-1) 1 (-sen x)
cos? x

En consecuencia,
H'(x) = [~1(cos x)2](-sen x) (5)
Conf(x) = x"ly g(x) = cosx, Hes la funcién compuesta f o g; esto es,
H(x) = f(g(x) .

= f(cos x)
= (cos x)!
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Puesto que f'(x) = -1 - x"2y g'(x) = —sen x, se puede expresar (5) en la
forma
H'(x) = f(gx) g'x) (12

Observe que los miembros derechos de (2), (4) y (6) se expresan
como f'(g(x)) g'(x), que es exactamente el miembro derecho de la regla de la
cadena, la cual se establece en el teorema siguiente.

2.8.1 Teorema Regla de la cadena

Si la funci6n g es diferenciable en x y la funcidn f es diferenciable en
g(x), entonces la funcién compuesta f o g es diferenciable en x, y

(f o ') = fglx) g'(x) )]

La demostracién de la regla de la cadena para todas las funciones di-
ferenciables es sofisticada, por lo que se presenta en la seccién suplementa-
ria de esta seccién. Una demostracién simplificada concerniente a funciones
que satisfacen una hipétesis adicional se bosqueja en el ejercicio 57.

A continuacién se presentardn ejemplos y ejemplos ilustrativos que le
ayudardn a familiarizarse con el enunciado de la regla de la cadena.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4  scan
fxy = x10 y gx) =2x3 -5x2 + 4
Entonces la funcién compuesta f o g estd definida por

(f © ) = fg(x)
= (2x3 - 5x% + 4)10

Para aplicar (7) se necesita calcular f'(g(x)) y g'(x). Como f(x) = x0,
fi(x) = 10x°, asi

fgx) = 10[gx)1°
Fg) = 102x3 - 5x2 + 4)° ®

Ademés, como g(x) = 2x3 — 5x2 + 4,
g'x) = 6x% - 10x )
Por tanto, de (7), (8) y (9) se tiene

(f c '(x) = flgx)g'x)
= 1002x3 = 5x2 + 4)%6x? - 10x) 4

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Sean
fx) =senx y gx) = x2+3
Entonces la funcién compuesta f o g esté definida por

(f ° &) = f(gx)

= sen(x? + 3)
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A fin de aplicar (7), se calcula f'(g(x)) y g'(x). Como f(x) = sen x,
f'(x) = cos x. En consecuencia,

f(gtx) = coslg(x)]
f(gx) = cos(x? + 3) 10)

Puesto que g(x) = x2 + 3,
g'lx) = 2x (11)
Por tanto, de (7), (10) y (11) se obtiene

(f o)) = flgx)g'(x)
[cos (x2 + 3)](2%)
2x cos(x2 + 3) 4

1l

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6  Suponga que

5
hx = (x% 1)

Para determinar 4(x), sean

— 5 _ _2
f) =xy g(Jt)—x_1

Entonces

=2
(x - 1)?

Como h(x) = f(g(x)), de la regla de la cadena se tiene

fo =54y g =

h(x) = f(g(x) - g'x)

2 =2
=5 <) . ——=__
(x - 1) (x = 1)?
_ _-160 4
(x = 1S
Cuando se calculan derivadas por medio de la regla de la cadena, en
realidad no se escriben las funciones fy g como se hizo en los ejemplos
ilustrativos 4, 5 y 6, pero se deben tener en mente. Por ejemplo, en el ejem-
plo ilustrativo 6, como h(x) es la quinta potencia de un cociente, cuando se
aplica la regla de la cadena primero se utiliza la regla de la potencia y des-
pués la regla del cociente. Se puede escribir el cdlculo como sigue:

()
(7] 2H)

2 \4 -2
5 .
(x - 1) (x - 1)?
-160
(x -~ 1)°

h(x)

h'(x)
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} EJEMPLO 1 Determine f’(x) mediante la regla de la cadena si

1
4x3 +5x2 - 7x+8

fx) =

Solucidon Se escribe f(x) = (4x3 + 5x2 — 7x + 8)~! y se aplica la
regla de la cadena para obtener

fix) = =14x3 + 5x2 = 7x + 8)2- D,(4x3 + 5x2 - 7x + 8)
—1(4x3 + 5x2 — 7x + 8)72(12x2 + 10x —= 7)

“12x2 - 10x + 7 <
(4x3 +5x2 - 7x +8)2

P EJEMPLO 2  cCalcul

d (2x + 1)4
de | \3x -1
Solucién Dela regla de la cadena,

i[(2x+ 1)4} _ 4(2x+1)3_1(2x+1)
dx |\3x -1 3x -1 de\3x -1
_ 4(2x + 1)(3x - 1)(2) - (2x +1)X3)
3x -1 (3x-1)?

4(2x + 1)3(-5)

(3x — 1)

2002x + 1)3
C GBx-1)8

|

Si se utiliza la notacién de Leibniz para la derivada, la regla de la cadena
puede enunciarse como sigue: d
Si y es una funcién de u, definida pory = f(u)y d—i existe, y si u es

una funcién de x, definida poru = g(x)y d_z existe, entonces y es una fun-

d
cién de x y % existe la cual estd dada por
dy _ dy du
F T (12)

Observe de esta ecuacion la forma conveniente para recordar la regla de la
cadena. El enunciado formal sugiere la “divisién” simbdlica de du en el nu-
merador y denominador del miembro derecho. Sin embargo, recuerde de la
seccién 2.1 cuando se introdujo la notacién de Leibniz % se enfatizé que
dy ni dx se les ha dado significado independiente. Por tanto, debe considerar-
se a (12) como una ecuacién que implica una notacién especial de dife-
renciacion.

Para escribir la regla de la cadena en otra forma, considere que
u = g(x). Entonces )

(fe@) =f (fe@® =D fw)  f(g) =fw g = Dy
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[-2m, 27 por {-4, 4]
f(x) = —sen x [cos(cos x)]

y NDER(sen(cos x), x)

FIGURA 1

Con estas sustituciones (7) se transforma en

Dl f(w)] = f(uw)D.u

Se utilizara esta forma de la regla de la cadena para establecer férmulas de
diferenciacién importantes. En particular, se tiene de los teoremas 2.7.1-2.7.6
las férmulas siguientes que implican las derivadas de las funciones trigono-
métricas. Si 4 es una funcién diferenciable de x, entonces

i Dy(sen u) = cos u Dyu D (cos u) = —senuDu
D(tan u) = sec? u Dyu D(cotu) = —csc? uDu
D.(secu) = secutanu D,u D (cscu) = —cscucotuD.u

P EJEMPLO 3  Cacue F(Osi
F() = tan(3t2 + 21)

Solucién Al utilizar la regla de la cadena se obtiene

F(t) = sec’(312 + 21)- D,(31% + 21)
sec2(312 + 21) - (6t + 2)

= 23t + 1)sec’ (312 + 20 |

’ EJEMPLO 4 Calcule % si

y = sen(cos x)

Solucidn Al aplicar la regla de ia cadena se tiene

dy

P cos(cos x)[D,(cos x)]

cos(cos x)[—sen x]
—sen x[cos(cos x)] 4

Por supuesto, los cdlculos de las derivadas de los ejemplos anteriores
pueden apoyarse graficamente. Para confirmar la respuesta del ejemplo 4, se
trazan las gréficas de la funciones definidas por f(x) = —sen x[cos(cos x)]
y NDER(sen(cos x), x) en el rectdngulo de inspeccién de [-2r, 27] por
[~4, 4] como se muestra en la figura 1. Las gréficas son idénticas.

> EJEMPLO 5 Calcule
D,:(sec4 2x2)
Solucién  Se emplear4 dos veces la regla de la cadena.

D, (sec*2x?) = 4 sec3 2x2[D,(sec 2x?)]

4 sec3 2x2[(sec 2x2tan 2x2) D,(2x?)

(4 sec? 2x2 tan 2x2)(4x)

16x sec* 2x2 tan 2x2 4

it

f
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» EJEMPLO 6 Ena ejemplo 3 de la secci6n 1.3, se tuvo la situa-
cién siguiente: en un bosque, un depredador se alimenta de su presa, y la po-
blaciéon de depredadores es una funcién de x, el nimero de presas en el
bosque, el cual es a su vez una funcién g de ¢, el nimero de semanas que han
transcurrido desde que terminé la temporada de caza. Estas funciones se
expresaron como

fix) = kx?-2x+50 y g(t) =41+ 52

donde 0 < 7 < 15. Determine la tasa a la cual estd creciendo la poblacién
de depredadores 11 semanas después de que se cerré la temporada de caza.
Utilice la regla de la cadena sin expresar f o g en términos de ¢.

Solucién La tasa a la cual esti creciendo la poblacién de depredadores
11 semanas después de cerrada la temporada de caza estd dada por
(f o g)'(11). Se emplear4 la regla de la cadena para calcular (f o g)'(z). Como

foy = £x-2y g=4
(fogW) = flge'l
= [ L4+ 52) - 2]4

Por tanto,

(fogll) = 144 + 52) - 8

=8

Conclusién: Once semanas después de cerrada la temporada de caza, la
poblacién de depredadores estd creciendo a la tasa de 8 animales por
semana. <

Ahora se presentara una aplicacién de las funciones seno y coseno en
el movimiento armdnico simple. Se dice que un objeto, el cual se mueve so-
bre una recta, tiene movimiento armdnico simple si la medida de su ace-
leracién es siempre proporcional a la medida de su desplazamiento a partir
de un punto fijo sobre la recta, y su aceleracién y desplazamiento tie-
nen sentidos opuestos. Los modelos matemdticos que describen el mo-
vimiento arménico simple, vibraciones u oscilaciones, estdn dados por las

funciones

() = asenb(t - ¢ (13)
y

f = acosb(t - ¢) 14)

donde f(f) representa el desplazamiento del objeto después de ¢ unidades
de tiempo, y a, b y ¢ son constantes.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7  Sc mostrars que la funcién

definida por la ecuacién (13) describe un movimiento arménico simple.
El desplazamiento esta determinado por .

f(H) = asenb(t - ¢)
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y la funcién que proporciona la aceleracién es f(f), la cual se calcula
a continuacién

fi®) = abcos b(t = ¢) y f'(t) = —ab*senb(t - c)

Por tanto, f'(r) = —b2f(t). Como —b? es una constante, la aceleracién
es proporcional al desplazamiento. Ademds, como —b? es negativa, la ace-
leracion y el desplazamiento tienen sentido opuesto. En consecuencia, el
movimiento es arménico simple. 4

Un ejemplo de movimiento arménico simple se presenta cuando se
suspende un cuerpo de un resorte, el cual vibra verticalmente. Sea s centime-
tros la distancia dirigida del cuerpo desde su posicién central, o de reposo,
después de ¢ segundos de tiempo. Vea la figura 2, donde un valor positivo de
s indica que el cuerpo est4 por arriba de su posicién central. Si en un siste-
ma de coordenadas cartesianas rectangulares se marcan los valores de s para
valores especificos de ¢, y si la friccién no se toma en cuenta, entonces la
gréfica resultante tendrd una ecuacién de la forma (13) o (14). Las constan-
tes a, b y ¢ estén determinadas por el peso del cuerpo y el resorte, asi como
la forma en que se pone en movimiento al cuerpo. Por ejemplo, cuanto més
se tire del cuerpo hacia abajo antes de liberarlo, tanto mayor serd a, la
amplitud del movimiento. Ademds, cuanto més rigido sea el resorte, tanto
mds répido vibrara el cuerpo de modo que el menor valor serd el periodo

del movimiento. Si P es el periodo, entonces P = 3—’% La frecuencia de

|b
un movimiento arménico simple es el nimero de vibraciones u oscila-
ciones, por unidad de tiempo. Si n es la frecuencia del movimiento, en-

_ 1
tonces n = P

» EJEMPLO 7 Un cuerpo vibra verticalmente de acuerdo con la
ecuacién

s = 8cos 37t

donde s centimetros es la distancia dirigida del cuerpo desde su posicién
central (el origen) a los ¢ segundos y el sentido positivo es hacia arriba.
(a) Determine la velocidad y la aceleracién del movimiento para cual-
quier ¢. (b) Muestre que el movimiento es arménico simple. (¢) determine
la amplitud, el periodo y la frecuencia del movimiento. (d) Simule el
movimiento hacia arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora. (e) Tra-
ce la gréfica de la ecuacién del movimiento.

Solucién
(a) Si v centimetros por segundo es la velocidad y a centfmetros por se-
gundo por segundo es la aceleracién, entonces
_ ds ao
dt T odt
8 (~sen {mn(in) ~3x(cos Jrn(5m)
-S3nsenint = -%a2cos Lmt

It
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{0, 4] por [-10, 10]

FIGURA 3

[0, 30] por [-10, 10]

s = 8cos %m

FIGURA 4

(b) Del valor de s en la ecuacién dada y el valor de a del inciso (a), se ob-

(¢

d

(e)

~

serva que
=-172
a=—-gm’s

Como a es proporcional a s y de sentido opuesto, entonces el movi-
miento es arménico simple.

La ecuaci6n dada es el caso especial de (14) donde ¢ = 8, b = lrmy
¢ = 0. La amplitud del movimiento es a, la cual es 8; por tanto, el

2n
o]
es, P = 6. Por tanto, se necesitan 6 s para una vibraciéon completa del
cuerpo. Como la frecuencia n estd dada por YP, n = % Asi, se tiene
1 de vibracién por segundo.

Para simular el movimiento, suponga que el cuerpo se mueve sobre la
rectax = 2. Con la graficadora en modo paramétrico, sean

desplazamiento maximo es 8 cm. Si P es el periodo, P = ; esto

=2y y) =8 cos Int

El movimiento se efectda indefinidamente, sin embargo, se simulara el
movimiento para 0 < ¢t < 12. En el rectdngulo de inspeccién de [0, 4]
por [-10, 10}, sean 1y = O, tyygy = 12y fgep = 0.05. Ahora presione
la tecla (rastreo) y después la tecla flecha a la izquierda man-
teniéndola oprimida hasta que el cursor esté en ¢ = 0. La figura 3 mues-
tra la pantalla de la graficadora como se ha indicado. Presione la tecla
flecha a la derecha y manténgala oprimida para observar que €l cuerpo,
representado por el cursor, se mueve hacia arriba y hacia abajo a lo largo
de la recta vertical x = 2.

Note que inicialmente, cuando ¢t = 0, la velocidad v es igual a cero,
la aceleracién a es negativa y s = 8 de modo que el cuerpo
estd a 8 cm arriba del origen, la posicién central. En el primer 1.5 s, la
velocidad es negativa pero la rapidez, |v | , es creciente. Durante este
tiempo, el cuerpo se mueve hacia abajo una distancia de 8 cm a su po-
sicién central porque cuando ¢ = 1.5, s = 0. Observe que cuando
t =1.5,a = 0, de modo que la aceleracién del cuerpo es cero en su po-
sicién central. En el siguiente 1.5 s, el movimiento del cuerpo continda
hacia abajo, cuando su rapidez es decreciente hasta después de un total
de 3 s, el cuerpo estd 8 cm debajo de su posicién central. Entonces el cuer-
po cambia su direccién y su rapidez es creciente hasta que alcanza
su posicién central; posteriormente, su rapidez decrece hasta que regresa
a su posici6n inicial después de 6 s. Luego, el cuerpo cambia de direc-
cién y el movimiento hacia arriba y hacia abajo se repite indefinidamente.

La figura 4 muestra la grifica de la ecuacién de movimiento trazada
en el rectangulo de inspeccién de [0, 30] por [-10, 10]. |

En el ejemplo anterior no se considerd la friccién, la cual ocasiona que,

eventualmente, el cuerpo alcance el estado de reposo. En la seccién 5.4 se
discutird el movimiento armoénico amortiguado en el que se toma en cuenta
la friccién, como una aplicacién de la funcidn exponencial natural.

EJERCICIOS 2.8

En los ejercicios 1 a 12, calcule la derivada de la funcion. 3. Fx) = (x% + 4x - 5)*
1 f(x) = 2x + 1)
2. f(» = (10 - 50

4. g = @r* + 8.2 + 1Y
5. fy = @A -7+ - 1)?
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6. Hiz) = 2 -3+ 17
7. f(x) = 2 + 4)7?

8. gx) = sen x2

9. f(x) = 4cos3x — 3sendx
10. G(x) = sec’x

11 h(t) = 4 sec’2t - sec 2t
12. f(x)

cos(3x2 + 1)
En los ejercicios 13 a 16, determine la derivada de la funcion.

13. % (sec® x tan? x) 14. Zid—t (2 sen’t cos?r)

d

x (co(“[ ~ csc? ]

15.

16. % [@4x2 + %X + 1]

En los ejercicios 17 a 24, calcule la derivada de la funcion y
apoy&gu respuesta trazando las grdficas de su respuestay de la
derivada numérica en x en el mismo rectdngulo de inspeccion.

_(x- 7V (22 +1Y
17. fx) = (X - 2) 18. fa) = (——313 : 1)

19. g(t) = sen® (32 - 1)

20. g(x) = tan®x?

21. f(x) = (tan’x — x?%)?

22. G(x) = (2senx — 3cosx)?
23. F(x) = 4 cos(sen3x)

24, f(x) = sen?(cos 2x)

En los ejercicios 25 y 26, obtenga una ecuacion de la recta
tangente a la curva dada en el punto indicado, y apoye su
respuesta trazando la grdfica de la curva y la recta tangente en
el mismo rectdngulo de inspeccion.

25. y = (& — 1)* enelpunto(2,9)
26. y = 4an2x enel punto(%n:, 4)

En los ejercicios 27 a 30, la ecuacion describe el movimiento de
un cuerpo suspendido de un resorte que vibra verticalmente,
donde s centimetros es la distancia del cuerpo desde su posi-
cion central (el origen) a los t segundos y el sentido positivo es
hacia arriba. (a) Calcule la velocidad y la aceleracion del
movimiento para cualquier t. (b) Muestre que el movimiento es
armonico simple. (c) Determine la amplitud, el periodo y la
frecuencia del movimiento. (d) Simule el movimiento hacia
arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora. (e) Trace
la grdfica de la ecuacion del movimiento.

27. s = 6sen %nt‘ 28. s = 3cos ém
29. s = 4cosm(2 - %)
30. s = 8sen(3t + %)

En los ejercicios 31 y 32, una particula se mueve a lo largo de
una recta de acuerdo con la ecuacion de movimiento dada, don-
de s metros es la distancia dirigida de la particula desde el
origen a los t segundos. Determine (a) la velocidad y (b) la
aceleracion de la particula a los t segundos, y (c) muestre que
el movimiento es armdnico simple.

31. s = bcos(kt + c),donde b, k y ¢ son constantes.

32. s = Asen2rmkt + Bcos 2nkt, donde A, B y k son
constantes.

En los ejercicios 33 a 36, una particula se mueve a lo largo de
una recta de acuerdo con la ecuacion de movimiento dada,
donde a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la
particula desde el origen, v pies por segundo es la velocidad
y a pies por segundo por segundo es la aceleracion de la par-
ticula. (a) Determine v y a en términos de t. (b) Muestre que
el movimiento es armdnico simple. (c) Simule el movimiento en
la graficadora.

33. s = S5sennmt + 3cosmt

34. 5 = sen(6r — %n:) + sen(6r + %7!:)
35. s =5— 10 sen’ 2r

36. s = 8cos’6t — 4

37. (a) Para el péndulo del ejemplo 6 de la seccion 2.7, mues-
tre que otra ecuacién que define 4(0) es

h(6) = 20sen’ 1o

Sugerencia: utilice una identidad trigonométrica. A partir
de esta ecuacién calcule la tasa instantdnea de variacién de
h(6) con respecto a 8 cuando (b) 8 = %n; (c) 6 = %7:;
@eo=ir

38. Si K unidades cuadradas es ¢l drea de un tridngulo rec-
tangulo, 10 unidades es la longitud de la hipotenusa, y a
es la medida en radianes de un angulo agudo, entonces
K = 25 sen 2a. Determine la tasa instantinea de varia-
cién con respecto a @, cuando (a) @ = %ﬂ; ®a=Lir

| 4
© a= 37

39. La ley de Dulong establece que si P atmosferas es la pre-
sidn absoluta de un vapor saturado-a una temperatura de
T grados Celsius, entonces

40 + TY
= T>8
F (140) 0

Calcule la tasa instantinea de variacién de P con respecto
aT,cuando(a) T = 100; (b) P = 32.

40. Si alos 1 segundos, g coulombs es la carga en un capacitor
e i amperes es la corriente en el capacitor, entonces i es la
tasa de variacion de g con respecto a ¢. Suponga que para
cierto capacitor

A
= - — cos(®r +
q o ( b

donde A, ® y ¢ son constantes. Exprese i en términos de 1.

41. Se construye un péndulo de torsién al suspender hori-
zontalmente un disco metdlico uniforme mediante un
alambre desde su centro. Si se desplaza el péndulo y des-
pués se impulsa de manera perpendicular a dicho despla-
zamiento se obtendra el movimiento armoénico angular
simple. Suponga que a los t segundos el desplazamien-
to angular de 6 radianes desde la posicién inicial estd
dado por la ecuacion '

6 = 02cosn(t - 0.5)
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42.

43,

45.

46.

47.

49.

Determine con aproximacién de décimos de radian por
segundo, que tan rdpido cambia el 4ngulo a los 3.1 s.

Denote la funcién obtenida como modelo matemdtico en
el ejercicio 28 de la seccién 1.3 por V. Determine con
aproximacién de décimos la tasa instantdnea de varia-
ciéon de V(x) con respecto a x cuando (a) x = 0.9,
(b)x =10, y(e)x = 1.1

La fuerza electromotriz para un circuito eléctrico con un
generador simplificado es E(f) volts a los f segundos, don-
de E(t) = 50 sen 120mt. Calcule la tasa instantdnea de
variacion de E(f) con respecto a ¢ cuando (a) ¢t = 0.02 s
y()t = 02s.

Una onda producida por un sonido simple tiene la ecua-
cién P(t) = 0.003 sen 1 800pt, donde P(t) dinas por
centimetro cuadrado es la diferencia entre la presién at-
mosférica y la presion del aire en el timpano del oido a los
t segundos. Determine la tasa instantdnea de vanacnon de
P lcon respecto a ¢ cuando ¢ es igual a (a) 9 S; (b) = S;
(c) = 8.

La ecuac16n de demanda para un juguete particular es
pXx = 5000 donde x es el nimero de juguetes que se
venden por mes, cuando p d6lares es el precio por juguete.
Se espera que en t meses el precio del juguete serd p d6-
lares, donde 20p = 12 + 7t + 100 y t €[0, 6}. ;Cuél
es la tasa de variacién esperada de la demanda después
de 5 meses? No exprese x en términos de ¢, utilice la re-
gla de la cadena.

Para el derrame de petréleo y la funcién A del ejercicio 54
de la seccién 1.8 haga lo siguiente: (a) Demuestre que A
es diferenciable en 2. (b) Obtenga A'(¢). Determine la
tasa a la que el drea de la grieta estd cambiando a los
(c) 0.4 min, (d) 2 min y (e) 3.2 min.

Sean f(x) = x> y g(x) = f(x?). Calcule (a) f'(x?);
(b) g'(x).
Sean f(u) = * + Su + 5y gx) = (x + Dfix - 1).

Determine la derivada de f © g en dos formas: (@) pri-
mero calcule (f© g)(x) y luego obtenga (f o g)'(x);
(b) utilice la regla de la cadena.

Obtenga la férmula para la derivada de la funcién coseno
empleando la férmula de la derivada para la funcién seno,
la regla de la cadena y las identidades

cosx = sen(%n: - X) y senx = cos(%ﬂ - X)

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

Utilice 1a regla de la cadena para demostrar que (a) la de-
rivada de una funcién par es una funcién impar, (b) la
derivada de una funcién impar es una funcién par, supo-
niendo que las derivadas existen.

Emplee el resultado del ejercicio 50(a) para demostrar
que si g es una funcién par y g'(x) existe y si A(x) =
(f o g)x) y f es diferenciable en cualquier nimero en-
tonces #2'(0) =

Suponga que fy g son funciones tales que f'(x) = —
y (f ° g)(x) = x. Demuestre que si g'(x) existe, entonces
g'x®) = g).

Sea

f) = 4% sen—!— six =0

0 ¥ osix=0
(a) Demuestre que f es continua en 0. (b) Calcule f'(x).
(¢) Demuestre que f" es discontinua en 0.

Sif"y g"existenysi h = fo g, exprese h'" (x) en térmi-
nos de las derivadas de f'y g.

Discuta el movimiento arménico simple del cuerpo del
ejercicio 27, como se hizo en el inciso (d) del ejemplo 7.

Siga las instrucciones del ejercicio 55 para el movimiento
arménico simple del cuerpo descrito por la ecuacién del
ejercicio 28.

Suponga que fy g son dos funciones tales que (i) g'(x;) y
f'(g(x))) existen y (ii) para todo x # x| de algiin interva-
lo abierto que contenga a x|, g(x) — g(x;) = 0. Entonces

(f o 8)x) — (f ° g)x)

X = X
(fo8)x) —(fog)x)  gx) - 8(x)
8(x) - g(xy) x = x

(a) Demuestre que conforme x — x;, g(x) = g(x|) y en
consecuencia que (f© g)'(x;) = f(g(x1)g'(x,) sim-
plificindose asi la demostracién de la regla de la cadena
bajo la hipétesis adicional (ii). (b) Explique por qué la
demostracién de la regla de la cadena dada en el inciso
(a) se aplica si f(x) = x2y g(x) = x3, pero no se aplica
sif(x) = x? y glx) = sgnux.

*
2.9 DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIA PARA EXPONENTES
RACIONALES Y DIFERENCIACION IMPLICITA

En la seccién 2.4 se mostr6 que la derivada de la funcion potencia, definida por

fG) = x"

(08}

estd dada por la férmula siguiente, donde r es un entero positivo o negativo:

fo = !

@
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Abhora se demostrard que esta férmula se cumple cuando r es un nimero
racional, con ciertas estipulaciones cuando x = 0.

Primero considere que x # 0, y r = 1/q, donde ¢ es un mimero en-
tero positivo. Entonces la ecuacién (1) se puede escribir como

fx) = xla 3

De la definicién 2.1.3,

F) = lim (x + Ax)/a - x4
Ax

m " @

A fin de evaluar el limite en (4) se debe racionalizar el numerador. Para lo-
grar esto se emplea la férmula siguiente:

a® - b" = (@ - b)a"! +a"%b +a" b+ ...+ ab"? + b (5)

Puede considerar esta formula de sus cursos anteriores al de Célculo. Si
no, refiérase al suplemento de la seccién 1.5 donde se obtuvo como la ecua-
cién (12). ’

El numerador de la fraccién en (4) se racionaliza al aplicar (5) donde
a= @+ A0, b= xlyn = q. De modo que se multiplica el nume-
rador y el denominador por

[(x + A)V@D 4 [(x + A0)AJ@Dxlg 4+ | 4+ (xla)g-D

Entonces, de (4), f'(x) es igual a

T (C A)a — xVa[(x + AV + (x + Ax)9Dlaxla 4 |+ x{g-Vla)

6
Ax—0 Ax[(x + A0V 4+ (x + Ax)aDlaxltle 4 4 xla-Dig) ©

Ahora, si se aplica (5) al numerador, se obtiene (x + Ax)q/q - x94 1o cuél
es Ax. Asi, de (6),

, : Ax
fix) = lim
Axo0Ax[(x + A0V 4+ (x + A Dlaxlle 1 | 4 x@ D)
. 1
= lim
Ax=0 (x + AX) D9 4 (x + Ax)9Dlaxlla 4 4 x@-Dig
. 1
= lim -
Ax—>0 x(q-Dlg 4 x@-Dlg 4 4 x@Dig

como hay exactamente q términos en el denominador de la fraccién anterior,

, _ 1
fo = -9
Fx) = %x”q-l ‘ @

la cual es la férmula (2) con r = 1/q. Con esto se ha completado una
etapa crucial de la demostracién. A continuacién se debe mostrar que la fun-
cién definida por (3) es diferenciable; ademads, que su derivada estd dada
por (7).



174 CAPITULO 2 DERIVADA Y DIFERENCIACION

Abhora, en (1) con x # 0, sea r = p/q, donde p es cualquier nimero
entero diferente de cero y g es cualquier nimero entero positivo; esto es, 7 es
cualquier nimero racional excepto cero. Entonces, (1) se puede escribir como

fo) = xPld & fix) = (xMyr

De la regla de la cadena y de la regla de la potencia para niimeros enteros
positivos y negativos, se tiene

fx) = pxYoyr-t . D (x19)

Al aplicar la férmula (7) para Dx(xllq) se obtiene
fo) = pxtfayr-1. %xllq-—l
f = %xp/q*‘/qﬂ:’q—]
) = Bxpla-
q

Esta férmula es la misma que (2) con r = pjq. R

Sir=0yx#0,(l)se transforma en f(x) = x9; esto es, f(x) = 1.
De modo que f'(x) = 0, lo cual puede. escribirse como f(x) = 0 - x%-1. Por
tanto, se cumple (2) sir = 0y x # 0. En consecuencia, se ha mostrado que
la férmula (2) se cumple cuando r es cualquier nimero racional y x # 0.

Ahora bien, 0 esti en el dominio de la funcién potencia f si y sélo si r
es un nimero positivo, porque cuando r < 0, f(0) no estd definido. En con-
secuencia, se desea determinar para que valores positivos de r, f'(0) estard
dado por la férmula (2). Se deben excluir los valores de r para los cuales
0 < r < 1 porque para estos valores de r, x”~! no es un nimero real cuan-
do x = 0. Entonces, suponga que r > 1. Por la definicién de derivada,

von o qpn XT =07
fx) = 11_51‘13 =70
= lim x™!

x50

1

Cuando r > 1, lin(l)x" existe y es igual a cero, suponiendo que r es
X

mimero tal que x"~! est4 definido en algun intervalo abierto que contiene a 0.
Por ejemplo, si r = 3, entonces x™! = x12 el cual no estd definido en
cualquier intervalo abierto que contenga a 0 (ya que x!2 no existe cuan-

do x < 0). Sin embargo, si r = 3, x™! = x2B3, el cual ests definido en

cualquier intervalo abierto que contenga a 0. Por tanto, la férmula (2) pro-
porciona la derivada de la funcién potencia cuando x = 0, suponiendo
que r es un nimero para el cual x"~! estd definido para algiin intervalo que
contiene a 0. De este modo se ha demostrado el teorema siguiente.

2.9.1 Teorema Regla de diferenciacion de la funcion
potencia (para exponentes racionales)

Si f es la funcién potencia definida por f(x) = x", donde r es cual-
quier niimero racional, entonces fes diferenciable y

[ = !

Para obtener f'(0) a partir de esta férmula, r debe ser un nimero tal
que x"~! esté definido en algiin intervalo abierto que contenga a 0.

v
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e EIAGEUA
NS

[=6, 6] por (4, 4]

Ssentcost

4 sen® t + 9 cos? 1
y NDER (y4sen? t + 9cos? ¢, 1)

FIGURA 1

fi@=-

P EJEMPLO 1  Calculefsi
fx) = 43/x%
Solucién Del teorema 2.9.1 con f(x) = 4x%/3 se tiene

4. 2P

_ 8.-13
3x

8
3x1/3

')

8
B <

El préximo teorema se deduce inmediatamente a partir del teorema
2.9.1 y de laregla de la cadena.

2.9.2 Teorema

Sify g son dos funciones tales que f(x) = [g(x)]", donde r es cualquier
niimero racional, y si g (x) existe, entonces f es diferenciable, y

£ = rlg@]™1g'x)

P EJEMPLO 2  Determine £t si
f() = vJdsen?t + 9cos? ¢

Solucidn  Se escribe f(7) = (4 sen? ¢ + 9 cos? n'2 y se aplica el teo-
rema 2.9.2.

(&) = L(@dsen?t + 9cos? )12 Dy4sen?t + 9cos? )

8sent - D,(sent) + 18 cost - D,(cos t)
244 sen? 1 + 9 cos? ¢

8 sen ¢ cost + 18 cos #(— sen ¢t)
24 sen2 ¢ + 9 cos? ¢

—10 sen ¢ cos ¢
244 sen? t + 9 cos? ¢

_ Ssen t cos ¢ <
Vasen? 1 + 9cos? ¢

Como es usual, los célculos del ejemplo anterior pueden apoyarse
graficamente. En particular, la grifica de la figura 1, la cual muestra que
la gréifica de la respuesta y la grfica de la derivada numérica de f pare-
cen la misma, apoya el célculo del ejemplo 2.

Ahora se tratard otra técnica de diferenciacién llamada diferen-
ciacién (o derivacién) implicita, la cual estd basada en la regla de la cadena.

Sif = {(x,y) I y = 3x2 + 5x + 1}, entonces la ecuacién

y =3x2 +5x+ 1
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define a la funcién explicitamente. Sin embargo, no todas las funciones
pueden ser definidas explicitamente mediante una ecuacién. Por ejemplo, no
se puede resolver la ecuacién

x6 -2 = 3y6 + )5 — 52 ®

para y en términos de x. No obstante, pueden existir una o més funciones
tales que si y = f(x), entonces la ecuaci6n (8) se satisface; es decir, funcio-
nes tales que la ecuacién

x6 - 2x = 3[f®)]® + [FI° - [f(0)]?

se cumple para todos los valores de x en el dominio de f. En este caso, la
funcién f estd definida implicitamente por la ecuacién dada.

Con la suposicién de que (8) define a y como al menos una funcién
diferenciable de x, la derivada de y con respecto a x puede determinarse
mediante la diferenciacion implicita.

La ecuacién (8) es un tipo especial en el que aparecen x y y debido a
que puede escribirse de modo que todos los términos que contienen x
estén en un miembro de la ecuacién y todos los términos en y se ubiquen en
el otro miembro. Esta ecuacién sirve como primer ejemplo para ilustrar el
proceso de diferenciacion implicita.

El miembro izquierdo de (8) es una funcién de x, y el miembro dere-
cho es una funcién de y. Sea F la funcién definida por el miembro izquierdo
y G la funcion definida por el miembro derecho. Asi,

Fix) =x%-2x y G(y) =3y6 + y5 -2

donde y es una funcién de x, por decir y = f(x). De este modo, (8) puede
escribirse como

Fx) = G(f(x)

Esta ecuacién es satisfecha por todos los valores de x del dominio de f para
los cuales G(f(x)) existe.

Entonces, para todos los valores de x para los cuales f es diferenciable,
se tiene

D,(x8 - 2x) = D,(3y% + y5 - »?) )

La derivada del miembro derecho de (9) se puede determinar fécilmente, por
lo que se obtiene

Dy(x8 - 2x) = 6x5 - 2 ‘ (10)
Por medio de la regla de la cadena se determina la derivada del miembro
derecho de (9).
dy dy dy
6 5 42y = 5.4y 4,8 5, 4
D3y + y7 = y%) = 18y”- == + 5y 22— 2y & (1

Al sustituir los valores de (10) y (11) en (9) se obtiene

6x5 -2

1l

dy
5 4 _ patdl
(18y> + 5y 2y) o

dy _ __6x° -2
dx 18y3 + 5y* - 2y
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Observe que al emplear la diferenciacién implicita se ha obtenido una ex-
presién para % que contiene a las variables x y y. En el ejemplo ilustrativo

siguiente se utiliza el método de diferenciacién implicita para determinar

d . . ‘s
d—i de un tipo més general de ecuacion.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la ecuacion
3x4y2 — Txyd = 4 - 8y (12)

y suponga que existe al menos una funcién diferenciable f tal que si
y = f(x), entonces la ecuacion (12) se satisface. Al diferenciar ambos miem-
bros de (12) (teniendo en mente que y es una funcién diferenciable de x)
y aplicando la regla del producto, la regla de la potencia y la regla de la
cadena, se obtiene

12x3y? + 3x%QyD,y) - Ty3 - 7x(3y*D,y) = 0 - 8 D,y
D,y(6x%y — 21xy? + 8) = 7y3 — 12x3y?
7y3 - 12x3y2

D - —
xY 6x%y — 21xy? + 8

Recuerde que se supuso que tanto (8) como (12) definen al menos una
funcién diferenciable de x. Puede suceder que una ecuacién en x y y no
impliquen la existencia de cualquier funcién de valores reales, como es el
caso para la ecuacion

2+y2+4=0

la cual no se satisface por cualesquiera valores reales de x y y. Ademds, es
posible que una ecuacién en x y y pueda ser satisfecha por muchas funcio-
nes diferentes, de las cuales algunas son diferenciables y otras no. Una
discusién general estd mds alld del alcance de este texto, pero puede encon-
trarse en un libro de Célculo avanzado. En las discusiones siguientes
cuando se indique que una ecuacién en x y y define a y implicitamente como
una funcién de x, se supondrd que al menos una de estas funciones es
diferenciable. El ejemplo 5, el cual se tratard posteriormente, ilustra el
hecho de que la diferenciacién implicita proporciona la derivada de dos
funciones diferenciables definidas por la ecuacién dada.

’ EJEMPLO 3 (a) Utilice la diferenciacién implicita para deter-
minar la pendiente de la recta tangente a la curva x> + y3 = 9 en el punto
(1, 2). (b) Encuentre una ecuacién de la recta tangente y apoye la respuesta
graficamente trazando la curva y la recta tangente en el mismo rectangulo de
inspeccion.

Solucion
(a) Al diferenciar implicitamente con respecto a x se obtiene
d
3x2 + 3y2 Ey =0
dy X

dx ~ 2
dy
En el punto (1, 2), priiais
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(b) Una ecuacién de la recta tangente es

y-2=-tax-
x+4y-9=0

1l

La figura 2 muestra las graficas de

y = Yo - 13 y y= %(9—x)

[-6. 6] por [-4, 4]
trazadas en el rectangulo de inspeccién de [-6, 6] por [—4, 4]. La recta
y=39-% y y= %(9 - % es tangente a la curva en el punto (1, 2), lo que apoya la respuesta. 4
FIGURA 2

> EJEMPLO 4 Dadaxcosy + ycosx — 1 = 0, calcule %

Solucién Al diferenciar implicitamente con respecto a x se tiene

l1- cosy + x(—seny)% + %(cosx) + y(-senx) = 0

dy
—=(cosx — xseny) = ysenx — cosy
dx
dy ysenx —cosy 4

dx Cos X — x sen y

2 EJEMPLO 5 Dada la ecuacién x2 + y2 = 9, determine
(a) % mediante la diferenciacién implicita; (b) dos funciones definidas

por la ecuacién; (c) la derivada de cada una de las funciones del inciso (b) por
medio de la diferenciacién explicita. (d) Verifique que el resultado obtenido
en el inciso (a) es acorde con el resultado del inciso (c).

Solucién
(a) Al diferenciar implicitamente se obtiene
dy _
2x + Zyd—x =0

QX X

dx y
(b) Si laecuacién dada se resuelve para y, ent(_)nces
y= TRy y=-N
Sean f] y f, las dos funciones para las que
fim) = N9 -x2 y fr) = -V9 - x?

(€) Como fi(x) = (9 — xB)12 y fH(x) = —(9 — x)!12, de la regla de la
cadena se obtiene

-9 - x2)12(-2x)

I

[l = 309 - )12 LA

— X _ X

- 9 - x2 —\/9—x2
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(d) Paray = fj(x), donde fij(x) = V9 — x2 , se deduce del inciso (c) que

H

, X
fikx) _—9——x2_

X

y

lo cual es acorde con la respuesta del inciso (a).
Paray = f,(x), donde fo(x) = ~9 — x2 , se deduce del inciso (c) que

hHi) = —2—
V9 - x?
- X
T o2
=-x
Ty
lo cual es acorde con la respuesta del inciso (a). |

El ejemplo siguiente muestra cémo calcular la segunda derivada para
funciones definidas implicitamente.

» EJEMPLO 6 Dado que

4x2 + 9y2 = 36
. d2y . . e . .
determine e mediante diferenciacion implicita.
Solucién Al diferenciar implicitamente con respecto a x se tiene

d
8x + ]8y—‘% =0

dy —4x

e 9y 13)
2 .

Para calcular % se obtiene la derivada de un cociente teniéndose en

mente que y es una funcion de x. Asi,

) - - .éz)
9y(~4) (4x)(9 i

81y2

d?

<

&

Si se sustituye el valor de % de (13) en esta ecuacidn se obtiene

36y + (36x) %“yﬁ

4y _

dx? 81y2
_ -36y% - 16x2
- 81y3
_ —4(9y? - 4x?)

81y3
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N

Puesto que cualesquiera valores de x y y que satisfacen esta ecuacién deben
también satisfacer la ecuacién original, entonces se puede’ sustituir
9y2 + 9x2 por 36 para obtener

d%y _ -4(36) . .
dx? 81y3
=16 <
9y3

EJERCICIOS 2.9 I |

En los ejercicios | a 12, obtenga la derivada de la funcion.
1 f(x) = 4x12 4 55712

2, fx) = 323~ ex!3 4 x71P

3. gx) = 1+ 4x? 4. f(s) = N2 - 352

5 f) = (5 - 30 6 g = Yax? — 1

7. 80y) = —r 8. fx) = (5-2x3)71
N .

9. h(H) = 2cos VT - 10, f(x) = 4sec x

1. g() = cot /37 12. g(x) = +/3senx

En los ejercicios 13 a 16, calcule la derivada y apoye la res-
puesta trazando las grdficas de la respuesta y la derivada nu-
mérica en el mismo rectdngulo de inspeccion.

13. _—_ii_( sen ¢ ) 14. _i( cosx—l)
dt 1 -sent . dx sen x
15. D (+/9 + Vo -x) 16. DX(JI tan E)

En los ejercicios 17 a 32, determine % por medio de dife-

renciacién implicita.

17. x2 + y2 = 16 18. 4x? - 9y?2 =1
19. x* +y% = 8xy 20. x% + y = Txy
2. Lol n 3-32 -

x oy x 0y
23, Jx o+ \/; =4 24, 2x% +3xy? = 5
25, %2 = x? + y? 26. (2x + 3)* = 3y*
27. y = cos(x — y) 28. x = sen(x + y)

29, sec’x + csc?y = 4 30. cotxy + xy = 0

31, xseny + ycosx =1 32, cos(x + y) = ysenx

En los ejercicios 33 a 36, encuentre una ecuacién de la recta

tangente o de la recta normal, segin se indica, y apoye la

respuesta trazando la rectd y la curva en el mismo rectdngulo

de inspeccion.

33. La recta tangente a la curva y = vx2 + 9 en el punto
“,5). ‘ o

34. Larectanormalalacurvay = x+/16 + x2 en el origen.

35. La recta normal a Ja curva 913 = 513 = 1 en el punto
(1, 2).

36. La recta tangente a la curva 16x* + y* = 32 en el pun-
to (1, 2).

37. (En qué punto de la curva xy = (1 — x — y)* la recta
tangente es paralela al eje x?

38. Dos rectas que pasan por el punto (-1, 3), son tangentes a
la curva x2 + 4y2 — 4x — 8y + 3 = 0. Encuentre una
ecuacion de cada una de las rectas.

En los ejercicios 39 a 42, haga lo sigujente: (a) Encuentre dos

Sfunciones definidas por la ecuacion; (b) dibuje las grdficas de

cada una de las funciones obtenidas en el inciso (a); (c) dibuje

la grdfica de la ecuacion; (d) calcule la derivada de cada una
de las- funciones obtenidas en el inciso (a) y determine los

d
dominios de las derivadas; (e) obtenga Ey mediante diferen-

ciacion implicita de la ecuacion dada, y verifique que el resul-
tado asi obtenido es acorde con los resultados del inciso (d); -
(f) encuentre una ecuacion de cada recta tangente en el valor
indicado de x,. : :

39. y2=4x—8;x1=3
40. yz—x2=16;x|=—3
a1 x2 -y =9, x;, = -5
42 x2 + y2 =25 x = 4

dy 1
‘43. Dado que x? + y2? = 1, demuestre que —5 = ——.
dx y3
2
4. Seax'? 1+ y'2 = 2, pruebe que % = x—;/;
: 2
45. Six® + y? = 1, muestre que _d;» = —_.2:‘
dx y
: 2
46. Seax? + 25)72 = 100, demuestre que —4-%7- = —4—
dx 25y3

47. Una particula se mueve a lo largo de una recta de acuer-
do con la ecuacién de movimiento s =. v4t2 + 3, con
t = 0. Deterine el valor de ¢ para el cual la medida de
la velocidad es (a) 0; (b) 1; (c) 2.

48. Una particula se mueve a lo largo de una recta de acuer-

do con la ecuacién de movimiento s = ¥'5 + 2, con
+ t = 0. Determine el valor de ¢ para el cual la medida de
la velocidad es (a) 0; (b) 1.

49. Suponga que se‘pr()duce un liquido mediante un proceso
quimico y que la funcién de costo total C estd dada por
C(x) = 6 + 4+/x, donde €(x) délares es el costo total
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50.

51.

52,

53.

54.

al producir x litros del liquido. Determine (a) el costo mar-
ginal cuando se producen 16 litros, y (b) el mimero de litros
producidos cuando el costo marginal es de $0.40 por litro.

El mimero de délares del costo total por producir x uni-
dades de cierto articulo estd dado por C(x) = 40 + 3x +
9+/2x . Determire (a) el costo marginal cuando se pro-
ducen 50 unidades, y (b) el nimero de unidades produci-
das cuando el costo marginal es $4.50.

Una compaiiia inmobiliaria renta cada departamento a p
délares por mes cuando x departamentos son rentados, y
p = 30 300 - 2x. Si R(x) dolares son las utilidades
totales recibidas por la renta de los x departamentos, en-
tonces R(x) = px. (Cuantos departamentos deben rentar-
se antes de que las utilidades sean cero? Nota: como x es
el mimero de departamentos rentados, x es un nimero
entero no negativo, Sin embargo, para aplicar el Célculo,
suponga que x es un mimero real no negativo.

La produccion diaria de una fabrica es f(x) unidades
cuando‘ el capital invertido es x miles de délares, y
f(x) =\2()0 ~v2x + 1. Si la capitalizacién actual es de
$760 000, utilice la derivada para estimar la variacién
de la produccién diaria si el capital invertido es aumenta-
do en $1 000.

Un avi6n vuela en forma paralela al suelo a una altura de
2 km y con una rapidez de 4 Lkm/min. Si el avién vuela
directamente sobre la Estatua de la Libertad, ja qué tasa
estd variando la distancia de la recta visual entre el avién y
la estatua 20 s después?

A las 8 a.m. un barco, que navega hacia el norte a 24 nudos
(millas nauticas por hora), se encuentra en un punto P. A
las 10 a.m. un segundo barco, que navega hacia el este a 32
nudos, estd en el punto P. ;A qué tasa estd cambiando
la distancia entre los dos barcos (a) a las 9 a.m.; (b) a las
Il am.?

-~

)

&£« N2mon ;—b-p.

(@%A M

55.

56.

A

48 m.n.

Peoe—32 m.n. —— ] o
.. 1AM

En el ejercicio 41 de la seccién 2.2, aplicé la definicién de
derivada para demostrar que

E]

Dfx) = =1 six#0
Ahora utilice la regla de la cadena y los teoremas de dife-

renciacion para la demostracion. Sugerencia: considere
x| = Ja.

Determine D,%(|x|) cuando ‘exista. Considere la suge-
rencia del ejercicio 55.

En los ejercicios 57 y 58, calcule la derivada de la funcion.
Considere la sugerencia del ejercicio 55.

57. f0) = [x? - 4]

59.
60.

61.

62.

63

66.

. Demuestre que sixy = 1, entonces

58. g(x) = x|x|
Sif(x) = ]x ' 3 determine f'(x) y f"(x) cuando existan.

Sea g(x) = | fx) | Demuestre que si f'(x) y g;(x) exis-
ten, entonces [g'(x)| = ] fx) |

Se deja caer una pelota desde una ventana que se encuen-
tra a k pies sobre el piso y rebota de modo que 7.segundos
después de que la pelota cae, su-altura es s(f) pies, donde

_ k| cos 1]
. s(t) = -7

Determine la tasa a la que la altura de la pelotz{ estd cam-
biando alos (a) 1.4s,(b) 1.6s,(c) 1.8 sy (d)2.2s7

Demuestre que la suma de las intercepciones x y y de la
recta tangente a la curva x4 y1/2 = k1/2, donde k es
una constante, s igual a k.

Encuentre las ecuaciones- de las rectas tangentes a la
curva x23 4 y2/3 = 1 en el punto donde x = —%. Apo-
ye la respuesta trazando las rectas y la curva en el mismo
rectangulo de inspeccidn.

. Suponga qtie gx) = 9 - x2 y h(x) = f(g(x)), donde

fes diferenciable en 3. Demuestre que 4'(0) = 0.

iy dy
a2 Al 4
Sea f la funcidn potencia definida por f(x) = x", donde r
es cualquier nimero racional: Bajo la suposicién de que
f es diferenciable;, utilice la diferenciacién implitita para

demostrar que f'(x) = rx"!. Sugerencia: sea r = %,

= 4.

donde p y g son niimeros enteros y g > 0. Después sus-
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tituya f(x) por y y escriba la ecuacién como y? = x?. ejercicio 66 en lugar del que se presentd en la seccién?
Explique su respuesta.
Emplee la diferenciacién implicita y determine ﬂ plique st resp
dx 68. Calcule (f o g)'(0) si f(x) = x® + Ix> y g(» = x1B,
67. Para una demostracién rigurosa del teorema 2.9.1, la Explique por qué no se puede emplear la regla de la ca-
regla de diferenciacién de la potencia (para potencias ra- dena para efectuar este cdlculo.

cionales), ;pudo haberse empleado el procedimiento del

2.10 TASAS DE VARIACION RELACIONADAS

Un problema de tasas de variacion relacionadas es aquel que involucra
tasas de variacién de variables relacionadas. En aplicaciones del mundo real
que implican tasas de variacién relacionadas, las variables tienen una rela-
ci6n especifica para valores de 7, donde ¢ es una medida de tiempo. En ge-
neral, esta relacioén se expresa mediante una ecuacién, la cual representa un
modelo matemdtico. Esta seccién se inicia con un ejemplo ilustrativo que
muestra el camino paso a paso de cémo se resuelven la mayoria de los
problemas de tasas de variacién relacionadas.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Una escalera de 25 pie de lon-
gitud estd apoyada contra una pared vertical como se muestra en la figura 1. La
base de la escalera se jala horizontalmente alejindola de la pared a 3 piefs.
Suponga que se desea determinar qué tan rdpido se desliza hacia abajo la par-
te superior de la escalera sobre la pared cuando su base se encuentra a 15 pie
de la pared.

Paso 1 Primero defina las variables comenzando cbn &
t: el nimero de segundos del tiempo que ha transcurrido desde que
FIGURA 1 la escalera comenz6 a deslizarse hacia abajo sobre la pared.
x: el nimero de pies de la distancia desde la base de la escalera a la
pared a los ¢ segundos.
y: el nimero de pies de la distancia desde el piso a la parte superior
de la escalera a los ¢ segundos.
Paso 2 Escriba cualquier hecho numérico acerca de x, y y sus derivadas
con respecto a 1.
Como la base de la escalera es jalada horizontalmente alejiandola de

la pared a 3 piefs, % = 3.
Paso 3 Escriba lo que desea determinar.

a
Se desea determinar d—’: cuando x = 15.

Paso 4 Escriba una ecuacién que relacionea x y y.
Del teorema de Pitigoras,

y2 = 625 - x?2 4}

Pasoi5 Derive los dos miembros de (1) con respecto a ¢

dy dx
yar = Ty -
dy x dx

@ Ty d ~ @
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Paso 6 Sustituya los valores conocidos de x, y y % en la ecuacién anterior
dy

y resuélvala para -

Cuando x = 15,de (1) y = 20. Como % = 3, se obtiene de (2)

:11} _ 15,
dt y=20 20

9

4

El signo menos indica que y decrece conforme t aumenta.
Paso 7 Escriba una conclusién.

Conclusién: La parte superior de la escalera se desliza hacia aba-
jo sobre la pared a la tasa de 2.25 piefs cuando la base estd a 15 pie
de la pared. 4

Ahora se hara un resumen de los pasos del ejemplo ilustrativo anterior.
Ellos le dardn un procedimiento a seguir. Conforme lea los ejemplos siguien-
tes, refiérase a estos pasos para ver c6mo se aplican.

Sugerencias para resolver un problema de tasas de

variacion relacionadas

Lea el problema cuidadosamente de modo que lo entienda. Para poder
entenderlo, con frecuencia es itil inventar un ejemplo especifico
que contemple una situacién semejante en la que todas las cantidades
sean conocidas. Otra ayuda es dibujar una figura, si es factible, como
en el ejemplo ilustrativo | y los ejemplo 1, 2 y 4. Después aplique los
siguientes pasos.

1. Defina las variables de la ecuacién que obtendrd. Debido a que
éstas representan nimeros, las definiciones de las variables deben
indicar este hecho. Por ejemplo, si el tiempo se mide en segundos,
entonces la variable t debe definirse como el nimero de segun-
dos de tiempo o, equivalentemente, f segundos es el tiempo. Ase-
giirese de definir primero ¢, y las otras variables deben indicar su
dependencia de ¢. g

2. Escriba los hechos numéricos conocidos acerca de las variables y
de sus derivadas con respecto a 7.

3. Escriba lo que se desea determinar,

4. Escriba una ecuacion que relacione las variables que dependen de 1.
Esa ecuacién serd un modelo matematico de la situacién.

5. Derive con respecto a ¢ los dos miembros de la ecuacién obtenida
en el paso 4 para relacionar las tasas de variacién de las variables.

6. Sustituya los valores de las cantidades conocidas en la ecuacién del
paso 5, y despeje la cantidad deseada. '

7. Escriba una conclusi6n que consista de una o més oraciones com-
pletas y que responda las preguntas del problema. No olvide que la
conclusién debe contener las unidades correctas de medicién.
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FIGURA 2

} EJEMPLO 1 Cierta cantidad de agua fluye a una tasa de
2 m®/min hacia el interior de un depésito cuya forma es la de un cono in-
vertido de 16 m de altura y 4 m de radio. ;Qué tan ripido sube el nivel del
agua cuando ésta ha alcanzado 5 m de profundidad?

Solucién  Refiérase ala figura 2.

Paso 1

Paso 2

Paso 3
Paso 4

Paso 5

Paso 6

Se definen las variables, primero ¢ y después las otras variables en
términos de .

t: el mimero de minutos del tiempo que ha transcurrido desde
que el agua comenzd a fluir dentro del tanque.

h: el mimero de metros de la altura del nivel del agua a los ¢ minutos.

r: el mimero de metros del radio de la superficie del agua a los ¢
minutos.

V: el nimero de metros ciibicos del volumen de agua en el tanque
a los t minutos. Observe que V, r y h, son funciones de ¢.

Puesto que el agua fluye dentro del tanque a una tasa de 2 m?/min,

entonces av _ 2.
dt
Se desea determinar %}zl cuando h = 5.

En cualquier tiempo, el volumen del agua en el tanque puede expre-
sarse como el volumen de un cono, como indica la figura 2.

V=1t &)

Como se establecié en los pasos 2 y 3, se conoce —dl, y se desea

dt
determinar %ﬁf Por tanto, se necesita una ecuacién que involucre

a Vy h. Asi, primero se expresa r en términos de s observando
que, de los tridngulos semejantes de la figura 2, se tiene

r _ 4 _
I T
Si se sustituye este valor de r en (3), se obtiene

1
3

2
ﬂ(%h) h o Vv=-Lm

V= 43

Al diferenciar los dos miembros de esta ecuacién con respecto a ¢,
resulta:

AV _ L dh
dt l6nh dt

Ahora se sustituye 2 por ‘2—‘: y se resuelve la ecuacién para %}IL
obtiéndose

dh _ 32

dt h?
Asi,

@] -2

di 4,5~ 251

= 0.4074
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Al convertir metros a centimetros se tiene: 0.4074 m/min =
40.74 cm/min.
Paso 7 A continuacién se escribira la conclusién.

Conclusién: El nivel del agua sube a una tasa de 40.74 cm/min
cuando el agua ha alcanzado una profundidad de 5 m. 4

> EJEMPLO 2 Dos automdviles, uno va hacia el este a una tasa
de 90 km/h, y el otro hacia el sur a 60 km/h, se dirigen hacia la intersec-
cién de dos carreteras. (A qué tasa se estdn aproximando uno al otro en el
instante en que el primer automévil estd a 0.2 km de la interseccién y el se-
gundo se encuentra a 0.15 km de dicha interseccién?

Solucién  Consulte la figura 3, donde el punto P es la intersecci6n de las
dos carreteras.

Paso 1

t: el nimero de horas del tiempo que ha transcurrido desde que
los automéviles empezaron a aproximarse a P.
FIGURA 3 x: el nimero de kilémetros de la distancia a partir del primer
automévil a P a las ¢ horas.
y: el nimero de kilémetros de la distancia a partir del segundo
automévil a P a las ¢ horas.
z el ndmero de kilémetros de la distancia entre los dos auto-
moviles a las ¢ horas.
Paso 2 Como el primer carro se acerca a P a una tasa de 90 km/h, y x estd

decreciendo conforme ¢ crece, entonces % = —=90. De la misma
manera, L] = —60.
dt
Paso 3 Se desea determinar % cuandox = 0.2yy = 0.15.
Paso 4 Del teorema de Pitdgoras
22 =x2 4+ y? @)

Paso 5 Al diferenciar los dos miembros de (4) con respecto a ¢, se obtiene

2 _ oy dx dy
2z T 2x 7 + 2y ar
b
g = * dt Y dr (5)
dt H
Paso6 Cuandox = 0.2 yy = 0.15,de(4)se tiénequez = 0.25.En(5)se
sustituyen % por =90, % por —60, x por 0.2, y por 0.15 y

z por 0.25 para obtener

ﬂ] _ (02)(=90) + (0.15)-60)
dr 2=0.25 0.25

= -108
Paso 7

Conclusion: En el instante en cuestién, los carros se aproximan
uno al otro a una tasa de 108 km/h. 4
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> EJEMPLO 3 Suponga que en cierto mercado, x miles de ca-
nastillas de naranjas se surten diariamente cuando p délares es el precio por
canastilla. La ecuacion de oferta es

px -20p-3x+ 105 =0

Si el suministro diario decrece a una tasa de 250 canastillas por dia, ja qué
tasa estd variando el precio cuando la oferta diaria es de 5 000 canastillas?

Solucién  Sea ¢ dias el tiempo que ha transcurrido desde que el sumi-
nistro diario empez6 a decrecer.

Las variables p y x estdn definidas como funciones de ¢ en el enunciado
del problema.

Debido a que el suministro diario estd decreciendo a una tasa de 250

. . dx _ _ 250 . dr _ 1
canastillas pzr dia, entonces & = 1000 esto es, @ =7 Se desea
determinar d—f cuando x = 5. De la ecuacién de oferta dada, al diferen-

ciar implicitamente con respecto a f se obtiene
dx | dp _ ,pdp _ gdx _
Par * *ar 20d! 3dr =0

d _ 3-p dx
dt x—20 adat

Cuando x = 5, se deduce de la ecuacién de oferta que p = 6. Debido a

que % = - %, se tiene de la ecuacién anterior
&) - 25 (_ 1)
dr],  5-20\ 3

=-L
20

Conclusiéon: El precio de una canastilla de naranjas estd decreciendo a la
tasa de $0.05 por dia cuando la oferta diaria es de 5 000 canastillas. 4

} EJEMPLO 4 Un avién vuela hacia el oeste con una velocidad
de 500 pie/s a una altura de 4 000 pie y un rayo de luz de un faro de rastreo
ubicado en tierra, incide en la parte inferior del avién. Si la luz se mantiene
sobre el avién, ;qué tan ripido gira el rayo de luz cuando el avién se en-
cuentra a una distancia horizontal de 2 000 pie al este del faro.

Solucién  Consulte la figura 4, en la que el faro estd en el punto L y en
un instante particular el avion se encuentra en el punto P.

Sea t segundos el tiempo que transcurre desde que la luz del faro in-
cidi6 en el avién.
L : x: el nimero de pies hacia el este de la distancia horizontal del avién des-
» ‘\ 0  pes ! de el faro a los ¢ segundos.

TR e i T T 0: el nimero de radianes del angulo de elevacién del avién desde el faro a

los ¢ segundos.

FIGURA 4 do

Puesto que % = -500, y como se desea determinar T cuando

x = 2000, se considera

tan @ = 4000
X
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Al diferenciar los dos miembros de esta ecuacién con respecto a ¢ se obtiene

29 d6 _ _4000 dx
sec” 6 dt x2 dt
Si se sustituye & por =500 en la ecuacién anterior y al dividir entre
sec? 0 se tiene
d6 _ 2000 000
d ~ x2sec?6 ©
Cuando x = 2000, tan § = 2. Como sec? 8 = 1 + tan® 6, sec? § = 5. Al

sustituir estos valores en (6) se tiene, cuando x =

0 _

2 000 000

2 000,

dt 4000 000(5)

L
10

Conclusion: En el instante dado, la medida del dngulo est4 creciendo a la

1

tasa de <+ rad/s, y ésta es la rapidez con la que estd girando el faro. |

1o

EJERCICIOS 2.10

En los ejercicios 1 a 8, x y y son funciones de la tercera va-
rigble t.

; - dy _ ax
1. Si2x +3y =8y prie 2, obtenga 4
X ax _ &
2. Si y =10y - 5, calcule R

3. Sixy =20y L] = 10, encuentre dx cuandox = 2.
Y dt

dt
4. Si2senx + 4cosy =3y ﬂ = 3, obtenga & en
1 | dt dt
(E”’ 37:).
5. Si sen’x + cosly = 2y x -1, calcule dy en
2 3 4 dt dt
(;n, Z”)'
6. Si x2+3y2=25y % = 5, calcule % cuando
y = 4.
7.8 Jx + y =5y ﬂ = 3, obtenga — cuando
at dt
x =1
8 Siy(tanx + 1) =4y dy = —4, determine L1 cuan-

dox = 7. dt dt

En los problemas de tasas de variacion relacionadas de los
ejercicios siguientes, defina precisamente todas las variables
como cantidades (nimeros y unidades de medicién). Utilice la
variable t para representar el tiempo y defina las otras va-
riables de modo que dependan de t. Asegirese de escribir una
conclusion.

9. Un nifio vuela una cometa a una altura de 40 pie, y lo hace
moviéndose horizontalmente a una tasa de 3 piefs. Si la
cuerda est4 tensa, ja qué tasa se afloja cuando la longitud
de la cuerda suelta es de 50 pie?

10.

AL

12.

13.

14.

40 pie

3 piefs
————

2

Se infla un globo esférico de modo que su volumen se
incrementa a una tasa de 5 m3/min. ¢{A qué tasa aumenta
el didmetro cuando éste es de 12 m?

Se estd formando una bola de nieve de modo que su volu-
men se incrementa a una tasa de 8 pie3/min. Determine
la tasa a la que el radio aumenta cuando el didmetro de la
bola es de 4 pie.

Suponga que cuando el didmetro de bola de nieve, del
ejercicio 11, es de 6 pie se detiene su crecimiento y co-
mienza a derretirse a una tasa de L pie’/min. Calcule la
tasa a la que el radio varia cuando éste es de 2 pie.

Se deja caer arena en un monticulo de forma cénica a una
tasa de 10 m3/min. Si la altura del monticulo siempre es
el doble del radio de la base, ;a qué tasa se incrementa la
altura cuando ésta es de 8 m?

Una ldmpara se encuentra suspendida a 15 pie sobre una
calle horizontal y reeta. Si un hombre de 6 pie de esta-
tura camina alejindose de la l4mpara a una tasa de
5 piefs, ;qué tan rdpido se alarga su sombra?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Mt Dt i s el

En el ejercicio 14, ;a qué tasa se desplaza la punta de la
sombra del hombre?

Un hombre de 6 pie de estatura camina hacia un edificio a
una tasa de 5 piefs, si en el piso se encuentra una l4mpa-
ra a 50 pie del edificio, ;qué tan rdpido se acorta la som-
bra del hombre proyectada en el edificio cuando él est4 a
30 pie de éste?

Suponga que un tumor en el cuerpo de una persona es de
forma esférica. Si cuando el radio del tumor es de 0.5 ¢m,
éste crece a una tasa de 0.001 cm por dia, ;cudl es la tasa
de crecimiento del volumen del tumor en ese tiempo?

Una bacteria celular es de forma esférica. Si el radio de la
bacteria crece a una tasa de 0.01 um (micra) por dia cuando
el radio de ésta es de 1.5 um, ;cudl es la tasa de crecimien-
to del volumen de la bacteria en ese tiempo?

Para el tumor del ejercicio 17, ;cudl es la tasa de crecimien-
to del drea de la superficie cuando el radio es de 0.5 cm?

Para la bacteria del ejercicio 18, ;cudl es la tasa del drea de
la superficie de la bacteria cuando su radio es de 1.5 pm?

Un tanque para almacenar agua tiene la forma de un cono
invertido y se estd vaciando a una tasa de 6 m’/min. La
altura del cono es de 24 m y su radio mide 12 m. Deter-
mine qué tan rdpido disminuye el nivel del agua cuando
estd tiene una profundidad de 10 m.

La longitud de un abrevadero es de 12 pie y sus extre-
mos tienen la forma de un tridngulo is6sceles invertido
que tiene una altura de 3 pie y su base mide 3 pie. Se intro-
duce agua al abrevadero a una tasa de 2 pie3/min. {Qué
tan rdpido sube el nivel del agua cuando ésta tiene una
profundidad de 1 pie?

23,

25.

26.

27.

La ley de Boyle para la expansi6n de una gas es PV = C,
donde P es la presion expresada como el nimero de libras
por unidad cuadrada de 4rea, V es el mimero de unidades
cibicas del volumen del gas y C es una constante. En cier-
to momento, la presion es de 3 000 Ib/pie?, el volumen es de
5 pie? y el volumen crece a una tasa de 3 pie’/min. De-
termine la tasa de variacion de la presién en ese momento.

La ley adiabdtica (sin pérdida ni ganancia de calor) para la
expansién del aire es PV'* = C, donde P es la pre-
sién expresada como el nimero de libras por unidad cua-
drada de drea, V es el mimero de unidades cibicas del
volumen y C es una constante. En un instante especifico,
la presi6n es de 40 1b/pulg? y est4 creciendo a una tasa de
8 Ib/pulg? cada segundo. Si C = 5/16, ;cudl es la tasa
de variacién del volumen en ese instante?

Se arroja una piedra en un estanque tranquilo, formédn-
dose ondas circulares concéntricas que se dispersan. Si el
radio de la regién afectada crece a una tasa de 16 cm/s,
(a qué tasa crece el drea de la region afectada cuando su
radio es de 4 cm?

Cierta cantidad de aceite fluye hacia el interior de un de-
pésito que tiene forma de cono invertido a una tasa de
37m3/min. Si el depésito tiene un radio de 2.5 m en su parte
superior y una altura de 10 m, ;qué tan rdpido varia el nivel
del aceite cuando éste ha alcanzado 8 m de profundidad?

Un automévil se desplaza a una tasa de 30 piefs y se
aproxima a un crucero. Cuando el automévil esta a 120 pie
del crucero, un camién que viaja a una tasa de 40 piefs
pasa por el crucero. El automévil y el camién se encuentran
sobre carreteras que son perpendiculares. ;Qué tan rapido
se separan el automovil y el camién 2 s después de que el
camino deja el crucero?
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Una cuerda estd atada a un bote sobre la superficie del
agua y una mujer, en el muelle, tira del bote a una tasa de
50 pie/min. Si sus manos estdn a 16 pie sobre el nivel del
agua ;qué tan rapido se aproxima el bote al muelle cuando
la cantidad de cuerda suelta es de 20 pie?

Esta semana, en una fébrica se produjeron 50 unidades
de un articulo determinado, y la cantidad producida au-
menta a una tasa de 2 unidades por semana. Si C(x) d6la-
res es el costo total por producir x unidades y C(x) =
0.08x% — x2 + 10x + 48, determine la tasa actual a la
que el costo de produccion crece.

La demanda de cierto cereal para el desayuno estd dada
por la ecuacién de demanda px + 50p = 16 000, don-
de x miles de cajas de cereal son demandadas cuando el
precio por caja es de p centavos. Si el precio actual de la
caja de cereal es de $1.6 y éste se incrementa a una tasa
de 0.4 centavos cada semana, calcule la tasa de variacién de
la demanda.

La ecuacién de oferta para cierta mercancia es x =
1000 /3p? +20p, donde cada mes se suministran x
unidades cuando p délares es el precio por unidad. De-
termine la tasa de variacin de la oferta si el precio actual
es de $20 por unidad y el precio crece a una tasa de $0.50
por mes.

Suponga que y trabajadores se necesitan para producir x
unidades de cierta mercancia, y x = 4y2. Si la pro-
ducci6n de la mercancia este afio es de 250 000 unidades
y la produccién crece a una tasa de 18 000 unidades por
ano, jcudl es la tasa actual a la que la fuerza laboral debe
incrementarse?

La ecuacién de demanda para cierto tipo de camisa es
2px + 65p — 4 950 = 0, donde x cientos de camisas
son demandadas por semana cuando p ddlares es el precio
por camisa. Si una camisa se vende por $30 esta semana,
y el precio crece a una tasa de $0.20 por semana, calcule
la tasa de variacién de la demanda.

La medida de uno de los dngulos agudos de un tridngulo
rectdngulo decrece a una tasa de -L 7 radfs. Si la longi-
tud de la hipotenusa es constante y de 40 cm, determine
qué tan rapido varfa el drea del tridngulo cuando la me-
dida del dngulo agudo es de é 7 rad.

Dos camiones, uno de los cuales viaja hacia el oeste y el
otro hacia el sur, se aproximan a un crucero. Si los dos

36.

37.

38.

camiones se desplazan a una tasa de k km/h, muestre que
ellos se aproximan a una tasa de k /7 km/h cuando cada
uno de ellos se encuentra a m kilémetros del crucero.

Un dep6sito horizontal para agua mide 16 m de longitud y
sus extremos son trapecios isésceles con una altura de 4 m,
base menor de 4 m y base mayor de 6 m. Se vierte agua en
el depGsito a una tasa de 10 m*/min. ;Qué tan répido
sube el nivel del agua cuando ésta ha alcanzado una pro-
fundidad de 2 m?

En el ejercicio 36, si el nivel del agua decrece a una tasa
de 25 cm/min cuando el agua tiene una profundidad de
3 m, ja qué tasa sale el agua del dep6sito?

Una escalera de 7 m de longitud estd apoyada sobre una
pared. Si la base de la escalera se empuja horizontalmente
hacia la pared a una tasa de 1.5 m/s, ;qué tan répido se
desliza hacia arriba la parte superior de la escalera sobre la
pared cuando su base se encuentra a 2 metros de la pared?
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39.

40.

41.

Una escalera de 20 pie de longitud estd recargada sobre un
terraplén inclinado a 60° con respecto a la horizontal. Si la
base de la escalera se mueve horizontalmente hacia el te-
rraplén a una tasa de 1 piefs, qué tan rdpido se desliza la
parte superior de la escalera cuando la base estd a 4 pies
del terraplén.

Una escalera de 30 pie de longitud est4 apoyada contra una
pared, de modo que su extremo superior se desliza hacia
abajo a una tasa de -;— piefs, i cuél es la tasa de variacién de
la medida del 4ngulo agudo formado por la escalera con el
piso cuando el extremo superior estd a 18 pie sobre el piso?

Un avidén que vuela con rapidez constante a una altura de
10 000 pie sobre una trayectoria recta que lo llevard di-
rectamente sobre un observador en tierra. En un instante
dado, el observador nota que el dngulo de elevacién del
avién es de 17 rad y aumenta a una tasa de % radfs.
Determine la rapidez del avion.

42.

43.

45.

Un bote estd ubicado a 4 millas de la costa y tiene un
radar transmisor que gira 32 veces por minuto. ;Qué tan
rapido se desplaza la onda emitida por el radar a lo largo
de la costa cuando dicha onda forma un édngulo de 45°
con la costa.

Después de la explosion de despegue, un transbordador
espacial se eleva verticalmente y un radar, ubicado a
1 000 yd de la rampa de lanzamiento, sigue al transborda-
dor. ;Qué tan rdpido gira el radar 10 segundos después de
la explosién de despegue si en ese instante la velocidad
del transbordador es de 100 ydfs encontrindose éste a
500 yd del suelo?

Se vierte agua en un depdsito que tiene forma de cono
invertido a una tasa de 8 pie’/min. El cono tiene una altura
de 20 pie y un didmetro de 10 pie en la parte superior. Si
hay una fuga en la parte inferior del dep6sito y el nivel del
agua sube a una tasa de 1 pulg/min cuando el agua tiene
una profundidad de 16 pies, ;qué tan répido escapa el agua
del depésito?

Muestre que si el volumen de un globo decrece a una tasa
proporcional al drea de su superficie, el radio del globo
se contrae a una tasa constante.

REVISION DEL CAPITULO 2

» SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 2

1.

Defina la recta tangente a la grafica de una funcién en el
punto P(xy, f(x)).

Defina la recta normal a una gréfica en un punto dado.

Defina la derivada de una funcién f en un nimero x del
dominio de f.

Establezca dos férmulas que proporcionen f'(x,), la de-
rivada de la funcién fen el mimero x;.

5.

6.

¢Cudl es la interpretacion geométrica de la derivada de la
funcion f en el mimero x;?

(Cuadl es la notacion de Lagrange para la derivada de la
funcién fen el niimero x;? ;Cudl es la notacion de Leibniz
para la derivada?

¢ Es posible que una funcién sea diferenciable en un ni-
mero y no sea continua en ese nimero? Si la respuesta es
si, dé un ejemplo. Si la respuesta es no, establezca la razén.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

¢Es posible que una funcién sea continua en un ndmero y
no sea diferenciable en ese mimero? Si la respuesta es si,
dé un ejemplo, si la respuesta es no, establezca la razén.

Enuncie el teorema que proporciona la relacién entre di-
ferenciabilidad y continuidad de una funcién en un
nimero.

Establezca tres razones por las que una funcién no sea
diferenciable en un mimero ¢ y dibuje la grifica de tal
funcién en cada caso.

Defina la derivada por la derecha y la derivada por la
izquierda de una funcién f en el nimero x;.

Invente un ejemplo de una funcién que no sea diferencia-
ble en un niimero x; debido a que las derivadas por la dere-
cha y por la izquierda de x; no son iguales aunque las dos
derivadas laterales existan.

Invente un ejemplo de una funcién que no sea diferenciable
en un mimero x;, para la cual la gréfica de la funcién en el
punto donde x = x, tiene una recta tangente vertical.

Invente un ejemplo de una funcién que no sea continua ni
diferenciable en un ndimero particular de su dominio.

(Qué es el cociente de diferencias simétricas de la funci6én
fen el nimero a?

(Cudl es la mejor aproximacién a f'(a) para una tolerancia
especifica: el cociente de diferencias simétricas o el co-
ciente de diferencias estdndar?

Defina la derivada numérica de una funcién f en un
nimero a.

(Por qué es mas importante ahora la derivada numérica
que antes del advenimiento de las computadoras elec-
trénicas?

¢(La derivada numérica de una funcién en un nimero siem-
pre proporciona una aproximacién de la derivada real de la
funcién en el ndmero? Si la respuesta es si, explique por
qué. Si la respuesta es no, dé un ejemplo de una funcién
que justifique su respuesta.

(C6émo se puede apoyar en la graficadora la derivada de
una funcién calculada analiticamente?

Enuncie los tres teoremas que permiten diferenciar cual-
quier funcién polinomial.

Si la funci6n A es el producto de las funciones f y g, es-
tablezca la regla de diferenciacién para el producto que
expresa la derivada de h en términos de f, g y sus derivadas.

Si la funcién h es el cociente (f/g) de las funciones fy
g, establezca la regla de diferenciacién para el cociente
que expresa la derivada de h en términos de f, g y sus
derivadas.

Si f es una funcién, ;qué se entiende por la segunda deri-
vada de f? ;{Qué se entiende por la tercera derivada de f?

¢(Cuintas derivadas diferentes tiene una funcién polinomial?
(Cudl es la notacién de Leibniz para la segunda derivada?

Suponga que una particula se mueve a lo largo de una recta
de acuerdo a la ecuacién s = f (). Defina la velocidad y la
aceleracion de la particulaent = ¢,.

28.

29,

30.

31.

32

33,

3.

3s.

37

38

39.

40

41.

42.

¢(Cudl es la diferencia entre la velocidad y la rapidez en el
movimiento rectilineo?

Sis = f(r) es la ecuacién de movimiento de una particula
sobre una recta horizontal, ;cémo se puede simular el mo-
vimiento en la graficadora?

Efectie la sugerencia 29 si un objeto (por ejemplo, una
pelota o una piedra) se mueve sobre una recta vertical.

Sis = f(t) es una ecuacién de movimiento de un obje-
to que se mueve sobre una recta vertical, describa cémo
determinaria analiticamente lo siguiente: qué tan alto
llegara el objeto y cudnto tiempo le tomara alcanzar el
punto més alto; la velocidad instantdnea del objeto en un
tiempo particular; la rapidez del objeto en un tiempo
particular; la velocidad instantdnea del objeto cuando
éste vuelve al punto inicial.

Interprete la derivada de una funcién f como una tasa de
variacién.

Suponga que V(x) proporciona el volumen de un sélido en
términos de la medida x. Interprete V'(x;) como una tasa
de variacion.

En economia, suponga que C(x) proporciona el costo total
de x unidades de cierta mercancia y que R(x) es la utilidad
total recibida cuando x unidades son vendidas. Interprete
el costo marginal, C'(x), y la utilidad marginal, R'(x),
como tasas de variacién.

({Cémo aplican los economistas la derivada para aproxi-
mar el costo de produccién de una unidad adicional des-
pués de que se han producido & unidades y c6émo aproximan
la utilidad por la venta de una unidad adicional después
de que se han vendido & unidades?

Proporcione ejemplos en los que se aplique la derivada
como tasa de variacién en dos disciplinas diferentes de la
geometria y de la economia.

Enuncie los teoremas que proporcionan las derivadas de
sen x, cos x, tan x, cot x, sec x y csc x, donde x es un ni-
mero real.

Indique dos de los limites importantes del capitulo 1 que se
utilizan para demostrar los teoremas que proporcionan la
derivada de sen x y cos x.

Para aplicar los teoremas de la sugerencia 37 a fin de ob-
tener las derivadas de las funciones trigonométricas de 6,
donde 8 es la medida de un 4ngulo, jpor qué € debe me-
dirse en radianes?

(C6émo se aplican las derivadas de las seis funciones tri-
gonométricas para dibujar sus gréficas?

(Por qué es necesario el Célculo para dibujar de manera
formal las gréficas de las seis funciones trigonométricas,
las cuales pueden obtenerse en cursos previos al de Célculo
s6lo aplicando consideraciones intuitivas?

Si la funcién h es la composicién de las funciones f y
g esto es, h = f o' g, ;en qué nimeros deben ser di-
ferenciables las funciones f'y g si h es diferenciable en el
nimero x,?
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43. Enuncie la regla de la cadena que proporciona la fé6rmu-
la para la derivada de la composicién de las funciones
fye

44. Invente un ejemplo que muestre cémo se utiliza la regla de
la cadena para calcular la derivada de una funcién A, la
cual es la composicién de dos funciones siendo una de
ellas una funcién trigonométrica.

45. Invente un ejemplo que muestre cémo se aplica la regla de
la cadena para calcular la derivada de la funcién A, la cual
es la composicién de dos funciones algebraicas, siendo
sélo una de ellas un polinomio.

46. ;Qué condiciones son necesarias para que el movimien-
to de una particula sobre una recta horizontal sea ar-

ménico simple?
47. Enuncie la férmula para la derivada de la funcién poten-

cia para exponentes racionales.

48. Invente un ejemplo que muestre el cilculo de la deriva-
da de la funcién compuesta f © g, donde f es la funcién
potencia para un exponente racional no entero y g es una
funcién trigonométrica.

49, ;Cémo se calcula la derivada de la funcién valor absoluto
empleando teoremas de diferenciacién en lugar de la defi-
nicién de derivada? Muéstrelo al calcular la derivada de

[x -5 | .

50. Distinga entre la definicién de funcién explicita y fun-

cion implicita.

51. ;Qué significa diferenciacion implicita?
52. ;Como se aplica la regla de la cadena cuando se utiliza di-

e . d
ferenciacién implicita para determinar _d.—i
una ecuacién en x y y?

dy
53. Cuand Icula =~
3. Cuando se calcula

a partir de

mediante diferenciacién impli-
cita a partir de una ecuacién en x y y, ;para qué funcio-
dy
nes —= es la derivada?
dx
54. ;Qué es un problema de tasas de variacion relacionadas?
Invente un ejemplo.

55. Cuando se definen las variables en la solucién de un pro-
blema de tasas de variacion relacionadas, ;cudl es la va-
riable que debe definirse primero y por qué?

56. Después de definir la primera variable en la solucién de
un problema de tasas de variacién relacionadas, ;cémo
se deben definir las otras variables?

57. En la solucién de un problema de tasas de variacién re-
lacionadas, cuando se obtiene una ecuacién que relacio-
na las variables, ;con respecto a qué variable se debe
diferenciar?

58. (Coémo se utiliza la diferenciacién implicita en la solucién
de un problema de tasas de variacién relacionadas?

» EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 2

En los ejercicios 1 a 14, calcule la derivada de la funcién.
L f(x) =5x> = 7%+ 2x -3
2. gx) = 5G* + 3x))

x2 4 4 3
3.g(x)=T+F 4.f(x)=;2——x—4
5. F@ = 2x12 = Lo g Gy = X2 dxtd

2 x -1

7. GO = B - @+t -1)
8. f() = (x* - 20)@x% + 2x + 5)

_ox3+1 _ y2
9. gkx) = P 10. A(y) = y3 s

1. f(5) = Q5% - 35 + D*

12, F(x) = (4x* - 4x? + 1)713

13, Fr) = 32 - 1) - '

14. gix) = (x‘; -036 - !

En los ejercicios 15 a 20, determine la derivada.
15. DJf(x + l)senx — xcosx]

16. D,(sen’3r)

4 jand ,d_( 1)
17. dt( tan 4¢) 18. dxxcosx

19. D, fsen (cos 3w) ~ sen w cos 3w)
20. D,ftan 2x sec x + tan (2 sec x)]

En los ejercicios 21 a 24, calcule la derivada de la funcién
y apoye la respuesta trazando las grdficas de la respuesta y
la derivada numérica en x en el mismo rectdngulo de ins-
peccion.

2
21, f(x) =( 2x )

x2 +1
2. g0 = |7 _"xz
_ tanx _ 1+ x?
2. g = 1+ x 8. ) = sen x
dy

En los ejercicios 25 a 28, obtenga o
25, 4x2 +4y2 -y’ =0

26. xy? + 2y? = x -2y

27. tanx + tany = xy

28. sen(x + y) + sen(x — y) = 1

Los ejercicios 29 y 30 tratan acerca de la funcion continua f
cuyo dominio es el conjunto de todos los niimeros reales y su
grdfica se presenta en la figura adjunta. Suponga que cada
parte de la grdfica que parece ser un segmento de recta es un
segmento de recta. En cada ejercicio haga lo siguiente:
(a) Defina f a trozos:Calcule (b) f'(=2), {c) f' (=2), (d) f'(0),

(e) f'0), (f) f'22) y (8) f'+(2). (k) (En qué niimeros f no es
diferenciable?
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29.

y=(x+37-4

En los ejercicios 31 y 32, dibuje la grdfica de una funcién con-
tinua f cuyo dominio sea el conjunto de todos los némeros rea-
les, la cual satisface las propiedades indicadas.

31. La funcié6n fes diferenciable en cualquier m#mero excepto
en—2y2,f(x) >0six < -2;f(2) =0,0 <f(x) <3
si-2 <x<2f(0)=3f2) =0, f(x) < 0six > 2
f=2) = L f10) = 0,2 = -1;f,(2) =-2;

fOx) - f(=2) _ —o0.

lim X+ 2

x—=-2"
32. La funcidn f es diferenciable en cualquier ndmero excep-
to en -1, 0, y 1; el contradominio de fes (—o0, +09);
fED =0 f0) =1 f() =3 D) =1 fl-D.=

ZFU) = 0F) = 1; lim i"‘)—;f@-= +o0.

33. Determine una ecuacién de la recta tangente a la curva

= x> - 3x - lenel punto (2, 1) y apoye su respuesta

trazando la recta y la curva en el mismo rectangulo de
inspeccion.

3

Obtenga una ecuacién de la recta normal a la curva

y = 213 en el punto (3, 2) y apoye su respuesta tra-

zando la recta y la curva en el mismo rectingulo de ins-
peccién.

35. Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
y = 2x3 + 4x? - x que tengan pendiente -;—, y apoye su
respuesta trazando las rectas y la curva en el mismo rec-
tdngulo de inspeccién.

36. Determine una ecuacién de la recta normal a la curva

x-y= x+yenelpunto(3,1).

37. Obtenga ecuaciones de las rectas tangente y normal a la
curva2x® + 2y* - 9xy = Oenel punto (2, I).

38. Encuentre ecuaciones de las rectas tangente y normal a la
curvay = 8 sen’ 2x en el punto (le'”’ 1) y apoye su res-
puesta trazando las rectas y la curva en el mismo rectdn-
gulo de inspeccién.

39, Demuestre que la recta tangente a la curva y = —x* +

2x2 + xen el punto (1, 2) también es tangente a la curva
en otro punto, y determine ese punto.

40. Demuestre que las rectas tangentes a las curvas

4y3 —xly - x + 5y =0

-4y’ +5x+y=0

son perpendiculares en el origen.
ddy
41. Encuentre e siy= 43-2x

42. Sea % = y* donde k es una constante y y es una fun-

3
de x. Exprese %;g_ entérminosde y y k.

43. Sea f(x) = le""4 + %x3 + %Xz + 8x + 2. Para qué
valores de x se tiene que f''(x) > 07

44. Determine la tasa de variacion de y con respecto a x en el
punto (3, 2)si 7Ty? - xy3 = 4.

En los ejercicios 45 y 46, una particula se mueve a lo largo de
una recta horizontal de acuerdo a la ecuacién dada, donde s
metros es la distancia dirigida de la particula desde un punto O
a los t segundos. El sentido positivo se considera hacia la de-
recha. Determine los intervalos de tiempo en los que el mo-
vimiento es hacida {a derecha y en los que es a la izquierda.
También deterrhine cudndo la particula cambia su sentido.
Muestre el compbrtdmiento del movimiento mediante una fi-
gura similar a la figura 2 de la seccién 2.5, eligiendo los va-
lores de t al azar pero de modo que incluya los valores de t
donde la particula cdnibie de sentitlo. Apoye los resultados
simulando el movimiento de la patifcula en la graficadora.
45. s =200 +32-12t-5

t—-1 ~
2 -2t4+5
En los ejercicios 47 y 48, una particula se mueve a lo lar-
go deé-una recta horixomal de acuerdo a la ecuacién dada,
donde a los t segundds s metros es la distdnitia dirigida de la
particula desde el origen, v metros por segindo es la velo-
cidad; y a metros por segundo por segundo es la aceleracion
de la particula. Calcule v y a en términos de t. Elabore una
tabla semejante a la tabla 3 de la seccion 2.5 que proporcio-
ne una descripcién de la posicion y movimiento de la par-

46. s =
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ticula. Incluya en la tabla los intervalos de tiempo en los
que la particula se mueve a la izquierda y en los que se
mueve a la derecha; los intervalos en los que la velocidad
es creciente y en los que es decreciente; los intervalos en
los que la rapidez es creciente y en los que es decreciente;
y la posici6n de la particula con respecto al origen duran-
te estos intervalos de tiempo. Muestre el comporta-
miento del movimiento mediante una figura similar a la
figura 10 de la seccién 2.5. Apoye los resultados simu-
lando el movimiento de la particula en la graficadora.

47, s =4 -9 + 612 — 1
48. s =13 -312-9r+ 13

En los ejercicios 49 y 50, una particula se mueve a lo largo de
una recta horizontal de acuerdo a la ecuacién dada, donde s pies
es la distancia dirigida de la particula desde el origen a los ¢
segundos. Determine el tiempo cuando la aceleracién instan-
tdnea es cero, después calcule la distancia dirigida de la par-
ticula desde el origen y la velocidad instantdnea en ese tiempo.

49. s =9¢2 + 221 + |
50. s = 2092 4 2412

51. Un excursionista perdido en un bosque es descubierto des-
de un helicéptero. Los rescatistas lanzaron una valija
con alimentos al excursionista desde una altura de 200 pie.
(a) Utilice la ecuacién (10) de la seccién 2.5 para escribir
una ecuacién del movimiento de la valija, y simular el
movimiento en la graficadora. (b) Determine la velocidad
instantdnea de la valija en 1 s y en 3 s. (c) Calcule el tiem-
po que le tomard a la valija llegar al suelo. (d) ;Cuél es la
rapidez de la valija al momento de tocar el suelo?

t=0

t=0

t=20

t=20

52. Realice el ejercicio 51 considerando ahora que la valija
con alimentos se lanza hacia abajo desde el helic6ptero con
una velocidad inicial de 20 pie/s.

53. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde la par-
te superior de un edificio de 112 pie de altura con una
velocidad inicial de 96 pie/s. (a) Emplee la ecuacién (10)
de la seccién 2.5 para escribir una ecuacién del movimien-
to de la pelota, y simular el movimiento en la graficadora.

(b) Estime qué tan alto llegaré la pelota y cuénto tiempo le
tomard alcanzar el punto mds alto. (c¢) Confirme las esti-
maciones del inciso (b) analfticamente. (d) Estime cuédnto
tiempo le tomard a la pelota llegar al suelo. (e} Confirme
la estimacién del inciso (d) analiticamente. (f) Calcule la
velocidad instantdnea de la pelota a los 2 s y a los 4 s.
(g) Determine la rapidez de la pelota a los 2 s y a los
4 s. (h) Obtenga la velocidad instantdnea de la pelota
cuando ésta alcanza el suelo.

En los ejercicios 54 a 56, una particula se mueve a lo largo de
una recta horizontal de acuerdo a la ecuacién de movimiento
dada, donde a los t segundos, s metros es la distancia dirigida
de la particula desde el origen, v metros por segundo es la
velocidad, y a metros por segundo por segundo es la acele-
racion de la particula. (a) Calcule v y a en términos de t.
(b) Muestre que el movimiento es arménico simple. (c) Simule
el movimiento en la graficadora.

54. s = 5 — 2cos?t

585, s = cos 2t + 2sen2t

56. s = sen(ds + %n) + sen(4r + %n)

§7. Un fabricante puede obtener una ganancia de $200 por
cada articulo que no exceda a los 800 articulos produ-
cidos cada semana. La ganancia disminuye $0.20 por
artfculo que exceda los 800. (a) Obtenga un modelo ma-
temético que exprese la ganancia semanal del fabricante
como una funcién del nimero de artfculos producidos
cada semana. Aunque la variable independiente, por de-
finicién, represente un nimero entero no negativo, consi-
dere que ésta denota un nimero real no negativo a fin de
que se cumplan los requisitos necesarios para la conti-
nuidad. (b) Demuestre que la funcién del inciso (a) es
continua en su dominio. (¢) Determine si la funcién del
inciso (a) es diferenciable en 800.

58. La ley de Stefan establece que un cuerpo emite energia
radiante de acuerdo a la férmula R = kT*, donde Res la
medida de la tasa de emisi6n de la energia radiante por uni-
dad cuadrada de 4rea, T es la medida de la temperatura
Kelvin de la superficie, y k es una constante. Calcule (a) la
tasa promedio de variacién de R con respecto a T cuando T
crece de 200 a 300; (b) la tasa instanténea de variacién de
R con respecto a T cuando T = 200.

59. Si A unidades cuadradas es el 4rea de un tridngulo rectén-
gulo is6sceles para el cual cada cateto mide x unidades de
longitud, calcule (a) la tasa promedio de variacién de A con
respecto a x cuando x varia de 8.00 a 8.01; (b) la tasa
instantdnea de variacién de A con respecto a x cuando
x = 8.00.

60. Siy = xm, calcule la tasa relativa de variacién de y con
respecto a x cuando (a) x = 8, y (b) x = ¢, donde c es
una constante,

6l. La ecuacién_de oferta para una calculadora es
y = m? + m, donde 100y calculadoras se suminis-
tran cuando el precio de cada calculadora es m délares.
Obtenga (a) la tasa promedio de variacién de la oferta
con respecto al precio cuando éste se incrementa de $16
a $17; (b) la tasa de variacién instanténea (o0 marginal) de
la oferta con respecto al precio cuando éste es de $16.
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62. El teorema del residuo de dlgebra elemental establece que
si P(x) es un polinomio y x y r son cualesquiera dos niime-
ros reales, entonces existe un polinomio Q(x) tal que

P(x) = Q(x)(x = r) + P(r).(Cudlesel valorde lim Q(x)?

63. Utilice la definicién de derivada para calcular f'(=5) si
fo = =2

x+2

64. Utilice la definicién de derivada para calcular f'(x)

sif(x) = 3x% - 5x + 1.
65. Utilice la_definicion de derivada para calcular f(x) si
fx) = J4x—3.
Utilice la definicién de derivada para calcular f'(5)
sif(x) = 4/3x + 1.
67. Determine f'(7) si f(x) = /2 + cos x .
68
69. Encuentre f(x)si f(x) = (]x + 1| - |x])2
70. Obtengaf'(-3)si f(x) = (|x| - 03/9x.
En los ejercicios 71y 72, la ecuacidn describe el movimiento de
un cuerpo suspendido de un resorte que vibra verticalmente,
donde s centimetros es la distancia dirigida del cuerpo desde
su posicion central (el origen) a los t segundos y el sentido po-
sitivo es hacia arriba. (a) Obtenga la velocidad y la acelera-
cion del cuerpo para cualquier t. (b) Muestre que el movimiento
es armonico simple. (c) Determine la amplitud, el periodo y la
frecuencia del movimiento. (d) Simule el movimiento hacia
arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora. (e) Trace la
grdfica de la ecuacion de movimiento.
71. s = 72. s =
En los ejercicios 73 y 74, una particula se mueve a lo largo de
una recta de acuerdo a la ecuacién de movimiento dada, donde
a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la particula
desde el origen, v pies por segundo es la velocidad y a pies
por segundo es la aceleracion. (a) Calcule vy a en términos de
t. (b) Muestre que el movimiento es armdnico simple. (c) Simule
el movimiento en la graficadora.
73. s = 2cos(3t + M) + 4sen(3t -
74 5 =3 — 6sen’ 4t

75.

66,

by

5 sen -é—m 6 cos m(4t ~ %)

1
M

Si una particula se mueve a lo largo de una recta de acuer-
do a la ecuacién de movimiento s = cos 2t + cos ¢, de-
muestre que el movimiento no es arménico simple.

76. Una particula se mueve a lo largo de una recta de acuerdo a
la ecuacién de movimiento s = +/a + bt? ,donde a y b
son constantes positivas. Demuestre que la medida de la
aceleracion de la particula es inversamente proporcional a

s para cualquier f.

77. Si C(x) délares es el costo total por fabricar x sillas, y
C(x) = x2 + 40x + 800, determine (a) la funcién de
costo marginal; (b) el costo marginal cuando se producen
20 sillas; (¢) El costo real por producir la silla 21.

78. La utilidad total recibida por la venta de x ldmparas es
R(x) dblares y R(x) = 100x — %x2. Calcule (a) la fun-
cién de utilidad marginal; (b) la utilidad marginal cuando
x = 15; (c) la utilidad real por la venta de la lampara 16.

Calcule f"(x) si f(x) = 3sen’x — 4 cos? x. N

79.

80.

81.

83.

En un lago, un pez depredador se alimenta de un pez pe-
quefio, y la poblacién de depredadores en cualquier tiem-
po es una funcién del mimero de peces pequefios en el
lago en ese tiempo. Suponga que cuando hay x peces pe-
queiios en el lago, la poblacién de depredadores es
y = 600000x2 —%x + 40. Si la temporada de pesca
terminé hace ¢ semanas, x = 300t + 375. ;A qué tasa
crece la poblacién de depredadores 10 semanas después
de que se cerr6 la temporada de pesca. No exprese y en
términos de ¢, utilice la regla de la cadena.

La ecuacién de demanda para cierta barra de dulce es
px + x + 20p = 3000

donde 1 000x barras de dulce son requeridas por semana
cuando p centavos es el precio por barra. Si el precio actual
es de 49 centavos por barra y el precio por barra crece a una
tasa de 0.2 centavos cada semana, determine la tasa de
variacién de la demanda.

Un barco zarpé a mediodia y viaja hacia el oeste a
20 nudos. A las 6 p.m. un segundo barco zarpé del mismo
puerto y navega hacia el noroeste a 15 nudos. ;Qué tan
rdpido se alejan los dos barcos cuando el segundo ha re-
corrido 90 millas nduticas?

. Unrecipiente mide 80 m de longitud y su seccién tranversal
es un trapecio isésceles con lados iguales de 10 m, base
mayor de 17 m y base menor de 5 m. En el instante en que
el agua ha alcanzado una profundidad de 5 m, determine
la tasa a la cual el agua escapa si su nivel disminuye a una
tasa de 0.1 m/h.

Un embudo de forma cénica tiene un didmetro de 10 pulg
en su parte superior y 8 pulg de profundidad. El agua entra
al embudo a una tasa de 12 pulg’/s y sale de él a una tasa
de 4 pulg’/s. ;Qué tan rdpido se eleva la superficie del
agua cuando ésta tiene una profundidad de 5 pulg?

.

T\
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84. Conforme el ultimo carro de un tren pasa debajo de un
puente, un automdévil cruza, por encima del puente, las vias
del ferrocarril en forma perpendicular a 30 pie encima de
ellas. El tren se desplaza a una tasa de 80 piefs y el auto-
mévil a una tasa de 40 piefs. ;Qué tan rdpido se separan
el tren y el automovil después de 2 s?

2 5.
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85. Un hombre de 6 pie de estatura camina hacia un edificio a
una tasa de 4 piefs. Si hay una lampara en el piso a 40 pie
del edificio, ;qué tan rdpido disminuye la sombra del
hombre proyectada en el edificio cuando €l estd a 30 pie
del edificio?

86. Una persona tiene una quemadura en su piel de forma
circular. Si el radio de la quemadura decrece a una tasa de
0.05 cm por dia, cuando éste es de 1.0 cm, ;cudl es la tasa
de decrecimiento del drea de la quemadura en ese instante?

87. Sea

fo) = {x2 + 2

six <3

20 -x2 si3<x

(a) Dibuje la grifica de f. (b) Determine si f es conti-
nua en 3. (¢) Determine si fes diferenciable en 3.
88. Sea

2 - 16
8x — 32

six <4
sid4 <x

fx) = {

(a) Dibuje la grifica de f. (b) Determine si f es continua
en 4. (¢) Determine si f es diferenciable en 4.
89. Sea f(x) = |x|3. (a) Dibuje la gréfica de f. (b) Calcule
h’m0 f(x) si existe. (¢) Obtenga f'(0) si existe.
=
90. Sea f(x) = x? sgn x. (a) ;En qué nimeros es f diferen-
ciable? (b) (Es f’ continua en su dominio?

91. Sea
ax? + b six<l
fO =19 L sil<x
x|

determine los valores de a y b tales que f'(1) exista.
92. Suponga que

six <1

ax? +bx+c sil<zx

fo) = { x’

Determine los valores de a. b y c tales que f(1) exista.

93. Demuestre que la recta tangente en cualquier punto €x;, y;)
de la circunferencia

2

xt 4+ yt=,2

es perpendicular a la recta que pasa por el punto (x;, y;)y el
centro de la circunferencia.
. 1 _ Jx
94. Siflw) = Y 2(x) = ———

V2x3 - 6x + 1
derivada de f o g en dos formas: (a) primero obtenga

(f © g)(x) y después calcule (f © g)'(x); (b) utilice la regla
de la cadena.

, calcule la deri-

95. Suponga que f(x) = 3x + |x| y gx) = %x - %[x|.
Demuestre que f'(0) ni g'(0) existen pero que
(f °© 2)'(0) existe.

96. Dé€ un ejemplo de dos funciones fy g de modo que f sea
diferenciable en g(0), que g no sea diferenciable en 0, y que
f o g sea diferenciable en 0.

b

97. D€ un ejemplo de dos funciones fy g de modo que f
no sea diferenciable en g(0), que g sea diferenciable en
0,y f o g seadiferenciable en 0.

98. Sea

0 six <0
x" si0<x

fx) = {

donde n es un nimero entero positivo. (a) (Para qué va-
lores de n es f continua para todos los valores de x?
(b) (Para qué valores de n es f diferenciable para todos los
valores de x? (¢) ;Para qué valores de n es f' continua en
todos los valores de x?

99. Sif'(x) existe, demuestre que

lim xf(x) - x f(x)

X - x

= fx) - x f(x)
X=Xy
100. Sean f y g dos funciones cuyos dominios son el con-
junto de todos los nimeros reales. Ademds, suponga
que () g(x) = xf(x) + 1; (i) gla + b) = gla) - g(b)
para toda a y b; (iii) lim f(x) = 1. Demuestre que
g = g(x). =0
Si las dos funciones f y g son diferenciables en el nid-
mero x;, ;es la funcién compuesta f © g necesariamen-
te diferenciable en el nimero x,? Si la respuesta es si,
demuéstrelo. Si la respuesta es no, dé un contraejemplo.

Suponga que g(x) = {£(x)|. Sif®(x) existe y f(x) # 0,
demuestre que

101.

102.

f(x)

D) = F—=f"x)
R T

Demuestre que D,"(sen x) = sen(x + %mr). Suge-

rencia: utiljce induccion matemdtica y las férmulas
sen(x + ;.n') = COS X 0 cos(x + %IE) = —sen x des-
pués de cada diferenciacién.

103.

104. Siy = 1 _1 = demuestre por medio de induccién
. d"y _ 2" n!
matemdtica que e (T—2_x)’:'T




te de la recia tangente proporciona informacién

acerca del comportamiento de las funciones y
de sus gréficas. Se inicia la seccion 3.1 con la definicién
y determinacién de valores de funcién méximos y minimos.
Las aplicaciones del mundo real de maximos y minimos se
presentan en muchos campos diversos como lo
averiguard cuando estudie las secciones 3.2 y 3.9. En
particular, se determinaré la viga mas resistente que
pueda cortarse de un tronco cilindrico asi como las
dimensiones de la caja que requiere la minima cantidad
de material para un volumen especifico.

Uno de los teoremas mds importantes en Célculo es el
teorema del valor medio el cual se trata en la seccién 3.3.
Este teorema se utiliza en la demostracién de muchos
teoremas tanto del Célculo Diferencial como del Célculo
Integral, asi como de otras materias como el Andlisis
Numérico.

En los secciones 3.4 a 3.6 se aplica la derivada en
técnicas para graficar funciones. Estas técnicas son impor-
tantes debido a que proporcionan medios de confirmacién
andlitica que pueden aplicarse a las conieturas obtenidas a
partir de la graficadora.

En ocasiones, el comportamiento de cierta gréfica
no es evidente, si pasa o no por ciertos puntos, segin se
muestra en la pantalla de la graficadora, de modo que
se necesita el Calculo para determinar propiedades es-
pecificas de las gréficas. Por ejemplo, la derivada revela

los intervalos en donde la funcién es creciente y en
dande es decreciente. La derivada también permite
localizar los puntos donde la recta tangente es
horizontal, asi como determinar los intervalos en los
que la gréfica estd por arriba de la recta tangente
y los intervalos en los que estd por debajo de a
recta tangente.

En la seccién 3.7 se estudiarén los limites al
infinito y se aplicaran en la determinacién de
asintotas horizontales de las gréficas. En la
seccion final del capitulo se estudian tres
procesos ndméricos utilizados para

aproximar valores de funcién.

L a interprefacién de la derivada como la pendien-




198 CAPITULO 3 COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES Y DE SUS GRAFICAS, ...

3.1 VALORES MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNCIONES

FIGURA 1

a c

FIGURA 2

\4

FIGURA 3

FIGURA 4

Una aplicacién importante de la derivada es determinar dénde una funcién
alcanza sus valores mdximos y minimos (extremos). En esta seccién se ini-
ciara el estudio de los valores extremos de una funcién con los extremos re-
lativos, extremos absolutos y el teorema del valor extremo. Las aplicaciones
de estos conceptos se presentan en la préxima seccion.

3.1.1 Definicion de valor maximo relative

La funci6n f tiene un valor méximo relativo en el nimero c si existe
un intervalo abierto que contiene a ¢, en el que f estd definida, tal que
f(e) = f(x) para toda x en ese intervalo.

Las figuras 1 y 2 muestran una porcién de la grafica de una funcién que
tiene un valor mdximo relativo en c.

3.1.2 Definicion de valor minimo relativo

La funci6n f tiene un valor minimo relativo en el nimero ¢ si existe
un intervalo abierto que contiene a ¢, en el que festd definida, tal que
fle) = f(x) para toda x en este intervalo.

Las figuras 3 y 4 muestran una porcién de la grifica de una funcién que
tiene un valor minimo relativo en c.

Si una funcién tiene un valor madximo relativo o minimo relativo en c,
entonces se dice que la funcién tiene un extremo relativo en c.

El teorema siguiente se utiliza para determinar los nimeros posibles en
los que una funci6n tiene un extremo relativo.

3.1.3 Teorema

Si f(x) existe para todos los valores de x en el intervalo abierto (a, b),
y si f tiene ‘un-extremo rc!auvo enc¢,donde a < c < b, y adcmés
- f'(¢) existe, entonces f'(c) =

La demostracién de este teorema se dara al final de esta seccion. En tér-
minos geométricos, el teorema establece que si f tiene un extremo relativo
en ¢, y si f'(c) existe, entonces la grifica de f debe tener una recta tangente

‘horizontal en el punto donde x = ¢. Observe que esta situacién se presenta

en las grificas de las figuras 1 y 3. El teorema también indica que si fes una
funcién diferenciable, entonces los tnicos mimeros posibles ¢ para los cua-
les f puede tener un extremo relativo son aquellos en los que f'(c) = 0.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea f la funcién definida por
fx) =x* —4x + 5

Entonces f'(x) = 2x — 4. Como f'(2)_= 0, f puede tener un extremo
relativo en 2. Puesto que f(2) = 1y 1 < f(x) cuando x < 20 x > 2, la
definicién 3.1.2 garantiza que j tiene un valor minimo relativo en 2. La fi-
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—+

f) =x'-4x+5

FIGURA §

fo =Gx-1D"+2

FIGURA 6

_J2x-1 six=s3
@ {S—X si3<x

FIGURA 7

gura 5 muestra la gréfica de f, una pardbola cuyo vértice estd en el punto
(2, 1) en donde la gréfica tiene una recta tangente horizontal.

Observe que f'(c) puede ser igual a cero aunque f no tenga un extremo
relativo en ¢, como se muestra en ¢l ejemplo ilustrativo siguiente.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Considere la funcién f defi-

nida por
f) = @x-13+2

Entonces f'(x) = 3(x — 1)2. Debido a que f'(1) ‘= 0, f puede tener un extre-
mo relativo en 1. Sin embargo, como f(1) = 2y2 > f(x)cuando x < 1,y
2 < f(x) cuando x > 1, no se puede aplicar ninguna de las definiciones
3.1.1 y 3.1.2. De modo que f no tiene un extremo relativo en 1. La grifica de
esta funcién, mostrada en la figura 6, tiene una recta tangente horizontal en
el punto (1, 2), lo cual es consistente con el hecho de que la derivada sea
cero en ese punto.

Una funcién puede tener un extremo relativo en un nimero en el que la
derivada no exista. Esta situacién se presenta para las funciones cuyas gra-
ficas se muestran en las figuras 2 y 4, asi como para la funcién del ejemplo
ilustrativo siguiente.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Seaf la funcién definida por

2x—-1 six<3
8-x sid3<x

flo) = {

La gréfica de esta funcién se presenta en la figura 7, la cual muestra que f
tiene un valor maximo relativo en 3. La derivada por la izquierda en 3 est4d
dada por f'(3) = 2, y la derivada por la derecha en 3 estd determinada por
f'+(3) = —1. Por tanto, se concluye que f'(3) no existe. <

El ejemplo ilustrativo 3 muestra por qué la condicién “f(c) existe” debe
incluirse en la hipétesis del teorema 3.1.3.

Es posible que una funcién pueda estar definida en un nimero ¢ donde
f'(c) no exista y sin embargo, f no tenga un extremo relativo en ese nimero.
El ejemplo ilustrativo siguiente presenta una de estas funciones.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4  Scala funcién definida por
fo) = x13
El dominio de f es el conjunto de todos los nimeros reales, y su derivada es

N T
fl@ = TE six # 0

Ademis, f'(0) no existe. La figura 8 muestra la grifica de f. La funcién no
tiene extremos relativos. <

En resumen, si una funcién f estd definida en un ndmero ¢, una con-
dicién necesaria para que f tenga un extremo relativo en ¢ es que f'(c) = 0
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foy = £
FIGURA 8
bttt

{-10, 10] por [~10, 10]
fx) = x* + 48 - 2x% - 12x

FIGURA 9

o que f'(c) no exista. Tenga en cuenta que esta condicién es necesaria pero
no suficiente.

3.1.4 Definicion de nomero critico

Si ¢ es un ndmero del dominio de la funcién f, y slf(c) = 00f'(c)
no e:uste entonces ¢ es un nﬁmem critico de f.

Debido a esta definicién y a la discusién anterior, una condicién nece-
saria, pero no suficiente, para que una funcion tenga un extremo relativo en
¢ es que ¢ sea un nimero critico.

» EJEMPLO 1 Sea fla funcién definida por
fx) = x* + 4x3 - 2x2 - 12x

(a) Estime grificamente con aproximacién de décimos los niimeros criticos
def.

(b) Confirme analiticamente las respuestas del inciso (a).

Solucién

(a) Como f(x) es un polinomio, f'(x) existe en todo nimero. Por tanto, los
tinicos nimeros criticos son aquellos valores de x para los que f'(x) = 0,
esto es, las coordenadas x de los puntos de la grafica de f para los que la
recta tangente es horizontal. La figura 9 muestra la grifica de ftrazada en
el rectdngulo de inspeccién de [-10, 10] por [-10, 10). En la graficadora,
la recta tangente parece horizontal en los puntos (-3.0, ~9.0), (-1.0, 7.0)
y (1.0, =9.0). De este modo, se estima que los nimeros criticos son ~3.0,
-1.0y 1.0.

(b) Se calcula f'(x), se iguala a cero y se despeja x.

4x3 + 12x2-4x-12=0

X3 +32-x-3=0
X2x+3)-@x+3)=0
x+3E2-1)=0
x+3=0 x2-1=0
x=-3 x2=1
x = %1

De este modo se ha confirmado que los niimeros criticos son -3, -1y 1. 4

>  EJEMPLO 2

(a) Determine los nimeros criticos de la funcién definida por
@) = x¥3 4+ ax1f3

Apoye las respuestas del inciso (a) grificamente en dos formas: (b) trace la
gréfica de f; (c) trace 1a grifica de NDER( f(x), x).
Solucién
@ fx) = $x1P 4+ 2572
= 4 + 1)

4z 4 1)
3x2/3
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(=5, 5] por [-5, 5]
) = 2P 4 axlh

FIGURA 10

[-5, 5} por [S, 5}
NDER (*? + 4x'P, x)

FIGURA 11

Cuando x = -1, f'(x) = 0, y cuando x = 0, f'(x) no existe. Tanto -1
como 0 estdn en el dominio de f; por tanto, los nimeros criticos de f
son—1y0.

(b) La figura 10 muestra la gréfica de f trazada en el rectdngulo de inspec-
cién de [-5, 5] por [-5, S]. La grifica parece tener una rectatangente
horizontal en el punto (-1, =3) y una recta tangente vertical en el punto
(0, 0). Por tanto, la pendiente de la recta tangente es 0 cuandox = ~1 y
la recta tangente no tiene pendiente cuando x = 0. Estos hechos apo-
yan las respuestas del inciso (a).

(¢) La figura 11 presenta la grifica de NDER(f(x), x) trazada en el rectdn-
gulo de inspeccién de [-5, 5] por [-5, 5]. Como la grifica de f'(x) inter-
secta al eje x en (-1, 0), f'(-1) = 0. La gréafica de f'(x) tiene al eje y
como asintota vertical, lo cual indica que f'(0) no existe. De nuevo,
esto apoya las respuestas del inciso (a). 4

} EJEMPLO 3 Determine los ndmeros criticos de la funcién
definida por

g(x) = senxcosx
Solucidn Como sen 2x = 2 senxcos x,

glx) = %sen 2x
g'(x) = 3(cos 2x)2
= cos2x

Puesto que g’'(x) existe para toda x, los tinicos nimeros criticos son aquellos
para los que g'(x) = 0. Como cos 2x = 0 cuando

2x = im + kn  donde k es cualquier nimero entero

asf, los nimeros criticos de g son %7 + 3k7, donde k es cualquier ng-
mero entero. 4

Con frecuencia se trata con funciones definidas en un intervalo dado, y
se desea determinar e} valor de funcién mds grande o mds pequefio en el in-
tervalo. Estos intervalos pueden ser cerrados, abiertos o cerrados en un extre-
mo y abiertos en el otro. El valor més grande de la funcién en un intervalo
se denomina valor mdximo absoluto, y el valor mds pequefio de la funcién
en el intervalo se llama valor minimo absoluto. A continuacién se dan las
definiciones precisas.

3.1.5 Definicion de valor maximo absoluto en un intervalo

La funcién f tiene un valor méximo absoluto en un intervalo si existe
algiin nimero ¢ en el intervalo tal que f(c) = f(x) para toda x del inter-
valo. El nimero f(c) es el valor méximo absoluto de f en el intervalo.

3.1.6 Definicion de valor minimo absoluto en un intervalo

La funcién f tiene un valor minimo absoluto en un intervalo si
existe algdn niimero ¢ en el intervalo talque f(¢) < f(x) para toda x del
intervalo. El nimero f(c) es el valor minimo absoluto de f en el in-
tervalo.
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[T
ppe—vt—> x

o 4
f) = 2x x €[1,4)

FIGURA 12
y
3
" . :01 . n >
-4

........... 4 -9
fx) = -x* x€32]

FIGURA 13

A

f@x) =

" > *€CLD
-x

FIGURA 14

Un extremo absoluto de una funcién en un intervalo es un valor méxi-
mo absoluto o un valor minimo absoluto de la funcién en el intervalo. Una
funcién puede o no tener un extremo absoluto en un intervalo particular. En
cada uno de los ejemplos ilustrativos siguientes se dan un intervalo y una fun-
cién, y se determinan los extremos absolutos de la funcién en el intervalo, si
€s que existe alguno.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Suponga que f es la funcién
definida por

f&x) = 2

La grifica de f en el intervalo [1, 4) se presenta en la figura 12. Esta funcién
tiene un valor minimo absoluto de 2 en [1, 4). No existe un valor mdximo ab-
soluto de fen [1, 4) porque lim_f(x) = 8, pero f(x) siempre es menor que
8 en el intervalo dado. i |

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6  Considere la funcién f defi-

nida por

fx) = —x*

La gréfica de f en el intervalo (-3, 2] se muestra en la figura 13. Esta funcién
tiene valor maximo absoluto de 0 en (-3, 2]. No existe un valor minimo abso-
luto de fen (-3, 2] debido aque lim f(x) = -9, pero f(x) siempre es mayor
que —9 en el intervalo dado. ot

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 La funcién f definida por

X

@) = =

no tiene valor méaximo absoluto ni valor minimo absoluto en el intervalo
(-1, 1). La figura 14 muestra la grafica de fen (-1, 1). Observe que

i f) = o Jim @) = voo ¢

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Sea f1a funcién definida por

x + 1 six <1

Jo = {x2—6x+7 sil<x
La gréfica de fen [-5, 4] se presenta en la figura 15. El valor méximo absoluto
de f en [-5, 4] ocurre en 1, y f(1) = 2; el valor minimo absoluto de f en
[-5, 4] ocurre en =5, y f(=5) = —4. Observe que ftiene un valor méximo rela-
tivo en 1 y un valor minimo relativo en 3. También note que 1 es un nimero
critco de f porque f'(1) no existe, y 3 es un nimero critico de f porque

f3) =0.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9  La funcién f definida por

1
x -3

f&x) =
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-5, -4
x+ 1 six < 1
= 5,4
16 {x2—6x+7si13x16[’]

FIGURA 15

¥y

fto) = x €[2,4],x# 3

FIGURA 16

2,4

f) =x*—4x + 8

FIGURA 17

no tiene valor maximo absoluto ni valor minimo obsoluto en [2, 4]. La figura
16 muestra la grifica de f en este intervalo. Como lirgl flx) = —o0;
x=33"

f(x) puede hacerse menor que cualquier nimero negativo tomando
3 - x > 0y menor que una & positiva adecuada. También se tiene que
]il’13'1+ J(x) = +00, de modo que f(x) puede hacerse mayor que cualquier
X=3

nlimero positivo tomando x ~ 3 > 0 y menor que una & positiva con-
veniente.

Se puede hablar del extremo absoluto de una funcién cuando no se ha
especificado ningin intervalo. En tal caso se hace referencia al extremo ab-
soluto de la funcién en su dominio.

I> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 1La gréfica de la funcién f
definida por

f) =x2-4x + 8

es la pardbola mostrada en la figura 17. El punto mds bajo de la pari-
bola es el punto (2, 4), y la pardbola abre hacia arriba. La funcién tiene un
valor minimo absoluto de 4 en x = 2. No existe ¢l valor maximo absoluto

def. |

Con referencia a los ejemplos ilustrativos 5-10, se aprecia que el dni-
co caso en el que existen tanto el valor mdximo absoluto como el valor
minimo absoluto de la funcién es en el ejemplo ilustrativo 8, donde la fun-
cién es continua en el intervalo cerrado [-5, 4]. En los otros ejemplos ilus-
trativos no se tiene un intervalo cerrado o no se tiene una funcién continua.
Si una funcién es continua en un intervalo cerrado, un teorema, llamado
teorema del valor extremo, asegura que la funcién tiene un valor maximo
absoluto y un valor minimo absoluto en el intervalo. La demostracién de este
teorema, mds alld del alcance de este texto y puede encontrarse en algin li-
bro de Cilculo avanzado.

3.1.7 Teorema del valor extremo

Si la funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f
tiene un valor médximo absoluto y un valor minimo absoluto en [a, b].

El teorema del valor extremo establece que la continuidad de una fun-
cién en un intervalo cerrado es una condicion suficiente para garantizar que la
funcién tiene un valor mdximo absoluto y un valor minimo absoluto en el
intervalo. Sin embargo, no es una condicién necesaria. Por ejemplo, la fun-
cién cuya gréfica se muestra en la figura 18 tiene un valor maximo absoluto
en x = ¢y un valor minimo absoluto en x = d, aunque la funcién es dis-
continua en el intervalo abierto (-1, 1).

Un extremo absoluto de una funcién continua en un intervalo cerrado
debe ser un extremo relativo o un valor de funcién en un exttemo del inter-
valo. Debido a que una condicién necesaria para que una funcién tenga un
extremo relativo en un nimero ¢ es que ¢ sga un nimero critico, de modo que
el valor mdximo absoluto y el valor minimo absoluto de una funcién f con-
tinua en un intervalo cerrado [a, b] puede determinarse mediante el procedi-
miento siguiente:



204 CAPITULO 3 COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES Y DE SUS GRAFICAS, ...

FIGURA 18

Tabla 1

X -2 -l14] 141 3
fx) 3 466 -6.66 8

o U

[-2, 3] por [-10, 10]
f =x}-6x-1

FIGURE 19

1, 5] por [1,3)
fo = -2

FIGURA 20

1. Determine los valores de la funcién en los niimeros criticos de f
en (a, b).

2. Determine los valores de f(a) y f(b).

3. El mayor de los valores determinados en los pasos 1 y 2 es el
valor méximo absoluto, y el menor de los valores es el valor
mfnimo absoluto,

> EJEMPLO 4 Determine los extremos absolutos de fen [-2, 3] si
fx) =x3-6x -1
y apoye la respuesta graficamente.

Solucién  Como fes continua en [-2, 3], puede aplicarse el teorema del
valor extremo. Para determinar los nimeros criticos de f, primero se calcula

fx):
fla) =3x2 -6
Debido a que f'(x) existe para todos los nimeros reales, los inicos nimeros

criticos serdn los valores de x para los que f'(x) = 0. Al igualar f'(x) a cero
y resolver para x se tiene

3x2-6=0
x =12
x = x1.41

De modo que los nimeros criticos de f son aproximadamente *+1.41
y cada uno de estos nimeros esta en el intervalo cerrado [-2, 3]. Los valores
de funcién de los nimeros criticos y de los extremos se muestran en la tabla 1.

Por tanto, el valor mdximo absoluto de f en el intervalo [-2, 3] es 8, el
cual ocurre en el extremo derecho 3, y el valor minimo absoluto de fen el in-
tervalo [-2, 3] es aproximadamente —6.66, el cual ocurre en el nimero cri-
tico 1.41.

La figura 19 muestra la grifica de f trazada en el rectdngulo de inspec-
cién de [-2, 3] por [-10, 10]. Esta gréafica apoya las respuestas dadas. 4

} EJEMPLO 5 Estime graficamente los extremos absolutos de
fen[l, 51si .

fo) = (x = 272R
y confirme las respuestas analiticamente.

Solucién La grafica de ftrazada en el rectdngulo de inspeccién de [1, 5]
por [~1, 3] se muestra en la figura 20. De la grafica, el valor minimo absoluto
es 0 y ocurre en x = 2. El valor mdximo absoluto se tiene en el extremo de-
recho 5, y en la calculadora, se estima que f(5) = 2.08.

Al aplicar el teorema del valor extremo se confirman las respuestas
analiticamente, puesto que fes continua er [1, 5]. Como

2

flx) = —__3(:: ~ o
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Tabla 2

fx)

u
-

no existe valor de x para el cual f'(x) = 0. Sin embargo, como f"(x) no existe
en 2, se concluye que 2 es un nimero critico de f; de modo que el valor mi-
nimo absoluto ocurre en 2 0 en un extremo del intervalo. Los valores de fun-
ci6n de estos niimeros se muestran en la tabla 2.

De la tabla se concluye que el valor minimo asbsoluto de fen [1, 5] es
0 y el valor maximo absoluto es 39 =~ 2.08, lo que confirma las respues-
tas anteriores.

Antes de demostrar el teorema 3.1.3, como se indicé, se probard un teo-
rema preliminar que se utilizard en la demostracién del teorema 3.1.3, asi
como en las demostraciones de otros teoremas.

3.1.8 Teorema

@ Si lEn f(x) existe y es positivo, entonces existe un intervalo
x {4

abierto que contiene a ¢ tal que f(x) > 0 para toda x # ¢ del
intervalo.

(i) Si }f_l"l‘lf(x) existe y es negalivo, entonces existe un intervalo

abierto que contiene a ¢ tal que f(x) < 0 para toda x # ¢ del
intervalo.

Demostracién del inciso (i)  Sea limf(x) = L, donde, por hipéte-
X9

sis, L > 0. Al aplicar la definicién de limite (1.5.1) con € = %L, se tiene

que existe 6 > 0 tal que

siO<|x—c|< & entonces If(x)—L|< 3L (¢))
Como 0 < |x - ¢| < Sequivale a la proposicién
x estd en el intervalo abierto (¢ — 8,¢ + 6)dondex # ¢ 2)

y | flxy - L | < %L equivale a la desigualdad continua

%L < flx) < %L 3
Si se sustituyen (2) y (3) en (1), se tiene la proposicién

si x estd en el intervalo abierto (¢ ~ 6,¢ + 6),donde x # c,
entonces 1L < f(x) < 3L

Como L > 0, esta proposicién significa que f(x) > 0 para cada x # ¢ del
intervalo abierto (c — 8,¢ + 6). »

La demostracién del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja
como ejercicio (vea el ejercicio 57).

Demostracién del teorema 3.1.3  Se desea probar que si f(x) exis-
te para todos los valores de x del intervalo abierto (a, b), y si f tiene un ex-
tremo relativo en ¢, donde a < ¢ < b, y si f'(c) existe, entonces f'(c) = 0.

Suponga que f'(c) # 0. Entonces f'(c) > 00 f'(c) < 0.Si f'(c) > 0
entonces .

m L& = f©

xX—oc X —C
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Por tanto, por el teorema 3.1.8 (i), existe un intervalo abierto / que contiene
ac tal que

f(x)—f(c) >0 (4)
X —C

paratoda x # cen/ Ademds,
f - @) = - o LEZLEO g0 ®)
De (4), el cociente del miembro derecho de (S) es positivo si x estd en /. Por

tanto, de (5) se concluye que si x estd en I, entonces f(x) — f(c) y x ~ ¢
tienen el mismo signo; esto es

f(x) > fle) si x>c 6

fx) < flc) si x<c @)

De (6), f no puede tener un valor méximo relativo en ¢ y de (7) f no puede
tener un valor minimo relativo en c, lo cual contradice la hipétesis de que f

tiene un extremo relativo en c.

Si f'(c) < 0, se obtiene una contradiccién semejante. Se le pedird que
pruebe esto en el ejercicio 58.

Ast, la suposicién de que f'(c) # 0 conduce a una contradicién, por tan-

to, f'(c) = 0.

En los ejercicios 1 a 8, (a) trace la grdfica de la funcidn y esti-
me los nimeros criticos de la funcién grdficamente. (b) Con-
firme las respuestas del inciso (a) analiticamente.

1 f(x) = X + Tx* - 5x

2. gx) = 203 - 2% - 16x + 1
3. g = x5 - 12415

4. f(x) = X3 x4 — 313

5 f) = —x+1. 6. = 2%
@ 2 -5x+4 f® x2 -9

7. G(x) = (x - 2% + 1)
8. Fix) = (5 + x’(2 - x)?

En los ejercicios 9 a 14, (a) determine los niimeros criticos de la
funcion f analiticamente. Apoye las respuestas del inciso (a) en
dos formas: (b) trace la grdfica de f; (c) trace la grdfica de
NDER ( f(x), x).

9. f(x) = x* + 11x% + 34x% + 15x - 2
10, f(x) = x* + 4x3 - 2x2 - 12x

1. f(5) = (12 - 4%

12. fw) = w® - 3w? + 1B

2

2
4. f(x) = _x_;f_xTﬁ

En los ejercicios 15 a 18, determine los niimeros criticos de la
funcién.

15. f(x) = sen2xcos 2x

16. f(x) = sen2x + cos2x

17. F(x) = sec?3x

18. G(x) = tan?4x

En los ejercicios 19 a 38, (a) dibuje la grdfica de la funcion en
el intervalo indicado; (b) determine los extremos absolutos de
la funcion en el intervalo, si existe alguno, y determine los va-
lores de x en los que ocurren los extremos absolutos.

19. f(x) = 4 - 3x;(-1,2]
20. f(x) = x% - 2x + 4 (~ 00, + )

21 g) = —;{-2,3]

1
p
L
X

22, f(x) =
23. f(x) = 2cosx; [—%m %ﬂ')
24. G(x) = -3senx; [0, %n’)
25. f(x) = V3 + x;[-3, +o0)
26. f(x) = V4 — x2;(=2,2)

27. h(x) =
(

4
12,5
o {2, 5)

3x
28. = (3,2
g6 = o= (3.2)
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29. Fix) = |x - 4]+ 1; (0,6)
30. f(x) = |4 - 2|:(-e0, +00)
3. gx) = YE T 7x;100,3)

32 fo = {3|x+ 1 six;e—l;[_z’ 1

six =-1
2 sixxs ’
3B fm={%-5 ;13,51
2 six=5
34. F(k) = U(x) = U(x ~ 1) donde
U(x)={° six < 0,0 )
I si0<=x

35. f(x) = x - [x; (1, 3)

36. h(x) = 2x + [2x - 11;(1, 2]
37. g(x) = sec3x; [—%n:, %7!]
38. f( = tn2x[-ix lm

En los ejercicios 39 a 46, determine los extremos absolutos de
la funcion en el intervalo indicado mediante el método del
ejemplo 4'y apoye las respuestas grdficamente.

39. (@) f(0 = x* - 8x% + 16;[-4,0]
® fGx) = x* - 822 + 16;[-3,2]

40. (@) f(x) = x* - 8x% + 16;[0, 3]
b) f() = x* - 8x% + 16, [-1, 4]

41. f(n) = 2sent;[-x, 7]
2. gt) = lesc2-4m La

43. gw) = ﬁ;[—l,ﬂ

r+5
; [55,
r_3[ 2]

45. fx) = (x + D32, 1]
46. gx) = 1 - (x - N¥3[-5, 4]

En los ejercicios 47 a 52, (a) estime grdficamente los extre-
mos absolutos de la funcion en el intervalo indicado. (b) Con-

4. fin =

firme las respuestas analiticamente mediante el método del
ejemplo 5.
47, fx) = x3 + 5x - 4[-3,-1]
48. g(x) = x> + 3x? - 9x; [~ 4, 4]

= Lpp—lg 1
49. g( = 2sec 5”[ 37 271:]
50. () = 3cos2s[4m 37
51 f(x) = (x — D3 + 4;[0,2]
x + 1
2x -3
En los ejercicios 53 a 56, (a) dibuje la grdfica de la funcién en
el intervalo indicado. (b) Determine los extremos absolutos de
la funcién en el intervalo.

52 f(x) =

; [0, 1]

lx_' . si3<x=2.54

3. /@ = si2<x<3

sa. f = (27 Sl =X 2

si2<x<

Ix-4 si-3<x<1
55. F(x) = i [-3, 3
W=12-2 si1=zx=c3 7
_ 2 i— —
56. Gy = |4~ G+ si-6sxs -4 g
12-@x+ 1 si-4 < x <0

57. Demuestre el inciso (ii) del teorema 3.1.8.

58. Demuestre el teorema 3.1.3 con la suposicién de
que f'(c) < 0.

59. Si la funcién f es diferenciable en todo nimero y
f'(c) = 0, ;puede concluirse que f tiene un extremo re-
lativo en ¢? Explique su respuesta.

60. Si la funcién f tiene un extremo relativo en el ni-
mero ¢, ;puede concluirse que f'(c) = 0? Explique su
respuesta.

61. Describa c6mo obtendria analiticamente los extremos
absolutos de una funcién continua en un intervalo cerrado.

3.2 APLICACIONES QUE INVOLUCRAN UN EXTREMO
ABSOLUTO EN UN INTERVALO CERRADO

Ahora se aplicard el teorema del valor extremo a problemas en los que la so-
lucién es un extremo absoluto de una funcién en un intervalo cerrado. Como
se dijo en la seccién anterior, el teorema 3.1.7 asegura que una funcién conti-
nua en un intervalo cerrado tiene un valor maximo absoluto y un valor
minimo absoluto en el intervalo. Se mostrard el procedimiento para obtener
los extremos absolutos de una funcién en el ejemplo ilustrativo siguiente,
al considerar la situacién discutida en el ejemplo 4 de la seccién 1.3 y en el
ejemplo ilustrativo 2 de la seccién 1.9.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Un fabricante de cajas de

cartén quiere elaborar cajas abiertas a partir de trozos rectangulares de cartén
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(17-2x) pulg
17 pulg

— (10 -2x) pulg —

10 pulg

FIGURA 1

(10-2x) pulg b

FIGURA 2

con dimensiones de 10 pulg por 17 pulg, cortando cuadrados en las cuatro
esquinas y doblando los lados hacia arriba. Se desea determinar la longitud
del lado de los cuadrados que se deben cortar de modo que la caja tenga el
mayor volumen posible. La figura 1 muestra uno de los trozos de cartén in-
dicados y la figura 2 representa la caja. En el ejemplo 4 de la seccién 1.3 se
mostré que si x pulgadas es la longitud de los lados de los cuadrados que
se cortaran y V(x) pulgadag, cibicas es el volumen de la caja, entonces

Vx) = 170x — 54x2 + 4x°

y el dominio de V es el intervalo cerrado [0, 5]. Como V es continua en [0, 5],
se sabe, por el teorema del valor extremo, que en este intervalo V tiene un
valor maximo absoluto, el cual ocurre en un niimero critico o en un extremo
del intervalo. Para obtener los mimeros criticos se calcula V'(x) y se deter-
minan los valores de x para los que V'(x) = 00 V'(x) no existe.

V'(x) = 170 - 108x + 122

V'(x) existe para todos los valores de x . Al igualar V'(x) a cero y despe-
jar x se tiene

0

54+ J(=54)7 - 4(6)(85)

12

2(6x2 — 54x + 85)

De donde se obtiene x = 6.97 y x = 2.03. De modo que el tnico valor cri-
tico de V en [0, 5] es 2.03. Como V(0) = 0 y V(5) = 0, mientras que
V(2.03) = 156.03, el valor méximo absoluto de V ocurre cuando x = 2.03.
Este resultado puede apoyarse en la graficadora como se hizo en el ejemplo 4
de la seccién 1.3.

Conclusién;  El mayor volumen posible es 156.03 pulg?, y se obtiene cuan-
do la longitud de los lados de los cuadrados que se cortaran es de 2.03 pulg. 4

’ EJEMPLO 1 Los puntos A y B estin en las orillas de un rio
recto de 3 km de ancho y son opuestos uno del otro. El punto C esté en la
misma orilla que B pero a k kilémetros de B rio abajo. Una compaiifa telef6-
nica desea tender un cable de A a C donde el costo por kilémetro de cable en
tierra es de $10 000 y el de cable subacuitico es de $12 500. Sea P un punto
en la misma orilla que B 'y C de modo que el cable se tienda de A a P y luego
a C. Consulte la figura 3. (a) Si x kilémetros es la distancia de B a P, obtenga
una ecuacién que defina a C(x) si C(x) délares es el costo total del cable ten-
dido y establezca el dominio de C. (b) Si k = 2, estime en la graficadora el
valor de x para el cual el costo del cable tendido sea el menor costo posible.
Después confirme la estimacién analfticamente.

Solucién
(a) Ladistancia de P a Ces (k — x) kilémetros, y, del teorema de Pitégoras,
la distanciade A a Pes 432 + x? kilémetros. Por tanto,

Clx) = 12500+/9 + x2 + 10000k — x) a1

El dominio de C es [0, k].
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[0, 2] por [0, 60 000)
Cx)=1250049 + x2 +10000(2-x)

FIGURA 4

(b) Conk = 2 enlaecuacion (1), se tiene
C(x) = 1250049 + x2 + 100002 - x) )}

con x € [0, 2]. La grafica de esta ecuacién trazada en el rectidngulo
de inspeccién de [0, 2] por [0, 60 000] se muestra en la figura 4, la cual
indica que el valor minimo absoluto de C en [0, 2] ocurre en el extremo
derecho. Al utilizar la tecla (rastreo) de la graficadora, se obtiene
C(2) = 45069. Por tanto, se estima que el costo del cable tendido es
minimo cuando x = 2y el costo minimo es de $45 069.

Ahora se confirmaré analiticamente esta estimacién. Como C es con-
tinua en [0, 2], se aplica el teorema del valor extremo; por lo que C tiene
un valor médximo absoluto y un valor minimo absoluto en [0, 2]. Se de-
sea determinar el valor minimo absoluto. De la ecuacién (2),

12 500 x

0, 10) por [120 000, 140 000)
Cx) = 1250049 + x2 +10000(10 - x)
FIGURA 5§

C(x) = ——= - 10000
V9 + x2
C'(x) existe para todos los valores de x. Al igualar C'(x) a cero y resolver
para x se tiene
12500x  _ 10000 = 0
V9 + x2
12500x — 100004/9 + x2 =0
5x = 449 + x2 3
25x% = 1609 + x?)
%% =169
x2 =16
x = +4
El nimero ~4 es una raiz extrafia de la ecuacion (3), y 4 no esté en
el intervalo [0, 2], lo cual indica que no existen nimeros criticos de C
en [0, 2]. Por tanto, el valor minimo absoluto de C en [0, 2] debe ocu-
trir en algiin extremo del intervalo. Si se calcula C(0) y C(2), se obtiene
C(0) = 57500 y C(2) = 45069
De modo que el valor minimo absoluto de C en [0, 2] es 45 069 cuan-
dox = 2, lo cual confirma lo estimado anteriormente.
Conclusion:  El costo del cable es minimo cuando éste se tiende direc-
tamente de A a C bajo el agua.
’ EJEMPLO 2 Haga el inciso (b) del ejemplo 1 considerando
ahora que k = 10.
Solucion Conk = 10 en la ecuacién (1), se tiene
C(x) = 1250049 + x2 + 10000(10 - x) @

para x € [0, 10]. La figura 5 muestra la gréfica de esta ecuacién trazada en
el rectdngulo de inspeccién de [0, 10] por [120 000, 140 000]. Las coordena-
das del punto mas bajo de la curva son, aproximadamente, (4, 122 500). Por
tanto, se estima que el costo del cable tendido, en este caso, es minimo cuan-
dox = 4y el costo minimo es de $122 500.
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FIGURA 6

Esta estimacién se confirma analiticamente en la misma forma en que
se hizo en el ejemplo 1. De la ecuacion (4), la expresién para C'(x) es igual a
la que se obtuvo de la ecuacién (2). Por tanto, otra vez se obtiene x = +4
cuando C'(x) se iguala a cero y se resuelve para x. Como 4 estd en el inter-
valo cerrado [0, 10], ahora 4 es un nimero critico de C. Si se calculan C(0),
C(4) y C(10) se obtiene

C(0) = 137500 C4) = 122 500 C(10) = 130504

En consecuencia, el valor minimo absoluto de C en [0, 10] es 122 500 cuando
x = 4, lo cual confirma lo estimado anteriormente.

Conclusién: En este caso, el costo del cable es minimo cuando se tiende
de A a P el cual debe estar a 4 km de B.

Para la funcién C definida por la ecuacién (1) con x € [0, k], se mostrd
en el ejemplo 1 que cuando & = 2, el valor minimo absoluto de C ocurre en
el extremo derecho del intervalo [0, 2] mientras que en el ejemplo 2, cuando
k = 10, se mostré que el valor minimo absoluto de C ocurre en el interva-
lo abierto (0, 10). En el ejercicio 36 se le pedird que determine los valores de
k para los que el valor minimo absoluto de C ocurrird en un nimero del in-
tervalo abierto (0, k).

’ EJEMPLO 3 Un terreno rectangular se encuentra en la orilla
de un rio y se desea delimitar de modo que no se utilice cerca a lo largo de la
orilla. Si el material para la cerca de los lados cuesta $12 por pie colocado y
$18 por pie colocado para al lado paralelo al rio, determine las dimesiones
del terreno de mayor drea posible que pueda limitarse con $5 400 de cerca.
Apoye gréificamente a la respuesta.

Solucién Sean x pies la longitud de los lados del terreno no paralelos al
rio, y pies la longitud del lado paralelo al rio y A pies cuadrados el drea del
terreno. Refiérase a la figura 6. En consecuencia,

A:xy (5)

Como el costo del material para cada lado no paralelo al rio es de $12 por
pie colocado y la longitud de estos lados es x pies, entonces el costo total de
la cerca para cada uno de estos lados es 12x délares. De manera similar, el
costo de la cerca del tercer lado es 18y d6lares. Por tanto,

12x + 12x + 18y = 5400 (6)

A fin de expresar A en términos de sélo una variable, se resuelve (6) para y
en términos de x y se sustituye este valor en (5), obteniéndose A como una
funcién de x. Asi

A(x) = (300 - %x) @

De (6),siy = 0,x = 225,y six = 0,y = 300. Puesto que x y y no de-
ben ser negativos, el valor de x que hard de A un méximo absoluto, debe estar
en el intervalo cerrado [0, 225]. Como A es continua en el intervalo [0, 225],
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0, 225 por [0, 20 000}
A(x) = x(300 — %;)

FIGURA 7

por el teorema del valor extremo, A tiene valor mdximo absoluto en el inter-
valo. De (7), se tiene

A() = 300x - 5x2
A'(x) = 300 - 3x

Como A'(x) existe para todo x, los nimeros criticos de A se determinan al
considerar A'(x) = 0, de lo que se obtiene

x = 1125

El unico nimero critico de A es 112.5, el cual se encuentra en el inter-
valo cerrado [0, 225]. Por lo que el valor mdximo absoluto de A debe ocurrir
en 0, 112.5 0 225. Debido a que A(0) = 0,A(225) = 0y A(112.5) = 16 875,
el valor méximo absoluto de A en [0, 225] es 16 875, el cual ocurre cuan-
dox = 112.5yy = 150 (obtenido de (6) al sustituir 112.5 por x).

Con ¢l fin de apoyar graficamente la respuesta, se traza la grafica de la
funcién A definida por la ecuacién (7) en el rectdngulo de inspeccién de
[0, 225] por [0, 20 000], como se muestra en la figura 7. Se determina que el
punto mas alto de la grafica es (112.5, 16 875), lo cual confirma la respuesta.

Conclusién: El terreno de mayor drea posible que se puede encerrar con
$5 400 de cerca tiene un 4rea de 16 875 pie2, obtenido cuando la longitud del
lado paralelo al rio mide 150 pie y la longitud de cada lado no paralelo al rio
es de 112.5 pie.

> EJEMPLO 4 En el ejemplo 6 de la seccién 1.3, se tuvo la si-
tuacién siguiente: En una comunidad de 8 000 personas, la tasa a la cual se
difunde un rumor es conjuntamente proporcional al nimero de persona que
han escuchado el rumor y al mimero de personas que no lo han escuchado.
Cuando 20 personas han escuchado el rumor, éste se difunde a una tasa de
200 personas por hora. Determine analiticamente cudntas personas han escu-
chado el rumor cuando éste se difunde a la mayor tasa posible.

Solucidn En la seccion 1.3 se obtuvo el modelo matemdtico

fx) = 75:(8000x ~ x?)

donde f(x) personas por hora es la tasa a la que se difunde el rumor cuando
x personas lo han escuchado. Puesto que la comunidad tiene una poblacién de
8 000, x estd en el intervalo cerrado [0, 8 000]. A fin de aplicar el concepto
de continuidad, se considerard que x es cualquier nimero real de este inter-
valo. Como f(x) es un polinomio, entonces f es continua en [0, 8 000], por
lo que puede aplicarse el teorema del valor extremo. Al calcular f'(x) se tiene

f'@) = 558000 - 2x)
El dnico nimero critico de f se tiene cuando f'(x) = 0, yesx = 4 000. Como
f0) =0  f(4000) = 20050.1  f(8000) = 0

el valor maximo absoluto de f ocurre cuando x = 4 000. Este valor de x es
acorde con el que se obtuvo grificamente en la seccién 1.3.

Conclusién; El rumor se difunde a la mayor tasa posible cuando 4 000
personas, la mitad de la poblacién, han escuchado el rumor. 4
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FIGURA 8

> 12 cm

P EJEMPLO 5 Ene ejemplo 4 de la seccién 2.2 se tuvo la situa-
cién siguiente: En la planeacién de una cafeterfa, la ganancia diaria se estimé
en $16 por lugar si la capacidad es de 40 a 80 lugares. Sin embargo, si la ca-
pacidad es mayor que 80 lugares, la ganancia diaria por lugar disminuird en
$0.08 veces el nimero de lugares que exceden a 80. ;Cudl debe ser la capa-
cidad de la cafeteria de modo que se obtenga la médxima ganancia diaria?

Solucién En la seccién 2.2 se obtuvo el modelo matematico

_ Jl6x si 40 < x < 80
P(x) = 2 .
22.40x — 0.08x si 80 < x < 280

donde P(x) ddlares es la ganancia diaria de la cafeterfa cuando su capacidad
es de x lugares. Ademds, en la seccién 2.2, se consider6 que x toma todos los
valores reales de su dominio {40, 280] y se mostré que P es continua en ese
intervalo cerrado y que no es diferenciable en 80.

De la continuidad de P en {40, 280], el teorema del valor extremo garan-
tiza que P tiene un valor méximo absoluto en ese intervalo. Como P'(80) no
existe, 80 es un nimero critico de P. Para determinar cualquier otro nime-
ro critico de P, se calcula P'(x):

P,(x)___{IG si 40 < x < 80
2240 - 0.16x si 80 < x < 280

P'(x) = 0 cuando

1l

2240 - 0.16x = O
" x = 140

Por lo que 140 es un nimero critico de P. Enseguida se calcula P(x) en los
extremos del intervalo [40, 280] y en los niimeros criticos de P:

P(40) = 640 P(80) = 1280 P(140) = 1568 P(280) =0
Por tanto, el valor maximo absoluto de P es 1 568 y ocurre cuando x = 140.

Conclusiéon: La capacidad de la cafeteria debe ser de 140 lugares, lo
que proporcionard una ganancia diaria de $1 568. 4

} EJEMPLO 6 (a) En la graficadora, estime las dimensiones
del cilindro circular recto de mayor volumen que pueda inscribirse en un
cono circular recto cuyo radio mide 5 ¢cm y su altura es de 12 cm. (b) Confir-
me analiticamente las estimaciones del inciso (a)

Solucién

(a) Sean r centimetros la longitud del radio del cilindro, /& centimetros su
altura y V centimetros ciibicos su volumen.

La figura 8 muestra el cilindro inscrito en el cono, mientras que la
figura 9 presenta una seccién plana que contiene al eje del cono.

Sir = 0y h = 12, se tiene un cilindro degenerado, el cual es el eje
del cono. Sir = 5y h = 0, también se tiene un cilindro degenerado, el
cual es la base del cono. El nimero r estd en el intervalo cerrado [0, 5], y
el mimero h pertenece al intervalo cerrado {0, 12].

La férmula siguiente expresa V en términos de ry h:

V= nrlh ®)
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(12-h)cm

7 cm

hcm

l Scm

FIGURA 9

[0. 5] por {0, 150]
v = 2 - )

FIGURA 10

(b)

A fin de expresar V en términos de s6lo una variable se necesita otra
ecuacién que contenga a r y A. De los tridngulos semejantes de la figura
9, se tiene

12 - & - 12
r 5
h=60—512r 9)

Si se sustituye de (9) en la formula (8), se obtiene V como una funcién de
r, lo que se escribe como

Vi = 2r5r2-r%  reio Sl (10)

La figura 10 muestra la grafica de V trazada en el rectingulo de inspec-
cién de [0, 5] por [0, 150]. En la graficadora, se determina que el punto
mis alto es (3.33, 139.63). Por tanto, se estima que el radio del cilindro
circular recto mide 3.33 cm vy, en consecuencia, de (9) se estima que su
altura es de 4.01 cm.

Para confirmar analiticamente las estimaciones, se aplica el teorema
del valor extremo ya que V, definida por la ecuacion (10), es continua en
el intervalo cerrado [0, 5]. Se desea determinar los valores de r y 2 que
proporcionen el valor méximo absoluto de V. De (10) se tiene

Vi(n = 2r(10r - 3r?

Con objeto de determinar los ndmeros criticos de V, se considera
V'(r) = Oy sedespejar:

r(10 - 3r) =

= = 10
r=20 r= 3

Como V'(r) existe para todos los valores de r, los Gnicos nmimeros criti-
cos de Vson 0y -3, los cuales estdn en el intervalo cerrado [0, 5]. El
valor maximo absoluto de V en [0, 5] debe ocurrir en 0, > 0 5. De (10)
se obtiene

V(o) = 0 V(?) = %n V(5) =

Por tanto, el valor méximo absoluto de V es 4‘9’0 n = 139.63, el cual
se obtiene cuando r = ? = 3.33. Cuando r = 3 , se obtiene de (9),
h = 4. Estos resultados confirman las estimaciones anteriores y pro-
porcionan los valores exactos de ry A.

Conclusién: El cilindro circular recto de mayor volumen inscrito en el
cono dado tiene un volumen de ;“9’3 rem’, lo que ocurre cuando r = Yem y
h =

3
4 cm.

En estos ejercicios defina precisamente todas las variables como  En los ejercicios 3 a 14, confirme analiticamente la estima-
niimeros. Asegirese de escribir una conclusion al final de cada  cion obtenida en la graficadora en el inciso (c) del ejercicio

ejercicio. indicado de la seccion 1.3.
1. Determine un niimero del intervalo [ 1, 2] tal que la suma 3. Ejercicio 13 4. Ejercicio 14 5. Ejercicio 15
de] nimero y su reciproco sea (a) un minimo y (b) un ) ) ]
méximo. Apoye graficamente las respuestas. 6. Ejercicio 16 7. Ejercicio 17 8. Ejercicio 18
2. Determine un nimero del intervalo [-1, 1] tal que la dife- ¢ Fjercicio 19 10. Ejercicio20 11 Ejercicio 25

rencia del nimero menos su cuadrado sea (a) un mdximo
y (b) un minimo. Apoye grificamente las respuestas. 12. Ejercicio 26 13. Ejercicio 27 14. Ejercicio 28
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

(Cuéntos estudiantes deben asistir a la excursién, del ejer-
cicio 37 de la seccién 2.2, para que la escuela reciba el
méximo ingreso bruto?

(Cudntos estudiantes deben asistir a la excursién, del ejer-
cicio 38 de la seccién 2.2, para que la escuela reciba el
méximo ingreso bruto?

Del modelo matemético obtenido en el ejercicio 30 de la
seccién 2.2, determine cudntos naranjos deben plantarse
por acre en California de modo que se obtenga el mayor
nimero de naranjas.

(Cudntos miembros proporcionarédn el mejor ingreso, de-
bido a las cuotas anuales, al club privado del ejercicio 40
de la seccién 2.2?

(a) Encuentre dos mimeros no negativos cuya suma sea
12 tales que su producto sea un maximo absoluto, y apoye
graficamente las respuestas. (b) Determine dos nimeros
no negativos cuya suma sea 12 tales que la suma de sus
cuadrados sea un minimo absoluto, y apoye graficamente
las respuestas.

Suponga que se tiene un cuerpo suspendido por debajo de
la recta horizontal AB mediante un alambre en forma de Y.
Si la distancia entre los puntos A y B es de 8 pie, (a) estime
en la graficadora con aproximacién de pies, la longitud
mas corta del alambre que pueda emplearse. (b) Confirme
la estimacidn del inciso (a) analiticamente.

Una isla est4 ubicada en el punto A, 4 km mar adentro del
punto més cercano B de una playa recta. Una mujer, en la
isla, desea ir al punto C, a 6 km de B playa abajo. La mu-
jer puede dirigirse hacia el punto P, entre B y C, en un
bote de remos a 5 km/h y después caminar en forma recta
de P a C a 8 km/h. (a) Estime en la graficadora la ruta de
A a C que ella pueda recorrer en el menor tiempo. (b)
Confirme la estimacién del inciso (a) analiticamente.

Resuelva el ejercicio 21 considerando ahora que el punto C
estd a 3 km de B playa abajo.

(a) Utilice la graficadora para estimar las dimensiones del
cilindro circular recto de mayor drea lateral que pueda ins-
cribirse en una esfera cuyo radio mide 6 pulg. (b) Confir-
me analiticamente la estimacién del inciso (a).

4.

25.

26.

27.

(a) Utilice la graficadora para estimar las dimensiones del
cilindro circular recto de mayor volumen que pueda ins-
cribirse en una esfera cuyo radio mide 6 pulg. (b) Confir-
me analiticamente la estimacién del inciso (a).

Dada la circunferencia cuya ecuacién es x2 + y2 = 9,
determine (a) la distancia més corta del punto (4, 5) a un
punto de la circunferencia, y (b) la distancia mé4s grande
del punto (4, 5) a un punto de la circunferencia. (¢) Apoye
las respuestas de los incisos (a) y (b) graficamente.

(a) Determine el drea del rectdngulo mds grande que ten-
ga dos vértices en el eje x y los otros dos en la pardbola
y = 9 ~ x?, por arriba del eje x. (b) Apoye grificamente
la respuesta del inciso (a).

y

Considere que la disminucién de la presién sanguinea de
una persona depende de la cantidad de cierta sustancia ad-
ministrada a la persona. De modo que si se administran
x miligramos de la sustancia, la disminuci6n de la presién
sanguinea es una funcién de x. Suponga que f(x) define
esta funcién y que

fGy = 32k - %)

si x € [0, k], donde k es una constante positiva. Deter-
mine el valor de x que ocasiona la mayor disminucién de
la presién sanguinea.

Al toser el radio de la trdquea de una persona disminu-
ye. Suponga que el radio normal de la triquea es de R
centimetros, mientras que al toser, ¢l radio de la misma es
de r centimetros, donde R es una constante y r es una va-
riable. La velocidad del aire a través de la triquea puede
expresarse como una funcién de r, y si V(r) centimetros
por segundo es esta velocidad, entonces

Vi) = kr2R - D
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29.

30.

31

32.

33.

donde & es una constante positiva y r estd en el intervalo
[%R, R]. Determine el radio de la trdquea cuando se tose
de modo que la velocidad del aire a través de la trdquea
sea maxima.

La resistencia de una viga rectangular es conjuntamente
proporcional a su anchura y al cuadrado de su espesor.
Determine las dimensiones de la viga de mayor resistencia
que pueda cortarse de un tronco con forma de cilindro
circular recto cuyo radio es de 72 cm.

La rigidez de una viga rectangular es conjuntamente pro-
porcional a su anchura y al cubo de su espesor. Determine
las dimensiones de la viga de mayor rigidez que pueda
cortarse de un tronco con forma de cilindro circular recto
cuyo radio es de a centimetros.

Un trozo de alambre de 10 pie de longitud se corta en dos
partes. Con una parte se hace una circunferencia y la otra
se dobla en forma de cuadrado. ;C6émo debe cortarse el
alambre de modo que (a} el 4rea total de las dos figuras
sea la minima posible; (b) el drea total de las dos figu-
ras sea la maxima posible.

Resuelva el ejercicio 31 considerando ahora que una parte
se dobla en forma de tridngulo equilétero y la otra en for-
ma de cuadrado.

Si R pies es el alcance de un proyectil, entonces
2

_ Y sen 20 0<o< L

g 2

donde v, pies por segundo es la velocidad inicial, g pie/s?

es la aceleracién debida a la gravedad, y 6 es la medida

34.

3s.

36.

en radianes del angulo que el cafién forma con la hori-
zontal. Determine el valor de 8 que hace méximo el alcan-
ce del proyectil.

Si un cuerpo que pesa W libras se arrastra a lo largo de un
piso horizontal a una velocidad constante mediante una
fuerza de F libras de magnitud y dirigida un angulo de
0 radianes con respecto al plano del piso, entonces F est4
dada por la ecuacién

_ kW
~ ksen@ + cos @

donde & es una constante llamada coeficiente de friccion
y0<k<1Si0<6< %n‘, determine cos 6 cuando
F es minima.

En una fibrica se elaboran dos productos, A y B. Si C es
el costo total de produccién de una jornada de 8 horas,
entonces C = 3x2 + 42y, donde x es el mimero de mi4-
quinas utilizadas en la elaboracién del producto 4, y y es
el mimero de miquinas empleadas en la elaboracién del
producto B, y durante una jornada de 8 horas trabajan
15 mdiquinas. (a) Determine analiticamente cuéntas de
estas maquinas deben utilizarse para elaborar el producto
A y cudntas para elaborar el producto B de modo que el
costo total sea mfnimo. (b) Apoye las respuestas del inci-
so (a) graficamente.

(a) En el ejemplo 1, ;para qué valores de & ocurrird el
valor médximo absoluto de C en un nimero del intervalo
abierto (0, k)? (b} Los ejemplos 1 y 2, y los ejercicios 21 y
22 son casos especiales del siguiente problema mds ge-
neral: Sea

fx) = uva* + X2 + v(b - x)

donde x estd en el intervalo [0, b]y u > v > 0. Demues-
tre que para que el valor maximo absoluto de f ocurra en
un nimero del intervalo abierto (0, b), se debe satisfacer

la desigualdad siguiente: av < b~u2 ~ V2,

3.3 TEOREMA DE ROLLE Y TEOREMA DEL VALOR MEDIO

P

ofa

c

FIGURA 1

b\' p o

Como se indicé en la introduccién de este capitulo, uno de los teoremas més
importantes del Célculo es el teorema del valor medio, el cual se emplea en la
demostracién de muchos teoremas tanto de Célculo Diferencial como de
Célculo Integral asi como de otras materias como el Analisis Numérico. La
demostracién del teorema del valor medio estéd basada sobre un caso espe-
cial conocido como teorema de Rolle, el cual se discutird primero.

El matemdtico francés Michel Rolle (1652-1719) demostr6 que si f
es una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en
el intervalo abierto (a, b), y si f(a) y f(b) son iguales a cero, entonces exis-
te al menos un nimero c entre a y b para el cual f'(c) =

A continuacién se verd lo que significa geométricamente este teorema.
La figura 1 muestra la gréfica de una funcién f que satisface las condiciones
del parrafo anterior. Se aprecia intuitivamente que existe al menos un punto



216 CAPITULO 3 COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES Y DE SUS GRAFICAS, ...

-

FIGURA 2

FIGURA 3

de la curva entre (a, 0) y (b, 0) en el que la recta tangente es paralela al eje x;
esto es, la pendiente de la recta tangente es cero. Esta situacién se ilustra en
la figura 1 en el punto P. De modo que la abscisa de P es c, para la cual
f'e) = 0.

La funcién, cuya grifica se muestra en la figura 1, no sélo es diferencia-
ble en el intervalo abierto (a, b) sino que también lo es en los extremos del
intervalo. Sin embargo, la condicién de que f sea diferenciable en los extre-
mos del intervalo no es necesaria para que la gréfica tenga una recta tangen-
te horizontal en algin punto del intervalo; la figura 2 ilustra esto. En la figura 2
se aprecia que la funcién no es diferenciable en a ni en b; sin embargo, existe
la recta tangente horizontal en el punto donde x '= ¢,y cestdentreay b.

No obstante, es necesario que la funcién sea continua en los extremos
del intervalo para garantizar una recta tangente horizontal en un punto inte-
rior del intervalo. La figura 3 muestra la grafica de una funcién continua en
el intervalo [a, b) pero discontinua en b; la funcién es diferenciable en el in-
tervalo abierto (a, b) y los valores de la funcién en los dos extremos son cero.
Sin embargo, no existe un punto en el que la grifica tenga una recta tangen-
te horizontal.

A continuacién se establecerd y demostrar el teprema de Rolle.

3.3.1 Teorema de Rolle

Sea funa funcién m‘que

(i) es continua en el intervaio cerrado [a, b];
(ii) es diferenciabe en el intervalo abierto (a, b);
(iif) f(a) = 0y f(b) = 0.

Entonces existe un nimero ¢ en el intervalo abierto (a, b) tal que

[ =0

Demostracién  Se consideraran dos casos.

Caso 1: f(x) = O para toda x en [a, b].
Entonces f'(x) = O para toda x en (g, b); por tanto, cualquier nimero
entre a y b puede considerarse como c.

Caso 2: f(x) es diferente de cero para algin valor de x en el intervalo (a, b).
Como f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces, por el teore-
ma del valor extremo, f tiene un valor maximo absoluto en [a, b] y un valor
minimo absoluto.en [a, b]. De (iii), f(a) = 0y f(b) = 0. Ademis, f(x) es
diferente de cero para algiin valor de x en el intervalo (a, b). En consecuencia,
f tendra un valor maximo absoluto positivo en ¢; del intervalo (a, b), o un
valor minimo absoluto negativo en ¢, del intervalo (a, b), o ambos. Asf, para
¢ = ¢; 0cC = ¢y, segln sea el caso, existe un extremo absoluto en un punto
interior del intervalo [a, b]. Por tanto, el extremo absoluto f(c) es también un
extremo relativo, y como f'(c) existe por hipétesis, se deduce, por el teo-
rema 3.1.3, que f'(¢) = 0. Esto demuestra el teorema. [

Puede haber mis de un nimero en el intervalo abierto (a, b) para los
cuales la derivada de fes cero. Esto se ilustra geométricamente en la figura 4,
en la que se muestra una recta tangente horizontal en el punto donde x = ¢;
y también en el punto donde x = ¢;, porloquef'(c;) = 0y f'(cy) = 0.
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L

[~1.5, 1.5] por [-8, 8]
fx) = 4x® - ox

FIGURA 5

El reciproco del teorema de Rolle no es vélido. Esto es, no se puede con-
cluir que si una funcién fes tal que f'(¢c) = 0,cona < ¢ < b, entonces las
condiciones (1), (ii) y (iii) se cumplen. Vea el ejercicio 36.

P EJEMPLOT s
fx) = 4x3 - 9x

verifique que las tres condiciones de la hipétesis del teorema de Rolle se sa-
tisfacen para cada uno de los intervalos siguientes: [~3, 0], [0, 31y [-3, 31.
Después haga una eleccién adecuada para c en cada uno de estos intervalos
de modo que f'(c) = 0. Apoye la eleccién de ¢ grificamente trazando en el
mismo rectdngulo de inspeccién las graficas de f y de la recta tangente hori-

zontal en el punto (c, f(c)).
Solucién Al diferenciar f se tiene
fio) = 1222 -9

Como f'(x) existe para todos los valores de x, f es diferenciable en el intervalo
(=00, +00) y por tanto, continua en en el intervalo (—oo, +00) Asi, las
condiciones (i) y (ii) del teorema de Rolle se cumplen en cualquier intervalo.
A fin de determinar los intervalos en los que se cumple la condicién (iii), se
obtienen los valores de x para los cuales f(x) = 0. Si f(x) = 0, entonces

4x(x? - 2= 0

x=-3 x=0 x=2
Cona = —% y b = 0, el teorema de Rolle se cumple en [—%, 0]. De manera
semejante, el teorema de Rolle se cumple en [0, 2]y [~ %, %].

Con el fin de determinar valores adecuados para ¢, considere f'(x) = 0,
de donde se obtiene

122 -9 =0
x=-1V3 x=1.3
Por tanto, en el intervalo [- % 0], una eleccién adecuada para c es —% 3.
En €l intervalo [0, 2] se toma ¢ = 1 /3. En el intervalo [-3, 2] exis-
ten dos valores posibles para c:—1 /3 0 1 V3.

La figura 5, que muestra las graficas de fy de las rectas tangentes ho-
rizontales en los puntos donde x = -1 43 ~-087yx = 1V3 =087,
trazadas en el rectdngulo de inspeccién de [-1.5, 1.5] por [-8, 8], apoya las
elecciones de c. |

Ahora se aplicaré el teorema de Rolle en la demostracién del teorema
del valor medio. Debe conocer muy bien el significado de este teorema.

3.3.2 Teorema del valor medio

Sea f una funcién tal que

(i) es continua en el intervalo cerrado [a, b];
(i) es diferenciable en el intervalo abierto (a, b).

Entonces existe un nimero ¢ en el intervalo abierto (a, b) tal que
ro = L0 @

=<.a
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B(b, f(b))

[4

FIGURA 6

Antes de demostrar este teorema, se interpretard geométricamente. Para

f f(b) f(a)

te. Para la gréifica de la funcién es la pendiente del segmento

de recta que une los puntos A(a, f(a)) y B(b, f(b)). El teorema del valor me-
dio establece que existe algin punto de la grifica entre A y B en el que la
recta tangente es paralela a la recta secante que pasa por A y B; esto es, existe
algiin nimero c en el intervalo (a, b) tal que

fo = L= S
- a
Refiérase ala figura 6.

Considere el eje x como el segmento AB y observe que el teorema del
valor medio es una generalizacién del teorema de Rolle, el cual se emplea en
su demostracién.

Demostracién del teorema 3.3.2 Una ecuacién de la recta que
pasa por los puntos A y B de la figura 6 es

y - f@ = L@, g
—a

- y= IO=1@ 4 o

Abhora, si F(x) mide la distancia vertical entre el punto (x, f(x)) de la grafica
de la funcién f y el punto correspondiente de la recta secante que pasa por A
y B, entonces

Fo = foy - LE =L@ o) - fia) M

Se mostrard que esta funcién F satisface las tres condiciones de la hip6-
tesis del teorema de Rolle.

La funcién F es continua en el intervalo cerrado [a, b] porque es la suma
de f y una funcién lineal, las cuales son continuas. Por tanto, F satisface la
condicién (i). También F satisface la condicidn (ii) ya que f es diferenciable
en (a, b). De (1), F(a) = 0y F(b) = 0. Por tanto, F satisface la condicién
(iii) del teorema de Rolle.

La conclusién del teorema de Rolle establece que existe un niimero ¢ en
el intervalo abierto (a, b) tal que F'(c) = 0. Pero

Fo = foo - L0 =1@
= a
De modo que
P = flo - LO=1@
—a

En consecuencia, existe un nimero ¢ en (a, b) tal que

0- 10 - LR I@
f(b)—f(a)

b-a

& flo) =
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En la mayoria de los casos no se puede determinar el valor exacto del
niimero ¢ garantizado por el teorema del valor medio. Sin embargo, el valor
de ¢ no es significativo porque el hecho crucial del teorema es que tal nime-
ro c existe. Por esta razén, se dice que el teorema del valor medio es un teo-
rema de existencia. Muchos conceptos importantes en matemdticas estin
basados en teoremas de existencia, otros ejemplos de estos teoremas son el
teorema del valor intermedio y el teorema del valor extremo. La conclusién
de un teorema de existencia usualmente asegura la existencia de uno o mds
nimeros que tienen una propiedad especifica, y el conocimiento de que el ni-
mero existe es mas significativo que determinar tal nimero.

El ejemplo siguiente, presentado para mostrar que se cumplen las condi-
ciones del teorema del valor medio, implica una funcién para la cual es posible
calcular el valor del mimero ¢ garantizado por el teorema.

» EJEMPLO 2  sea
f@x) = x3 — x2 - 2x

verifique que se satisfacen las hip6tesis del teorema del valor medio para
a = 1yb = 3. Después determine un nimero c en el intervalo abierto (1, 3)
tal que

o _ f3) = FQ)
o = 422

Apoye la eleccién de ¢ grificamente trazando en el mismo rectdngulo de ins-
peccibn la gréfica de f, la recta tangente en el punto donde x = ¢ y la recta
secante que pasa por los puntos (1, f(1)) y (3, f(3)).

Solucién Como fes una funcién polinomial, f es una funcién continua
y diferenciable en cualquier mimero. Por tanto, se satisfacen las hip6tesis del
teorema del valor medio para cualesquieraa y b.

Al diferenciar f se tiene

fix) =3x2-2x-2
Como f(1) = -2y f(3) = 12, entonces
fB3) - fA) _ 12 - (2)
3-1 2
=17

Si se considera f'(c) = 7 se obtiene

3¢2-2c-2=17

3¢2-2c-9=0

_—(-2) £ (2 = 43)(-9)
2(3)

_ 2+ 4112 _2-412
6 ‘T 6

= 2.10 = -143

Debido a que —1.43 no estd en el intervalo abierto (1, 3), el dnico valor posi-
ble para c es 2.10.
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La figura 7 muestra la grifica de f, la recta tangente en el punto donde
x = 2.10y la recta secante que pasa por los puntos (1, -2) y (3, 12) trazadas
en el rectdngulo de inspeccion de {0, 5] por [-5, 15]. El hecho de que la recta
tangente es paralela a la recta secante apoya la eleccién de ¢ como 2.10. <

S

{0, 5] por [-5, 151
f) = x* - x* - 2x

FIGURA 7

AR

-3, 31 por [-1, 31

f = x2f3

FIGURA 8

P EJEMPLO3 s
fi) = x28

trace la grafica de f. Muestre analiticamente que no existe ningtn nimero ¢
en el intervalo abierto (-2, 2) tal que

vy = F2) = f(=2)
flo) = 2 - ()

(Qué condici6n de la hipStesis del teorema del valor medio no cumple f cuan-
doa =-2yb = 2?

Solucién La grafica de f trazada en el rectdngulo de inspeccién de
[-3, 3] por [-1, 3] se muestra en la figura 8.
Al diferenciar f se tiene

f@ = 2B

De modo que
flo) = 56217
Ademas,
f2) = f(=2) 4173 _ 413
2-(2) 4
=0
No existe ningiin nimero c para el cual 2 = 0.

3c1/3

La funcién fes continua en el intervalo cerrado {-2, 2]; no obstante, f no
es diferenciable en el intervalo abierto (-2, 2) porque f(0) no existe. Por
tanto, la condicién (ii) del teorema del valor medio no es satisfecha por f
cuandoa = -2y b = 2.

El ejemplo siguiente muestra el poder del teorema del valor medio.

’ EJEMPLO 4 Utilice el teorema del valor medio para demos-
trar que si x > 0, entonces senx < x.

Ty .
Solucién Six > 1, entonces como sen x < 1, sen x es en verdad me-
nor que x. Considere entonces que 0 < x < 1y sea

f(x) = x - senx
entonces N

fi(x) =1 -cosx
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Como f es continua y diferenciable en cualquier mimero, se concluye, por
el teorema del valor medio con @ = 0y b = x, que existe algin nimero ¢
paraelcual 0 < ¢ < x < 1, tal que

i = L0 = f(0)
flo = ==—35

Debido a que f(0) = Oy f'(c) = 1 - cos ¢, de la ecuacién anterior se tiene

x(1 = cosc) = f(x) 0<cex<1

En el miembro izquierdo de esta ecuacién los dos factores son positivos. De
modo que

0 < f(x)

0 <x—-senx
senx < x <

En los ejercicios 28 a 30 se le pedird que demuestre algunas otras des-
igualdades mediante un método semejante al del ejemplo anterior.

A fin de seguir mostrando el poder del teorema del valor medio, se mos-
trard su uso en la demostracién del teorema siguiente, el cual se necesitard en
el capitulo 4.

Si f es una funcién tal que f(x) = 0 para todos los valores de x en un
intervalo I, entonces fes constante en [.

Demostracién  Suponga que f no es constante en el intervalo 7. Enton-
ces existen dos mimeros diferentes x; y x; en /, donde x; < x5, tales que
f(x;) # f(xp). Puesto que, por hipétesis, f'(x) = 0 para toda x en I, enton-
ces f'(x) = O para toda x en el intervalo cerrado [x;, x,]. En consecuencia, f
es diferenciable en toda x del intervalo [x;, x;], por lo que f es continua en
[x1, x2]. Por tanto, las hipétesis del teorema del valor medio se satisfacen, de
modo que existe un nimero ¢, conx; < ¢ < xy, tal que

f(x) = fx)

X = X2

floy = 2
Pero como f'(x) = 0 para toda x en el intervalo [x;, xé], entonces f'(c) = 0,
y de (2) se deduce que f(x;) = f(x5). Recuerde que se supuso que
f(x1) # f(x;). En consecuencia, se tiene una contradiccion, y ppor tanto, f es
constante en /. . =

En la préxima seccién se verd otra aplicacién del teorema del valor
medio al demostrar el teorema 3.4.3.

En los ejercicios 1 a 4, verifique que las tres condiciones de la L f(x) = x2 - 4x + 3;[1,3]
hipétesis del teorema de Rolle son satisfechas por la funcién en 2 fx) =x¥-2x2 - x + 2[1,2]
el mterval.o indicado. Despl:tfzs obtenga un valor adecuado para 3, (@) = sen2x: [0, Ln)

¢ que satisfaga la conclusion del teorema de Rolle. Apoye la 2 1-2 3

eleccion de ¢ grdficamente trazando en el mismo rectdngulo de 4. f(o) = 3cos"x; ['z"”’ 2 u

inspeccion las grdficas de f y de la recta tangente horizontal en  En los ejercicios 5 a 10, haga lo siguiente: (a) trace la grdfica
el punto (c, f(¢)). de la funcion en el intervalo indicado; (b) verifique las tres
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condiciones de la hipdtesis del teorema de Rolle, y determine
qué condiciones son satisfechas y cudles, si las hay, no se sa-
tisfacen; (c) si las tres condiciones del inciso (b) son satisfe-
chas, entonces determine un punto de la grdfica en el que
exista una recta tangente horizontal y apoye grdficamente la
respuesta.

5. f) =% - 3415 (0,3)

26.

6. flr) = X - 2/ (0, 4] 27.
75w = EoE2 s
8 fy=1-|x|5(-1,1]
- .
=Ly Siiey

En los ejercicios 11 a 20, verifique que las hipétesis del teore-
ma del valor medio son satisfechas por la funcion en el inter-
valo indicado (a, b]. Después obtengd un valor adecuado para
¢ que satisfaga la conclusion del teorema del valor medio.
Apoye la eleccion de c grdficamente frazando en el mismo
rectdngulo de inspeccion la grdfica de f en el intervalo cerra-
do, la recta tangente en el punto (c, f(c)), y la recta secante que
. pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), observando que la
recta tangente y la recta secante son paralelas.

1. f(x) = x2 + 2x - 1;[0, 1]
12. f(x) = x% + 2% - x[-2, 1]

29.

13. f(x) = &[0, 1]
2
4 = Z22p 3.

15. f(¥) = VI+ cosx;[-4m Snl
16. f(x) = VT sen x;[0, 17
17. f(x) = x%[3,5]

18. f(x) = x%[2,4] .

19. f(x) = senx; [0, Ln]

20. f(x) = 2cosx:[%h’, %7’]

Para cada una de las funciones de los ejercicios 21 a 24, no
existe nimero c en el intervalo (a, b) que satisfaga la conclu-
sion del teorema del valor medio. En cada ejercicio, determi-
ne qué parte de la hipétesis del teorema del valor medio no se
cumple. Dibuje la grdfica de fy la recta que pasa por los

31.

32.

puntos (a, f(a))y (b, f(b)). 33.
4 .
U f@ = o= lb=6
2x — 1
R fo) = 3gia=1b=2

23, f(x) = 3x-4%Pa=-4b=5

six < 3. _

-1,b=35
15 - 2x

25, Sif(x) = x* — 2x3 + 2x2 - x, entonces f'(x) = 4x> -
6x2 + 4x - 1. Demuestre mediante el teorema de Rolle

que la siguiente ecuaci6n tiene al menos una raiz en el
intervalo abierto (0, 1):

AP -6+ -1=0

Demuestre mediante el teorema de Rolle que la ecuacién
x> + 2x +.k = 0, donde k es cualquier constante, no
puede tener mds de una raiz real.

Utilice el teorema de Rolle para demostrar que la ecuacién
4% + 3% +3x-2=0

tiene exactamente una raiz en el intervalo abierto (0, 1).
Sugerencia: primero muestre que el intervalo (0, 1) con-
tiene al menos una raiz de la ecuacion. Después muestre
que la suposicion de que el intervalo contiene més de una
raiz-conduce a una contradiccién.

Emplee el teorema del valor medio para demostrar que si
x > 0, entonces

2

x
cosx > 1 - —
2

x? ;
5 y aplique el

que el teorema del valor medio a la funcién fparaa = 0
y b = x como se hizo en el ejemplo 4.

Sugerencia: sea f(x) = cos x — (l -

Use el teorema del valor medio para demostrar que si
x > 0, entonces

x3 v

senx > x —

Consulte la sugerencia para el ejercicio 28.

Utilice el teorema del valor medio para demostrar que si
x > 0y r > 1, donde r es un nimero racional, entonces

AQ+x">1+rx-"

Vea la sugerencia para el ejercicio 28.

Emplee el teorema del valor medio para demostrar que si
a < b, entonces la media aritmética de a y b, %(a +b),
estd en el intervalo abierto (a, b). Sugerencia: considere
fx) = x2

Use el teorema del valor medio para demostrar que si
0 < a < b, entonces la media geométrica de los dos ni-

‘meros a y b, Vab, estd en el intervalo abierto (a, b).

Sugerencia: sea f(x) = -1—

El limite de velocidad en una autopista particular de Cali-
fornia es 65 mi/h. Suponga que en un punto A un oficial
de caminos midi6 la velocidad del conductor y 30 minu-

“tos después, a 35 millas de A, un segundo oficial también

midi6 la velocidad del conductor. Aunque los dos oficia-
les determinaron que el conductor se mantuvo bajo el If-
mite de velocidad en los puntos A y B, el segundo oficial
detuvo al conductor por conducir a alta velocidad. Utilice
el teorema del valor medio-para verificar que en realidad el
conductor rebasé el limite de velocidad en algdn punto.
Sugerencia: suponga que la ecuaciért de movimiento del
conductor es f(f) y que f es una funcién diferenciable. °
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34. Si f(x) = sen®x + cos®x, utilice el teorema 3.3.3 para  37. Utilice el teorema de Rolle para demostrar que si toda
demostrar que f(x) = 1 para todo x en el [-27, 27). funcién polinomial de segundo grado tienen a lo més dos
raices reales, entonges cada funcién polinomial de tercer

35. Si la funcién f es continua en el intervalo cerrado {a, b] - > ) -
grado tiene a lo mds tres raices reales. Sugerencia:

y f(x) = 1 para todo x del intervalo abierto (g, b), de-

muestre que muestre que la suposicién de que un polinomio de ter-
cer grado tiene cuatro raices reales conduce a una con-
fx) = x - a + fa) tradiccion.

38. Emplee el método del ejercicio 37 e induccién mate-

mética para demostrar que un polinomio de n-ésimo grado
36. El reciproco del teorema de Rolle no es verdadero. In- tiene a lo mds » raices reales.

vente un ejemplo de una funcién para la cual la conclu-
si6n del teorema del Rolle es verdadera de modo que (a)
la condicién (i) no se satisfaga pero las condiciones (ii) y
(iii) si; (b) la condicién (ii) no se cumpla pero las condicio-
nes (i) y (iii) si; (¢) la condicién (iii) no se satisfaga pero
las condiciones (i) y (ii) sf. Dibuje la gréfica mostrando la
recta tangente horizontal en cada caso.

para toda x en la [a, b].

39. Suponga que s = f(f) es una ecnacién de movimiento de
una particula que se desplaza sobre una recta, donde f
es una funcién diferenciable. Explique por qué se puede
concluir que en algin instante de cualquier intervalo
de tiempo, la velocidad instantdnea serd igual a la velo-
cidad promedio durante ese intervalo de tiempo.

3.4 FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES, Y CRITERIO
DE LA PRIMERA DERIVADA

En esta seccién y en las siguientes, se aplicard la derivada a fin de obtener
propiedades de las gréficas de las funciones. Estas propiedades no sélo se
utilizardn para analizar el comportamiento de las funciones sino que también,
en la seccion 3.9, para determinar extremos absolutos de funciones para las
que no se cumple el teorema del valor extremo. Se iniciard esta seccién con |
una discusién sobre funciones crecientes y decrecientes.
y Consulte la figura 1, la cual presenta la grafica de una funcién f continua
para toda x del intervalo cerrado [x;, x7]. La figura muestra que cuando un pun-
to se mueve a lo largo de la curva de A a B, los valores de funcién aumentan -
conforme la abscisa aumenta, y que cuando el punto se desplaza de B a C, los
valores de funcién disminuyen conforme la abscisa aumenta. Entonces, se
dice que fes creciente en el intervalo cerrado [x, x,] y que f es decreciente
en ¢l intervalo cerrado [x, x3]. A continuacion se presentan las definiciones
x  precisas de funcion creciente y funci6n decreciente en un intervalo.

X = Xy 2
y =f_

Gxy, y7) \

D(x4, ya) ™~

Flxs'ye)/:

¢ Blxy, )
: El(xs, ys)

3.4.1 Definicion de funcion creciente
Clx3, y3)

FIGURA 1 Ifna funcién definida en un intervalo es creciente en ese intervalo si
y s6lo si s %
f(xl) <ﬂxz) siﬂnprcque g x| e X7 ;
donde x; y x, son dos niimeros cualesquiera del intervalo.

La funcién de la figura 1 es creciente en los intervalos cerrados si-
guientes: [xy, xol; [x3, x4]; [xs, x6)ilx6, x71; [x5, x7). e
N\

3.4.2 Definicion de funcion decreciente

Una funcién definida en un intervalo es decreciente en ese innm;a]o
si y s6lo si

4 o f(xy) > flx;) siempreque x; < x3
donde x; y x5 son dos nimeros cualesquiera del intervalo.
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[-5, 5] por {-5, 5]
f) =x>-3x% y f(x) = 31 - 6x

FIGURA 2

La funcién de la figura 1 es decreciente en los intervalos cerrados si-
guientes: [xp, x3]; [x4, x5].

Si una funcién es creciente o decreciente en un intervalo, entonces se
dice que es monétona en ese intervalo.

Antes de establecer un teorema que proporciona un criterio para deter-
minar si una funcién es monétona en un intervalo, se verd lo que ocurre
geométricamente. Refiérase a la figura 1, y observe que cuando la pendien-
te de la recta tangente es positiva, la funcién es creciente, y que cuando la
pendiente es negativa, la funcién es decreciente. Puesto que f'(x) es la pen-
diente de la recta tangente a la curva y = f(x), f es creciente cuando
f'(x) > 0,y es decreciente cuando f'(x) < 0. También, como f'(x) es la tasa
de variacién (o razén de cambio) de los valores de funcién f(x) con respecto
a x, cuando f'(x) > 0, los valores de funcién aumentan conforme x aumen-
ta; y cuando f'(x) < 0, los valores de funcién disminuyen cuando x aumenta.

. 3.4.3 Teorema

Sea'funa funci6n continua en el intervalo cerrado [a, b] y diferenciable
en el intervalo abierto (z, b):

(i) sif(x) > O para toda x en (g, b), entonces f es creciente en [a, b];
(i) sif'(x) < 0 paratoda x en (g, b), entonces fes decreciente en [a, b].

Antes de demostrar este teorema se presentard un ejemplo ilustrativo
que mostrard su significado.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 2 muestra las gra-

ficas de
f) = x3-3x2 y fi(x) = 3x% - 6x

trazadas en el rectangulo de inspeccioén de [-5, 5] por [-5, 5]. Observe que
cuando x < 0, f(x) > O y f es creciente en el intervalo (—oo, 0]; cuando
0<x<2 fiix) <0y fes decreciente en el intervalo [0, 2]; y cuan-
dox > 2, fix) > 0y fes creciente en el intervalo [2, +00).

Démostracion del teorem&3.4.3 (i) Sean x; y x, dos nimeros
cualesquiera del intervalo [a, b] tales que x; < x,. Entonces f es continua en
[xy, x5] y diferenciable en (x|, x;). Por el teorema del valor medio, existe un
ndmero ¢ en (xj, x3) tal que

Floy = L) = fG)

X2 = X

Como x; < x; entonces x; — x; > 0. También, f'(c) > 0 por hipétesis. Por
tanto, f(xy) — f(x;) > 0, de modo que f(x;) > f(x|). Asi, se ha mostrado
que f(x{) < f(x;) siempre que x; < x, cuando x; y x; son dos nimeros
cualesquiera del intervalo [a, b]. Por tanto, por la definicién 4.3.1, f es cre-
ciente en {a, b).

La demostracién del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja
comd ejerciéio (constlte el ejercicio 51 ): »

Se aplicard el teorema 3.4.3 en la demostracién del criterio de la pri-
mera derivada para extremos relativos de una funcién.
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FIGURA 4

FIGURA 5

3.4.4 Teorema Criterio de la primera derivoda para

extremos relativos

Sea f una funcién continua en todos los puntos del intervalo abierto
(a, b) que contiene al niimero ¢, y suponga que f’ existe en todos los
puntos de (a, b) excepto posiblemente en c¢:

(i) sif'(x) > 0 para todos los valores de x en algiin intervalo abierto
que contenga a ¢ como su extremo derecho, y si f(x) < 0 para
todos los valores de x de algiin intervalo abierto que contenga a
¢ como su extremo izquierdo, entonces f tiene un valor méximo
relativoenc; _

(i) sif'(x) < O para todos los valores de x en algiin intervalo abierto
que contenga a ¢ como su extremo derecho, y si f(x) > 0 para
todos los valores de x de algin intervalo abierto que contenga a
¢ como su extremo izquierdo, entonces f tiene un valor mfnimo
relativo en c.

Como se hizo con el teorema 3.4.3, se presentard un ejemplo ilustrativo
para mostrar el contenido del teorema 3.4.4 antes de su demostracién.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Consulte otra vez la figura

2. Observe que f(x) > 0 para todos los valores de x de algin intervalo abier-
to que tiene a 0 como su extremo derecho, y que f'(x) < 0 para todos los
valores de x de algin intervalo abierto que contiene a 0 como su extremo
izquierdo. Ademads, f tiene un valor médximo relativo en 0. Esto ilustra el
inciso (i) del teorema 3.4.4. '

También en la figura 2, observe que f'(x) < O para todos los valores
de x de algin intervalo abierto que tiene a 2 como su extremo derecho, y que
f'(x) > 0 para todos los valores de x de algin intervalo abierto que contiene a
2 como su extremo izquierdo; ademds, f tiene un valor minimo relativo en 2.
Esto ilustra el inciso (ii) del teorema 3.4.4. |

Demostracién del teorema 3.4.4 (i) Sea (d, ¢) (donde d > a) el
intervalo abierto que contiene a ¢ como su extremo derecho para el cual
f'(x) > O para toda x del intervalo. Del teorema 3.4.3 (i), f es creciente en
[d, c]. Sea (c, e) (donde e < b) el intervalo abierto que contiene a ¢ como su
extremo izquierdo para el cual f'(x) < O para toda x del intervalo. Por el teo-
rema 3.4.3 (ii), f es decreciente en [c, e]. Puesto que fes creciente en [d, c], se
sabe de la definicién 3.4.1 que si x| estd en [d, c] y x; # c, entonces
flx) < f(c). También, como f es decreciente en [c, e], se sabe de la defini-
cién 3.4.2 que si xp estd en [c, e] y x, # ¢, entones f(c) > fix,). Por tanto, de
la definicién 3.1.1, f tiene un valor maximo relativo en c.

La demostracién del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja
como ejercicio (consulte el ejercicio 52). [ ]

El criterio de la primera derivada para extremos relativos establece
que si f es continua en ¢ y f'(x) cambia de signo algebraico de positivo a ne-
gativo al pasar por ¢ conforme x crece, entonces f tiene un valor méximo
relativo en ¢; y si f'(x) cambia de signo algebraico de negativo a positivo al
pasar por ¢ conforme x crece, entonces f tiene un valor minimo relativo en c.

Las figuras 3 y 4 ilustran los incisos (i) y (ii), respectivamente, del crite-
rio de la primera derivada cuando f'(c) existe. La figura 5 muestra la grifica
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FIGURA 6

A\ 4

i1

[-3, 5] por {2, 6]
f(x)=x3—6x2+9x+ 1

FIGURA 7

de una funcién f que tiene un valor mdximo relativo en un nimero ¢, pero
f'(c) no existe; Sin embargo, f(x) > 0 cuando x < ¢ y f'(x) < 0 cuando
x > c. En la figura 6, se tiene la grafica de una funcidn f para la que c es un
nimero critico, y f'(x) < 0 cuando x < ¢y f'(x) < 0 cuando x > ¢; f no
tiene un extremo relativo en c.

Otras ilustraciones del criterio de la primera derivada se tienen en la
figura 1. En x, y x4 la funcién tiene un valor méximo relativo, y en x3 y x5
la funcién tiene un valor minimo relativo; aunque xg s un nimero critico, no
se tiene un extremo relativo en xg.

A continuaci6n se resume el procedimiento para obtener los extremos
relativos de una funcidn.

Para determinar analiticamente los extremos relativos de f

1. Calcule f(x).

2. Determine los niimeros criticos de f, es decir, los valores de x para
los cuales f'(x) = O o para los que f'(x) no existe.

3. Aplique el criterio de la primera derivada (teorema 3.4.4).

Los ejemplos siguientes muestran cmo se aplica este procedimiento.

' EJEMPLO 1 Trace la gréfica de la funci6én definida por
fx) = x3 —6x2 + 9x + 1

Determine a partir de la gréfica los extremos relativos de f, los valores de x en
los que ocurren los extremos relativos, los intervalos en los que f es creciente,
y en los que f es decreciente. Confirme analiticamente la informacién ob-
tenida grificamente.

Solucién La figura 7 muestra la grifica de f trazada en el rectingulo
de inspeccidn de [-3, 5] por [-2, 6]. A partir de la grifica, se determina que f
tiene un valor méaximo relativo de 5 en x = 1, y un valor minimo relativo de
lenx = 3. También, a partir de la grafica se determina que fes creciente en
los intervalos (—o0, 1]y [3, +00), y es decreciente en el intervalo [1, 3].

Ahora se confirmard esta informacién mediante el criterio de la prime-
ra derivada calculando primero la derivada de f:

fix) =322 - 12x + 9

Los unicos nimeros criticos son aquellos para los que f'(x) = O:

2 - 12x+9=0
3x~-3Nx -1 =20
x =3 x =1

Por tanto, los nimeros criticos de f son 1 y 3. Para determinar si f tiene un
extremo relativo en estos niimeros, se aplica el criterio de la primera derivada
y los resultados se presentan en la tabla 1.

Tabla 1

o ') Conclusion
x <1 + fes creciente
x =1 5 0 f tiene un valor maximo relativo
l<x<3 - fes decreciente
x=13 1 0 ftiene un valor minimo relativo
3<x + fes creciente
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N

[-7,5, 7.5) por -5, 5]
fx) = PRl 4x'l3

FIGURA 8

x2 -4 six=3
8-x si3 < x

fx) = {

FIGURA 9

Las conclusiones de la tabla confirman la informacién determinada
graficamente. <

P EJEMPLO 2 s
fx) = x4B + 4l

Determine los extremos relativos de fy los valores de x en donde ellos ocu-
rren. También determine los intervalos en los que f es creciente y en los que
es decreciente. Apoye las respuestas graficamente.

Solucién Al diferenciar fse tiene

fix) = %x1/3 4+ 4,283
= 4x2x + 1)

Como f'(x) no existe cuando x = 0, y f(x) = 0 cuando x = -1, entonces
los niimeros criticos de f son —1 y 0. Se aplica el criterio de la primera deri-
vada y se resumen los resultados en la tabla 2. En la tabla, la abreviacién n.e.
significa no existe.

Tabla 2
fx [x) Conclusién
x < -1 ~ J[es decreciente
x = -1 -3 0 ftiene un valor minimo relativo
-1 <x<0 + fes creciente
x=0 0 n.e. /no tiene un extremo relativoenx = 0
0<x + fes creciente

La informacién de la tabla se apoya al trazar la gréfica de f en el rec-
tangulo de inspeccién de [-7.5, 7.5] por [-5, 5], como se muestra en la
figura 8.

P EJEMPLO 3 Dud

2-4 six<3
X) =
@) {S—x si3 <x

determine los extremos relativos de f'y los valores de x en los que ellos ocu-
rren. También determine analiticamente los intervalos en los que f es crecien-
te y en los que f es decreciente. Dibuje la grafica.

Solucion Al calcular f'(x) se obtiene

i) = {Zx si x<3
-1 s13<x
Observe que f es continua en 3. Como f'(3) = 6 y f,(3) = -1, f(3) no
existe. Por tanto, 3 es un nimero critico de f. Otro nimero critico de f es 0
porque f'(x) = 0 cuando x = 0. En la tabla 3 se resumen los resultados
obtenidos al aplicar el criterio de 13 primera derivada. La gréfica de f se
muestra en la figura 9.
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y
2-10] 1 5
Grifica de f*
FIGURA 10
Yy
A
T
-1\ |0 4
Gréfica de g’

FIGURA 11

Tabla 3
f) [ Conclusion
x <0 fes decreciente
x=0 -4 0 ftiene un valor minimo relativo
0<x<3 + fes creciente
x =3 5 n.e. £ tiene un valor méximo relativo
3<x - fes decreciente 4

Como se hizo en los ejemplos ilustrativos 1 y 2, ahora se mostrard en los
dos ejemplos siguientes c6mo puede obtenerse el comportamiento de una
funcién a partir de la grifica de su derivada.

’ EJEMPLO 4 La figura 10 muestra la gréfica de la derivada de
una funcién f cuyo dominio es el conjunto de los nimeros reales. A partir de la
gréifica determine los niimeros criticos de f, los intervalos en los que f es cre-
ciente y en los que f es decreciente, y los extremos relativos de f.

Solucién De la gréfica, se observa que f'(x) existe en cualquier nimero
real y que f'(=2), f'(1) y f'(5) son iguales a cero. Por tanto, -2, 1 y 5 son ni-
meros criticos de f. Como f'(x) < Ocuandox < =201 < x < 5, fes decre-
ciente en los intervalos (—oo, 2] y [1, 5]. Debido a que f(x) > 0 cuando
-2 < x < 1ox > 5, fes creciente en los intervalos [-2, 1] y [5, + ). La
tabla 4 resume estos hechos, ademés de que f tiene valores minimos relati-
vosenx = -2y x = 5,y ftiene un valor méximo relativo en x = 1, obte-
nidos al aplicar €l criterio de 1a primera derivada.

Tabla 4
fx) Conclusion
x < =2 - fes decreciente
x =2 0 £ tiene un valor minimo relativo
2 <x<1 + fes creciente
x=1 0 [ tiene un valor méximo relativo
1<x<35 - fes decreciente
x=75 0 ftiene un valor minimo relativo
5<ux + fes creciente ‘

» EJEMPLO 5 Siga las instrucciones del ejemplo 4 para la fun-
cién g, continua en su dominio el cual es el conjunto de los nimeros reales,
para la cual la figura 11 muestra la gréfica de su derivada.

Solucién Dela grafica, como g'(-1) = 0, -1 es un nimero critico de g.
Debido a que el eje y es una asintota vertical de gréafica de g’, g'(0) no existe,
aunque O esté en el dominio de g. En consecuencia, también 0 es nimero
critico de g. Como g'(x) > O cuando x < -1 ox > 0, g es creciente en los
intervalos (—oo, —=1] y [0, +00). Ya que g'(x) < O cuando -1 < x < 0, g es
decreciente en el intervalo [—1, 0]. Estos hechos se resumen en la tabla 5, te-
niendo en cuenta que se aplicé el criterio de la primera derivada para deter-
minar los extremos relativos.



3.4 FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES, Y CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA 229

8'x)

Conclusion

Tabla 5

x < -1 +
x == 0
-l <x<0 -
x=0 n.e.
0<x +

g es creciente

g tiene un valor méximo relativo
g es decreciente

g tiene un valor minimo relativo
g es creciente

<

En la seccién 3.6, se obtendrdn algunas propiedades adicionales de la
funcidn f del ejemplo 4 y de la funcién g del ejemplo 5 a partir de las gréificas
de sus derivadas; después, a partir de estas propiedades, asi como de las obte-
nidas en esta seccién, se dibujardn posibles graficas de 'y g.

EJERCICIOS 3.4

En los ejercicios 1 a 18, (a) trace la grdfica, y determine a par-
tir de ella: (b) los extremos relativos de f, (c) los valores de x
en los que ocurren los extremos relativos, (d) los intervalos en
los que f es creciente, (e) los intervalos en los que f es decre-
ciente. Confirme analiticamente la informacién obtenida grd-
ficamente.

L fix) = x2 - 4x -1

2. f(x) = 3x%2 - 3x + 2

3 f) =x3-x2-x

4 fx) = x> -2 +15-5

5. fix) = %—x" -2+ x2 6. f(x) = x* - 4x
7. f(x) = 4sen %x;x € [2n, 2n]

8. f(x) = 2cos3x;x € [-x, 7]

9. fx) J’—% 10. fi) = =2

1L fx) = (1 - 0% + x)°
12. f&x) = (x + 2%(x - 1)?
13. fx) = x — 3x 13

14. f(x) = 4x — 6223

15. f(x) = x¥* - xlP 16. f(x) = P - 12

17. fx) = x4 + 10x4 18, fx) = x5 - 10x¥?

En los ejercicios 19 a 32, haga lo siguiente analiticamente: (a)
determine los extremos relativos de f: (b) determine los valo-
res de x en los que ocurren los extremos relativos; (c) determine
los intervalos en los que f es creciente; (d) determine los intervalos
en los que f es decreciente. Apoye las respuestas grdficamente.
19. f(x) = 2x* - 9x% + 2

20. f(x) = x> - 3x2 - 9x

21. f(x) = %x5 - 33 4 4x + 1

22, f(x) = x> ~ 5x3 - 20x - 2

2. f) = x+ - M. f(x) = 2x+ -
x 2x

25, f(x) = 2x+/3 - x 26. f(x) = xv5 - x2

27, f) = 2 - 3x - HP
28, f(x) =2 - (x - DB

1

29. f(x) = lzsec4x;x € [—%n, 37

30. f(x) = 3csc 2t x € [~ 7]
31 f(x) = xPx + 4728
32 f() = (x + DB - 3

En los ejercicios 33 a 38, haga lo siguiente analiticamente: (a)
determine los extremos relativos de la funcion; (b) determine
los valores de x en los que ocurren los extremos relativos; (c)
determine los intervalos en los que la funcion es creciente;
(d) determine los intervalos en los que la funcion es decrecien-
te. (¢) Dibuje la grdfica de la funcion a partir de las respuestas
de los incisos (a)<d).

U+ 9 six< -2
33. =
& {x2+1 si -2 < x
5-2x six< 3
34. =
& {3):—10 si 3 <x
x+5 six< -1
35. f) = 1x24+1 si-1sx<2
7T-x si2<x
12 - (x + 5 sixs -3
36. f(x) = {5-x si-3<x<-1
JI0 = (x-7? si-l <x=17
G+92-8  six< -7
3 f) = -5 -(x+4)? si-T=x=<0
x-27 -7 si0<x
_ 2 ; _
38.f(x)={4 (x+5)2 six <-4
12 - (x + 1) si—4 < x

En los ejercicios 39 a 44, la figura adjunta muestra la grdfica
de la derivada de una funcion f continua en su dominio, el cual
es el conjunto de los niimeros reales. A partir de la grdfica,
determine (a) los nimeros criticos de f, (b) los intervalos en
los que f es creciente, (c) los intervalos en los que f es decre-
ciente, y (d) los niimeros donde ocurren los extremos relativos
def.
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39.

40.

41.

42.

43.

~

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.
52.
53.

54.

55.

56.

57.

58.

Dado que la funcién f es continua para todos los vaiores
dex, f(0) = 0,f(4) = 2,f(8) = 0,f(x) > Osix < 4,y
f'(x) < 0 si x > 4, dibuje una grifica posible de f en
cada uno de los siguientes casos donde la condicién adi-

i

cional se satisface: (a) f’ es continua en 4; (b) f'(x) = 3
1,

six<4yf(x)=-1six>4 () lim fx)=
2 x—4"

lim f(x) = —oo,yf(a) # fi(b)sia # b.

x4+
Dado que la funcién f es continua para todos los valores
dex, f(3) = 2,f(x) < Osix < 3,yf(x) > 0six > 3,
dibuje una gréfica posible de f en cada uno de los siguien-
tes casos donde la condicién adicional se satisface:
(a) f'es continua en 3; (b) f(x) = ~lsix < 3yf'(x) = 1
six > 3; (¢) lim f'(x) = -1, lim f'(x) =1,y

x—=3- x—3+

fla) # fb)sia # b.
Encuentre a y b tales que la funcién definida por

fx) =x +axt + b
tenga un extremo relativo en el punto (2, 3).

Encuentre a, b y c tales que la funcién definida por
fx) =ax? + bx + ¢

tenga un valor maximo relativo de 7 enx = 1y la gréfica
de y = f(x) pase por el punto (2, -2).

Encuentre a, b, ¢ y d tales que la funcién definida por
fy=ad + bx* + cx + d

tenga un extremo relativo en los puntos (1, 2) y (2, 3).

Sea f(x) = xP(1 — x)9, donde p y g son nimeros enteros

positivos mayores que 1, demuestre cada una de las si-

guientes proposiciones:

(a) Sip es par, ftiene un valor minimo relativo en 0;

(b) Si g es par, ftiene un valor minimo relativo en 1;

(c) ftiene un valor maximo relativo en p/(p + ¢) inde-
pendientemente de que p y g sean impares o pares.

Demuestre el teorema 3.4.3(ii).

Demuestre el teorema 3.4.4(ii).

Si f(x) = x, donde k es un niimero entero positivo impar,
demuestre que f no tiene extremos relativos.

Demuestre que si fes creciente en [a, b] y si g es creciente
en [ f(a), f(b)], entonces si g o fexiste en [a, b), g © fes
creciente en [a, b].

La funcién f es creciente ‘en el intervalo /. Demuestre que
(a) si g(x) = —f(x), entonces g es decreciente en I; (b) si
h(x) = 1/f(x) y f(x) > 0 en 1, entonces h es decreciente
enl

La funcién f es diferenciable en cada mimero del intervalo
cerrado [a, b]. Demuestre que si f'(a) - f(b) < 0, enton-
ces existe un nimero c en el intervalo abierto (a, b) tal que
fic) = 0.

Sif'(x) existe en cada mimero del intervalo abierto (a, ) que
contiene al mimero ¢ y f(c) = 0, ;puede concluirse que f
tiene un extremo relativo en ¢? Explique su respuesta.

Describa ¢6mo se aplica el criterio de la primera deriva-
da para determinar los extremos relativos de una funcién.
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3.5 CONCAVIDAD, PUNTOS DE INFLEXION Y CRITERIO
DE LA SEGUNDA DERIVADA

B(xz, y)

Clx3, y9)
F(xév yG)
E(xs, y5)

D(xs, y4)

FIGURA 1

[4

FIGURA 2

(c, f(c))

c

FIGURA 3

La segunda derivada, igual que la primera derivada, proporciona informacién
acerca del comportamiento de una funcién y su gréfica, como se verd en esta
seccidn.

Consulte la figura 1, la cual muestra la grafica de una funcioén f cuyas
derivadas primera y segunda existen en el intervalo cerrado [x|, x7]. Debido a
que f'y f' son diferenciables en dicho intervalo, entonces fy f' son continuas
€n [.Xl, X7].

Si se considera que el punto P se mueve a lo largo de la grafica de la figura
1 desde A hasta G, entonces la posicién de P varia cuando x crece de xj a x;.
Conforme P se mueve a lo largo de A a B, la pendiente de la recta tangente a
la grifica es positiva y decreciente; esto es, la recta tangente a la gréfica gira
en el sentido de las manecillas del reloj, y la grafica se encuentra debajo de su
recta tangente. Cuando el punto P estd en B, la pendiente de la recta tangente
es cero y sigue decreciendo. Conforme P se desplaza de B a C, la pendiente de
la recta tangente es negativa y sigue decreciendo; la recta tangente contimia
girando en el sentido de las manecillas del reloj, y la grifica estd debajo de su
recta tangente. Se dice que la gréafica es cdncava hacia abajo de A a C. A me-
dida que P se mueve a lo largo de la gréfica de C a D, la pendiente de la recta
tangente es negativa y creciente; esto es, la recta tangente gira en sentido
contrario al giro de las manecillas del reloj, y la grifica estd por arriba de su
recta tangente. En el punto D, la pendiente de la recta tangente es positiva y
creciente; la recta-tangente sigue girando en sentido contrario al giro de las
manecillas del reloj, y la gréfica estd por arriba de su recta tangente. Se dice
que la gréifica es concava hacia arriba de C a E. En el punto C la gréfica
cambia de c6ncava hacia abajo a céncava hacia arriba. El punto C se denomi-
na punto de inflexién. Enseguida se presentan estas definiciones formalmente.

3.5.1 Definicion de concavidad hacia arriba

Se dice que la grifica de una funcién es concava hacia arriba en el
punto (e, f(c)) si existen f'(c) y un intervalo abierto / que contiene a ¢
tal que para todos los valores de x # ¢ enZ, el punto (x, f(x)) de la gra-
fica estd arriba de la recta tangente a la grdfica en (c, f(¢)).

3.5.2 Definicion de concavidad hacia abajo

Se dice que la gréifica de una funcién es concava hacia abajo en el
punto (¢, f(c)) si existen f(c) y un intervalo abierto / que contiene a ¢
tal que para todos los valores de x # ¢ en [, el punto (x, f(x)) de la gré-
fica est4 debajo de la recta:tangente a la gréifica en (c, f(¢)).

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 2 presenta una
porcién de la grafica de una funcidén f céncava hacia arriba en el punto
(c, f(c)), y la figura 3 muestra una porcién de la gréfica de una funcién que
es concava hacia abajo en el punto (c, f(c)k

La gréfica de la figura 1 es céncava hacia abajo en todos los puntos
(x, f(x)) para los cuales x estd en alguno de los dos intervalos abiertos siguien-
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FIGURA 4

FIGURA §

tes: (xq, x3) 0 (x5, xg). De manera semejante, la grafica de la figura 1 es con-
cava hacia arriba en todos los puntos (x, f(x)) para los cuales x estd en
(x3, x5) 0 en (xg, X7).

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 i fes Ia funcién definida
por f(x) = x2, entonces f'(x) = 2xy f'"(x) = 2. Porlo que f"(x) > 0
para toda x. Ademds, como la gréfica de f, mostrada en la figura 4, estd arriba
de todas sus rectas tangentes, la grifica es céncava hacia arriba en todos
sus puntos.

Si g es la funcién definida por g(x) = —x%, entonces g'(x) = —2x y
g''(x) = -2. En consecuencia, g"(x) < 0 para toda x. También, debido a que
la gréfica de g, presentada en la figura 5, estd debajo de sus rectas tangentes,
g es céncava hacia abajo en todos sus puntos.

La funcién f del ejemplo ilustrativo 2 es tal que f'(x) > 0 para toda x,
y la gréfica de f es concava hacia arriba en todo nimero. Para la funcién g
del ejemplo ilustrativo 2, g"(x) < O para toda x, y la grifica de g es c6ncava
hacia abajo en todo nimero. Estas dos situaciones son casos especiales del
teorema siguiente.

Sea f una funcién que es diferenciable en algdn intervalo abierto que
contiene a ¢. Entonces

(@ sif"(c) > 0, la grifica de fes concava hacia arriba en (c, f(c)).
(ii) sif"(c) < 0,la gréfica de fes céncava hacia abajo en (c, f(c)).

Demostracién de (i)

vy e £ = (e
fl@ = lim—=—
Como f"(c) > 0,
tip L= > 0

Entonces, por el teorema 3.1.8(i) existe un intervalo abierto I que contiene a ¢
tal que

£ = £19) 5 | )

X —=C

paracadax # cenl
Ahora considere la recta tangente a la grafica de f en el punto (c, f(c)).
Una ecuacién de esta recta tangente es

y = fl©) + fe)x - ) 2

Sea x un nimero del intervalo  tal quex # cy sea Q el punto de la grafica
de f cuya abscisa es x. A través de Q dibuje una recta paralela al eje y, y sea T
el punto de interseccién de esta recta con la recta tangente (vea la figura 6).

Para demostrar que la gréafica de f es c6ncava hacia arriba en (c, f(c)) se
debe mostrar que el punto Q esté arriba del punto T o, equivalentemente, que
la distancia dirigida 7Q > O para todos los valores x # ¢ en . TQ es igual a
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y
A
o
fo = x*
FIGURA 7

c

FIGURA 8

FIGURA 9

c

FIGURA 10

la ordenada de Q menos la ordenada de 7. La ordenada de Q es f(x) y la orde-
nada de T se obtiene de (2); asi

TO = f(0) - [f(c) + f(o)(x - o)

T0 = [f® - f©)) - f(Ox - ¢ 3
Por el teorema del valor medio, existe algiin nimero d entre x y ¢ tal que
fa = LR =1©

Esto es

f) - fl©) = f(d)Xx — ¢)  paraalgunadentrexyc

Al sustituir de esta ecuacion en (3) se tiene

70 = f(d)x - ¢) = fe)x - ©)
70 = (x - olf'd) - f(o)] @

Puesto que d estd entre x y ¢, d est4 en el intervalo /, de modo que conside-
rando x = den la ecuacién (1) se obtiene

Para demostrar que 7Q > 0, se probar4 que los dos factores del miem-
bro derecho de (4) tienen el mismo signo. Si x — ¢ > 0, entonces x > c.
Ademds, como d estd entre x y ¢, entonces d > ¢; por tanto, de la desigual-
dad (5), f(d) — fl(c) > 0.Six - ¢ < 0, entoncesx < ¢, porloqued < c;
por tanto, de (5), f(d) — f'(c¢) < 0. En consecuencia, x — ¢ y f(d) — f(c)
tienen el mismo signo, por tanto, T7Q es un nidmero positivo. Asi, la grafica
de fes céncava hacia arriba en el punto (c, f(c)).

La demostracién del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) por lo
que se omite. ]

El reciproco del teorema 3.5.3 no es valido. Por ejemplo, si f es la fun-
cién definida por f(x) = x*, entonces la grifica de f es céncava hacia arriba
en el punto (0, 0) pero como f"(x) = 12x2, £(0) = O (vea la figura 7). En
efecto, una condicién suficiente para la que la grifica de una funcién f sea
céncava hacia arriba en el punto (c, f(c)) es que f"(c) > 0, pero ésta no es
una condicién negesaria. De la misma forma, una condicién suficiente —pero
no necesaria— para que la grafica de una funcién f sea concava hacia abajo
en el punto (c, f(c)) es que f"(c) < 0.

Si existe un punto en la grifica de una funcién en que el sentido de la
concavidad cambia, y la grifica tiene una recta tangente en este punto, enton-
ces la gréfica cruza su recta tangente en ese punto, como se muestra en las
figuras 8, 9 y 10. A dicho punto se le llama punto de inflexion.

3.5.4 Definicion de punto de inflexién
El punto (c, £(c)) es un punto de inflexién de la gréfica de la funcién
[ si la gréfica tiene una recta tangente en ese punto, y si existe un in-
tervalo abierto / que contiene a ¢ tal que si x est4 en /, entonces

@ fx) < 0six < cyf'(x) > 0six > ¢;0
(i) f"(x) > 0six < cyf'(x) < Osix > c.
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4-x? sixs< 1
h(x):{ X S1 X

24+ x2 sil <x
FIGURA 11

y

A

200 +

100 +

0w

o 1 2 3 4 5

f=211+9%~-F O0s:<
FIGURA 12

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La figura 8 muestra un pun-

to de inflexién en el que la condicién (i) de la definicién 3.5.4 se cumple; en
este caso la grifica es concava hacia abajo en los puntos inmediatos ubicados a la
izquierda del punto de inflexion, y es cncava hacia arriba en los puntos localizados
inmediatamente a la derecha del punto de inflexién. La condicion (ii) se pre-
senta en la figura 9, en donde el sentido de la concavidad cambia de céncava hacia
arriba a concava hacia abajo en el punto de inflexién. La figura 10 proporciona
otro ejemplo de la condicién (i), donde el sentido de la concavidad cambia de c6n-
cava hacia abajo a c6ncava hacia arriba en el punto de inflexion. Observe que en la
figura 10 la gréfica tiene una recta tangente horizontal en el punto de inflexi6n. 4

La gréfica de la figura 1 tiene puntos de inflexiénen C,Ey F.

Una parte crucial de la definicién de punto de inflexién es que la gréafica
debe tener una recta tangente en ese punto. Considere, por ejemplo, la fun-
cién del ejemplo 2 de la seccidn 1.6 definida por

4 -x2 six<l
2+x2 sil<x

h(x) = {

La gréfica de  se muestra en la figura 11. Observe que A"'(x) = —2six < 1
y h"(x) = 2six > 1. De este modo, en el punto (1, 3) de la grafica el sen-
tido de concavidad cambia de hacia abajo a hacia arriba. Sin embargo, (1, 3)
no es un punto de inflexién porque la grifica no tiene una recta tangente en
ese punto.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4  suponga que ¢ horas des-

pués de iniciar un trabajo a las 7 a.m. un obrero, en una linea de ensamble, ha
realizado una tarea particular de f(#) unidades donde

fO =21t +92-3 0<t<5

La tabla 1 presenta los valores de funcién para valores enteros de £, de 1 a 5, y
la figura 12 muestra la gréfica de fen [0, 5].

Tabla 1
t 1 2 3 4 5
f 29 70 117 164 205

Al diferenciar dos veces f se tiene

O = 21 + 18t = 322 ity = 18 - 6t

=63 -1

Observe que f"(1) > 0si0 <t <3y f(H) <0si3 <t <5 Dela
definicion 3.5.4(ii), la grifica de f tiene un punto de inflexién en ¢ = 3.
Del teorema 3.4.3, como f'(f) > 0 cuando 0 < t < 3, f(¢) es creciente
en [0, 3], y debido a que f(f) < O cuando 3 < ¢t < 5, f(¢) es decreciente en
[3, 5]. Por tanto, ya que f'(¢) es la tasa de variacion de f(¢) con respecto a ¢, se
concluye que en las tres primeras horas (de 7 a.m. a 10 a.m.) el trabajador rea-
liza la tarea a una tasa creciente, y durante las siguientes dos horas (de las
10 a.m. al medio dia) el trabajador efectia la tarea a una tasa decreciente.’
Ent = 3 (10 am.) el trabajador es mds eficiente, y cuando 3 < ¢ < 5 (des-
pués de las 10 a.m.) hay una reduccién en la tasa de produccién del traba-
jador. El punto en el que el trabajador produce con mayor eficiencia se
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denomina punto de rendimiento decreciente; este punto es un punto de in-
flexién de la grifica de f. <4

La definicién 3.5.4 expresa que la segunda derivada cambia de signo en
un punto de inflexion, pero no indica nada acerca del valor de la segunda deri-
vada en ese punto. Sin embargo, el teorema siguiente establece que si la se-
gunda derivada existe en un punto de inflexion, debe ser cero.

3.5.5 Teorema '

Suponga que la funcién f es diferenciable en algin intervalo abierto
_ que contiene a ¢, y (c, f(c)) es un punto de inflexién de la grifica de f.
Entonces, si f'(c) existe, f"(c) = 0.

Demostraciéon Sea g la funcién tal que g(x) = f'(x); entonces
g'(x) = f"(x). Como (c, f(c)) es un punto de inflexién de la gréfica de f, enton-
ces f"(x) cambia de signo en ¢, por lo que g'(x) cambia de signo en c. Por
tanto, por el criterio de la primera derivada, g tiene un extremo relativo en c,
y ¢ es un niimero critico de g. Puesto que g'(c) = f'(c), y como por hipétesis
Sf"(c) existe, se deduce que g'(c) existe. Por tanto, por el teorema 3.1.3,
g'c) = 0yf"(c) = 0, que es lo que se deseaba demostrar. [ ]

El reciproco del teorema 3.5.5 no es vilido. Esto es, si la segunda deri-
vada de una funcién es cero en un nimero c, la grifica de la funcién no
necesariamente tiene un punto de inflexién donde x = c. Este hecho se de-
muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5  Considere la funcién f cuya

gréfica se muestra en la figura 7, para la cual
fo =x* fo =4 fr) = 122
Observe que f"(0) = 0, pero como f"(x) > 0six < 0y f“(x) > Osix > O,

el origen no es un punto de inflexién. Ademads, la grafica es céncava hacia
arriba en cualquier niimero. <

» EJEMPLO 1 La funcién del ejemplo 1 de la seccién 3.4 estd
definida por

fO) = x3 - 6x2 + 9x + 1

Encuentre el punto de inflexién de la gréfica de fy determine dénde la grafica
es coéncava hacia arriba y dénde lo es hacia abajo. Apoye la respuesta tra-
zando en el mismo rectdngulo de inspeccién la grafica de f y la tangente de
inflexién (la recta tangente en el punto de inflexion).

Solucién  Las derivadas primera y segunda de f son
F)=3x2-12x+9 y f'(x)=6x- 12

Como f"(x) existe para todos los valores de x, el dnico punto de inflexién
posible de f ocurre donde f"(x) = 0, el cual ocurre en x = 2. Para determinar
si se tiene un punto de inflexién en x = 2, debe verificarse si f"(x) cambia de
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ey

[~t, 8.4} por [-1, 5.2]
fx) = x> - 6x% + 9x + 1

FIGURA 13

[-3, 3] por [-2, 2]
fx) = xl/3

FIGURA 14

signo, al mismo tiempo se determina la concavidad de la grifica para los
intervalos respectivos. Los resultados se resumen en la tabla 2.

Tabla 2
fx) f'x) £'(® Conclusion
<2 - La grifica de f es concava hacia abajo
x =2 3 -3 0 La grifica de f tiene un punto de inflexién
2<x + La grifica de f es concava hacia arriba

En el ejemplo 1 de la seccién 3.4, se mostré que f tiene un valor maxi-
mo relativo en 1 y un valor minimo relativo en 3. La figura 13 muestra la gra-
fica de f'y la tangente de inflexi6n en el rectdngulo de inspeccion de [-1, 8.4]
por [-1, 5.2], lo cual apoya la informacién de la tabla 2.

La gréfica de una funcién puede tener un punto de inflexién en el punto
donde la segunda derivada no existe, esto se ilustra en el ejemplo siguiente.

P EJEMPLO 2 Duda
fx) = xl/3

encuentre el punto de inflexién de la grifica de f'y determine dénde la grifica
es cbéncava hacia arriba y dénde lo es hacia abajo. Apoye las respuestas
graficamente.

Solucién  Las derivadas primera y segunda de f son
f) = 1By ) = 20758

De las ecuaciones anteriores se observa que f'(0) y f'(0) no existen. En el
ejemplo ilustrativo 3 de la seccién 2.2, se mostré que el eje y es la recta tan-
gente de la gréfica de esta funcién en el origen. Ademds,

f'x) >0 six<0 y f'x) <0 six>0

Por tanto, de la definici6n 3.5.4 (ii), f tiene un punto de inflexién en el origen.
La concavidad de la gréfica se determina a partir del signo de f"(x), los resul-
tados se resumen en la tabla 3.

Tabla 3
fx) f'&) f'(x) Conclusion

x<0 . + + fes creciente:, la grafica de fes
céncava hacia arriba

x=0 0 ne. ne. La gréfica de f tiene un punto de
inflexién

0<x + - fes creciente; la grifica de fes
céncava hacia abajo

La figura 14, que muestra la grifica de f trazada en el rectingulo de
inspeccién de [-3, 3] por [-2, 2], apoya la informacién de la tabla 3. |

P EJMPLO3 se )
f =1 - 2x)3
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{-3, 3] por [-2, 2}
fo =@ -2

FIGURA 15

(¢, fle)

4

FIGURA 16

'3 (c. f(c))

<

FIGURA 17

Trace la gréfica, y a partir de ésta, estime el punto de inflexién y donde la gré-
fica es cdncava hacia arriba y dénde lo es hacia abajo. Confirme las esti-
maciones analiticamente.

Solucién  La figura 15 muestra la gréfica de f trazada en el rectdngulo de
inspecci6én de [-3, 3] por [-2, 2]. De la gréfica se estima que el punto de in-
flexién estd en (0.5, 0), la gréfica es concava hacia arriba para x < 0.5,y la
gréfica es cdncava hacia abajo para x > 0.5. Ahora se confirmardn estas
estimaciones analiticamente. Las derivadas primera y segunda de f son

f =-601-20% y [ =24-2

Como f"'(x) existe para todos los valores de x, el dnico punto de inflexién
posible es donde f"(x) = 0, esto es, en x = 0.5. De los resultados resumidos
en la tabla 4, f"(x) cambia de signo; de + a —, enx = 0.5; de modo que la
grifica tiene un punto de inflexion ahi. Observe también que debido a que
f'(0.5) = 0, la gréfica tiene una recta tangente horizontal en el punto de
inflexion.

Tabla 4
S fx S Conclusion
x < 05 + La gréfica de fes concava hacia arriba
x =05 0 0 0 La gréfica de ftiene un punto de
inflexién
05 <x - La grifica de f es concava hacia abajo

En la seccién 3.4 se indicé como determinar si una funcién tiene
un extremo relativo en un niimero critico ¢ al verificar el cambio de signo
algebraico de la primera derivada en nimeros de algin intervalo adecuado
que tenga a ¢ como extremo derecho y mimeros de algin intervalo conve-
niente que tenga a ¢ como extremo izquierdo, al pasar por ¢ conforme x crece.
Otro criterio para extremos relativos, denominado criterio de la segunda de-
rivada, involucra sélo al mimero critico ¢ y a la segunda derivada. Antes de
establecer el criterio, se presentard una discusién geométrica informal la cual
recurrird a su intuicion.

Suponga que f es una funcién que tal que f” existe en algin intervalo
abierto (a, b) que contiene ac, y que f'(c) = 0. Supongatambiénquef'(x) < 0
si x estd en (a, b). Entonces, del teorema 3.5.3(ii) la gréfica de f es cncava
hacia abajo en todos los punto de (g, b), y del teorema 3.4.3(ii) f' es decreciente
en [a, b]. La figura 16 muestra la grdfica de una funcién que tiene estas
propiedades, y también se muestra en algunos puntos un segmento de la recta
tangente. La pendiente de la recta tangente es decreciente en [a, b], lo cual es
consistente con el hecho de que f’ es decreciente en [a, b]. Observe que f tie-
ne un valor méaximo relativo en c.

Ahora suponga que f es una funcién que tiene las propiedades de la fun-
cién del parrafo anterior excepto que f'(x) > O si x estd en (a, b). Entonces,
por el teorema 3.5.3(i), la grafica de f es concava hacia arriba en todos los
puntos de (a, b), y del teorema 3.4.3(i), f' es creciente en [a, b). La grafica de
una funcién que tiene estas propiedades se tiene en la figura 17. Las pendien-
tes de la rectas tangentes, que se muestran en algunos puntos en la figura,
son crecientes en [a, b], y f tiene un valor minimo relativo en c.

Ahora se establecerd y demostrara €l criterio de la segunda derivada
para extremos relativos, €l cual confirma las observaciones geométricas de
los dos pérrafos precedentes.
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3.5.6 Teorema Criterio de la segunda derivada para
extremos relativos

Sea ¢ un mimero critico de una funci6n f en el que f'(c) = 0, y supon- .
ga que f existe para todos los valores de x en un intervalo abierto que
contiene a ¢.

(i) Sif'(c) < 0, entonces ftiene un valor maximo relativo en c.
(ii) Sif"(c) > 0, entonces ftiene un valor minimo relativo en c.

Demostracion del inciso (i) Por hipétesis, f"(c) existe y es negativa;
de modo que

f”(C) = lim f (-x) - f (C) <0

x—c¢ X —C
Por tanto, por el teorema 3.1.8(ii), existe un intervalo abierto / que contiene a
c tal que

f'x) =1 0

X —C

para todax # cen el intervalo.

Sea I el intervalo abierto que contiene todos los valores de x en / para
los que x < ¢; por tanto, ¢ es el extremo derecho del intervalo abierto 7.
Sea I, el intervalo abierto que contiene todos los valores de x en I para los
que x > c; de modo que c es el extremo izquierdo del intervalo abierto /,.

Entonces, si x estd en /|, x — ¢ < 0, y de la desigualdad (6),
f'(x) = f'(c) > 0 o, equivalentemente, f'(x) > f'(c). Si x estd en
Iyx — ¢ > 0,yde(6), f(x) — f'(c) < 00, equivalentemente, f'(x) < f'(c).

Pero como f'(c) = 0, se concluye que si xestd en Iy, fi(x) > 0,y six
estaen /5, f'(x) < 0. Por tanto, f'(x) cambia de signo algebraico de positivo a
negativo al pasar por ¢, conforme x crece; de modo que, por €l criterio de pri-
mera derivada, f tiene un valor maximo relativo en c.

La demostracién del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja
como ejercicio (refiérase el ejercicio 56). ]

P EJEMPLO4 s

f = x* + 4x3 - 4ax?

determine los extremos relativos de f aplicando el criterio de la segunda de-
rivada. Utilice esta informacién para dibujar la grafica de f. Apoye los resul-
tados en una graficadora.

Solucidén  Se calculan las derivadas primera y segunda de f:
i) = 4x3 + 4x2 - 8x  f'(x) = 12x2 + 8x - 8
Al considerar f’(x) = 0 se obtiene

4x(x + 2)x - 1) =0
x=0 x = 2 x =1

Por tanto, los niimeros criticos de f son -2, 0 y 1. Para determinar si existe
0 no un extremo relativo en alguno de estos nimeros criticos, se considera
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fo = x*+ %x3 - 4x?

FIGURA 18

X

[-15, 15) por [-11, 9]

f) =5+ 32 -4

FIGURA 19

o

fxy =1t
FIGURA 20

el signo de la segunda derivada en ellos. Los resultados se resumen en la
tabla 5.

Tabla 5

flx) fix fx) Conclusion
x = -2 - 0 + ftiene un valor minimo relativo
x=0 0 0 - ftiene un valor médximo relativo
x =1 - g_ 0 + ftiene un valor minimo relativo

A partir de la informacién de esta tabla y localizando algunos puntos
més, se dibuja la grifica de f, mostrada en la figura 18. La figura 19, que pre-
senta la gréfica de f trazada en el rectangulo de inspeccién de [-15, 15] por
[-11, 9], apoya los resultados.

Si f'(c) = 0y f'(c) = 0, nada puede concluirse acerca de un extremo
relativo de f en c. Los tres ejemplos ilustrativos siguientes justifican esta
afirmacion.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6  si f(x) = x*, entonces
fix) = 4x3 y f(x) = 12x2. De modo que, f(0), f(0) y £*(0) son iguales a
cero. Al aplicar el criterio de la primera derivada se aprecia que f tiene un va-
lor mfnimo relativo en 0. La grdfica de f se muestra en la figura 20. 4

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7  si o(x) = —x*, entonces

g'(x) = —4x3y g"(x) = —12x2. Por tanto, g(0), g'(0) y g"(0) son iguales a
cero. En este caso g tiene un valor méximo relativo en 0, como puede verse
al aplicar el criterio de la primera derivada. La figura 21 muestra la gréfica
de g.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8  Si h(x) = *, entonces
h'(x) = 3x2y h"(x) = 6x, por lo que A(0), A'(0) y h"(0) son iguales a cero.
La funcién 4 no tiene extremo relativo en 0 porque si x < 0, h(x) < A((0); y
six > 0, h(x) > h(0). La gréfica de & se presenta en la figura 22.

Los ejemplos ilustrativos 6-8 proporcionan ejemplos de tres funciones
para las cuales su segunda derivada tiene un valor de cero en un punto cuya
primera derivada es cero; en ese niimero, una funcién tiene un valor mini-
mo relativo, otra funcidn tiene un valor méximo relativo, y la tercera funcién
no tiene valor extremo relativo.

» EJEMPLO 5 Para la funcién seno, determine los extremos re-
lativos aplicando el criterio de la segunda derivada, y encuentre los puntos
de inflexion de su gréfica. También determine las pendientes de las tangen-
tes de inflexién. Trace la grafica de la funcién seno en un intervalo de longitud
2r que contenga el punto de inflexién que posea la menor abscisa positiva.
En el mismo rectdngulo de inspeccién, trace la tangente de inflexi6n.

Solucién  Sean N

S(x) = sen x f'(x) = cosx f"(x) = —-sen x
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Las funciones f, f' y f" estdn definidas para toda x. Los mimeros criticos se
obtiene al considerar f'(x) = 0:

cosx =0

x = 37+ km  kes cualquier niimero entero

A fin de determinar si existe o no un extremo relativo en alguno de estos ni-
meros criticos se obtiene el signo de la segunda derivada en cada uno de ellos.

f'Gm + km) = —sen(37 + kn)

—cos k7T

_ {—1 si k es un entero par

P
8 == 1 si kes un entero impar
FIGURA 21 . . ‘
Los resultados obtenidos al aplicar el criterio de la segunda derivada se re-
Y sumen en la tabla 6.
A
L Tabla 6
| flxy fx) f"(x) Conclusion
o] . X = %  + km(kes un entero par) 1 0 - f tiene un valor maximo relativo
x = % m + km (kesunenteroimpar) | -1 0 + f tiene un valor minimo relativo
Para determinar los puntos de inflexién se considera f"(x) = 0:
h(x) = x* —-senx =0
FICURA 22 x = km k es cualquier entero
Como f"'(x) cambia de signo en cada uno de estos valores de x, la gréfica tie-
ne un punto de inflexién en cada punto que tiene alguna de estas abscisas. En
cada punto de inflexién,
¥ | : ; ! ; f'tkkn) = coskrm k es cualquier entero

-1

{0, 2] por [-2, 2]

si k es un entero par
si k es un entero impar

Por tanto, las pendientes de las tangentes de inflexién son +1 o —1.

La figura 23 muestra la grifica de la funcién seno y la tangente de in-

f(x) = senx

FIGURA 23 por [-2, 2].

EJERCICIOS 3.5

flexién en el punto (, 0) trazadas en el rectidngulo de inspeccién de [0, 2]

En los ejercicios 1 a 8, encuentre los puntos de inflexion de la
funcién 'y determine donde la grdfica es concava hacia arriba
y donde lo es hacia abajo. Apoye las respuestas trazando en el
mismo rectdngulo de inspeccion la grdfica de la funcién y las
tangentes de inflexion.

1 f(0) = 2x3 + 3x2 - 12x + 1
2. g =x>-6x2+20

3 gx) = x* - 8x3
2
xt +3

4. f(x) = x* - 2x3
2
x? + 4

5. F(x) = 6. Gx) =

7. f(x) = 2sen3x;x € [—%n, %n]
8. f(x) = 3cos2x;x € [-7, 7]

En los ejercicios 9 a 16, trace la grdfica de la funcién y a partir
de la grdfica estime el punto de inflexion y donde la grdfica es
concava hacia arriba y en donde lo es hacia abajo. Confirme
las estimaciones analiticamente.

9. f(x) = x> + 9x 10. g(x) = 2x3 - 1
1L G = (x - 1)* 12 Fix) = (x + 208
13, f(x) = (x + 23 4. gix) = x - D
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15. g(x) = tan %x;x € (-m, 7
16. f(x) = cot2x;x € (0, %n)

En los ejercicios 17 a 22, encuentre el punto de inflexion de
la grdfica de la funcion, si existe alguno, y determine dénde la
grdfica es concava hacia arriba y donde lo es hacia abajo.
Dibuje la grdfica.

. 2 :
17. f&) = x* -1 six<2
A {7—;:2 si2<x

A

2+x%2 sixsl
18. f(x) =
A {4—x2 si 1 <x
19. gx) = 2 six=<0
2 si0<x
2. gx) = -x3 six<0
2 si0<x
3 .
21. F(x) = {x4 sl1x<0
X si 0 <x
2 .
22. G(x):{x4 stx <0
x si 0 < x

En los ejercicios 23 a 30, dibuje una porcion de la grdfica de al-
guna funcion f que pase por el punto donde x = c si se satis-
facen las condiciones dadas. Suponga que f es continua en
algiin intervalo abierto que contiene a c.

23. (a) f'(x) > Osix < ¢;f(x) < Osix > ¢
f'(x) < 0six < ¢;f"(x) < O0six > ¢

(b) f'(x) > O0six < ¢ f(x) < Osix > ¢,
fx) > 0six < ¢;f"(x) > Osix > ¢

24, (a) fi(x) > O0six < ¢;f(x) > 0six > ¢
f'(x) > 0six < ¢;f"(x) < Osix > ¢

(b) fix) < 0six < ¢; f'(x) > 0six > ¢;
f'(x) > 0six < ¢;f"(x) < O0six > ¢

25. @) f"(c) = 0;fc) = 0; f"(x) > 0six < ¢;
f'x) < O0six > ¢
(b) f'c) = 0 f (). = 0;f"(x) > 0;six < c;
f"(x) > 0six < ¢
26. (@) f(c) =0;f(x) >0six <c f'x) >0six> ¢
) f(c) =0; f(x) < Osix <c; flx) > 0six > ¢

27. (@) f"(c) = 0;f(c) = —-L;f"(x) < O0six < ¢
f'x) > 0six > ¢
(b) f'(c) no existe; f"(x) > O0six < ¢;
f"(x) > 0six > ¢
28. (@) f"(c) = 0;f(c) = %;f"(x) > 0six < ¢
f'x) < 0six > ¢
(b) f'(c) no existe; f"(x) < O0six < ¢;
f'(x) > 0six > ¢
29. l_i)m_f'(x) = +00; £m+f'(x) =0,
f'x) > 0six < ¢; f"(x) < O0six > ¢
30. lim f'(x) = +oo; lim f(x) = —oo;

f'(x) > 0six < ¢;f"(x) > O0six > ¢

En los ejercicios 31 a 38, encuentre los extremos relativos de la
Sfuncion aplicando el criterio de la segunda derivada. Utilice
esta informacion para dibujar la grdfica de la funcion. Apoye
los resultados en la graficadora.

3. f(x) = —4x3 + 3x% + 18x

32. h(x) = 2¢% - 9% + 27

33 gx) = x* - %x3 - %x2 M. fix) = §x5 - §x3
35, f(x) = cos3x;x € [- ém %71']

36. g(x) = 2sendx;x € [0, )

37. h(x) = 4x2 4+ axV2 38, f(x) = xVx + 3

39. Dibuje la grafica de alguna funcién f para la cual f(x),
f'(x) y f"(x) existan y sean (@) positivos para toda x; (b)
negativos para toda x.

40. Para la funcién coseno, encuentre (a) los extremos relati-
vos aplicando el criterio de la segunda derivada; (b) los
puntos de inflexién de su gréfica; (c) las pendientes de
las tangentes de inflexion. (d) Trace la gréfica de la fun-
cién coseno en un intervalo de longitud 27 que contenga
el punto de inflexién que posea la menor abscisa positiva.
En el mismo rectingulo de inspeccidn, trace la tangente
de inflexién.

En los ejercicios 41 y 42, encuentre (a) los puntos de inflexion
de la grdfica de la funcion, y (b) las pendientes de las tangen-
tes de inflexion. (c) Trace la grdfica de la funcion en un inter-
valo de longitud m que contenga el punto de inflexion que
posea la menor abscisa positiva. En el mismo rectdngulo de
inspeccion, trace la tangente de inflexion.

41. La funcién tangente. 42, La funcién cotangente.

En los ejercicios 43 y 44, (a) encuentre los extremos relativos
de la funcion aplicando el criterio de la segunda derivada. (b)
Trace la grdfica de la funcion en un intervalo de longitud 2.

43. La funcién cosecante, 44. la funcién secante.

En los ejercicios 45 a 50, dibuje una porcién de la grdfica de
una funcion f que pase por los puntos (c, f(c)), (d, f(d)) y
(e. f(e)) si se satisfacen las condiciones dadas. También dibuje un
segmento de la recta tangente en cada uno de estos puntos, si
existe la recta tangente. Suponga que ¢ < d < e y que f es
continua en algin intervalo abierto que contiene ac, d y e.
45. (@) f(o) = 0. f(@ = 1; f'd) = 0; f(e) = O
f'(x) > 0six < d; f'(x) < O0six >d
() flc) = 0; f@ =-1; f'(d = 0; fe) = 0
fe)=0; f'(x) < Osix < d: f"(x) >0
sid < x < e;f'(x) < 0six > e
46. (a) fc) = 0; f(@) = -1; (@ = 0; fe) = O;
f'(x) < 0six < d; f'(x) > 0six > d
(b) flc) = 0; f(@) = 15 f'(d) = 0; fle) = O
f'e) = 0; f'(x) > O0six < d; f'(x) < 0
sid < x < e;f"(x) > Osix > e
47. (@) flc) = 0; f'c) = 0; f(@ = -1; f'(d) = 0;
fle) = 0; fx) > Osix < ¢; f'(x) < Osi
c<x<d f'x) >0six >d
) fic) = 0, lim f(x) = +o0; lim fi(x) = +oo;
x—d- x—d+
flte) = 0; f'(x) > 0six < d; f'(x) < 0 si
x>d
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1

. @) fc) = 0 f'(c) =05 =1; =0; . Suponga que = y —= son nimeros criticos
8. @ f©) = 0:f1(0) = 0, f@ = L, f'd) = 0 55. S 12 y ~143 son nd it
e) = x six < ¢; f'(x e una funcién ue f'(x) = x [5x° + . En cada
fle) = 0, f'(x) < 0six < ¢; f'(x) >0 d fi y que f"(x) [3x? + 1] . En cad
sic <x < d, f'(x) <Osix >d uno de estos nimeros, determine si f tiene un extremo
) fic) = 0 xl_lg}_f'(x) = —o0; ‘Eff}i_f'(x) = —00 relativo y, en caso de ser asi, si es un maximo relativo o
fie) = 0: f'(x) < Osix < d; f'(x) > 0six > d un minimo relativo.
49. (a) f'(c) no existe; fi(d) = —1; fAd) = O; 56. Demuestre el inciso (ii) del criterio de la segunda deri-
fie) = 0: f"x) > Osix < ¢; f'x) < O vada para extremos relativos.
sic < x < d f'x) > 0six > d 57. Suponga que la grifica de una funcidén tiene un

50.

51

52.

53.

5.

) f'c) = 0; f'(d) no existe; f'e) = 0
) =0, f'(x) < 0six < d; f'(x) <0
sid < x < ¢ f'(x) > Osix > e

@ f) = 0; f(d = -1; f(d) = 0. f(e) no existe;
f(x) < 0six < d; f'(x) > 0
sid < x < e, f'x) < Osix > e
() f(c) = 0; f(c) = 0; f(d) no existe;
flle) = 0; f'(x) < O0six < ¢;f'(x) >0
sic < x < d,f'(x) >0six>d

Si f(x) = ax® + bx?, determine a, y b de modo que la
gréfica de ftenga un punto de inflexién en el punto (1, 2).
Apoye la respuesta graficamente.

Sif(x) = ax® + bx? + cx, determine a, b, y ¢ de modo
que la grifica de f tenga un punto de inflexién en el
punto (1, 2) y de modo que la pendiente de la tangente de
inflexi6n sea igual a —2. Apoye la respuesta graficamente.

Si f(x) = ax® + bx? + cx + d, determine a, b, c y d
de modo que f tenga un extremo relativo en el punto
(0, 3) y que la gréfica de ftenga un punto de inflexién en
el punto (1, ~1). Apoye la respuesta graficamente.

Si f(x) = ax* + b + cx® + dx + e, determine a, b,

¢, dy e de modo que la gréfica de f tenga un punto de in-

flexién en el punto (1, -1), que contenga al origen y sea
simétrica con respecto al eje y. Apoye la respuesta gra-
ficamente.

58.

59.

punto de inflexi6n en el punto (c, f(c)). ;Qué puede con-
cluirse acerca de (a) la continuidad de f en c;
(b) la continuidad de f’ en ¢; (¢) la continuidad de
f"enc?

Suponga que f es una funcién para la cual f"(x) existe
para toda x de algiin intervalo abierto / y que en un mi-
mero ¢ de 1, f'(c) = 0y f"(c) existe y es diferente de
cero. Demuestre que el punto (c, f(c)) es un punto de in-
flexi6n de la grafica de f. Sugerencia: la demostracion es
semejante a la del criterio de la segunda derivada.

(a) Explique por qué un punto de inflexién de la grafica
de una funcién que representa la productividad de un tra-
bajador puede interpretarse como un punto de rendi-
miento decreciente. (b) Suponga que un trabajador de
una fabrica que elabora marcos para pinturas puede hacer
y marcos en x horas después de haber iniciado a las
8am.,y

y =3x + 8x2 — &3 0<x=<4

Determine en qué tiempo el trabajador se desempefia con
mayor eficiencia; esto es, jcuando el trabajador alcanza
el punto de rendimiento decreciente?

Explique cudndo se utilizarfa el criterio de la segunda
derivada para determinar extremos relativos y cuéndo
emplearia el criterio de la primera derivada. En su expli-
cacion, indique las ventajas y desventajas de cada criterio.

3.6 TRAZO DE LAS GRAFICAS DE FUNCIONES

Y DE SUS DERIVADAS

Gréfica de f’

FIGURA 1

En las secciones 3.4 y 3.5 se indicé cémo pueden determinarse propiedades
de las gréficas de funciones a partir de sus derivadas. Ahora se mostrard c6mo
estas propiedades pueden determinarse a partir 'de la grifica de la derivada y
después emplearse para dibujar una posible grafica de la funcién original.

P EJEMPLO 1  La grifica de la derivada de Ia funcién del ejem-
plo 4 de la seccién 3.4 se muestra en la figura 1. A partir de esta grafica deter-
mine las abscisas de los puntos de inflexién de la grifica de fy dénde la
grafica es céncava hacia arriba y dénde lo es hacia abajo. Dibuje una posi-
ble gréfica de f que tenga estas propiedades asi como las propiedades obtenidas
en el ejemplo 4 de la seccién 3.4. Suponga que los tnicos ceros de f son 3.5 y 6.

Solucién 1a segunda derivada f" evaluada en el nimero ¢ es la pen-
diente de la recta tangente en el punto donde x = ¢ de la gréfica de f'. En
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Gréfica de f

FIGURA 2

<

Gréficade g’

FIGURA 3

consecuencia, como la grifica de f' tiene rectas tangentes horizontales en
x=-lyenx = 3,f"-1) = 0y f'(3) = 0. En la figura 1 se observa que
f'es creciente, es decir, f"(x) > 0 cuando x < -1y cuando x > 3; por tanto,
por el teorema 3.5.3(i), la grifica de fes concava hacia arriba para estos valo-
res de x. Ademds, f' es decreciente, esto es, f"(x) < 0 cuando -1 < x < 3;
por tanto, por el teorema 3.5.3(1i), la gréfica de f es concava hacia abajo para
estos valores de x. M4s aun, de la definicién 3.5.4, se puede concluir que la
gréfica de f tiene puntos de inflexién donde x = ~1 y x = 3. Estos hechos se
resumen en la tabla 1.

Tabla 1

f'x) Conclusion
x < -1 + La grifica de f es concava hacia arriba
x =-1 0 La grifica de f tiene un punto de inflexion
-l <x<3 - La gréfica de f es cncava hacia abajo
x=3 0 La grifica de f tiene un punto de inflexién
3<x + La grifica de f es cncava hacia arriba

Abhora refiérase a la tabla 2, la cual contiene los hechos de la tabla 1 an-
terior y de la tabla 4 de la seccién 3.4.

Tabla 2

[ f'™ Conclusion

x < -2 - + f es decreciente; la grifica de f es concava
hacia arriba

x=-2 [} + f tiene un valor minimo relativo; la grafica
de fes céncava hacia arriba

-2 <x<-1 + + f es creciente; la grafica de f es concava
hacia arriba

x = -] + 0 [ es creciente; fa grafica de ftiene un punto
de inflexién

-l <x <1 + - [ es creciente; la grafica de f es concava
hacia abajo

x =1 0 - f tiene un valor méaximo relativo; la grifica
de fes concava hacia abajo

1<x<3 - - f es decreciente; la gréfica de f es concava
hacia abajo

x=3 - 0 f es decreciente; la grifica de ftiene un
punto de inflexién

3<x<5 - + fes decreciente; la gréfica de fes concava
hacia arriba

x =35 0 + f tiene un valor minimo relativo; la grafica
de f es concava hacia arriba

5<x + + [ es creciente; la grafica de f es c6ncava
hacia arriba.

Puesto que los tinicos ceros de f'son 3.5 y 6, estos mimeros son las Gnicas
intercepciones x de la grifica. Con esta informacién y las propiedades de la
tabla 2, se dibuja una posible grafica de £, la cual se muestra en la figura 2. 4

» EJEMPLO 2 La figura 3 muestra la gréfica de la derivada de la
funcién g del ejemplo 5 de la seccidn 3.4. A partir de esta grifica determine las
abscisas de los puntos de inflexién de la gréfica de g y donde la gréifica de g es
céncava hacia arriba y dénde lo es hacia abajo. Dibuje una posible grafica de
g que tenga estas propiedades asi como las propiedades obtenidas en el ejem-
plo 5 de la secci6én 3.4. Suponga que los tinicos ceros de g son -2y 0.
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Grifica de g

FIGURA 4

| a2

Gréfica de f

FIGURA §

Solucion De 1a gréfica de g', g' es decreciente, es decir, g"(x) < 0
cuando x < 0y cuando x > 0. Por tanto, la gréifica de g es concava hacia
abajo para estos valores de x. La grifica de g nunca es céncava hacia arriba.
Como g'(0) no existe, tampoco existe g"(0). Puesto que g'(x) no cambia de
signo, la gréfica de g no tiene puntos de inflexién. Esta informacién se incor-
pora a la de la tabla 5 de la seccién 3.4 para obtener la tabla 3.

Tabla 3
g'kx) g"(x) Conclusion

x < -1 + - g es creciente; la grifica de g es céncava
hacia abajo

x=-1 0 - g tiene un valor maximo relativo; la grifica
de g es céncava hacia abajo

-1 <x<0 - - g es decreciente; la grifica de g es concava
hacia abajo

x =0 n.e. n.e. g tiene un valor minimo relativo

0<x + - g es creciente; la grifica de g es céncava
hacia abajo

La figura 4 muestra una posible grifica de g dibujada a partir de las pro-
piedades de la tabla 3 y del hecho de que los tinicos ceros de g son—2y 0. 4

En los dos ejemplos anteriores se obtuvo la grafica de una funcion a par-
tir de la gréfica de su derivada. En el ejemplo siguiente, se dibujaran las deri-
vadas primera y segunda de una funcidn a partir de la gréfica de la funcién.

’ EJEMPLO 3 En la figura 5 se muestran la grafica de una fun-
cién fy segmentos de las tangentes de inflexi6n. A partir de la figura, determi-
ne la informacién siguiente e incorpérela en una tabla semejante a las tabla 2
y 3: (i) los intervalos en los que f es creciente; (ii) los intervalos en los que f
es decreciente; (iii) los extremos relativos de f; (iv) los intervalos donde la
gréfica de f es céncava hacia arriba; (v) los intervalos donde la grifica de f
es concava hacia abajo; (vi) las abscisas de los puntos de inflexién de la grafi-
ca de f. A partir de la informacién de la tabla, dibuje posibles grificas

def'yf".

Solucién  De la figura se obtiene la informacién siguiente:

(i) fes creciente en (—o0, -31, [1, 3] y [3, +00);
(ii) fes decreciente en [-3, 1];
(iii) ftiene un valor mdximo relativo de 4 en x = -3, y un valor mini-
mo relativode-2enx = I;
(iv) la grifica de f es concava hacia arriba para x en los intervalos
(-1,2)y (3, +00);
(v) la gréfica de f es cOncava hacia abajo para x en los intervalos
(00, -1) y (2, 3);
(vi) la gréfica de f tiene puntos de inflexién donde x = -1, x = 2 y
x =3
En la tabla 4, se incorpora ¢sta informacién junto con los signos de
f'y f" en los intervalos especificados en (i)—(vi).
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Tabla 4
fx) fx) Conclusion
x < -3 + - fes creciente; la grifica de fes cOncava
hacia abajo
x =-3 0 - ftiene un valor méximo relativo; la grafica
de fes concava hacia abajo
B <x<-l - - fes decreciente; la grifica de fes concava
hacia abajo
x = -1 - 0 fes decreciente; la grafica de f tiene un
punto de inflexién
-1<x<1 - + fes decreciente; la gréfica de fes céncava
x hacia arriba
x =1 0 + ftiene un valor minimo relativo; la grafica
de fes céncava hacia arriba
Grifica de f’ 1<x<2 + + fes creciente; la grafica de fes céncava
hacia arriba
FIGURA 6 x =2 + i} fes creciente;, la gréfica de ftiene un
punto de inflexién
2<x<3 + - fes creciente; la grifica de fes concava
hacia abajo
x=3 0 0 La grafica de f tiene un punto de inflexién
con una recta tangente horizontal
x 3<x + + fes creciente; la gréfica de fes concava
o hacia arriba.

Gréfica de "

FIGURA7

A partir de la tabla se han dibujado en las figuras 6 y 7 posibles gréficas
def'y f", respectivamente. 4

EJERCICIOS 3.6

En los ejercicios 1 a 6, la figura adjunta muestra la grdfica de
la derivada de una funcion f cuyo dominio es el conjunto de los
niimeros reales y la cual es continua en cada niimero. Estas grd-
ficas son las mismas que las mostradas en el ejercicio indi-
cado de la seccion 3.4. A partir de la grdfica, determine las
abscisas de los puntos de inflexion de la grdfica de f y donde
la grdfica de f es concava hacia arriba y dénde lo es hacia aba-
Jo. Incorpore esta informacion y la informacion obtenida en el
ejercicio correspondiente de la seccion 3.4 en una tabla simi-
lar a las tablas 2 y 3 de esta seccion. Dibuje un posible grdfica
de f que tenga las propiedades de la tabla si los dinicos ceros de
f son los indicados en cada ejercicio.

1. Refiérase al ejercicio 39 de la seccién 3.4. Los ceros de f
son—4,~1,2y4.

2. Refiérase al ejercicio 40 de la seccién 3.4. Los ceros de f
son-1,2y4.

3. Refiérase al ejercicio 41 de la seccién 3.4, Los ceros de f
son0y4.
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4. Refiérase al ejercicio 42 de la seccién 3.4. Los ceros de f 7. ElcerodefesO.

son-ly L. y

I\

y 4

4

. -+ } o f ¥
SN\
8. ElcerodefesO.
5. Refiérase al ejercicio 43 de la seccién 3.4. El cero de fes 1. y

9. Los ceros de fson—2,0y 2.

6. Refiérase al ejercicio 44 de la seccién 3.4. Los ceros de f
son-3y0. 1

Y

-
S

EN
N
Y
=

e’ OI NI
10. Loscerosdefson Oy 4.
En los ejercicios 7 a 18, la figura adjunta muestra la grdfica de y
la derivada de una funcion f cuyo dominio es el conjunto de los A

niimeros reales y la cual es continua en todo nimero. A partir
de la grdfica, determine la informacion siguiente e incorpdrela
en una tabla similar a las tablas 2 y 3 de esta seccion: (i) los in-
tervalos en los que f es creciente; (ii) los intervalos en los que f
es decreciente; (iii) los extremos relativos de f; (iv) los interva-
los donde la grdfica de f es concava hacia arriba; (v) los

intervalos donde la grdfica de f es céncava hacia abajo; (vi) las ; ' _ 0 t i g
abscisas de los puntos de inflexion de la grdfica de f. Dibuje 2
una posible grdfica de f que tenga las propiedades de la tabla B RICT

si los unicos ceros de f son los indicados en cada ejercicio.
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11. Loscerosdefson0Qy 3. 14. LoscerosdefsonQy 3.
y
Y A
A !
i
|
f-—t > x
o 3
17 > X :
2 i
\ |
I
I
I
12. Loscerosdefson-4,-2,1y5.
15. Loscerosdefson-2,y 2.
y \
' A ¥y
. A
f———t / 1 — - x
3 L0 3 x
| 29
|
13. Loscerosde fson~3,-1y L.
16. Los ceros de fson 1y 3.
y y
A
I 1 :
] 1 1
] i 1
I 1 i\
1 | |
bt —t > x '
2 0 :
! i + . t : —» x
! ! 0 2 3
| [l !
| 1 !
| t = !
1 | !
| : !




248 CAPITULO 3 COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES Y DE SUS GRAFICAS, ...

17. Loscerosdefson—-2,0y 2.

X
2 3
18. Loscerosdefson-3,0y3.
y
3
2
i 2
+—t } ¢ — X
N

En los ejercicios 19 a 26, se muestran en la figura adjunta la
grdfica de una funcion f'y algunos segmentos de las tangentes
de inflexion. A partir de la figura determine la siguiente infor-
macién e incorpérela en una tabla semejante a la tabla 4:
(i) los intervalos en los que f es creciente; (ii) los intervalos en
los que f es decreciente; (iii) los extremos relativos de f; (iv) los
intervalos donde la grdfica de f es céncava hacia arriba;
(v) los intervalos donde la grdfica de f es concava hacia abajo;
(vi) las abscisas de los puntos de inflexién de la grdfica de f.
A partir de la informacion de la tabla, dibuje posibles grdficas
def'yf"

19.

20. y

4

\ ./

3

2.-2

21.
y
A 3.3)
22.
23,
24.
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25. y 28. Dada f(x) = x" —~ rx + k, donde r > Q0 y r % 1, de-
muestre que: (a) si 0 < r < 1, entonces f tiene un valor
méximo relativo en 1; (b) si r > 1, entonces ftiene un va-
lor minimo relativo en 1.

29. Dadaf(x) = x> + 3rx + 5, demuestre que: (a) sir > 0
entonces f no tiene extremos relativos; (b) si r < 0, enton-
ces f tiene un valor médximo relativo y un valor minimo

> relativo.

30. Dada f(x) = x2 + rx~!, demuestre que, independien-
temente del valor de r, f tiene un valor minimo relativo y
no tiene ninglin valor méximo relativo.

31. Dibuje la grifica de la ecuacion x2? + y?P3 = |, La

26. grifica no es la de una funcién. Sin embargo, la porcién de
la gréfica del primer cuadrante es la grifica de una fun-
cién. Obtenga esta porcién por medio de las propiedades
de las grificas que se han estudiado en este capitulo,
y después complete la grafica mediante las propiedades
de simetrfa. Recuerde, la concavidad juega un papel im-
portante. Apoye los resultados trazando las graficas de las

x dos funciones

[ = A - PRy fx) = -1 - PP

) en el mismo rectdngulo de inspeccién.

4, -

32. Explique cémo pueden determinarse las propiedades de la
gréfica de una funcién a partir de las gréficas de las deri-

27. Sif(x) =32 + d " iste, si ;
/() * I xl emuestre que f(0) no existe, sin vadas primera y segunda de la funcién.

embargo, la grifica de f es céncava hacia arriba en todo
nimero. Apoye este resultado grificamente trazando la  33. Explique cémo puede emplearse la grifica de una funcién
gréfica de f y la grifica de NDER2 (f(x), x) en rectingulos para dibujar posibles grificas de las derivadas primera y
de inspeccién separados. segunda de la funcién.

3.7 LIMITES AL INFINITO

En la secci6én 1.7 se estudiaron limites infinitos donde los valores de funcién
crecian o decrecfan sin limite conforme la variable independiente se aproxi-
maba a un nimero real. Ahora se considerardn limites de funciones cuando la
variable independiente crece o decrece sin limite. Se inicia con la funcién

definida por
2x2
Joy = 22+
Tabla 1 Considere que x toma los valores 0, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 100, 1 000, y asf suce-
252 sivamente, permitiendo que x crezca sin limite. Los valores de funcién co-
¥ = PR rrespondientes, exactos o aproximados mediante calculadora a seis cifras
o | o decimales, se muestran en la tabla 1. Observe en la tabla que conforme x
1 1 crece, a través de valores positivos, los valores de funcién cada vez se acercan
2 1.6 mds a 2. Este hecho estd apoyado por la figura 1, la cual muestra la recta
3 1.8 y = 2y la gréfica de f trazadas en el rectdngulo de inspeccién de [0, 6] por
4 1.882353 [-1, 3]. Ahora se examinara cémo se aproxima f(x) a 2 para valores especificos
5 | 1923077 de x. En particular, .
10 1.980198
| (‘)88 }gggggg 2 - f(4) = 2 - 1.882353
: = 0.117647
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[0, 6] por [-1, 3]
_ 2x?
i@ 241
y=2
FIGURA 1
Tabla 2
22t
¥ |fw = 2+
-1 1
-2 1.6
-3 1.8
-4 1.882353
-5 1.923077
-10 1.980198
-100 1.999800
-1 000 1.999998
[-6, 0} por [-1,3]
- 2x2
f0) =
y=2
FIGURA 2

Por tanto, la diferencia entre 2 y f(x) es 0.117647 cuando x = 4. Ademads,

2 - f(100) = 2 - 1.999800

= 0.000200

En consecuencia, la diferencia entre 2 y f(x) es 0.000200 cuando x = 100.

Al continuar asf, intuitivamente se aprecia que los valores de f(x) pue-
den hacerse tan cercanos a 2 como se desee tomando x suficientemente
grande. En otras palabras, la diferencia entre 2 y f(x) puede hacerse tan pe-
quefia como se quiera tomando cualquier nimero x mayor que algin ni-
mero positivo suficientemente grande. O, avanzando un paso mds, para
cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeiia sea, se puede determinar
un nimero N > 0 tal que si x > N, entonces ,f(x) - 2| < €.

Cuando la variable independiente x crece sin limite a través de valores
positivos, se escribe “x — +00”. Del ejemplo anterior se puede decir que,

2x2
X—>+oo x2 +1

3.7.1 Definicion del limite de f(x) cuando x crece sin

limite

Sea f una funcién que estd definida en todo nimero de algiin inter-
valo abierto (a, + o). El limite de f(x) cuando x crece sin limite,
es L, lo que se escribe como

. :]—ibul“wf(x) o]

si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequefia sea, existe un
nimero N > 0 tal que

si x> N entonces |f(x) - L|<e€

Nota: Cuando se escribe x — +o00, no tiene un significado similar al
que se tiene cuando se escribe, por ejemplo, x — 1000. El sfmbolo
x — +oo indica sélo el comportamiento de la variable x.

Ahora considere la misma funcién de modo que x tome los valores —1,
-2, -3, -4, -5, -10, —100, —1000, y asi sucesivamente, permitiendo que x
decrezca sin limite a través de valores negativos. La tabla 2 proporciona los
valores de funcién de f(x) correspondientes.

Observe que los valores de funcién son los mismos para los nimeros
negativos que para los niimeros positivos. Vea la figura 2, la cual muestra la
recta y = 2 y la grdfica de f trazadas en el rectdngulo de inspeccién de
[-6, 0] por [-1, 3].

Intuitivamente se observa que conforme x decrece sin limite, f{x)
se aproxima a 2; esto es, | flx) ~- 2| puede hacerse tan pequefia como se
desee tomando cualquier nimero x menor que algin nimero negativo que
tenga valor absoluto suficientemente grande. Formalmente se dice que para
cualquier € > 0, sin importar qué tan pequefia sea, se puede determinar
un nimero N < O tal que si x < N, entonces |f(x) — 2| < €. Utilizando
el simbolo x — —oo para denotar que la variable x decrece sin limite esto
se expresa como -

2
lim 22— =2
xome x2 1 1
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3.7.2 Definicion del limite de f(x) cuando x decrece sin

limite
Sea f una funcién que est4 definida en todo ndmero de algiin intervalo

abierto (=co, @). El limite de f(r) cuando x decrece sin limite,
es L, lo que se escribe como

Jimf0) = L

si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequefia sea, existe un
niimero N < 0 tal que

si x < N entonces [f(x) - L| <€

Nota: Como en la nota posterior a la definicién 3.7.1, el simbolo
x — —oo indica sélo el comportamiento de la variable x.

Los teoremas de limites 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10 de la seccién 1.5 y el teo-
rema 12 de limites de la secci6n 1.7 son validos cuando “x — a” se sustituye
por “x = +00” 0 “x = —o0”. Ademas, se tienen los teoremas de limites
siguientes.

3.7.3 Teorema 13 de limites

Si r es cualquier nimero entero positivo, entonces

() lim L~ =0

X=ppom xT

@) lim - =0
x—y-os y

Demostracion de (i) Para demostrar el inciso (i) se debe probar que
se cumple la definicién 3.7.1 para f(x) = 1/x" y L = 0; esto es, se debe
demostrar que para cualquier € > 0 existe un nimero N > 0 tal que

si x > N entonces %—0'<6
X

& six > N entonces |x|” > GL

o equivalentemente, puesto que r > 0,

. 1\1/r
si x > N entonces |x| > ra

Para que lo anterior se cumpla, se toma N = (1/€ )1/’ . Asi,

. L\ 1
51N=(-6—) y x > N entonces I—T-O|<6
x

Esto demuestra el inciso (i). [

La demostracién del inciso (ii) es andloga a la demostracién del inciso
(i) y se deja como ejercicio (véase el gjercicio 62).
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[0, 100] por [~1, 3]

_ 4x -3
) = 2x + 5

y =2

FIGURA 3

[-80,0] por [-0.25,0]

2
f(x)=2x ;x+5
4x° -1

FIGURA 4

P EJEMPLO 1  se

4x -3
2x + 5

f) =
Determine lim f(x)y apoye la respuesta graficamente.
X too

Solucién A fin de aplicar el teorema 13 de limites, se divide el nume-
rador y el denominador entre x, obteniéndose

3
dx=3 oy 275
x4 2X 4+ 5 X—'+°°2+§
X

, . . 1
lim 4 - lim 3. lim —
X+ X+ X1+= X

lim 2+ lim 5- lim 4
X—rtoo X 4eo X +o0 X
_4-3.0
2+4+45-0

=2

Se apoya la respuesta al trazar la grifica de fy larectay = 2 en el
rectdngulo de inspeccién de [0, 100] por [-1, 3], como se muestra en la
figura 3. 4

P EJEMPLO2 s

252 -x+ 5
X)) = 22 2 T2
f) 4x3 -1

Determine 1_i£1 f(x) y apoye la respuesta graficamente.

Solucién Con el fin de aplicar el teorema 13 de limites, se divide el
numerador y el denominador entre la potencia mas grande de x que ocurra

en el numerador o denominador, la cual es x3.

B}

i 1,5
— 2 3
lim 2x" - x+ 35 lim X X

X oo 4x3 - 1 x——oe 4 —

1
3

im 2 lim & - lim L 4+ lim 5. lim L

. x—o-e xo-% X x> - x2 X - x> - X3
lim 4 - lim L
X0 X -c x
2:0-0+5-0

4-0
=0
La figura 4, que muestra la grafica de f en el rectingulo de inspeccién
de [-80, 0] por [-0.25, 0], apoya la respuesta. 4

P EJEMPLO 3  se

3xt 4 -

gl) =
2x2 -5

Determine 1_151 8(x) y apoye la respuesta graficamente.
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& L L I L

2. 100] por [2.3]

f = 24
2xr -5
=3
G
FIGURA 5

Solucién Como el mayor exponente de x es 2 y se tiene bajo el signo
radical, se divide el numerador y el denominador entre +x2, que equivale
a |x | . Al efectuar la divisién se tiene,

3x

+

2k

3x + 4

lim ———— =
X +00 /2x2 -5 X+

R
N &

x2 -5

3

3x 4

- g LT
X o0

2—'x—2

Debido aque x — +00, x > 0; por tanto, |x| = x. Asi se tiene

3x+ 4 = lim

4
7 X
xlﬁ“?m /2x2 -5 X—+oo 5 _ %
X

lim 3+ lim 4. lim (l)
- X+ X—+oo x> +o0 \ X,
[lim 2~ lim 5 lim (_12_)
X—+oo X —+00 X+ \ x
_3+4-0
- N2-50
_ 3
T2

A fin de apoyar grificamente la respuesta, se trazan las gréficas de g y
de larectay = 3/4/2 en el rectdngulo de inspeccién de [2, 100] por [2, 3],
como se muestra en la figura 5. |

’ EJEMPLO 4 Para la funcién del ejemplo 3, determine

lim g(x) y apoye la respuesta graficamente.

* 2 . s « 4 g .
Solucién De nuevo se inicia dividiendo el numerador y el denomina-

dor entre |x‘
|_3.a + 4
lim ~3x+4 gy Ixl L]
x——eo 2x2 -5 x> —o0 5 _ i
12
Puesto que x — -o0, x < 0; por tanto, |x[ = —x. Se tiene, entonces,
3x 4

3x+4 lim =X__—x

lim =
X—y—os ,\/EXZ—_E X——o0 2 _ %
\ X

lim (-3) - lim-4 - lim

x——o0 X——o

Il

1
X
lim 2 - lim 5. lim -
X

x——e0 X——co x——o0
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(-100, -2] por [-2.5,-1.5]

3x+ 4

v2x? -5

yo 3
V2

FIGURA 6

8x) =

-3-4.0
T J2-50
3

7z

La figura 6 muestra la grafica de g y la recta y = -3/v2 en el rec-
téngulo.de inspeccién de [-100, -2] por [-2.5,-1.5], la cual apoya la
respuesta. <

A continuacién se considerardn limites “infinitos” al infinito mediante
definiciones formales para cada uno de los siguientes limites:

dim f() = 4o lim f() = +o0
lim f(x) = —o0 lim f(x) = ~o0
x—+00 x——o

Por ejemplo, xl_iglﬁ f(x) = 400 si la funcién f estd definida en algin in-
tervalo abierto (a, + ) y si para cualquier nimero N > 0 existe un ni-
mero M > 0 tal que si x > M, entonces f(x) > N. Las otras definiciones
se dejan como ejercicio (consulte el ejercicio 61).

» EJEMPLO 5  Determine

. x2
lim
x>+ X + 1

Solucién  Si se divide el numerador y el denominador entre x2, se obtiene

1

= lim
1

+ —_—
%2

im
x40 X + 1 X +eo

W=

Al evaluar el limite del denominador se tiene

lim (l+—17) = tim L+ 1im L
X+ \ X X X4 X X+ X
=0+0
=0

Por tanto, el limite del denominador es O, y el denominador se aproxima a
0 a través de valores positivos.

El limite del numerador es 1, y asi, por el teorema 12(i) de limites
(1.7.4), se tiene

2
lim —% = +00 4
1o+ X + 1

P EJEMPLO 6  cCalcule

2x — x2

1m
o+ 3x + 5

Solucién
2, -
lim X=X oy X
x5+ 3x + 5 Xt 3 + 5
=
X X
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FIGURA 7

lm fe) = b

FIGURA 8

Jim f0) = b

FIGURA 9

X +oo

lim

Jim f(x) = b

FIGURA 10

1_1)1'51 fy=5by lim fx) =b

FIGURA 11

FIGURA 12

y

=b

Los limites del numerador y del denominador se consideran por separado:

2 )= tim 2- lim 1 im (3 +3) = tim 2+ lim >
X x—+oo X X—>+oo X+ \ X 12 X+ X X400 xz
—0-1 =0+0
= —1 = O

Por tanto, se tiene el limite de un cociente en el que el limite del nume-
rador es —1 y el limite del denominador es 0, cuando el denominador se
aproxima a 0 a través de valores positivos. Por el teorema 12 (iii) de limites,

m S = -0 <

En la seccidn 1.7 se estudiaron las asintotas verticales de una grifica
como una aplicacién de los limites infinitos. Las asintotas horizontales pro-
porcionan una aplicacién de los limites al infinito.

3.7.4 Definicion de asintota horizontal

Larectay = b es una asintota horizontal de la grifica de la funcion
fsi al menos una de las proposiciones siguientes es verdadera:

(i) ‘l_i.xpu J(x) = b, y para algin nimero N, si x > N, entonces
f(x) = b;

(i) ‘!_i.@_f(x] = b, y para algiin numero N, si x < N, entonces
f(x) # b.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 cCada una de las figuras 7 a 10

muestra la grafica de una funcién para la cual la recta y = b es una asintota
horizontal. En las figuras 7 y 8, se aplica el inciso (i) de la definicién 3.74, y
para las figuras 9 y 10, el inciso (ii) es verdadero. Los dos incisos (i) y (ii) se
cumplen para la funcién de la figura 11.

La figura 12 muestra la grifica de una funcién f para la cual
Xl_i’r& f(x) = b, pero no existe ningin nimero N tal que si x > N, enton-
ces f(x) # b. En consecuencia, la recta y = b no es una asintota horizontal
de-la grifica de f. Un ejemplo de este tipo de funciones se presenta en el
ejercicio 63 de la seccién 5.4. - |

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Al principio de esta seccién se

motivé la definicién de limites al infinito con la funcién definida por

_ o 2x?
Jo = x2 41

y se mostré que lim f(x) y lim f(x) son igual a 2. Por tanto, la recta
X+ X——o0

y = 2 es una asintota horizontal de la grifica de f. La grafica trazada junto
conlarectay = 2en las figuras 1 y 2 apoyan este hecho.

> EJEMPLO 7 Obtenga las asintotas horizontales de la grafica
de 1a funcién definida por -

- X
@ =
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fx) = ==

Vx? +1
FIGURA 13

[-3, 3] por [-2,2]

f) = —
2 +1

y=1y y=-1

FIGURA 14

y utilicelas para dibujar la grafica de f. Apoye los resultados trazando la gra-
fica de fy las asintotas en el mismo rectangulo de inspeccion.

Solucidn Primero se consideraré el limite lim f(x).
X oo

lim f(x) = lim
X400

X
S TE T

Al dividir el numerador y el denominador entre v x? se tiene

X
(2
lim —%f— = lim —2%
Xt xZ +1 X+ x2 1
2tz
X X
X
’ X
= lim | |l
X = +o0
1+ =
X

Puesto que x — +o00, x > 0; por tanto, Ix| = x. Asi,

lim —=— = lim

X
X
X+ 2 — 400
x< +1 x 1+ _12_
X
lim 1

—

En consecuencia, por la definicién 3.7.4(i), la recta y = 1 es una asintota
horizontal de la grafica de f.
Ahora se considerara el limite lim f(x), de nuevo se dividira el nume-
X ——oa

rador y el denominador entre +x?, que equivale a |x|. Como x = —oo,

x < 0;porlo que |x| = —x. Entonces se tiene
X
lim f(x) = lim X
X ~o0 x——ca 1+ L
2
lim (~1)
Xy =00

Xy oo x> —0o xz
_ -1
1+0
= -1
De acuerdo con la definicién 3.7.4(ii), la recta y = —1 es una asintota ho-

rizontal de la gréfica de f.

Con las dos asintotas horizontales como guias, de dibuja la grifica de f
obteniéndose la figura 13. Con el fin apoyar los resultados obtenidos, se
traza la gréficade fy lasrectas y = 1yy = —1 en el rectdngulo de inspec-
cién de [-3, 3] por [-2, 2], como se muestra en la figura 14. |
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A continuacién se definird el término asintota oblicua, aquella que no
es vertical ni horizontal. Observe que la definicién de asintota horizontal es
un caso especial.

3.7.5 Definicion de asintota oblicua

La gréfica de la funcién f tiene la recta y = mx + b como una asfn-
tota oblicua si alguna de las proposiciones siguientes es verdadera:

(i) ‘l_i‘t?. [f(x) = (mx + b)] = 0, y para algin nimero M > 0,
f(x) # mx + b siempre que x > M,

(i) Hm [f(x) = (mx + b)] = 0, y para algin némero M < 0,
S(x) # mx + b siempre que x < M.

El inciso (i) de la definicién indica que para cualquier € > 0, existe un
nimero N > 0 tal que

si x > N entonces 0 < |f(x) - (mx + b)| < €

esto es, se puede hacer que el valor de funcidn f(x) esté tan cerca del valor de
mx + b como se quiera tomando x suficientemente grande. Este enunciado es
consistente con la nocién intuitiva de asintota de una grifica. Se tiene un
enunciado similar al anterior para el inciso (ii) de la definicién.

La grifica de una funcién racional de la forma P(x)/Q(x), donde el
grado del polinomio P(x) es mayor en 1 que el grado de Q(x) y Q(x) no es
factor de P(x), tiene una asintota oblicua. Para demostrar esto, se considera
f(x) = P(x)]Q(x) y se divide P(x) entre Q(x) a fin de expresar f(x) como la
suma de una funcién lineal y una funcién racional; esto es,

R(x)
Q(x)

donde el grado del polinomio R(x) es menor que el grado de Q(x). Entonces

f&xX) =mx + b +

- R

fox) = omx + b) = 558 m
Cuando el numerador y el denominador de R(x)/Q(x) se dividen entre la
potencia mds grande de x que aparece en Q(x), se tendrd un térmi-
no constante en el denominador y todos los demas términos del denominador,
y cada término del numerador, serd de la forma k/x” donde k es
una constaate y r es un nimero entero.positivo. Por tanto, conforme x — +c0,
el limite del numerador serd cero y el limite' del denominador serd una
constante. De este modo, xl_ifﬂ.e R(x)/Q(x) = 0. En consecuencia, de (1) se
tiene

Jim [f() = (mx + b)] = 0

de donde se concluye que, por la definicién 3.7.5, larectay = mx + b es
una asintota oblicua de la grafica de f.

P EJEMPLO 8 se

_ x2+3
hx = x -1
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Determine las asintotas de la grdfica de h. Apoye los resultados trazando la
gréfica de h y sus asintotas en el mismo rectdngulo de inspeccién.

Solucion Como

lir?_h(x) = —

la recta x =

porgue si el numerador y el denominador de h(x) se dividen entre x<,

obtiene

1 +

><~| — "‘Nlm

L
x

A

[-10, 13.5] por [-6,9.7]

x2+3

hx) = x -1

x=1y y=x+1

FIGURA 15 obtenidos.

hix)=x+l+

y [limh() =

1 es una asintota vertical. No existen asintotas horizontales

2Se

y conforme x = +00 0 x — —o0, el limite del numerador es 1 y el limite
del denominador es 0. Sin embargo, el grado del numerador de h(x) es
mayor en 1 que el grado del denominador, y cuando se divide el numerador
entre el denominador se obtiene

4
x =1

Por tanto, larectay = x + 1 es una asintota oblicua.
La figura 15, que muestra la gréfica de h y las asintotas trazadas en el
rectdngulo de inspeccién de [-10, 13.5] por [-6, 9.7], apoya los resultados

EJERCICIOS 3.7

En los ejercicios 1 a 10, haga lo siguiente: Con la ayuda de
la calculadora, tabule los valores de f(x) para los valores in-
dicados de x. (a) ;A qué valor parece que se aproxima f(x)
conforme x crece sin limite? (b) ;A qué valor parece que se
aproxima f(x) conforme x decrece sin limite? (c) Apoye .las

respuestas de los incisos (a) y (b) trazando la grdfica de f.

(d) Confirme la respuesta del inciso (a) determinando el
lim f(x). (e) Confirme la respuesta del inciso (b) determi-

linj fx).

x—+oo
nando el
L f&x) =
es igual a -1, -2, -4, -6, -8, -10, ~100, -1 000.

z,xe51guala1 2,4,6,8,10,100,1 000y x

3

2. f() = Fix
x

esigual a-1,-2,~4, -6, -8,

esiguala l,2,4,6,8,10,100,1000 y x
-10, =100, -1 000.

3 f0) = ;];;xesigualal, 2,4,6,8,10,100,1 000y x

es igual a —1,-2, -4, -6, -8, 10, -100, -1 000.

4. f(x) = -
esigual -1,-2,-4,-6,~8,

2. xesigualal,2,4,6,8, 10,100, 1 000 y x
~10,-100, =1 000.

B

2
5. f&) = -—"—ixesiguala0, 1,2,4,6,8,10, 100, 1000

y x esigual a -1, -2, -4, -6, -8, -10, ~100, -1 000.

. |
3

6. fx) = —§-+—2; x es igual a 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000
y x es igual a -2, -4, 6, -8, —10, =100, -1 000.

7. f) = 351 resiguala 2,6, 10, 100, 1 000, 10 000,
100 000 y x es igual a—2, ~6, 10, —100, —1 000, ~10 000,
——100000 R

8. f(x) = le " ],xes igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000,
100 000 y x es igual a -2, -6, -10, =100, ~1 000, —10 000,
—-100 000. .

9. f(x) = ; x es igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000,
100 000 y x es igual a -2, -6, 10, —100, -1 000, ~10 000,
-100 000. )

2
10. f(x) = ﬁ; x es igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000,
100 000 y x es igual a -2, -6, —10, ~100, —1 000, —10 000,
~100 000.

+ En los ejercicios 11 a 30 determine el limite y apoye la respues-

ta grdficamente.

2t + 1 6x -

L 12. lim 35 1
; 2x + 7 1+ 5x

. = 14, ——
13 xl—lyTee 4 - S5x :l—{TN 2-3x
15 tim Lo 20+l 16. 1im 42+3
x>+ 3x2 + 8x £ 5 s=-e 254 -1

2
17. 1lim X*t4 18. lim Z ; 2

x40 3x° ~ 5 x—ote X
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2 _ 2 oy,
19, lim 2T 20, fim 2 2x%3
yotee ¥ 41 xodee Tx3 + x# 1
3 2 _ 4 _ 72
21. lim _“L_ail‘_..__s 22.  lim 3T -Ix" 42
xo-o 8x7 4+ x + 2 X +oo 214 + 1
3 _ 3 _
23, lim 2% 24, im X 1axt7
Yot S5y +3 X -0 4x2 -1
. p 1 . 2
25. lim [3x + = 26. lim = -4,
Xy —oo X to 400\
7 (2
27, lim Y2 *4 28, lim YX t4
o+ X + 4 1o-= X+ 4
Jw? — S|
29, lim WS 2w 43 a0 g MY FT
W oo w+ 5 for—oo 2y2 -3

En los ejercicios 31 a 34, realice lo siguiente: (a) trace la grd-
fica de la funcion f y haga una proposicion acerca del com-
portamiento aparente de f(x) conforme x crece sin limite. (b)
Confirme analiticamente la respuesta del inciso (a) calculando
el lim f(x).

X +oo

3. f0) = JxE 41 -2
32 f) = Vxl+x - x
33 f(x) = m -2x
o+ i vx
N

En los ejercicios 35 a 46, determine las asintotas de la grdfica
de la funcidn y utilicelas para dibujar la grdfica. Apoye los
resultados trazando la grdfica y las asintotas en el mismo rec-
tdngulo de inspeccion.

3. flx) =

_ 2x+1 _ s
35 f(x) = <=3 36. A(x) = 1+ 2
. _ 4-3x
37. glx) = 1 p 38. f(x) 1
2 x?
39, = 40, =
f® = 8(x) Py
452 —3x
41. = = 42. F(x) = ———
G p— (x) =
2x X
43. h(x) = ———— M, h(x) = ————
0= ST ® -9
45. fx) = 42‘
xc =2
-1
46. f(x) =

Vx2 +5x + 6

En los ejercicios 47 a 54, determine las asintotas de la grdfica
de la funcion. Apoye los resultados trazando la grdfica y. las
asintotas en el mismo rectdngulo de inspeccion.

2 2
4. f@) = 2 4. f) = T2tz
49, fo) = =8 50, f(r = =3
: x -3 ) x -2
_oxt—4x -5 _(Jc+1)3
5L = 2570 s f =

3 2 3
53. f(x) = x° +2x° + 4 X 24
x

54, =
Z £

En los ejercicios 55 y 56, evaliie los limites de los incisos (a)-(h)
a partir de la grdfica de la funcion f, mostrada en la figura ad-
Jjunta y cuyo dominio es (—o0, +00).

55. (a) lim f(x) (b) ling_f(x)
(d) lirrln_ fx0 Q] linbf(x)
® Xh_;g fx (h) lim f(x)

X +oo

(¢) lim f(x)
x>0+

() lim f(x)
x—3

56. €a) lim f(x)
d) lim0 f(x)
(® xli_r’n;*f(x)

(b) lLim f(x)
(e) limlf(x)
(h) lim f(x)

© lim f(x)
® lim f(0)

<

1
|
. i
|
]
!
‘
<
o
Now B
| 1
- . I
|
|

La
STy
1 1

En los ejercicios 57 y 58, dibuje la grdfica de una funcion f
que tenga las propiedades dadas y cuyo dominio sea
(—00, +00). .
57 f4) = 0, f(=2) = 0,£(0) = 3, f) = -3, fD) =
f(5) = 0; lim f(x) = =3;, lim f(x) = 0; lim f(x) =
X —oo . x—o-4 x—o-2
+00; lim f(x) = 0; lim f(x) = +o00; lim f(x) =
x>0 x—o2 X2+
—o00; lim f(x) = 0; lim f(x) = +00; lim f(x) = 0;
x—4- 141 x5

lim f(x) = -0
X +oo

58. f(=5) = 0: f(-3) = 0; f(-2) = 0; f(0) = 0: f(2) = 3;
fB3) =0, f4) = 0, lim f(x) = —oo; lirqsf(x) =0

lim f(x) = 1; lim f(x) = 0; lim f(x) = —o0;
x—-3 x-o-2 -0~

lim f(x) = +o0; lim f(x) = 0; lim f(x) = —o0;
0+ X2 x93

lim f(x) =0

X too
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59. Demuestre que

lim
x+o0 X — 1

aplicando la definicién 3.7.1; esto es, para cualquier € > 0
existe un nimero N > 0 tal que si x > N, entorices

1] <e

Demuestre que

8x +3
ngm 21 -1

=4
aplicando la definicién 3.7.2; esto es, para cualquier € > 0
existe un mimero N < 0 tal que si x < N, entonces

8x +3
2x -1

-4| <€

61. Escriba una definicién formal para cada uno de los, si-
guientes limites:

lim (x?
xXF+em
para cualquier N > 0 existe una M > 0 tal que si

x > M, entonces x2 — 4 > N.

63. Demuestre que — 4) = +o0o probando que

64. Demuestre que lim (6 — x - xY) =
X—d+eo

definicién del ejercicio 61(a).

—o0 aplicando la

En los ejercicios 65 a 68, establezca en palabras lo que signi-
fica el simbolismo indicado sin emplear las palabras limite, se
aproxima, infinito, crece sin limite o decrece sin limite y sin
emplear simbolos tales como € , Ny M.

65. lim f(x) = 66. lim f(x) =

67. (a) lim f(x) = +o00;(b) lim f(x) = +00
X —>+oo XF-w

68. (a) lim f(x) = —oo;(b) lim f(x) = -0
X +oa X ——co

69. Si W es la medida del peso de un objeto a una distancia
de x unidades de la superficie de la Tierra, entonces

2
R
= W,
(R+x) 0

donde R unidades es la longitud del radio de la Tierra y
W, es la medida del peso del objeto a nivel del mar. De-

(@ lim f(x) = —o0; (b) lim f(x) = +o0;
© lim f&) = -

62. Demuestre el inciso (ii) del teorema 13 de limites (3.7.3).

termine lim W e indique el significado de este resultado
X400

en un viaje espacial.

3.8 RESUMEN PARA EL TRAZO DE LAS GRAFICAS

DE FUNCIONES

Ahora se resumirén los pasos que deben seguirse cuando se dibuje la gréfica
de una funcién f. En este resumen también se han incorporado las propie-
dades estudiadas en este capitulo.

1.
2.

3.
4.

o\t

Determine el dominio de f.

Determine las intercepciones x y y. Cuando determine las inter-
cepciones x, tal vez necesite aproximar las rafces de la ecua-
cién f(x) = 0 en la graficadora.

Pruebe la simetrfa con respecto al eje y y al origen.

Verifique si la gréfica tiene asfntotas horizontales, verticales
u oblicuas,

Calcule f(x) y f"(x).

Determine los niimeros criticos de f Estos son los valores de x
del dominio de f para los que f'(x) no existe o f'(x) = 0.
Aplique el criterio de la primera derivada o el criterio de la
segunda derivada para determinar si en un nimero critico
existe un valor méximo relativo, un valor mfnimo relativo o
no se tiene ningiin extremo relativo.

Determine los intervalos en los que f es creciente obteniendo
los valores de x para los que f'(x) es positiva; determine los
intervalos en los que f es decreciente obteniendo los valores
de x para los que f'(x) es negativa. Al localizar los interva-
los donde f es mon6tona, también verifique los niimeros cri-
ticos en'los que f no tiene un extremo relativo.
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9. ' Determine los niimeros criticos de f, esto es, los valores de x
para los que f"(x) no existe o f"(x) = 0, para obtener los pun-
" tos de inflexién posibles. En cada uno de estos valores de x
. verifique si f"(x) cambia de signo y si la grifica tiene una recta
. tangente ahf a fin de determinar si en realidad se ticne un punto
de inflexién. :
10.' Verifique la concavidad de la grafica. Obtenga los valores de
5 x para los que f"(x) es positiva a fin de obtener puntos en los
cuales la grifica es céncava hacia arriba; para determinar
los puntos en los que la gréifica es céncava hacia abajo obten-
ga los valores de x en los que f"(x) es negativa.
11. Calcule la pendiente de cada una de las tangentes de inflexién,
esto le serd de gran ayuda.

Se sugiere que incorpore toda la informacién obtenida en los pasos an-
teriores en una tabla como se mostré en las secciones 3.4-3.6 y en los ejem-
plos siguientes.

’ EJEMPLO 1 La funcién del ejemplo 8 de la seccién 3.7 estd
definida por

_ x2+3
fo) = x -1

Dibuje la grifica de f siguiendo el procedimiento sugerido anteriormente.
Apoye los resultados en la graficadora.

Solucién El dominio de f es el conjunto de todos los niimeros reales
excepto 1. La intercepcion y es —3 y no se tienen intercepciones x. No hay
simetria con respecto al eje y ni con respecto al origen.

En el ejemplo 8 de la seccién 3.7, se determiné que las rectas x = 1
y y = x + | son asintotas de la grifica.

Ahora se calcularin f'(x) y f"(x).

2x(x - 1) — (x2 + 3)

[l

)

(x = 1)?
_ x2 -2x-3
(x — 1)?
wn _ (2x = Dx = DT - 2(x - D(x2 - 2x - 3)
f'x) = GO
_ 8
(x - 13

Al considerar f'(x) = 0, se obtiene

P2 -2x-3=0
x+ Dx-3)=0
x = -1 x=3

f"(x) nunca es cero. Ahora se construye la tabla 1 considerando los puntos
enlosquex = -1,x = |l yx = 3,y los intervalos que excluyen estos va-
lores de x: -

x < -1 -1 <x< 1 l<x<3 3<x
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FIGURA 1

[-10. 13.5] por [-6,9.7]

3

2
fw = 2=
x -
x=1y y=x+1

FIGURA 2

ISR

i .

[~4.7,4.7) por [-3.1.3.1]

2

_ X
S0 = =

y =1
x=-2y x=2

FIGURA 3

Tabla 1 .
f e ff® Conclusion

x < -l + - fes creciente; la grifica de fes concava hacia abajo

x=-1 -2 0 - f tiene un valor méximo relativo; la gréfica de f es
concava hacia abajo

-1 <x<1 - - fes decreciente; la gréfica de f es concava hacia abajo

x =1 n.e. ne. n.e.

1<x<3 - + [ es decreciente; la grafica de fes cdncava hacia arriba

x=3 6 0 + f tiene un valor minimo relativo; la gréfica de fes
céncava hacia arriba

3 <x + + fes creciente; la grafica de f es cdncava hacia arriba

Si se indican las asintotas, las rectas tangentes horizontales, se loca-
lizan algunos puntos, y considerando la informacién de la tabla 1, se dibuja
la gréfica de f mostrada en la figura 1.

La figura 2 (la misma que la figura 15 de la seccién 3.7) muestra la
grifica de f y las asintotas trazadas en el rectdngulo de inspeccién de
[-10, 13.5] por [-6, 9.7], la cual apoya los resultados.

> EJEMPLO 2 Sea

X2
fx) = PR

(a) Determine las asintotas de la gréfica de f. (b) Trace la gréfica de f'y sus
asintotas en el mismo rectingulo de inspeccion. Estime a partir de la grafi-
ca lo siguiente: los extrémos relativos de f; los puntos de inflexién de la gra-
fica de f; los intervalos en los que la grifica es creciente y en los que es
decreciente; los intervalos donde la grifica es cdncava hacia arriba y los
intervalos donde es céncava hacia abajo. (¢) Confirme las estimaciones del
inciso (b) analiticamente.

Solucién
(a) El dominio de fes el conjunto de los nimeros reales excepto +2. Como
-2y 2 se excluyeron del dominio, se calculan los limites siguientes:

2 2
lim —>— = +00 lim X = —00
x—o2+ xz -4 152" x2 - 4
) 2 %2
= —00 lim = 400

lim
-2t XZ -4 1-5-2" 12 -4

Por tanto, las rectas verticales x = 2y x = -2 son asintotas de la gréfica.

Como
2 : 2
. X T I . X o 1
x1—1>r£1«-= xz — 4 - 11—1>T~ 1 i xl—lyrfloc x2 — 4 - xl—lvrzlm 1- i
x2 x2

entonces la recta y = 1 es una asintota horizontal. La gréfica no tiene
asintotas oblicuas.

(b) La figura 3 muestra la grifica de f y las asintotas trazadas en el rec-
tangulo de inspeccion de [—4.7, 4.7] por [-3.1, 3.1]. A partir de la grifi-
ca se pueden hacer las estitnaciones siguientes: f tiene un valor méximo
relativo en el origen; la grafica no tiene puntos de inflexién; f es cre-
ciente en (—oo, =2) y (-2, 0], y f es decreciente en [0, 2) y (2, + 0); la
grafica es c6ncava hacia arriba cuando x esta en (—o0, ~2) 0 en (2, + ),
y la gréfica es céncava hacia abajo cuando x estd en (-2, 2).
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(c) Para confirmar analiticamente las estimaciones del inciso (b), primero se
calcula f'(x) y f"'(x):

2x(x% - 4) — 2x(x2) -8(x2 - 4)2 + 8x[2(x2 - 4)(2x)]

fix) = fx) =

(x* - 4)? (x* -4
N _ 2452+ 32
(x* - 4)? (x? -4y
Al considerar f'(x) = 0 se obtiene x = 0; f"(x) nunca es cero. La tabla 2
se construye teniendo en cuenta los puntos en los que x = 0y x = %2,
y los intervalos que excluyen estos puntos:
x < =2 2 <x<0 0<x<?2 2 <x
La informacién de la tabla 2 confirma las estimaciones.
Tabla 2
fly  fx) [ Conclusién
x < -2 + + [ es creciente; la gréfica de f es céncava hacia
arriba
x=-2 n.e. ne. n.e.
2 <x<0 + - [ es creciente; la gréfica de f es céncava hacia
abajo )
x=0 0 0 - f iiene un valor méximo relativo
0<x<?2 - - [ es decreciente; la gréfica de f es concava
hacia abajo
x=2 ne. n.e n.e.
2 <x - + f es decreciente; la gréfica de f es céncava
hacia arriba

|

’ EJEMPLO 3 Dibuje la gréfica de la funcién definida por
fox) = x23 = 2513
e indique los puntos de inflexién. Dibuje un segmento de cada tangente de
inflexién.
Solucidén Al calcular f(x) y f"(x) se obtiene
fx) = %x—IIB - %x-zla £ = —%x‘4/3 + %x—sfa

Como f'(0) no existe, 0 es un nimero critico de f. Los otros nimeros criticos
de f se determinan al considerar f'(x) = 0.

2 2 _
313 3x23 0
uiB-2=0
x1/3 =1
x =1

De este modo, 1 también es un niimero critico. Se puede determinar si exis-
te un extremo relativo en | aplicando el criterio de la segunda derivada. No
se puede utilizar este criterio en el nimero critico 0 porque f'(0) no existe.
Sin embargo, se aplica el criterio de la primera derivadaenx = 0. Latabla 3
muestra los resultados obtenidos al emplear estos criterios.
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fx) = 523~ 201

FIGURA 4

Debido a que f'(0) no‘existe, entonces (0, 0) puede ser un punto
de inflexién. Para obtener otros puntos de inflexion posibles se considera
f'x) = 0.

2 4 - 0”

T 043 T o
2xBia=9
13 = 2
x=38

Para determinar si existen puntos de inflexién donde x = 0 y x = 8§,
se verifica si f'(x) cambia de signo; y al mismo tiempo se revisa la conca-
vidad de la gréifica en los intervalos respectivos. La grifica debe tener una
recta tangente en cada punto de inflexién. En el origen existe una recta tan-
gente vertical porque

e _ 1 2xM3 — 2
fimfex) = lim =—5—
3x
= —00

La tabla 3 resume los resultados y a partir de ellos se obtiene la gréfica
de f dibujada en la figura 4, la cual muestra también un segmento de la tan-
gente de inflexién en el punto (8, 0). La recta tangente en el otro punto de
inflexién, el origen, es el eje y.

Tabla 3
fy ) f) Conclusion

x<0 - ~ [ es decreciente; la gréfica de f es concava hacia abajo

x=0 0 ne. n.e. [ no tiene extremo relativo; la grdfica de f tiene un
punto de inflexién

x <1 - + [fes decreciente; la gréfica de f es concava hacia arriba

x =1 -1 0 + f tiene un valor minimo relativo; la gréfica de f es
céncava hacia arriba

1<x<8 + + f es creciente; la gréfica de fes concava hacia arriba

x=8 0 % 0 fes creciente; la grifica de ftiene un punto de inflexién

8 <ux + - f es creciente; la grifica de f es concava hacia abajo

<

Cuando trace la grafica del ejemplo 3 en la graficadora, observe que no
revela el punto de inflexién en (8, 0) o el cambio de concavidad en ese
punto. Esta situacion prevalece para las graficas de la mayoria de las funciones
trazadas en la graficadora. Sin embargo, frecuentemente, al trazar la gréfica
de NDER2, se puede estimar un punto de inflexién, y en consecuencia,
donde la concavidad cambia. Esta informacién se puede confirmar analiti-
camente. El ejemplo siguiente muestra este procedimiento.

P EJEMPLO4 s
fx) = 5x213 _ 513

(a) Trace las grificas de f, NDER(f(x), x) y NDER2( f(x), x) en rectidngu-
los de inspeccién separados y estime lo siguiente: (i) los extremos relativos
de f; (ii) los intervalos en los que f es creciente y en los que es decreciente;
(iii) los intervalos donde la grifica de f es céncava hacia arriba y donde
lo es hacia abajo; (iv) los puntos de inflexién de la gréfica de f. (b) Confirme
las estimaciones del inciso (a) analfticamente.
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[-8, 10.8] por [-3,9.4]
fxy = 5x¥3 - OB
FIGURA 5

[-9.4,9.4] por [-7.2,5.2]
NDER (5x23 — 3, x)

FIGURA 6
-6, 6] por -4, 4]

NDER2 (5x2 - 2 x)
FIGURA 7

(-1,6)
2,3¥3)

fx) = 5x23 _ 33

FIGURA 8

Solucién

(a) La gréfica de f trazada en el rectdngulo de inspeccién de [-8, 10.8] por
[-3,9.4] y la gréfica de NDER(f(x), x) trazada en el rectdngulo de
inspeccioén de [-9.4,9.4] por [-7.2, 5.2], se muestran en las figuras §
y 6, respectivamente.

(i) De la figura 5 se estima que f tiene un valor minimo relativo en
x = Oy de las figuras 5 y 6, ftiene un valor mdximoenx = 2.

(ii) De la figura 6, como f'(x) < O cuandox < Oy cuandox > 2, se
estima que f es decreciente en los intervalos (—oco, 0] y [2, + 00).
También de la figura 6, como f'(x) > 0 cuando 0 < x < 2, se
estima que f es creciente en el intervalo [0, 2]. Estas estimaciones
son consistentes con lo que se observa en la gréfica de f de la fi-
gura 5.

(iii) De la figura 5, 1a gréfica de f parece ser céncava hacia abajo cuan-
dox > 0. No se tiene seguridad acerca de la concavidad o de los
puntos de inflexién cuando x < 0. Portanto, se necesita investi-
gar la grafica de NDER2( f(x), x), la cual estd trazada en el rec-
tangulo de inspeccién de [~6, 6] por [-4, 4] en la figura 7. A partir
de esta gréfica, f"(x) > 0 cuando x < -1 y f"(x) < O cuando
-1 < x < Oy cuando x > 0. De este modo se estima que la gré-
fica de f es céncava hacia arriba cuando x < -1 y c6éncava hacia
abajo cuando -1 < x < Oy cuandox > 0.

(iv) Como f"(-1) = 0 y la grifica de f cambia de concavidad en
x = -1, se estima que la gréfica de f tiene un punto de inflexién
enx = ~1.

(b) Ahora se confimardn las estimaciones analiticamente. Considerando
f(x) = 0, se obtienen los ceros de f los cuales son 0 y 5, es decir, las
intercepciones x de la gréfica. A continuacién se calculan f'(x) y f"(x):

Fo = %x—lls - W ) = M3 10,1
= %x‘1/3(2 - X) = —l—gqx'4/3(1 + x)
Cuando x = 0, f'(x) y f"(x) no existen. Al considerar f'(x) = 0 se
obtiene x = 2. Por tanto, los nimeros criticos de fson 0 y 2. A partir

de f""(x) = 0 se obtiene x = —1. Al construir la tabla 4 se consideraron
los puntos en los que x es ignal a—1, 0y 2, y los intervalos siguientes:

x < -1 -l <x<0 0<x<?2 2<x
Tabla 4
fx) o Conclusion
x < -1 - + [ es decreciente; l1a gréfica de f es céncava
hacia arriba
x = -1 6 -5 0 f es decreciente; la grifica de f tienen un
punto de inflexién
-1<x<0 - - [ es decreciente; la gréfica de f es céncava
hacia abajo
x=0 0 ne. ne. ftiene un valor minimo relativo
y 0<x<2 + - fes creciente; la gréfica de f es céncava ha-
cia abajo
x =2 3Y% =~ 48 0 - [ tiene un valor méximo relativo; la grifi-
- cade fes cncava hacia abajo
2<x - - [ es decreciente; la gréfica de f es céncava
hacia abajo
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. A partir de la informacién de la tabla 4 y localizando algunos puntos, se
dibuja la gréfica de f mostrada en la figurd 8. La tabla y la gréfica confirman
. las estimaciones del inciso (a). ‘ |

EJERCICIOS 3.8

En los ejecicios 1 a 24, dibuje la grdfica de f determinando
primero lo siguiente: los extremos relativos de f; los puntos de
inflexion de la grdfica de f; los intervalos en los que f es cre-

ciente y en los que es decreciente; los intervalos donde la grdfi-

ca de f es céncava hacia arriba y dondelo es hacia abajo; la
pendiente de las tangentes de inflexion; y las asintotas vertica-
les, horizontales y oblicuas, en caso de que tenga. Incorpore
esta informacién en una tabla similar a las de esta seccion.
Apoye los resultados en la graficadora:

1. f(x) =
2. fx) = %x“ - x3
i

3 flxy = $x*- L

x —3x3~x2+l

433 4 32 4

4. f(x) = x* - 4x3 + 16x
5. flx) = -3+ 32+ 2
6. flx) = 3x* + 4x3 + 6x2 - 4
7. f(x) { six <0
si0<x
2(x— 1Y six< 1
8. fi) = {(x -1 sil<ux
9, f(x) six <0
si0<x
10. f(x) { S% x<0
si0<x
_J3x-2? six<2
1. =
1. f@ {(Z—x)J si2<x
12, f(x) = 3x5 + 5x3
13. f(x) = (x + D - 2)?
14. f(x) = x%(x + 4)°
si0<sx< i

15. f(x) = {senx : 1

sen(x - 37)

Cos x si-T<x<0
16. f(x) = {COS(” -x) si0<x<nm
1. f) = 18, o = St
. 1 . Tx-3
x2 +1
19. f(x) = = 20. fx) = —— 4
2x 2
21. = g -
f(x) XZ T3 22 f(x) x2 -1

23. fx) = (x + DB - 2B

x2 -4
24, f(x) = o
En los ejercicios 25 a 32, (a) trace las grdficas de f,
NDER(f(x), x) y NDER2(f(x), x) en rectdngulos de inspec-
cién separados y estime lo siguiente: (i) los extremos relati-
vos de f; (ii) los intervalos en los que f es creciente y en los que
es decreciente; (iii) los intervalos donde la grdfica es concava
hacia arriba y donde lo es hacia abajo; (iv) los puntos de in-
Sflexion de la grdfica de f. (b) Confirme las estimaciones del
inciso (a) analfticamente e incorpore la informacion en una
tabla semejante a la tabla 4 de esta seccion. A pamr de la
informacion de la tabla dibuje la grdfica de fy compdrela con
la grdfica de f trazada en el inciso (a).

25, fx) = x* + 23 - 13x2 - 14x + 24

26. f(x) = 2x* - 152 + 32x2 - 12x - 16

21, f() = |25 - x| 28 fx) = 3¥x - x
29, f(x) = 4xPB 4 X3 30, f) = V4= x
31. f(x) = senx + cosx,x € [-7, 7]

32. f(x) = 3sen2x — Scos 2x,x €[-1m 1x]

33. Antes de dibujar la grifica de una funci6n aplicando los
pasos listados al principio de esta seccién, jpor qué es
conveniente incorporar esta informacién en una tabla?

3.9 APLICACIONES ADICIONALES SOBRE EXTREMOS

ABSOLUTOS

A fin de aplicar el teorema del valor extremo para determinar los extre-
mos absolutos de una funcién, la funcién debe ser continua en un intervalo
cerrado. En la seccién 3.2 las aplicaciones trataron sobre tales funciones.
Ahora se consideraran aplicaciones que involucran extremos absolutos para

las cuales no puede emplearse el teorema del valor extremo. Sin embargo,

primero-se presentard un teorema, el cual en ocasiones es itil para deter-
minar si un extremo relativo es un extremo absoluto.



3.9 APLlCACIéﬁES ADICIONALES SOBRE EXTREMOS ABSOLUTOS 267

(@ fe) ’ ' Para ilustrar el teorema, refiérase a las funcianes cuyas gréficas se pre-
F sentan en lds figuras 1 y 2. Cada una de estas funciones es continua en el inter-
valo ! y tiene sélo un extremo relativo, f{(c), en I. En-los dos casos el teorema
siguiente garantiza que el extremo relativo es un extremo absoluto.

3.9.1 Teorema |

Suponga que la funcién f es continua en ‘el intervalo I que contiene al

mimero c. Si f(c) es un extremo relativo de fen /'y ¢ es el dnico mime-

ro en / para el cual f tiene un extremo relativo, entonces f(c) es un
x extremo absoluto de fen 1. L

I
La demostracion de este teorema se presentard al final de la seccidn.
FIGURA 1 El teorema 3.9.1 se emplea en los ejemplos siguientes, los cuales tratan
con aplicaciones en las que se requiere umr extremo absoluto pero no puede
aplic4rseles el teorema del valor extremo. En el primer ejemplo se trata de la
situacién del ejemplo 5 de la seccién 1.3. Refiérase a este ejemplo en este
momento.

> EJEMPLO 1 Si un envase de hojalata cerrado de 60 pulg? de
d volumen tiene forma de cilindro’ circular recto, determine analiticamente el
(C'{(C)) radio de la base del envase si se emplea la minima cantidad de hojalata en
i su elaboracién.

Solucién La figura 3 muestra el envase cilindrico donde el radio de la
base mide r pulgadas. Se determinara el radio de la base para el cual el 4rea
I de la superficie total del envase es un minimo absoluto. En el ejemplo 5 de
la seccién 1.3, se mostré que si S(r) pulgadas cuadradas es ¢l drea de la super-
ficie total, entonces

120
r

\
-

FIGURA2 -

S(r) = + 2mr?

El dominio de S es (0, +00) y S es continua en su dominio.

Para terminar cualquier extremo relativo de S se calculan las derivadas
primera y segunda de S:

120

st = -122 4 4n, ") = 240
r

+ 4r

Observe que S'(r) no existe cuando r = 0 y que 0 no pertenece al dominio
de S. Por tanto, los tinicos ndmeros criticos son aquellos que se obtienen al
considerar S'(r) = 0, de donde se tiene

FIGURA 3 : 4nr3 = 120
30 Sonc i
r = 37 li"f:, ‘?

En consecuencia, \3/30/71: es un nuimero critico de S. Se’ éplica el criterio de
la segunda derivada, y los resultados se resumen en la tabla 1.

Tabla 1

S'(r) S§'(r) Conclusion _

r= 3/& 0 + S tiene un valor minimo relativo
m
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FIGURA 4

[ L e T LU W e et A

[0, 20) por [1 000, 5 000]

Cw = 6% + 12000
X

FIGURA 5

Debido a que S es continua en su dominio y el tinico extremo relativo de
S en su dominio se tiene en r = 330/7 , se concluye, por el teorema 3.9.1,
que este valor minimo relativo de S es su valor minimo absoluto.

Al aproximar a centésimos se tiene 330/ = 2.12, lo cual es acorde
con la respuesta del ejemplo 5 de la seccién 1.3.

Conclusién: La minima cantidad de hojalata se empleard en la elaboracién
del envase cuando el radio de Ia base sea 3/30/7 pulg = 2.12 pulg. 4

’ EJEMPLO 2 Una caja cerrada con base cuadrada tiene un vo-
lumen de 2 000 pulg3. El material de la tapa y de la base cuesta 3 centavos la
pulgada cuadrada mientras que el material para los lados cuesta 1.5 centavos
la pulgada cuadrada. Estime en la graficadora las dimensiones de la caja de
modo que el costo total del material sea minimo. Confirme la estimacién
analiticamente.

Solucién  Sean x pulgadas la longitud de un lado de la base cuadrada y
C(x) délares el costo total del material. El drea de la base es x2 pulgadas
cuadradas. Sea y pulgadas la profundidad de la caja. Vea la figura 4. Puesto
que el volumen de la caja es el producto del drea de la base y la profundidad,
se tiene :

xZy = 2000
y = 220 &)
X

El nimero total de pulgadas cuadradas de las 4reas de la tapa y de 1a base
es 2x2, y el de los lados es 4xy. Por tanto, el nimero de centavos del costo
total del material es

32x2) + 2 (4xy)

Al sustituir y de (1), se tiene

Cx) = 6x2 + 6x(20;)0)
pa

Ck) = 6x2 + 12_;@

El dominio de C es (0, +00). La figura 5 muestra la gréfica de C trazada
en el rectingulo de inspeccién de [0, 20] por [1 000, 5 000]. Se estima que el
punto més bajo de la grafica se obtiene cuando x = 10. De (1), si x = 10,
y = 20. Por tanto, se estima que el lado de la base del cuadrado debe medir
10 pulg y la profundidad debe ser de 20 pulg para que el costo del material
se minimo.

Para confirmar la estimacién analiticamente, se calcula C'(x) y C"(x):

C = 12x - 12500 c'w = 12 + B30

Observe que C'(x) no existe cuando x = 0 y que 0 no pertenece al do-
minio de C. Por tanto, los tnicos nimeros criticos son aquellos que se ob-
tienen al considerar C'(x) = 0, de donde se tiene

12x - =0
x

x3 = 1000
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La inica solucién real de esta ecuacién es 10. De este modo, el iinico
nimero critico es 10, Para determinar si C(10) es un valor minimo relativo
para C, se aplica el criterio de la segunda derivada, y los resultados se resumen
en la tabla 2.

Tabla 2

C'(x) C'"(x) Conclusion

x =10 0 + C tiene un valor minimo relativo

Como C es continua en su dominio y el Unico extremo relativo de C se
tiene en x = 10, se concluye, por ¢l teorema 3.9.1, que el valor minimo relati-
vo de C es su valor minimo absoluto. Por tanto, se ha confirmado la estimacion.

Conclusién: El costo del material serd minimo cuando el lado de la base
cuadrada mida 10 pulg y la profundidad mida 20 pulg.

En los ejemplos anteriores y en los jercicios de la seccién 3.2, la varia-
ble para la que se desea determinar un extremo relativo se expresé como una
funcién de s6lo una variable. En ocasiones este procedimiento es demasiado
dificil o bastante laborioso, o en ocasiones es imposible. Con frecuencia, la
informacién dada permite obtener dos ecuaciones que involucran tres varia-
bles. En lugar de eliminar una de las variables, puede ser mds ventajoso
diferenciar implicitamente. El ejemplo siguiente ilustra este método. El pro-
blema es similar al del ejemplo 1, pero en este caso el volumen del envase no
se especifica.

’ EJEMPLO 3 Si un envase de volumen fijo tiene la forma de
un cilindro circular recto, determine la razén de la altura al radio de la base si
se emplea la cantidad minima de material en su elaboraci6n.

Solucidn  Se desca determinar una relacién entre la altura y el radio
de la base de un cilindro circular recto, de modo que el 4rea de la superficie sea
un minimo absoluto para un volumen fijo. Por tanto, se considerara el volumen
del cilindro como una constante.

Sean V unidades ciibicas el volumen del cilindro (una constante).

A continuacién se definen las variables.

Sean r unidades la longitud del radio del cilindro; r > 0. Sean # unida-
des la altura del cilindro; & > 0. Sean S unidddes cuadradas el area de la
FIGURA 6 superficie total del cilindro (refiérase a la figura 6).

Asi, se tienen las siguientes ecuaciones:

S
Vv

2nr? + 2mrh 7))
nr2h 3)

[

Puesto que V es una constante, se puede resolver (3) para r o para & en tér-
minos de la otra y sustituirla en (2), lo que hace de S una funcién de una varia-
ble. El método alternativo consiste en considerar a S como una funcién de las
dos variables r y h; sin embargo, no son independien‘es una de la otra. Esto
es, si se elige r como variable independiente, entonces S depende de r; tam-
bién, 4 depende de r.
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Al diferenciar S y V conirespecto a r, teniendo en mente que 4 es una
funcién de r, se tiene

as _ 4rr + 2mh + 271:rﬁ @)
dr v dr

dv 2 dh

£y - h an

i 2nrh + wr i

4
Como V es un constante, entonces d_v = 0; por tanto, de la ecua-
.2 . r
€10n anterior,

2dh
.

2nrh + nr =0

con r # 0. Si se divide entre r y se despeja —‘jTh— se obtiene
r

dh _ 2k
o= 5)

,
Al sustituir de (5) en (4) se tiene
as 27r[2r fhatr (- 2—")]
dr r

ds
dr

1l

2n2r — k) ©)

Con objeto de determinar cudndo S tiene un valor minimo relativo, se

considera fidi = 0, obteniéndose 2r — h = 0, de donde,
r

h

= 1
r=s

A fin de determinar si esta relacién entre r y h hace de S un minimo relativo
se aplica el criterio de la segunda derivada. De (6) se obtiene

s _ ( _ dh)
drz__2ﬂ:2 dr

Al sustituir de (5) en esta ecuacion se tiene

2
s _ 2,,[2 - (ﬂ)]
dr? r

27:(2 + —2ﬁ)
r

1l

Los resultados del criterio de la segunda derivada se resumen en la tabla 3.

Tabla 3
2
4 ds Conclusion
dr  dr®
r= %h 0 + S tiene un valor minimo relativo

De (2) y (3), S es una funcién continua de r en (0, +00). Como el Gnico
extremo relativo de S en (0, +o0) se tiene en r = Lh, se concluye, por el
teorema 3.9.1, que S tiene un valor minimo absoluto cuando hfr = 2.
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Conclusién: El 4rea de la superficie total del envase serd minimo, para un
volumen especffico, cuando la razén de la altura al radio de la base sea 2. 4

En ocasiones, los problemas geométricos que implican extremos abso-
lutos son més féciles de resolver utilizando funciones trigonométricas como se
muestra en el ejemplo siguiente.

~

’ EJEMPLO 4 Se inscribe un cilindro circular recto en una es-
fera de radio dado. Determine la razén de la altura al radio de la base del ci-
lindro de mayor superficie lateral.

Solucién  Refiérase a la figura 7, donde la medida del radio de la esfera
es constante € igual a a.

Sean 6 radianes la medida del 4ngulo central subtendido por el radio del
FIGURA 7 cilindro, r unidades la longitud del radio del cilindro, 4 unidades la altura
del cilindro y S unidades cuadradas el drea de la superficie lateral del cilindro.
De la figura 7,

r=asenf y h = 2acos@
Como § = 27rh,

S = 2m(a sen 8)(2a cos 6)
2ma?(2 sen 6 cos 6)

27a? sen 26

Asi, S es una funcién de 6y su dominio es (0, 3 7).
Al obtener las derivadas primera y segunda de S, se tiene

2
-3% = 4malcos 26 y 5—9—‘;‘— = —8ma? sen 20
Considere a5 _ 0, entonces
de ’
cos28 =0

Como 0 < @ < i, entonces

~ 1
0= r
Se aplica el criterio de la segunda derivada y los resultados se resumen
en la tabla 4.
Tabla 4
2
ds a8 Conclusion
do 46’
8= % n 0 - S tiene un valor maximo relativo

Como § es continua y tiene un tGnico extremo relativo en su dominio, se
concluye que el valor méximo relativo es un valor miximo absoluto.

Cuando 6 = %Ir,
r=asentn h =2acos im
- 13a -

Por tanto, hfr = 2.
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Conclusién: Para el cilindro que tiene la superficie lateral de mayor drea, la
razén de la altura al radio es 2.

Se concluye esta seccién con la demostracién del teorema 3.9.1.

Demostracion del teorema 3.9.1 - Se demuestra el teorema en el
caso en que f(c) es un valor maximo relativo en el intervalo /. Una demos-
tracién semejante puede darse cuando f(c) es un valor minimo relativo.

Como f(c) es un un valor miximo relativo de f en /, entonces, por la
definicién 3.1.1, existe un intervalo abierto J, donde J C I, y donde J contie-
ne a c, tal que

flc) 2 f(x) paratodax € J

Puesto que ¢ es el tinico mimero en / para el que f tiene un valor maximo rela-
tivo, se deduce que

flo)> fty sike€J y k#c @)

A fin de probar que f(c) es un valor maximo relativo de fen /, se demos-
trard que si d es cualquier nimero diferente de ¢ en /, entonces f(c¢) > f(d).
Suponga que

fle) = f(d) ®)

Se probard que esta suposicién conduce a una contradiccién. Puesto que
d # c,entonces ¢ < dod < c. Considere el caso en el que ¢ < d (la de-
mostracion es similar sid < c).

Como f es continua en /, entonces f es continua en el intervalo cerrado
[c, d]. Por tanto, por el teorema del valor extremo, f tiene un valor minimo
absoluto en [c, d]. Suponga que este valor minimo absoluto ocurre en e, don-
de ¢ < e < d. De la desigualdad (7) e # ¢, y de las desigualdades (7) y (8)
e # d. Portanto ¢ < e < d, y en consecuencia, f tiene un valor minimo re-
lativo en e. Pero esta ultima proposicién contradice la hipétesis de que c es
el dnico nimero en / para el cual f tiene un extremo relativo. Asi, la supo-
sicién de que f(c) < f(d) es falsa. Por tanto, f(c) > f(d)sid €1yd # c,
en consecuencia, f(c¢) es un valor maximo absoluto de fen /. ]

EJERCICIOS 3.9

En cada ejercicio defina todas las variables precisamente como  En los ejercicios 3 y 4, confirme analiticamente la estimacion

niimeros y no olvide escribir una conclusion.

1. Para el envase del ejemplo 1, suponga que el costo del

obtenida con la graficadora en el inciso (c) del ejercicio indi-
cado de la seccion 1.3.

material para la tapa y la base es dos veces el de los lados.
(a) Determine analiticamente la altura y el radio de la base
de modo que el costo del material sea minimo. (b) Com-
pare la respuesta del inciso (a) con la solucién gréfica de
esta situacién obtenida en el inciso (c) del ejercicio 21 de la
seccién 1.3. ;La solucién gréifica apoya la respuesta del
inciso (a)?

(a) Haga el ejemplo 1 si el envase es abierto en lugar de
cerrado. (b) Compare la respuesta del inciso (a) con la
solucién grafica de esta situacién en el inciso (c) del ejer-
cicio 22 de la seccién 1.3. ;La solucién grifica apoya la
respuesta del inciso (a)?

3. Ejercicio 23 4. Ejercicio 24

5. Se va a cercar un terreno rectangular de 2 700 m? de 4rea,

y se utilizara una valla adicional para dividir el terreno a la
mitad. El costo de la cerca empleado para dividir el terre-
no a la mitad es de $24 por metro colocado, y el costo de la
cerca para los lados es de $36 por metro colocado. (a) Uti-
lice la graficadora para estimar las dimensiones del terre-
no de modo que el costo total del material para la cerca
sea minimo. (b) Confirme la estimacién del inciso (a) ana-
liticamente. -

6. Un tanque rectangular abierto, cuyo volumen es de

125 m’, tiene base cuadrada. El costo del material para la
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10.

11

12

base es de $24 por metro cuadrado y el del material para
los lados es de $12. (a) Utilice la graficadora para estimar
las dimensiones del tanque de modo que el costo del ma-
terial sea minimo. (b) Confirme la estimacién del inciso (a)
analiticamente.

Un fabricante de cajas desea construir una caja cerrada
que tenga un volumen de 288 pulg?, y cuya base de forma
rectangular tiene el largo igual al triple de su ancho. (a)
Utilice la graficadora para estimar las dimensiones de la
caja construida con la minima cantidad de material. (b)
Confirme la estimacién del inciso (a) analiticamente.

Haga el ejercicio 7 considerando ahora que la caja se fa-
bricard sin tapa.

Si se excluyen los salarios, el nimero de d6lares del costo
por kilémetro de la operacién de un camién es 8 + %.Ox,
donde x kilémetros por hora es la velocidad promedio
del camidn. (a) Si los salarios combinados del conductor
y del ayudante son $27 por hora, estime en la calculadora,
con aproximacién de kilémetros por hora, cudl debe ser
la velocidad promedio del camidén para que el costo por
kilémetro sea minimo. (b) Confirme la estimacién del in-
ciso (a) analiticamente.

El nimero de délares del costo de combustible por hora
para un barco carguero es de 0.02v3, donde v nudos (mi-
llas néuticas por hora) es la velocidad promedio del barco.
(a) Si hay costos adicionales de $400 por hora, estime en
la graficadora, con aproximacién de nudos, a qué veloci-
dad promedio debe navegar el barco para que el costo por
milla nautica sea minimo. (b) Confirme la estimaci6n del
inciso (a) analiticamente.

Un automdvil viaja a una tasa de 30 pie/s y se aproxima a un
crucero. Cuando el automévil estd a 120 pie del crucero,
un camidn, que viaja a una tasa de 40 pie/s en una carretera
perpendicular a la carretera del automévil, pasa por el cru-
cero. (a) Determine analiticamente en qué tiempo, después
de que el camién deja el crucero, los vehiculos estdn mds
cercanos. Apoye larespuesta del inciso (a) graficamente.

Dos aviones A y B vuelan horizontalmente a la misma al-
tura de modo que la posicién de B esta al suroeste de A,
20 km al oeste y 20 km al sur de A. Suponga que el avién
A vuela hacia el oeste a 16 km/min y que el avién B vue-
la hacia el norte a 21.3 km/min. (a) Determine en cudn-
tos segundos los aviones estardn lo mds cerca posible y
cudl serd la distancia mas corta. (b) Apoye las respuestas
del inciso (a) graficamente.

13.

14.

15.

16.

Determine una ecuacién de la recta tangente a la curva
y = x> - 3x2 + 5x que tenga la pendiente minima.

Un generador de corriente directa tiene una fuerza elec-
tromotriz de E volts y una resistencia interna de r ohms,
donde E y r son constantes. Si R ohms es la resistencia
externa, entonces la resistencia total es (r + R) ohms, y si
P watts es la potencia, entonces

EZR
(r + R)?

Demuestre que el consumo médximo de potencia ocurre
cuando la resistencia externa es igual a la resistencia interna.

En una comunidad particular, cierta epidemia se propaga
de modo que x meses después del inicio de la epidemia, P
porcentaje de la poblacion esté infectada, donde

30x2
a + x2)?

(En cudntos meses se infectard el nimero méximo de per-
sonas de la comunidad y qué porcentaje de la poblacién
serd éste?

Un cartel que contiene 32 pulg? de regién impresa tiene
un margen de 2 pulg en sus partes superior e inferior,
mientras que en los lados los mérgenes son de ‘—;pulg.
Determine las dimensiones del menor trozo de cartén que
pueda emplearse para realizar el cartel.

En los ejercicios 17 y 18, se utiliza el término econémico com-
petencia perfecta. Cuando una comparia opera bajo compe-
tencia perfecta, existen muchas companfas pequerias; por lo
que ninguna de ellas puede afectar el precio aumentando la
produccién. Por tanto, bajo el régimen de competencia per-
Jecta el precio de un articulo es constante, y la comparfiia puede
vender lo que desee a ese precio constante.

17.

18.

En condiciones de competencia perfecta, una compafifa
puede vender los articulos que produce a $200 por unidad.
Si C(x) délares es el costo total de la produccién diaria
cuando se producen x articulos y C(x) = 2x% + 40x +
1400, determine el nimero de unidades que deben pro-
ducirce diariamente a fin de que la compaiifa obtenga la
maxima ganancia total diaria. Sugerencia: la ganancia
total es igual al ingreso total menos el costo total.

Una compafiia, que construye y vende escritorios, opera
en condiciones de competencia perfecta y puede vender
todos los escritorios que produce a un precio de $400 por
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19.

20.

21.

22.

S

25

escritorio. Si se producen x escritorios y se venden cada
semana, y C(x) ddlares es el costo total de la produc-
cién semanal, entonces C(x) = 2x2 + 80x + 6 000.
Determine cuédntos escritorios deben producirse semanal-
mente para que el fabricante obtenga la médxima ganancia
total semanal. ;Cuél es la mdxima ganancia total sema-
nal? Considere la sugerencia del ejercicio 17.

El término en condiciones de monopolio, significa que
existe un dnico productor de cierto articulo, para el cual el
precio y, en consecuencia, la demanda pueden ser con-
trolados regulando la cantidad de articulos producidos. Su-
ponga que en condiciones de monopolio, x unidades de
un articulo son demandadas diariamente cuando el precio
por unidad es de p délares y x = 140 — p. Si el nimero
de ddlares del costo total por producir x unidades estd
dado por C(x) = x% + 20x + 300, determine la méxi-
ma ganancia total diaria.

Determine la distancia minima desde el punto P(2, 0) a un
punto de la curva y? - x2 = 1, y encuentre el punto de
la curva més cercano a P.

Obtenga la distancia mfnima desde el origen a la rec-
ta 3x + y = 6, y encuentre el punto P de la recta mis
cercano al origen. Después demuestre que el origen est4 en
la recta perpendicular a la recta dada que pasa por P.

Determine la distancia minima desde el punto A(2, l) a
un punto de la parébolay = x2y encuentre el punto B de
la pardbola mas cercano a A. Después demuestre que A
estd en la recta normal de la pardbola en B.

Una ventana tipo Norman consiste de un rectdngulo coro-
nado por un semicirculo. Si el perimetro de una ventana
Norman es de 32 pie, determine cuanto debe medir el ra-
dio del semicirculo y la altura del rectdngulo de modo que
la ventana admita la mayor cantidad de luz.

Resuelva el ejercicio 23 considerando ahora que en la ven-
tana el semicirculo transmite sélo la mitad de luz que el
rectangulo por pie cuadrado de édrea.

Una viga de acero de 27 pie de longitud se transporta por
un pasillo de 8 pie de ancho hasta un corredor perpen-
dicular al pasillo. ;Cual debe ser el ancho del corredor
para que la viga pueda doblar la esquina? No considere la
anchura horizontal de la viga.

26.

27.

28.

29.

Si dos pasillos perpendiculares entre si miden 10 pie
y 15 pie, respectivamente, ;cudl es la longitud de la viga
de acero mis larga que pueda transportarse horizontalmen-
te de modo que pueda doblar la esquina? No considere la
anchura horizontal de la viga.

Un embudo de volumen especifico tiene la forma de un
cono circular recto. Determine la razén de la altura al radio
de la base de modo que se emplee la minima cantidad de
material en su construccion.

Un cono circular recto se inscribe en una esfera de radio
dado. Calcule la razén de la altura al radio de la base del
cono de volumen méximo que pueda inscribirse en la esfera.

Un cono circular recto se circunscribe a una esfera de
radio dado. Obtenga la raz6n de la altura al radio de la base
del cono de volumen minimo que pueda circunscribirse a
la esfera.
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30. Demuestre por el método de esta seccién que la distancia formado por estos lados que proporcione al bebedero su
minima desde el punto P,(x;, y;) a la recta / que tiene la méxima capacidad.
ecuacibn Ax + By + C = Oes

|A;c1 + By, + C|
JA? + B2
Sugerencia: si s es el ndimero de unidades desde P a un

punto P(x, y) de I, entonces s serd un minimo absoluto
cuando s sea un minimo absoluto.

31. La seccién transversal de un bebedero tiene la forma de
un tridngulo isésceles invertido. Si las longitudes de los
lados iguales son 15 pulg, determine €l tamafio del 4ngulo

*
3.10 APROXIMACIONES MEDIANTE EL METODO DE NEWTON,
DE LA RECTA TANGENTE Y DE DIFERENCIALES

Antes del advenimiento de las calculadoras y de las computadoras, las raices
de una ecuacién de la forma f(x) = O o, equivalentemente, los ceros de la
funcién f, fueron aproximados por medio de técnicas numéricas que implican
la derivada. Aunque tales aproximaciones son ahora ficilmente realizadas
por la graficadora mediante los procedimientos solve o zoom-in, se dedicard
esta seccién a la discusién de tres técnicas numéricas. La primera de estas
técnicas, conocida como el método de Newton e ideada por Sir Isaac Newton
en el siglo XVII, es caracteristico en los procesos numéricos empleados por
las calculadoras.

Se inicia el estudio del método de Newton considerando una interpre-
y = flx) tacién geométrica de los conceptos involucrados. Refi€rase a la figura 1, la
cual muestra la grifica de la ecuacion y = f(x). El mimero r es una intercep-
cion x de la gréfica. Para obtener una aproximacién de r, primero se elige un
T nmimero xi, eleccién que debe ser razonablemente cercana a r. Después se
considera la recta tangente a la grifica de f en el punto (x;, f(x;)). La recta
tangente, denotada por T, se presenta en la figura 1, y la intercepcién x de T
es x,. El nimero x, sirve ahora como una segunda aproximacién de r. Luego,
se repite el proceso con la recta tangente T, en el punto (x,, f(x;)). La inter-
cepcién x de T, es x3. Este proceso se continia hasta obtener el grado de
aproximacion requerido. En esta grifica, parece que los niimeros x, x;, x3,
etcétera, estdn cada vez mds cercanos al nimero r. Esta situacién ocurre

para muchas funciones.

A fin de obtener las aproximaciones sucesivas x;, X3, ... de la primera
aproximacién x; se utilizan las ecuaciones de las rectas tangentes. La recta
tangente T en el punto (xy, f(x;)) tiene una pendiente de f'(x;). Por lo que una
ecuacion de Ty es

(%3 flxp))

FIGURA 1

y = flx) = f)x = x)

La intercepcién x de T} es x,, y se determina x, considerando x = x; y
y = 0en la ecuacién anterior. Asi,

0 - flx) = flxlxz - xp) -

f(x1)

) si fi(x)) # 0

Xy = X —
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Con este valor de x,, una ecuacién de T; es

y = fix) = fld(x — x2)

Después se considera en esta ecuacién x = x3yy = 0, de donde se obtiene

0 ~ flxp) = fllxpx3 — xp)

_ . f(x»)
BERT 0o

Si se continda de esta manera se obtiene la férmula general para la aproxi-
macién x,,,; en términos de la aproximacién anterior x,;:

si flxg) # 0

i s ?{'% Sif(%,) # 0 @

flx) =0
(xg, fx2))

Por supuesto, la férmula (1) se puede adaptar facilmente para utilizarse en una
computadora o en una calculadora programable.

A partir de la férmula (1) se puede obtener la (n + 1)-ésima aproxi-
macién a partir de la n-ésima aproximacién, considerando f'(x,) # O.
Cuando f'(x,,) = 0, la recta tangente es horizontal, y en tal caso, a menos que
la recta tangente sea el eje x mismo, no se tendrd intercepcioén x. La figura 2
muestra este hecho cuando f(x;) = 0. De modo que el método de Newton
no es aplicable si f'(x,) = O para alguna x,. También debe tener en mente
que el valor de x,,; obtenido a partir de (1) no necesariamente es una mejor
aproximacién de r que x,,. Si, por ejemplo, x; no estd razonablemente cerca
de r, entonces [ fi(xy) | puede ser pequefio de modo que la recta tangente T
es aproximadamente horizontal. Entonces x;, la intercepcién x de T, puede
x estar més alejada de r que x;. Vea la figura 3 en la que esta situacién ocurre.

En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra cémo el método de Newton
se aplica a una ecuacién para la cual se conoce la respuesta.

FIGURA 3

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Utilice el método de Newton

para obtener la raiz positiva de la ecuacién x2 = 9 comenzando con una pri-
mera aproximacién de 4. Se escribe la ecuacién como x2 — 9 = 0 y se
consideran

f=x2-9 y fo=2x

De (1) se obtiene

Xnet = Xn = ]{,((in;
n
2
-9
Xppl = Xy = ""T @
n

Ahora se aplica (2) con valores de n y valores correspondientes de x, para

obtener x,, , ; en una calculadora. Se inicia con x; = 4.
R Tt ey X229
2 = X 2 X3 =X 25
- 2 _
-4 16 - 9 - 3125 — (3.125) 9

8 2(3.125)
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= 3.125 = 3.0025
_ _ X32 -9 _ _ X42 -9

=1 ZX3 5 =X 2X4
_ _(3.0025)2 - 9 — 3.0000— (3.0000)> - 9
= 30025 2(3.0025) =3 2(3.0000)
= 3.0000 = 3.0000

Ciertamente, todas las aproximaciones sucesivas serdn 3.0000. De modo que
la raiz positiva de la ecuacién x2 — 9 = 0 es 3.0000 con cuatro cifras
decimales. 4

Observe que cuando x,, es una solucién de f(x) = 0,f(x,) = 0. Asi, de (1),

- _ f(x)
Xpi| = Xp (x,)
=x,-0

:xn

En consecuencia, todas las aproximaciones sucesivas serdn iguales a x,,. Note
que esta situacién se presenta en el ejemplo ilustrativo 1, donde todas las
aproximaciones despues de x4, incluyéndola, tienen el mismo valor conside-
rando cuatro cifras decimales.

También observe en (1) que x,,; = x, implica que f(x,) = 0. Por
tanto, se puede concluir que cuando dos aproximaciones sucesivas son igua-
les, se tiene una aproximacién para un cero de f.

x Sin embargo, es posible que para ciertas funciones, si la elecci6n inicial
de x; no esté cerca del cero deseado, se pueden obtener aproximaciones para
un cero diferente. Vea la figura 4, que muestra la gréifica de una funcién para la
cual esta situacién puede ocurrir. Observe que la eleccién de x; indicada pré6-
xima al cero deseado r proporciona aproximaciones sucesivas X, X3,
X4, - . . préximas a otro cero s. De este modo, cuando se aplica el método de
Newton debe hacer un bosquejo de la grifica de la funcién a fin de obtener la
aproximacién inicial. Consulte la grifica conforme proceda para asegurarse
de que se estd aproximando al cero deseado.

En resumen, cuando utilice el método de Newton para resolver una
ecuacién de la forma f(x) = 0, efectie lo siguiente:

1. Haga una buena suposicién para la primera aproximacién x.
Una gréfica de f le ayudard a obtener una eleccién razonable.

2. Obtenga una segunda aproximacién x, con el valor de x; en la
férmula (1). Después utilice x> en (1) para conseguir una terce-
ra aproximacion x3, y asf sucesivamente, hasta que x,,; = x, para
el grado requerido de aproximacién.

} EJEMPLO 1 Utilice el método de Newton para determinar la
raiz real de la ecuacién

B2-2x-2=0

con cuatro cifras decimales.
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fy=x-2x-2

FIGURA 5

y=senx y y=

FIGURA 6

Tabla 2
3senx, — x,
n Xn I esTETE— Xa+1
3cosx, -1
1 2.0000 -0.3237 2.3237
2 2.3237 0.0441 2.2796
3 2.2796 0.0007 2.2789
4 2.2789 0.0000 2.2789

Solucién  Sea f(x) = ©* - 2x - 2; de modo que f(x) = 3x% - 2. En-
tonces de (1) se tiene
_ X, - 2x, - 2

Xn+l = Xp 3xn2 S 3)
La gréfica de f se muestra en.la figura 5. Como la grifica de f intersecta al
eje x en un Unico punto, existe una raiz real de la ecuacién dada. Debido a
que f(1) = -3 y f(2) = 2, esta rafz se encuentra entre 1 y 2. Una eleccién
adecuada para la primera aproximaci6n es x; = 1.5. La tabla 1 presenta los
resultados obtenidos en una calculadora para las aproximaciones sucesivas
calculadas a partir de (3) con esta x;. Se desea la raiz con una aproximacién
de cuatro cifras decimales; por lo que se emplean cinco cifras decimales en
los célculos. Como x5 y xg son iguales (con cinco cifras decimales), se re-
dondea el mimero a cuatro cifras decimales para obtener 1.7693 como la raiz
requerida.

Tabla 1
3
x” -2x -2

1 1.50000 -0.34211 1.84211

2 1.84211 0.06928 1.77283

3 1.77283 0.00353 1.76930

4 1.76930 0.00001 1.76929

5 1.76929 0.00000 1.76929 . <

P EJEMPLO 2  Utilice el método de Newton para determinar
con tres cifras decimales la coordenada x del punto de interseccién en el pri-
mer cuadrante de larecta y = %x ylacurvay = senx.

Solucién La figura 6 muestra la recta y la curva se desea determinar el
valor positivo de x para el cual

senx = ix

3senx —x =0

il

Sean
f(x) = 3senx - x y f(x) =3cosx -1

De la férmula (1),

X,)
xIH-l = xn - ffv((xn)
n
3senx, — x
Xnel = Xp — T @)

3cos x, -1

De la figura 6, parece que una eleccién razonable de x; es 2. Se utiliza una
calculadora para obtener las aproximaciones sucesivas a partir de la férmula
(4); estas se muestran en la tabla 2. Lo§ resultados se expresan con cuatro
cifras decimales. Observe que, con cuatro cifras decimales, x, y x5 son iguales
a 2.2789. Por lo que para tres cifras decimales el valor positivo de x, para el
cual senx = 1x,es2.279. <



3.10 APROXIMACIONES MEDIANTE EL METODO DE NEWTON, ... 279

[0, 9.4} por [0, 6.2]

f(x)=x2—5x+8

FIGURA 7

[1.825, 4.175] por [1.225, 2.775]
S(x) =x'-5:+8

FIGURA 8

[2.706, 3.294] por [1.806, 2.194]
f(x)=x2—5x+8

FIGURA 9

y = f)

o SN Py

)= x0)

FIGURA 10

Los teoremas que establecen las condiciones para las cuales es aplicable
el método de Newton, asi como los teoremas relacionados a su aproximacién,
pueden encontrarse en textos de andlisis numérico.

Una de las maneras simples en que tos valores de funcién pueden apro-
ximarse se denomina aproximacion lineal, la cual utiliza la recta tangente a la
gréfica de una funcién diferenciable. Se inicia la discusién sobre aproxima-
cién lineal con un ejemplo ilustrativo que muestra la idea bésica.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2
fica de

La figura 7 muestra la gra-

f(x)=x2—5x+8

y la recta tangente en el punto (3, 2) trazadas en el rectdngulo de inspeccién
de [0, 9.4] por [0, 6.2]. Si se aplica el procedimiento zoom in de la graficadora
en el punto (3, 2) y se traza la recta tangente, se obtiene la figura 8 la cual
presenta el rectiangulo de inspeccion de [1.825, 4.175] por [1.225, 2.775].
Si se aplica otra vez zoom in y se traza la recta tangente, se obtiene la figura 9
la cual muestra el rectingulo de inspeccién de [2.706, 3.294] por
[1.806, 2.194]. Observe c6mo la recta tangente se aproxima a la grafica de la
funcién cerca del punto de tangencia. De este modo, si x estd en un pequeiio
intervalo abierto que contenga a 3, la coordenada y correspondiente de la
grifica de la funcién puede ser aproximada por la coordenada y de la recta
tangente. 4

Se utiliza el concepto del ejemplo ilustrativo anterior para una funcién
general f diferenciable en un nimero x,. Una ecuacién de la recta tangente a
la gréfica de fen el punto (xg, f(xg)) es

y - fixp)
y

fxo)x — xp)
flxg) + fixo)x — xp)

Refiérase a la figura 10 donde P es el punto (xg, f(xg)), Q es el punto (x, f(x))
y R es el punto (x, f(xg) + f'(xp)(x — xg)). Observe que para un nimero x
suficientemente cercano a x, €l punto Q de la gréfica de f estd cerca del punto
R de la recta tangente. En consecuencia, si x estd cerca de xg, f(x) puede ser
aproximado por f(xg) + f'(xg)(x — xp); esto es,

J@) = flxg) + f'(xo)x = xo)

Esta aproximacién se denoniina aproximacién mediante la recta tangente,
o concisamente aproximacion lineal, de f(x) en x;.

P EJEMPLO3 se
f(x) = cos?x - x + 1 )

(a) Obtenga la aproximacion lineal de f(x) en 0. (b) Apoye la res-puesta del
inciso (a) grificamente. (c¢) Compare el valor de f(x) calculado mediante la
aproximacién lineal del inciso (a) con el valor de la funcién obtenido a partir
de (5) cuando x es igual a-0.2,-0.1,-0.01,0,0.01,0.1 y 0.2.
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(-3, 3] por [0, 4]
fx) = coszx -x+ 1

FIGURA 11

Solucién
(a) Se calcula f'(x):

fi(x) = ~2senxcosx — 1
La aproximacién lineal de f(x) en O es
f&®) = f(0) + f(O)x - 0)
Como f(0) = 2y f(0) = -1, setiene

Jx) =2 -x

(6)

(b) La figura 11 muestra la grifica de f y la recta tangente en (0, 2) trazadas
en el rectdngulo de inspeccion de {-3, 3] por [0, 4], la cual apoya la res-

puesta del inciso (a).

(c) La tabla 3 compara los valores de f(x) calculados con (6) y aquellos
calculados con (5). Observe que cuanto més cerca se encuentra x de

cero, la aproximacion resulta mds exacta.

Tabla 3

x -02  -01  -001 0 001 0.2

f) =2-x 2.2 2.1 2.01 2199 1.8

f(x) = cos’x —x + 1 2.16 2.09 20099 2 19899 1.76
|

Ahora se tratard el concepto de diferencial, €l cual también permite
aproximar cambios en valores de funcién de puntos cercanos a puntos donde
la funcién es diferenciable. Verd que una aproximacién mediante diferen-
ciales estd relacionada a una aproximacién lineal. Aunque la aplicacién de
diferenciales a la aproximacién de valores de funcién no es muy importante
en estd época de adelantos tecnologicos, éstas son importantes como un arti-
ficio notacional conveniente para el cilculo de antiderivadas, como verd en

el capitulo siguiente.

Suponga que la funcién f esta definida por la ecuacién

y = flx)

En puntos donde f es diferenciable

ey = im AY
f& = A!ru—l»lo Ax

donde

Ay = f(x + Ax) - f(x)

De (7) se deduce que para cualquier € > 0 existe una § > 0 tal que

si 0 < |Ax| < & entonces % - fi(x)

& si 0 <|Ax| < & entonces

< €

Q)]
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fGxe+ Ax) (x+ Ax, flx + Ax))Q

y = f®)

T
Ay Cray
(3 Z i
f) S——
; Ax H
0 e
x Ax X+ Ax
FIGURA 12
y

flx+Ax)

(x+ Ax, f(x + Ax))Q

FIGURA 13

y = f(x)

X

Esto significa que |Ay - f'(x) Ax| es pequefio comparado con |Ax|. Es
decir, para ]Ax| suficientemente pequefio, f'(x) Ax es una buena aproxima-
cion del valor de Ay, y se escribe

Ay = f'(x) Ax ®)

si | Ax| es suficientemente pequefio.

Para una interpretacion gréfica del enunciado (8), refiérase a la figura 12.
En esta figura, una ecuacién de la curva es y = f(x). La recta PT es tangente
a la curva en P(x, f(x)), Q es el punto (x + Ax, f(x + Ax))y la distancia di-
rigida MQ es Ay = f(x + Ax) — f(x). En la figura, Ax y Ay son positivos;
sin embargo, ellos pueden ser negativos. Para un valor pequefio de Ax, la
pendiente de la recta secante PQ y la pendiente de la recta tangente en P
son aproximadamente iguales; esto es

Ay
*A—x = f(x)
Ay = f'(x) Ax

lo cual es el enunciado (8).
El miembro derecho del enunciado (8) se define como la diferen-
cial de y.

3.10.1 Definicion de diferencial de la variable de-

pendiente

Si‘la funcién f estd definida por la ecuacién y = f(x), entonces la
diferencial de y, denotada por dy, estd dada por

dy = f'x)Ax ®

donde x est4 en el dominio de /"y Ax es un incremento arbitrario de x.

Ahora consulte la figura 13, la cual es la misma que la figura 12 excepto
que se muestra el segmento de recta vertical MR, donde la distancia dirigida
MR es igual a dy. Observe que dy representa la variacién de y a lo largo de la
recta tangente a la grifica de la ecuacién y = f(x) en el punto P(x, f(x)), cuan-
do x varia en Ax.

Este concepto de diferencial incluye un tipo especial de funciones de
dos variables y en el capftulo 12 se presenta un estudio detallado de tales
funciones. El simbolo df puede emplearse para representar esta funcién. La
variable x puede ser cualquier nimero del dominio de f’, y Ax puede ser cual-
quier nimero. Afirmar que df es una funcién de las dos variables indepen-
dientes x y Ax, significa que a cada par ordenado (x, Ax) del dominio de df
le corresponde uno y sélo un nimero del contradominio de df, y este mimero
puede representarse por df(x, Ax) de modo que

df(x, Ax) = f'(x) Ax
Al comparar esta ecuacién con (9) se aprecia que cuando y = f(x), dy y
df(x, Ax) son dos notaciones diferentes para f'(x) Ax. El simbolo dy se uti-
lizar4 en las discusiones posteriores.
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  siy = 3x2 - x, entonces
fx) = 3x2 - x, de modo que f'(x) = 6x — 1. De la definicién 3.10.1, se
tiene

dy = (6x - 1) Ax
En particular, si x = 2, entonces dy = 11 Ax. 4
Cuando y = f(x), la definicién. 3.10.1 proporciona dy, la diferencial de
la variable dependiente. Ahora se desea definir la diferencial de la variable
independiente, o dx. Para llegar a una definicién adecuada y consistente con

la definicién de dy, se considera la funcién identidad definida por f(x) = x.
Para esta funcién, f'(x) = lyy = x; asi,de (9),dy = 1 - Ax; es decir,

si y =x entonces dy = Ax (10)
Para la funcién identidad se desea que dx sea igual a dy; es decir, debido al

enunciado (10) se quiere que dx sea igual a Ax. Este razonamiento conduce a
la siguiente definicién.

3.10.2 Definicion de diferencial de la variable inde-

pendiente

Si Ia funci6én f estd definida por la ecuaciébn y = f(x), entonces
_ ladiferencial de x, denotada por dx, estd dada por ;

“dx = Ax
donde x es un ndmero del dominio de f’ y Ax es un incremento arbi-

trario de x.

De las definiciones 3.10.1 y 3.10.2,

_dy = fi(x)dx an

Al dividir ambos miembros de esta ecuacién entre dx, se obtiene

% =f(x) sidez0

Esta ecuacién expresa la derivada como un cociente de dos diferenciales. Re-
cuerde que cuando se introdujo la notacién % en la secci6n 2.1, se remarcé
que dy y dx no se les habfa dado un significado independiente en ese
momento.

> EJEMPLO 4 Dada y = 4x? - 3x + 1, encuentre Ay, dy y
Ay — dy para (a) cualesquiera x y Ax; (b) x = 2, Ax = 0.1; (¢) x = 2,
Ax = 0.01;(d) x = 2,Ax = 0.001.

Solucién -

(@) Comoy = 4x% — 3x + |,sea
f&x) = 4x2 - 3x + 1
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Entqnces
Ay = f(x + Ax) — f(x)
4 + AX2 = 3(x + Ax) + 1 — (4x2 - 3x + 1)
4x2 4+ 8xAx + 4(Ax)2 - 3x - 3Ax + | — 4x? + 3x - 1
(8x — 3)Ax + 4(Ax)?

De (11),
dy = fi(x)dx
= (8x — 3)dx
= (8x - 3) Ax
Asi,

Ay - dy = 4(Ax)?

Los resultados para los incisos (b), (c) y (d) se dan en la tabla 4.

Tabla 4
x Ax Ay dy Ay — dy
(b) 2 01 1.34 13 0.04
© 2 001 0.1304 0.13 0.0004
It} 2 0001 0.013004 0.013 0.000004 <

Observe de la tabla 4 que cuanto més cerca se encuentre Ax de cero, la
diferencia entre Ay y dy serd menor. Ademds, note que para cada valor de Ax,
el valor correspondiente de Ay — dy es menor que el de Ax. De modo mds
general, dy es una aproximacién de Ay cuando Ax es pequeiio, y la aproxi-
macién es mas exacta que el valor dé Ax.

Para un valor fijo de x, por decir x,

dy = f(xg) dx
esto es, dy es una funcién lineal de dx; en consecuencia, dy es usualmente
mas fécil de calcular que Ay, como se vio en el ejemplo 4. Puesto que

flxg + Ax) — flxg) = Ay
entonces

flxg + Ax) = flxg) + Ay
Asi

flxg + Ax) = flxg) + dy

En la figura 14 se ilustra este resultado, donde la ecuacién de la curva es
y = f(x). La recta PT es tangente a la curva en el punto P(xg, f(xg)); Axy dx
son iguales y estdn representados por la distancia dirigida PM, donde M es

y

y = flx)

flxy + Ax)

Ay - dy ;
Ay{flxg) +dy (@SS i

(xy + Ax, flxg + Ax))Q

FIGURA 14
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" FIGURA 15

FIGURA 16

el punto (xg + Ax, f(xp)). Sean Q el punto (xy + Ax, f(xg + Ax)) y Ay
la distancia dirigida MQ. La pendiente de PT es f'(x) = dy/dx. También, la
pendiente de PT es MR/PM, y como PM = dx, se tiene que dy = MR y
RO = Ay — dy. Observe que cuanto mis pequefio es el valor de dx (es
decir, cuanto mds cerca esté€ el punto Q del punto P), menor serd el valor de
y — dy (es decir, menor serd la longitud del segmento de recta RQ).

Una ecuacion de la recta PT es

y = flxg) + f'xp)x — xq)

y la ordenada de R es f(xp) + dy. Observe que cuando f(xy + Ax) se apro-
xima mediante f(xg) + dy, se estd aproximando la ordenada del punto Q de
la curva mediante la ordenada del punto R de la recta tangente. De modo
que, utlizar diferenciales para estimar valores de funcién es esencialmente el
mismo proceso que la aproximacién lineal; s6lo la notacion es diferente.

’ EJEMPLO 5 Utilice diferenciales para aproximar el volumen
de un cascardn esférico cuyo radio interno mide 4 pulg y cuyo espesor es de

1‘_6 pulg.

Solucién  Se considera el volumen de un cascarén esférico como un
incremento del volumen de una esfera. Consulte la figura 15. Sean r pulgadas
el radio de la esfera, V pulgadas cibicas el volumen de la esfera y AV pul-
gadas cubicas el volumen del cascardn esférico. Entonces

V=i y dv=anridr
Si se sustituye r por 4 y dr por % en la dltima ecuacidn, se tiene

dav

2
47 (4) _1‘6
= 4rx

Por tanto, AV =~ 47,

Conclusién: El volumen aproximado del cascarén esférico es de
47 pulg?

} EJEMPLO 6 Un contenedor cerrado de forma ciibica y cuyo
volumen es de 1000 pulg3, se construye utilizando seis cuadrados iguales de
material que cuesta 20 centavos por pulgada cuadrada. Aproximadamente,
(cuédnto debe medir el lado de cada cuadrado-de modo que el costo total del
material tenga una variacién dentro de un margen de $3.00?

Solucidn La figura 16 muestra el cubo donde x pulgadas es la longitud
de los lados de los cuadrados y, en consecuencia, la longitud de las aristas del
cubo. Sean C dolares el costo total del material. Como el drea total de los seis
cuadrados es 6x2 pulgadas cuadradas, y el costo del material es de $0.20 por
pulgada cuadrada, entonces

C = 0.20(6x%)
C = 12x2 12)

Para que el volumen de un cubo sea de 1000 pulg?, x3 = 1000, debe tenerse
que x = 10. Cuando x = 10, se obtiene de (12), C = 120. Asi, el costo del
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material serd exactamente $120 si las longitudes de los lados de los cuadra-
dos miden 10 pulg. Como el costo del material es correcto cuando esté den-
tro de un margen de $3.00, se desea determinar |Ax| tal que |AC| < 3. Se
utilizard la diferencial dC para aproximar AC. De (12), se tiene

dC = 2.4xdx

AC = 2.4xAx
Conx = 10,

|aC| = 24| Ax|

Como se desea que |AC ] < 3, se determinaré cuando 24 | Ax| <3

|ax |
| Ax]
| ax|

N IA A
Ozl“‘J

Conclusiéon: Las medidas de los lados de los cuadrados deben estar den-
tro de un margen de 0.125 pulg a fin de que el costo total del material esté
dentro de un margen de $3.00. 4

En la seccién 2.4 se demostraron los teoremas para calcular derivadas
de funciones algebraicas. Ahora se enunciardn estos teoremas con la nota-
cién de Liebniz, y junto con la derivada se presentard la férmula para la
diferencial. En estas férmulas, 4 y v son funciones de x, y se sobreentiende

que las férmulas se cumplen considerando que -‘i—'; y % existen. Cuando
aparezca c, considérela como constante.
d(c) i
I i d(c) _
n
o 4G7) _ et W de™) = ) d
dx
d(cu) du ;
I =c== I = cdi
" c o d(cu) = cdu
du+7v) _ du dv ) o
v = T IV dlu + v) = du + dv
v d(;:) = u% + v% v’ ci’(uv) = udv + vdu
d E) ity W,
Pt o - dt A B
Vi i =3 vI' 4 ( v) = 2
n
v %l = = 2 VII' d@uy = nu™" du

La operacién de diferenciacién se extiende de modo que incluya los
procesos para calcular la diferencial asi como la derivada. Siy = f(x), dy
puede obtenerse al aplicar las férmulas I'-VII' o calculando f'(x) y multipli-
candola por dx.
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EJERCICIOS 3.10

En los ejercicios 1 a 4, utilice el método de Newton para deter-
minar la raiz real de la ecuacion con cuatro cifras decimales.

Lx-a?-2=0 2. 663+ 9%+ 1 =0
3, x5-x+1=0 4. ¥ +x-1=0

En los ejercicios 5 a 10, emplee el método de Newton para
calcular, con aproximacion de milésimos, el valor aproximado
de la raiz indicada.

. x3 — 4x - 8 = 0;laraiz positiva
. x> - 2x + 7 = 0;laraiz negativa

5
6.
7. x* = 10x + 5 = 0;la menor raiz positiva
8 x*-10x+5= 0; la mayor raiz positiva
9.

. 2x* - 2x3 + x% 4+ 3x - 4 = 0; la raiz negativa
10. x* + x3 - 3x2 - x - 4 = 0;laraiz positiva

En los ejercicios 11 a 14, use el método de Newton para obte-
ner el valor del radical con cinco cifras decimales

11. /3 resolviendo la ecuaciéon x2 -~ 3 = 0
12. /10 resolviendo la ecuacién x> — 10 = 0
13. 3/6 resolviendo la ecuacién x> — 6 = 0
14. %7 resolviendo la ecuacién x> - 7 = 0

" En los ejercicios 15 a 18, aplique el método de Newton para
determinar con cuatro cifras decimales la coordenada x del
punto de interseccién del primer cuadrante de las grdficas de
las dos ecuaciones.

15. y =Xy =Cosx 16. y =

18. y = x4y = cosx

%x;y = senx
17. y = xz;y = senx

En los ejercicios 19 a 24, haga lo siguiente para la funcion f:
(a) obtenga la aproximacion lineal de f(x) en x = 1; (b) apoye
la respuesta del inciso (a) grdficamente; (c) compare los va-
lores de f(x) calculados a partir de la aproximacion lineal en el
inciso (a) con los valores de funcion obtenidos a partir de las
ecuaciones dadas cuando x es igual a 0.9,0.99, 1,1.01 y 1.1.

19. f(x) = x? 20. f(x) = x°
21 f(x) = 24x

23. f(x) = cosx 24, f(x) = senx

En los ejercicios 25 a 28, (a) determine dy y Ay para los va-
lores de x y Ax. (b) Dibuje la grdfica y los segmentos de recta
indicados cuyas longitudes son dy y Ay.

25. y = x4x = 2yAx = 05

26. y = x*x =2yAx = 0.5

27. y= 3x;x = 8yAx =1

28, y = Jx;x=4yAx =1

En los ejercicios 29 a 34, calcule (a) Ay; (b) dy; (c) Ay — dy.
29. y = x? - 3xx = 2;Ax = 0.03

30. y = x2-3xx=-1:Ax = 0.02

3. y =

2. f) = xlz

L;x = -2;Ax = -0.1
x

1

3,y = —;‘.x = 3;Ax = -02

3. y=x+1;x= I;,Ax = -05
3. y=x34 Ix = -;Ax = 0.1

En los ejercicios 35 a 42, calcule dy.

I/ oy= G-+ 1P 36 y= %
X + 2
37. y=2J2x + 3 38, y = 44~ x?
2 + cos x
39, = L—=
Y 2 - sen x
40. y = x?sen 1 - Xcos 1
X X
41, y = tan® xsec’x 42. y = cot2xcsc2x

43. La medida de la arista de un cubo mide 15 cm con un error
posible de 0.01 cm. Emplee diferenciales para determinar
el error aproximado al calcular a partir de esta medida:
(a) el volumen; (b) el 4rea de una de las caras.

44. Una caja metdlica en forma de cubo tiene un volumen
interior de 1000 cm>. Las seis caras serdn de metal de 1 cm
de espesor. Si el costo del metal que se empleard es de
$0.20 por centimetro ciibico, utilice diferenciales para de-
terminar el costo aproximado del metal utilizado en la
construccién de la caja.

45. Un tanque cilindrico abierto tendrd un revestimiento de
2 cm de espesor. Si el radio interior es de 6 m y la altura
es de 10 m, obtenga mediante diferenciales la cantidad
aproximada de material de revestimiento que se empleara.

46. El tallo de un hongo es de forma cilindrica, y un tallo de
2 cm de altura y r centimetros de radio tiene un volumen
de V centimetros ciibicos, donde V = 27r2. Use dife-
renciales para calcular el incremento aproximado del volu-
men del tallo cuando el radio aumenta de 0.4 cm a 0.5 cm.

47. Una quemadura de forma circular en la piel de una perso-
na es tal que si r céntimetros es la longitud del radio y A
centimetros cuadrados es el drea de la quemadura, en-
tonces A = zr2, Utilice diferenciales para determinar la
disminucién aproximada del drea de la quemadura cuando

el radio disminuye de 1 cm a 0.8 cm.

48. Cierta bacteria de forma esférica es tal que si r micras es
la longitud del radio y V micras ciibicas es su volumen,
entonces V = %n’r3. Emplee diferenciales para determi-
nar el intremento aproximado del volumen de la bacteria

cuando el radio aumenta de 2.2 pm a 2.3 pm.

49. Un tumor en el cuerpo de una persona tiene forma esférica
de modo que si r centimetros es la medida del radio y V
centimetros cibicos es el volumen del tumor, entonces
V= %nr3. Utilice diferenciales para determinar el in-
cremento aproximado del volumen del tumor cuando el
radio aumenta de 1.5 cma 1.6 cm.

" Si ¢ segundos es el tiempo para una oscilacién completa
de un péndulo simple de ! pies de longitud, entonces
4m?l = gt? donde g = 32.2. Un reloj que tiene un

50,
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péndulo de | pie se adelanta 5 minutos cada dfa, Determi-
ne la cantidad aproximada que debe alargarse el péndulo
para corregir la inexactitud.

51. La medida de la resistencia eléctrica de un alambre es
proporcional a la medida de su longitud e inversamen-
te proporcional al cuadrado de la medida de su didmetro.
Suponga que la resistencia de un alambre de longitud dada
se calcula a partir de la medicién del didmetro con un error
posible del 2%. Determine el error porcentual posible del
valor calculado de la resistencia.

52. Un contratista acuerda pintar los dos lados de 1000 se-
fales circulares, cada una de 3 m de radio. Al recibir las
sefiales, se descubri6 que éstas son 1 cm més grandes. Use
diferenciales para determinar el incremento porcentual
aproximado de pintura que se necesitard.

53. Si el error posible en la medicién del volumen de un gas
es de 0.1 pie’ y el error permitido en la presioén es de
0.001C 1b/pie?, determine el tamaio del recipiente mis
pequeiio para el cual se cumple la ley de Boyle (ejercicio
23 de la secci6n 2.10).

54. Parala ley adiabidtica de la expansion del aire (ejercicio 24
de la seccion 2.10), demuestre que
dp av

E =145

55. Demuestre que si la ley de Boyle se cumple, entonces

aP _ _dv

P v ‘
56. Un rollo de cinta flexible de L pies de longitud, fijada en

la parte superior de una tabla inclinada que forma un dngu-
lo 8 con la horizontal, se deja rodar por la tabla.

Vea la figura adjunta. Si T segundos es el tiempo para que
la cinta se desenrolle completamente, entonces

3L
T = Pedmad
32 csc @

Demuestre que

ar _ __d6
T 2 tan 6
A

o
™

~

57. Las ecuaciones de la forma tan x + ax = 0 surgen en
problemas de conduccién de calor. Las raices positivas de
la ecuacién en orden creciente son @;, &, 03, . . . . Si
a = 1, determine &, y &, con cuatro cifras decimales.

58. Siga las instrucciones del ejercicio 57 considerando
a = -2

En los ejercicios 59 y 60, obtenga una aproximacion para ©

con cinco cifras decimales utilizando el método de Newton

para resolver la ecuacion.

59. tanx = 0 60. cosx+ 1 =0

61. Explique cémo se utiliza el concepto de diferencial para
aproximar valores de funci6n.

REVISION DEL CAPITULO 3 R

» SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 3

1. Explique la diferencia entre extremo relativo y extremo
absoluto de una funcién.

2. Invente un ejemplo de una funcién f que tenga un extremo
relativo en el punto P(c, f(c)) y para la cual se cumplen las
condiciones siguientes:

(a) La recta tangente a la grafica de fen P es horizontal;
(b) Larectatangente ala grafica de fen Pes vertical;
(c) La gréfica de fno tiene recta tangente en P.

3. Enuncie el teorema del valor extremo.

4. Describa cémo determinaria los extremos absolutos de
una funcién que satisface las condiciones del teorema del
valor extremo.

5. Invente un ejemplo de una funcién que satisfaga las condi-
ciones del teorema del valor extremo y que tenga la pro-
piedad indicada:

(a) la funcién no tiene mimeros criticos;
(b) sélo un extremo absoluto ocurre en un nimero critico;

(c) los dos extremos absolutos ocurren en nimeros criticos;
(d) la funcién tiene exactamente dos niimeros ¢riticos pero
ningdn extremo absoluto ocurre en los nimeros criticos.

6. Invente un ejemplo de una funcién que satisfaga las con-
diciones del teorema del valor extremo y para la cual el
valor minimo absoluto ocurra en un mimero critico ¢ don-
de f'(c) no exista y
(a) la gréfica de f no tenga recta tangente en el punto

(c.fle):
(b) la gréfica de f tenga una recta tangente vertical en el
punto (c, f(c)).

7. ;Qué directrices deben seguirse cuando se definen las va-
riables empleadas para obtener una funcién como modelo
matemdtico de un problema verbal?

8. (Por qué deb establecerse el dominio de la funcién que
utiliza como :.10delo matemdtico para resolver un proble-
ma verbal?




288 CAPITULO 3 COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES Y DE SUS GRAFICAS, ...

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

A fin de aplicar el teorema del valor extremo para resolver
un problema verbal que implica un extremo absoluto, ;qué
condiciones debe satisfacer la funcién que se utiliza como
modelo matematico?

Bosqueje el procedimiento que utilizarfa para resolver
un problema verbal que implica un extremo absoluto en un
intervalo cerrado.

Enuncie y proporcione la interpretacion geométrica del
teorema de Rolle.

Enuncie y proporcione la interpretacién geométrica del
teorema del valor medio.

Explique por qué el teorema de Rolle es un caso especial
del teorema del valor medio.

Tanto en el teorema de Rolle como en el teorema del valor
medio se requiere que la funcién f sea continua en el in-
tervalo cerrado [a, b], pero diferenciable sélo en el inter-
valo abierto (a, b). Explique por qué los teoremas son
vélidos cuando f'(a), f'(b) 0 ambos no existen.

(Por qué es mds importante la existencia del nimero c,
garantizado por la conclusién del teorema del valor medio,
que el valor real del nimero c¢? En su respuesta enuncie
situaciones en las que sélo la existencia de ¢ importa y no
su valor.

Invente un ejemplo de una funcién que satisfaga las hip6-
tesis del teorema del valor medio pero para la cual no se
pueda determinar el valor exacto del nimero ¢ garantizado
por la conclusién.

Defina: la funcién f es creciente en un intervalo. ;Cémo
se determinaria analiticamente que f es creciente en el
intervalo cerrado [a, b]?

Defina: la funcién fes decreciente en un intervalo. ;C6mo
se determinaria analiticamente que f es decreciente en el
intervalo cerrado [a, bj?

Enuncie el criterio de la primera derivada para extremos
relativos.

(C6mo determinaria analiticamente los extremos relativos
de una funcién?

Invente un ejemplo de una funcién diferenciable que ten-
ga exactamente dos extremos relativos. Dibuje la gréfica
de la funcién.

Invente un ejemplo de-una funcién diferenciable y
no dineal queno:tenga extreemos relativos. Dibuje la grifica
de la funcién.

Invente un ejemplo de una funcién cestinua que sea dife-
renciable en todo punto excepto en el origen, que tenga un
valor minimo relativo en elorigen, y cuya gréfica no tenga
recta tangente en el origen. Dibuje la grifica de la funcién.

Invente un ejemplo de una funcidén continua que sea dife-
renciable en tedo punto excepto en el origen, que tenga un
valor minimo relativo en el origen, y cuya gréfica tenga
una recta tangente en el origen. Dibuje la grifica de la
funcién.

25.

26.

27

28.

29.

30.

31.

32.

33.

3s.

36.

37.

38.
39.

Invente un ejemplo de una funcién continua f que sea
diferenciable en todo punto excepto en el origen, y tal que
fno tenga un extremo relativo en el origen. Dibuje la gra-
fica de la funcién.

Defina: la gréfica de la funcidn f es cdncava hacia arriba
en el punto (c, f(c)). (Cémo determinaria analiticamente
que la grafica de una funcién es céncava hacia arriba en un
punto particular?

Defina: la gréfica de la funcidn f es cdncava hacia abajo
en el punto (c, f(c)). (Cémo determinarfa analiticamente
que la gréfica de una funcién es c6ncava hacia abajo en un
punto particular?

Defina: el punto (¢, f(c)) es un punto de inflexion de la gra-
fica de la funcién f. ;Cémo determinaria analiticamente
los puntos de inflexién de la grafica de una funcién?
Dibuje la gréfica de una funcién f para la cual la grifica
tenga un punto de inflexién en (¢, f(c)) donde f"((c) = O,
flie) = L,f"(x) > 0six < ¢,y f'(x) < Osix > c.
Dibuje la gréifica de una funcién f para la cual la grifica
tenga un punto de inflexién en (c, f(c)) donde f"(c) = O,
fc) = 0,f"(x) < 0six < ¢,y f"(x) > 0six > c.
Dibuje la grafica de una funcién f para la cual la grafica
tenga un punto de inflexién en (c, f(c)) donde f'(c) no
exista, f'(x) > Osix < ¢,y f'(x) < Osix > c.
Enuncie el criterio de la segunda derivada para extremos
relativos. )

(Cuando es mds facil aplicar el criterio de la segunda
derivada? ;Cudndo es mds facil aplicar el criterio de la
primera derivada? ;Pueden aplicarse siempre estos crite-
rios? Explique su respuesta.

. Invente un ejemplo y dibuje la gréfica de una funcién f

para la cual f(0), f'(0) y f"'(0) son iguales a 0, donde
(a) ftiene un valor minimo relativo en 0;

¢b) ftiene un valor maximo relativo en 0;

(¢) fno tiene extremo relativo en 0.

Defina precisamente, utilizando la notacién €-N, cada

uno de los siguientes limites: (a) lim f(x) = L;
X 400
(b) lim f(x) = L. Enuncie en palabras lo que cada una
X —co

de estas definiciones significa sin emplear la notacién
€-N ni las palabras limite, se aproxima a, infinito, crece
sin limite o decrece sin limite.

{Cémo se evalda el limite de una funcién racional cuando
x crece o decrece sin limite?

Invente un ejemplo de una funcién f que ilustre cada uno
de los siguientes limites: (a) lim f(x) = 1;

X +oo

() lim f(x) = 5;(c) lim f(x) = -2;
x—~oa X 4o

(d) lim f(x) = 0;(e) lLim f(x) = +o00;
X——oo X +oe

) lim f(x) = ~o0;
X +oa

:Defina: asintota horizontal de la grifica de una funcién.

It

({Cémo pueden determinarse las asintotas horizontales de
la gréfica de una funcién?

Invente un ejefnplo de una funcidn cuya grifica tenga la
recta x = 5 como una asintota vertical y la recta
y = —4 como una asintota horizontal.
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41. Silarectax = c esuna asintota vertical de la gréfica de la
derivada de la funcién f, ;cudles son las posibilidades del
comportamiento de la grifica de f en el punto (c, f(c))?
(Qué informacién adicional, obtenida a partir de la gréfica
de la derivada de f, garantizard un comportamiento espe-
cifico de la gréfica de fen (c, f(c))?

42. Si la grafica de la derivada de una funcién f revela que f
tiene un extremo relativo en c, ;cuéles son las posibilidades
del comportamiento de la grafica de f en el punto (c, f(c))?
(Qué informacién adicional, obtenida a partir de la gréfica
de la derivada de f, garantizard un comportamiento espe-
cifico de la gréfica de fen (c, f(¢))?

43. ;Qué es una asintota oblicua de la gréfica de una funcién?

44. ;Cuando la grdfica de una funcién racional tiene una
asintota oblicua y cémo se determina la ecuacién de
la asintota?

45. Elabore un resumen de los pasos que deben seguirse para
dibujar la gréfica de la funcién f definida por la ecuacién
y = fx).

46. Enuncie un teorema diferente del teorema del extremo ab-
soluto que garantice que un extremo relativo de una funcién
en un intervalo es un extremo absoluto de la funcién en el
intervalo. Cuando resuelve un problema que involucra ex-
tremos absolutos, jen qué condiciones emplearfa el teore-
ma enunciado en lugar del teorema del extremo absoluto?

» EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 3

En los ejercicios 1 a 10, (a) dibuje la grdfica de la funcién en el
intervalo indicado. (b) Encuentre los extremos absolutos de la
funcion en el intervalo, si existe alguno, y determine los valores
de x para los cuales ocurren los extremos absolutos.

1. f(x) = V5 + x;[-5, +00)
2. ) = V4 -x2;(=2,2)
3 f) = |9 - 222,41
4. fix) = |9 - x*|;1-1,5]
50 = —25:00.4]
6. f) = 32—il1,3]

7. fx) = 2sen3x; [~ 4w 1]
8. f(x) = 4cos? 2x; [0, %n]

2x + 3

55 si2<x< l;[_2’2]

g’f(x)={ sil<sxs2
i3 =x<3 ;g

_ )9 -x?
10.f(x)—{ sid=sx<5

Sx - 15
En los ejercicios 11 a 14, (i) estime en la graficadora los extre-
mos absolutos de la funcion en el intervalo indicado. (ii} Con-
firme las respuestas analiticamente.

11. (a) f@) = x* - 12x2 + 36;[-2,3]
() f) = x* - 12x2 + 36;[-4,2]

47. (a) Invente un ejemplo de una funcién para la cual pueda
aplicarse el teorema enunciado en el ejercicio anterior para
determinar un extremo absoluto, de modo que no pueda
aplicarsele el teorema del valor extremo. (b) Invente un
ejemplo de una funcién para la cual se puede aplicar el
teorema del ejercicio anterior o el teorema del valor extre-
mo para determinar un extremo absoluto en un intervalo,

48. ;Co6mo se aplicaria el método de Newton para determinar
los ceros de una funcién? En su respuesta enuncie la fér-
mula para determinar x,; a partir de x,.

49. ;(C6émo se estiman los valores de funcién mediante la
aproximacién lineal? ;Qué condicién (o condiciones) debe
satisfacer la funcién f en el mimero x4 para estimar f(xg)
mediante aproximacién lineal?

50. Siy = f(x), defina las diferenciales dy y dx.

51. ;C6émo estin relacionados la diferencial dx y el incre-
mento Ax? ;Cémo estdn relacionados la diferencial dy y
el incremento Ay?

52. (Por qué la derivada de una funcién puede expresarse
como el cociente de dos diferenciales?

53. ;Para qué funcién son iguales las diferenciales de las va-
riables independiente y dependiente? Muestre esta igual-
dad geométricamente en una figura que contenga la gréfica
de la funci6n.

12. (a) f(x) = x5 - 922 + 5;[-1,2]

®) f&) = 2° - 9% + 5,[-2,1]
13. f(x) = senx + cosx; (-1, 1]
14. f(x) = 2cosx + x;[~1,3]
En los ejercicios 15 y 16, verifique que las tres condiciones de
la hipétesis del teorema de Rolle son satisfechas por la funcién
en el intervalo indicado. Después encuentre un valor adecua-
do para c que satisfaga la conclusion del teorema de Rolle.
Apoye grdficamente la eleccion de c trazando en el mismo
rectdngulo de inspeccion las grdficas de [y de la recta tangen-
te horizontal en (c, f(c)).
15. f(x) = x> - 2% - 4x + 4[-2, 1)
16. f(x) = 2 sen 3x; [0, 1 7]
En los ejercicios 17 a 20, verifique que la hipdtesis del teo-
rema del valor medio es satisfecha por la funcién en el intervalo
indicado [a, b]. Después encuentre un valor adecuado para ¢
que satisfaga la conclusion del teorema del valor medio. Apoye
la eleccion de c trazando en el mismo rectdngulo de inspec-
cion la grdfica de f en el intervalo cerrado [a, b), la recta tan-
gente en (c, f(¢)),"y la recta secante que pasa por los puntos
(a, f(@)) y (b, f(b)) y mostrando que las rectas tangente y se-
cante son paralelas.

17. fx) = 3 - x;[-6,-1]
18. f(0) = £5[-2,2] -

19. f(x) = 4cosx;[m 27
20. f(x) = 3sen %x; [0, 7]
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21. (a) Si fes una funcién polinomial y f(a), f(b), f'@) y
f'(b) son cero, utilice el teorema de Rolle para demos-
trar que existen al menos dos niimeros en el intervalo
abierto (a, b) que son raices de la ecuacién f"'(x) = O.

(b) Demuestre que la funcién definida por
fo = & -2y

satisface el inciso (a) si el intervalo (a, b) es (-2, 2).

22. Sifes la funcién definida por f(x) = |2x — 4| - 6, en-

tonces f(-1) = Oy f(5) = 0. Sin embargo, f'(x) nunca es

cero. Muestre por qué el teorema de Rolle no se aplica.
Para las funciones de los ejercicios 23 y 24, no existe ningin
niimero c en el intervalo abierto (a, b) que satisfaga la con-
clusion del teorema del valor medio. En cada ejercicio, deter-
mine qué condicion de la hipdtesis del teorema del valor
medio no se cumple. Dibuje la grdfica de fy la recta que pasa
por los puntos (a, f(a)) y (b, f(])).

4 - x2
6 - 3x
2. f(x) = 2(x - 2P0 = -6,b =3

En los ejercicios 25 a 32, (a) trace la grdfica; determine a par-
tir de la grdfica (b) los extremos relativos de f, (c) los valores
de x en los que ocurren los extremos relativos, (d) los intervalos
en los que f es creciente, y (e) los intervalos en los que f es de-
creciente. Confirme analfticamente la informacion obteni-
da grdficamente.

25, f(x) = x> + 3x2 - 4

2. fx) =x>+ %2 +x-5

27, f0) = (- 3P + 1

28 f) =(x+ 2 -3

29. f(x) = x - tanx;x € (-3 7, 1 7)

30. f(x) = sen2x — cos 2x; x € [—%ﬂ.‘, %ﬂ]

31 f(x) = (x + AP (x - 3)2

32, f(x) = x+/25 - x?

En los ejercicios 33 a 36, haga lo siguiente: (a) determine los
extremos relativos de f; (b) obtenga los valores de x en los que
ocurren los extremos relativos; (c) los intervalos en los que f es
creciente, (d) los intervalos en los que f es decreciente; (¢) halle
los puntos de inflexion de la grdfica de f; (f) determine en don-
de la grifica de f es concava hacia arriba; (g) determine en
ddnde la grdfica de f es concava hacia abajo. Dibuje la grdfi-
ca de la funcion a partir de las respuestas de los incisos (a)—(g).

33 f) = (x - H2(x + 2P
M f)=(x-1Px-3)

six <1,

va=0,b=3
sil<x

23, f(x) = {

3

35. f(x) = 1-x) Sfxsl
(x-13 sil<x
3 .

36 fo) = x> -3x six<2
6-x% si2<x

En los ejercicios 37 a 44, estime en la graficadora los puntos
de inflexién de la grdfica de la funcion dada y en dénde la

grdfica es concava hacia arriba y en donde lo es hacia abajo.
Confirme las estimaciones analfticamente.

37. La funcién del ejercicio 25
38. La funci6n del ejercicio 26
39. La funci6n del ejercicio 27
40. La funcién del ejercicio 28
41. La funcién del ejercicio 29
42. La funcién del ejercicio 30
43. La funcién del ejercicio 31
44. La funcién del ejercicio 32

En los ejercicios 45 y 46, dibuje una porcidn de la grdfica de
una funcion f que pase por el punto donde x = c y que satisfa-
ga las condiciones dadas. Suponga que f es continua en algiin
intervalo abierto que contiene a c.

45. (@) f'(x) > Osix < ¢;f(x) < Osix > c;
f'(x) < Osix < ¢;f"(x) < Osix > ¢;
®) f(x) < Osix < ¢;f(x) > Osix > c;
f'(x) < 0six < ¢;f"(x) < Osix > ¢
© f(x) > 0six < ¢;f(x) < Osix > ¢;
f'(x) < Osix < ¢;f"(x) > Osix > ¢;
@) f'(©) = 0,f(c) = 0;f(x) < O;8ix < ¢;
fix) < Osix > ¢;f"(x) > Osix < ¢
f(x) < 0six > ¢

46. (@) f'(c) = -2;f"(c) = 0;f"(x) < Osix < ¢;

f'x) > 0six > ¢

() f'(c) no existe; f'(x) > Osix < ¢;f"(x) > 0
six > ¢

€) f(x) <0six < ¢;f(x) > 0six > ¢
f(x) > 0six < ¢;f"(x) < Osix > ¢

d lim f(x) = 1; lim f'(x) = +00; f'(x) > 0
x¢c™ x=ct
six < ¢, f"(x) < 0six > ¢

En los ejercicios 47 y 48, dibuje una porcién de la grdfica de
una funcion f que pase por los puntos (a, f(a)), (b, f(b)), (c, f(c))
y (d. f(d)) y que satisfaga las condiciones dadas. También dibu-
Jje un segmento de la recta tangente en cada uno de estos pun-
tos, en caso de que exista la recta tangente. Suponga que
a<b<c<dyquefes continua en algin intervalo abierto
que contieneaayd.

47. (@) f'@) = 0,f'(b) = =1; f'(c) no existe;
fid) = 0, f'(x) < O0six < b
f'(x) > 0sib < x<cf'(x) <0six>c
®) f@ > 0;fa) = 0,£(b) = 1;£b) = 0;
fc) = 0; f'(d) no existe; f'(x) < O
six < a;f"(x) > O0sia < x < b;
f'(x) < 0sib < x < dyf'(x) > 0six>d

48. (a) fla) = 0;f'(b) = -1, f"(b) = 0;f(c) = 0;
fe) = 0f(@d = -1,f"(d) = 0;f'(x) < 0
six < by f'(x) > 0sib < x < ¢;

f'(x) < 0sic < x < d,f"(x) > 0six >d
(b) fia)noexiste; f(b) = 0;f(c) = 2;

f©) =0;f(d) = 0,f"(x) < Osix < a;

f'(x) > 0sia < x < ¢;f'(x) < O0six > ¢
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En los ejercicios 49 a 52, la figura adjunta muestra la grdfica
de la derivada de una funcion f cuyo dominio es el conjunto de
todos los niimeros reales y la cual es continua en todo niimero.
A partir de la grdfica determine la siguiente informacion e
incorpdrela en una tabla semfejante a las tablas de la seccion
3.6: (i) los intervalos en los que f es creciente, (ii) los intervalos
en los que f es decreciente; (iii) los extremos relativos de f; (iv)
donde la grzi'ﬂca de f es concava hacia arriba; (v) donde la grd-
fica de f es concava hacia abajo; (vi) los puntos de inflexion de
la grdfica de f. Dibuje la grdfica de una funcion f que tenga las
propiedades de la tabla si los vinicos ceros de f son los indicados.

49. Loscerosde fson~4y0.

y

50. Loscerosde fson3yS.

51. Los ceros de fsonQy 3.

52. Elcerodefes—l.

En los ejercicios 53 a 56, en la figura adjunta se muestra la
grdfica de la funcion f'y segmentos de tangentes horizontales y
de inflexion. Determine la siguiente informacion a partir de la
figura e incorpdrela en una tabla similar a las tablas de la sec-
cion 3.6: (i) los intervalos en los que f es creciente, (ii) los
intervalos en los que f es decreciente; (iii) los extremos rela-
tivos de f; (iv) donde la grdfica de f es concava hacia arriba; (v)
donde la grdfica de f es concava hacia abajo; (vi) los puntos
de inflexion de la grdfica de f. A partir de la tabla, dibuje
grdficas posibles de f'y f"".

53.

54.

A 2,4)
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55.

¥y

f

x
56.
¥y
x

En los ejercicios 57 a 60, determine el limite y apoye la respues-
ta grdficamente.

3x2 +2x -5

57. lim 5
X400 x° + 4
58, lim —2x =3

xo-e 5x% - x + 1

2
; x“ +5
8. lim 53
8x} +7x -2 )2

60, lim (
7x3 +3x% + 5x

X +oo
En los ejercicios 61 y 62, realice lo siguiente: (a) trace la grd-
fica de la funcion f 'y haga un proposicion acerca del com-
portamiento aparente de f(x) conforme x crece sin limite.
(b) Confirme analiticamente la respuesta del inciso
(a) calculando 1_1)111 f(x).

x> 400

6l. f) = Jx+1 - +x
62. f0) = Vx? +x —x2 +4
En los ejercicios 63 a 66, determine las asintotas de la grdfica

de la funcion. Apoye los resultados trazando la grdfica y las
asintotas en el mismo rectdngulo de inspeccion.

_ _5x2 -
63. f(x) = o 64, f(x) = 7
x2 2 +9
65. flx) = T3 66. f(x) = -

En los ejercicios 67 a 70, (a) trace la grdfica de f,
NDER(f(x), x) y NDER2(f(x), x) en rectdngulos de inspec-
cién separados y estime lo siguiente: (i) los intervalos en los
que f es creciente y en los que es decreciente; (ii) los extre-
mos relativos de f; (iii) donde la grdfica es concava hacia arri-
ba y donde lo es hacia abajo; (iv) los puntos de inflexion de la
grdfica de f. (b) Confirme las estimaciones del inciso (a) ana-
liticamente e incorpore la informacion en una tabla semejante
a la tabla 4 de la seccion 3.8. A partir de la informacion de esta
tabla dibuje la grdfica de fy compdrela con la. grdfica de f
trazada en el inciso (a).

67. f(x) = 2x* + 5x3 ~ 21x2 - 45x + 27
68. f(x) = 3x* + 83 + 3x% - X
69. fx) = 6¥x - x 70. f(x) = 23 + P

71. Determine el valor méximo absoluto alcanzado por la
funcién fsi f(x) = A sen kx + B cos kx, donde A, By k
son constantes positivas.

72. Si f(x) = ax® + bx?, determine a y b de modo que la
grifica de f tenga un punto de inflexién en el punto
(2, 16). Apoye la respuesta grificamente.

73. Sif(x) = a® + bx® + cx, determine a, b y ¢ de modo
que la grifica de ftenga un punto de inflexién en el punto
(1, -1) y que la pendiente de la tangente de inflexién en
ese punto sea —3. Apoye la respuesta grificamente.

x+ 1
2 +1
puntos de inflexién que son colineales. Apoye las respues-
tas trazando la grifica de fy la recta que contiene a los
puntos de inflexi6n.

74, Si f(x) = demuestre que la grifica de f tiene

75. Sif(x) = x |x | , trace la gréfica de f y demuestre analiti-
camente que el origen es un punto de inflexién.

76, Seaf(x) = x", donde n es un mimero entero positivo.
(a) Demuestre que la grifica de f tiene un punto de in-
flexién en el origen siy s6losin esimparyn > 1.
(b) Demuestre que si n es par, f tiene un valor minimo
relativo en 0.

En los ejercicios 77 y 78, confirme analiticamente la estima-
cidn obtenida en la graficadora en el inciso (d) del ejercicio
indicado de los ejercicios de repaso del capitulo 1.

717. (a) Ejercicio 103; (b) Ejercicio 105
78. (a) Ejercicio 104; (b) Ejercicio 106

79. (Cudntos articulos debe producir cada semana el fabrican-
te del ejercicio 57 de los ejercicios de repaso del capitulo 2,
para maximizar las utilidades?

80. Determine las dimensiones de una caja abierta, que tenga
base cuadrada y un volumen de & pulgadas ciibicas, que
pueda construirse con la minima cantidad de material.

81. Dos ciudades A y B obtendran su abastecimiento de agua
de la misma estacién de bombeo, la cual se ubicard en la
orilla de un rio recto a 15 km de la ciudad A y a 10 km de
la ciudad B. Los puntos del rio més cercanos a A y B estdn
separados 20 km, y A y B se encuentran en el mismo lado
del rio.



REVISION DEL CAPITULO 3 293

82.

83.

85.

87.

(a) Utilice la graficadora para estimar dénde debe ubi-
carse la estaciéon de bombeo de modo que se emplee
la menor cantidad de tuberia.

(b) Confirme la estimacidn del inciso (a) analiticamente.

10km

i -f"'{.bimm‘?! ’.‘,"!'1.“‘{ ~

Un fabricante ofrece entregar a un comerciante 300 sillas
a $360 cada una, y reducir el precio por silla en $1 del pe-
dido total por cada silla adicional que exceda a 300.
Determine la cantidad total de délares implicados en la
transaccién mas grande posible entre el fabricante y el
comercianrte. Apoye la respuesta graficamente.

En condiciones de monopolio (vea el ejercicio 19 de la
seccion 3.9) la demanda diaria de cierto articulo es de x
unidades cuando el precio por unidad es p dolares y
x* + p = 320. Si 20x ddlares es el costo total por pro-
ducir x unidades, determine la médxima utilidad total diaria.
Apoye la respuesta graficamente.

Para construir un envase cerrado en forma de cilindro circu-
lar recto que tenga un volumen de 27 pulg?, la tapa y la
base se cortardn de trozos cuadrados de hojalata.

(a) Utilice la graficadora para estimar el radio del envase
si se emplea la cantidad minima de hojalata en su
construccién. Incluya la hojalata que se desecha al
obtener la tapa y la base.

(b) Confirme la estimacién del inciso (a) analiticamente y
después determine la altura que debe tener el envase.

Si la demanda de un articulo particular es de 100x uni-
dades cuando el precio por unidad es de p ddlares, enton-
cesx? + p? = 36. Determine la utilidad total maxima.

En un pueblo, cuya poblacién es de 11 000 habitantes, la
tasa de crecimiento de una epidemia es conjuntamente
proporcional al nimero de personas infectadas y al niime-
ro de persona no infectadas. Determine el nimero de per-
sonas infectadas cuando la epidemia est4 creciendo a una
tasa méxima.

Debido a varias restricciones, el tamafio de una comunidad
particular esta limitado a 3 000 habitantes, y la tasa de cre-
cimiento de la poblacién es conjuntamente proporcional a
su tamaiio y a la diferencia entre 3 000 y su tamaifio. De-
termine la cantidad de personas para la cual la tasa de
crecimiento de la poblaci6n es un maximo.

Determine la distancia més corta desde el punto P(0, 4) a
un punto de la curva x> - y* = 16, y encuentre el punto
de la curva que esti mds cerca a P.

89.

91.

92.

93.

Una compaiifa que opera en condiciones de competencia
perfecta (vea las instrucciones de los ejercicios 17 y 18 de
la seccién 3.9) construye y vende radios portitiles. La
compaiiia puede vender todos los radios que produce a un
precio de $75 cada uno. Si se construyen x radios cada dia
y C(x) d6lares es el costo diario de produccién, enton-
ces C(x) = x* +25x + 100. ;Cuantos radios deben pro-
ducirse cada dia para que la compaiiia obtenga la maxima
ganancia diaria total?

Dos particulas inician su movimiento al mismo tiempo.
Una de ellas se desplaza a lo largo de una recta horizontal
y su ecuacién de movimiento es x = t? — 2¢, donde x
centimetros es la distancia dirigida de la particula desde
el origen a los 7 segundos. La otra se mueve a lo largo de
una recta vertical que intersecta a la recta horizontal en
el origen, y su ecuacién de movimiento es y = 12 - 2,
donde y centimetros es la distancia dirigida de la particula
desde el origen a los 7 segundos. Determine cudndo
la distancia dirigida entre las dos particulas es minima, y
sus velocidades en ese instante.

Una escalera descansa sobre una cerca de <. m de altura y
se apoya contra una pared a 8 m detras de la cerca. Deter-
mine la longitud de la escalera més corta que pueda em-
plearse y que cumpla estas condiciones.

Resuelva el ejercicio 91 considerando ahora que la cerca
mide # m de altura y que la pared estd a w m detrés de la
cerca.

Determine el volumen del cilindro circular recto més gran-
de que pueda inscribirse en un cono circular recto que
tiene un radio de 4 pulg y una altura de 8 pulg.
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9.

95.

96.

97.

Una tienda de campaiia tiene la forma de un cono. Deter-
mine la razén del radio a la altura de una tienda de campa-
fia de volumen dado que requiera el minimo de material
para su construccién.

Determine las dimensiones del cono circular recto de volu-
men minimo que pueda circunscribirse a un cilindro de r
centimetros de radio y A centimetros de altura.

Uno de los dngulos agudos de un tridngulo mide %n’ rad,
y el lado opuesto a este 4ngulo tiene una longitud de
10 pulg. Demuestre que de todos los tridngulos que satis-
facen estas condiciones, aquel que tiene el drea maxima
es isosceles. Sugerencia: exprese la medida del drea del
tridngulo en términos de funciones trigonométricas de uno
de los otros dngulos agudos.

En un almacén, los articulos que pesan 1000 Ib se trans-
portan al nivel del piso asegurando una cuerda gruesa bajo
una plataforma mévil baja y jalandola con un vehiculo
motorizado. Si la cuerda se dirige en un 4ngulo de O radia-
nes con respecto al plano del piso, entonces la intensidad
de la fuerza de F 1b a lo largo de la cuerda estd dada por

1000k
k sen @ + cos 6

donde k es el coeficiente constante de friccién y
0<k<L1Si0<6< 57 demuestre que F es mi-
nima cuando tan 8 = k.

. (a) Demuestre que de todos los rectdngulos que tienen un
area de 81 pulg?, el cuadrado cuyo lado mide 9 pulg -

tiene el perimetro minimo. Apoye la respuesta gra-
ficamente.

(b) Demuestre que de todos los rectingulos que tienen
un perimetro de 36 pulg, el cuadrado cuyo lado mide
9 pulg tiene el drea méxima. Apoye la respuesta gra-
ficamente.

. Un trozo de alambre de 20 cm de longitud se corta en dos

partes, y cada parte se dobla en forma de cuadrado. ;Cémo
debe cortarse €l alambre de modo que el drea total de los
dos cuadrados sea la minima posible?

100. Un trozo de alambre de 80 cm de longitud se dobla en

forma de rectdngulo. Determine las dimensiones del rec-
tangulo de mayor area posible.

101.

102.

103.

104.

105.

Para cierto articulo, donde x unidades se demandan -se-
manalmente cuando el precio de cada unidad es p ddlares,
" 10%x = 10° — 2+ 105 + 18 - 10%2 - 61
El niimero de délares del costo promedio por producir

cada unidad esta dado por
= L - . 3 -1
o) = Sox- 24 + 11-10°x

y x = 100. Determine el nimero de unidades que deben
producirse cada semana y el precio de cada unidad para
que la utilidad semanal sea maximizada.

Utilice el método de Newton para determinar con tres
cifras decimales la raiz positiva de.la ecuacién

4x4 =3x3 +2x-5=0

Emplee el método de Newton para determinar con tres
cifras decimales la raiz negativa de la ecuacién

3x* —4x3 +36x2 +2x-8=10

Calcule-con cuatro cifras decimales, mediante el método
de Newton, la coordenada x del punto de interseccion de
lacurvay = senxylarectay = 2x - 3.

Obtenga con cuatro cifras decimales, aplicando el método
de Newtori, el valor de x en el intervalo (%n:, %n:) para
elcualtanx = x,

En los ejercicios 106 y 107, para la funcién f dada, haga lo si-
guiente: (a) determine la aproximacion lineal de f(x) en
x = 8; (b) Apoye la respuesta del incisv (a) grdficamente;
(c) compare los valores de f(x) calculados a partir de la apro-
ximacion lineal con los valores de funcidn obtenidos a partir de
la ecuacion dada cuando x es igual a7.9, 7.99, 8, 8.01 y 8.1.

106.
108.

109.

110.

111,

112.

113.

107. f(x) = sen L7x

fo) = 3Ax
Siy =22 -3, (a) calcule dy y Ay para x = 2 y
Ax = 0.5. (b) Dibuje la gréifica e indique los segmen-

tos de recta cuyas ongitudes son dy y Ay.

Si y = 80x - 16x2, determine la diferencia Ay ~ dy
sifa)x = 2yAx = 0.1;(b)x = 4yAx = -0.2.

Six3 + y3 - 3xy2 + 1 = 0, determine dy en el punto
(1, 1)sidx = 0.1.

Utilice diferenciales péra aproximar el volumen del ma-
terial necesario para elaborar una pelota de caucho si el
radio del niicleo hueco debe ser de 2 pulg y el espesor
del caucho es de % pulg.

Si ¢ segundos es el tiempo para una oscilacién completa
de un péndulo de x pies de longitud, entonces
4m2x = gt?, donde g = 32.2. Utilice diferenciales para
estimar el efecto sobre el tiempo si se comete un error
de 0.01 al medir la longitud del péndulo.

La medida del radio de un cono circular recto es % de su
altura, Utilice diferenciales para estimar aproximada-
mente cuinto debe medir la altura si el error del volumen

calculado no debe exceder el 3%.
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114,

115.

116.

17

Suponga que f y g son dos funciones que satisfacen las
hipétesis del teorema del valor medio en [a, #]. Ademés,
suponga que f(x) = g'(x) para toda x en el intervalo
abierto (g, b). Demuestre que

f(x) - glx) = fla) - gta)
para toda x de [a, b]. Sugerencia: sea h(x) = f(x) - g(x)

'y aplique el teorema 3.3.3 a la funci6n A.

Sean f'y g dos funciones diferenciables en cada nimero
del intervalo cerrado- [a, b]. Suponga ademds que
fla) = g(a)y f(b) = g(b). Demuestre que existe un ni-
mero ¢ en el intervalo abierto (a, b) tal que f(c) = g'(c).
Sugerencia: sea h(x) = f(x) - g(x) y aplique el teore-
ma de Rolle a la funcié6n A.

Si fes una funcién polinomial, utilice el teorema de Rolle
para demostrar que entre cualesquiera dos rafces conse-
cutivas de la ecuacién f'(x) = 0, existe, a lo sumo, una
rafz de la ecuacién f(x) = 0.

Dibuje la gréfica de una funcién en el intervalo / en cada
uno de los casos siguientes: (a) / es el intervalo abierto
(0,2) y fes continua en /. En 1, f tiene un valor maximo
relativo pero f'(1) no existe. (b) / es el intervalo cerra-

118.

119.

120.

121.

do [0, 2]. La funcién f tiene un valor mfnimo relativoen 1,
pero el valor minimo absoluto de f ocurre en 0. (c) / es
el intervalo abierto (0, 2), y f' tiene un valor mfnimo re-
lativo en 1.

Sif(x) = (x? + a?P, donde p es un niimero racional y
p # 0, demuestre que la gréfica de ftiene dos puntos de
inflexién si p < -;-, y no tiene puntos de inflexién si
Pz 3.

@) Sif() = 3|x| + 4|x - 1], demuestre que ftiene
un valor minimo absoluto de 3.

(b) Sigx) = 4|x] + 3!): - 1',demuestne que g tie-
ne un valor minimo absoluto de 3.

(©) Sia>0,b>0yh(x =alx| + blx - 1], de-
muestre que & tiene un valor minimo absoluto que es
¢l menor de los nimeros a y b.

Sif(x) = |x|%-|x - 1|%, donde a y b son niimeros
racionales positivos, demuestre que f tiene un valor
méximo relativo de a®h?/(a + b)**?

Si p y ¢ son mimeros racionales tales que p + ¢ = 1,
demuestre que larectay = x + (ap + bq) es una asin-
tota oblicua de la gréficade f(x) = (x + a)’(x + b).



asta este momento se ha estudiado la rama
H del Célculo llamada Célecuvlo Diferencial, en

la que se estudia la derivada. En este capitu-
lo se iniciaré el estudio de la otra rama del Célculo deno-
minada Célculo Integral la cual trata acerca de la integral
definida. En la seccién 4.7 aprenderd que estas dos
ramas del Célculo estdn relacionadas mediante los teore-
mas fundamentales del Célculo, descubrimiento culminan-
te en el siglo xvi realizado por Newton y Leibniz, quienes
trabajaron en forma independiente.

Un procedimiento de calculo necesario para aplicar
los teoremas fundamentales es la antiderivacién o antidife-
renciacién la cual se estudia en las secciones 4.1y 4.2, y
posteriormente se utiliza en la seccién 4.3 para resolver
ecuaciones diferenciales separables, aplicadas al movi-
miento rectilineo.

De igual forma en que la derivada estd relacionada
geométricamente a la recta tangente de una gréfica, la
integral definida tiene una interpretacién geométrica como
el érea de una regién plana, misma que se define en la
seccién 4.4 como un nuevo fipo de limite. Méds adelante,
en la seccién 4.5 se presenta la integral definida en térmi-
nos de este limite. Las propiedades de la integral definida
se presentan en las secciones 4.5 y 4.6, las cuales se
utilizan en la seccién 4.7 para demostrar los teoremas
fundamentales del Caleulo.

La integral definida se aplica en la seccién 4.8 a fin
de calcular el drea de una regién plang, y en las
dos secciones finales se aplica para determinar el
volumen de varios fipos de sélidos. En la seccién
4.9 se ufilizan los métodos de rebanado, de dis-
cos y de arandelas, y en la seccién 4.10 se em-
plea el método de capas cilindricas.
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4.1 ANTIDERIVACION

En cierta forma ya se ha familiarizado con las operaciones inversas. La
adicién y la sustraccién son operaciones inversas, asi como la multiplica-
cién y la divisién, ademds de la potenciacién y la extraccién de raices. En esta
seccion se estudiard la operacién inversa de la diferenciacion denominada
antiderivacion o antidiferenciacion, la cual implica el cdlculo de una an-
tiderivada.

4.1.1 Definicion de antiderivada

Una funcién F se denomina antiderivada de la funcién f en un inter-
valo I'si F'(x) = f(x) para todo valor de x en 1.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  Si F es la funci6n defini-
da por

Fx) =4x3 +x2 + 5
entonces F'(x) = 12x2 + 2x. De modo que si fes la funcién definida por
fOx) = 12x% + 2x

entonces f es la derivada de F, y F es la antiderivada de f. Si G es la funcién
definida por

Gix) = 4x3 + x2 - 17

entonces G también es una antiderivada de f porque G'(x) = 12x2 + 2x. En
realidad, cualquier funcién determinada por

4x3 + x2 + C

A

donde C es una constante, es una antiderivada de f.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  Si C es una constante ar-

bitraria, entonces cualquier funcién definida por
senx + C

tiene la funcién cos x como derivada. Por tanto, cualquier funcién de este ti-
po es una antiderivada de cos x. |

Para generalizar la discusién de los ejemplos ilustrativos anteriores, con-
sidere la funcién F como una antiderivada de la funci6n f en un intervalo 7,
de modo que

Fx) = f(x)

Entonces si G es una funcién definida por

Gix) = Fx) + C
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donde C es una constante arbitraria,

G'(x) = Fl(x)
= fx)

y G es también una antiderivada de f en el intervalo /.

Ahora se procedera a demostrar que si F es cualquier antiderivada par-
ticular de fen el intervalo /, entonces cada antiderivada de f en / estd dada por
F(x) + C, donde C es una constante arbitraria. Primero, se necesita un teore-
ma preliminar cuya demostracién se basa en el teorema 3.3.3, el cual afirma
que si 1a derivada de una funcién en un intervalo es 0, entonces la funcién
es constante en el intervalo. Recuerde, en la seccién 3.3 se demostré este teo-
rema para ilustrar el poder del teorema del valor medio.

4.1.2 Teorema

Stfygmdmﬂmﬁmdcﬁlﬁlpmdmruh@
f'(x)=ﬂx) mm;m:- ) :
0= 5@ + K prwdarel.

."-r‘

Demostracion  Sea 4 la funcién definida en / mediante
h(x) = fx) — g

de modo que para toda x en I,
h'(x) = f'(x) — g'kx)

Pero, por hipétesis, f'(x) = g'(x) para toda x en /. Por tanto,
h'(x) =0 para toda x en /

Al aplicar el teorema 3.3.3 a la funcién 4, se infiere que existe una constante X
tal que

h(x) = K para todaxen /
Si se sustituye h(x) por f(x) — g(x) se obtiene
f(x) = g(x) + K  paratodaxen/
lo que demuestra el teorema. ]

El teorema siguiente se deduce inmediatamente del teorema anterior.

4.1.3 Teoremn

Demostracién  Sea G cualquier antiderivada de fen I. Entonces
G'(x) = f(x) paratodaxenl )
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- Como F es una antiderivada particular de fen [,
F'(x) = f(x) para todaxen/ 3
De (2)y (3)
G'(x) = F'(x) paratodaxen/
Por tanto, por el teorema 4.1.2, existe una constante X tal que
Gx) = F(x) + K para todaxen /

Como G representa cualquier antiderivada de f en 7, toda antiderivada de f
puede obtenerse a partir de F(x) + C, donde C es una constante arbitraria. Por
tanto, se ha demostrado el teorema. ]

La antiderivacién o antidiferenciacién es el proceso mediante el cual
se determina el conjunto de todas las antiderivadas de una funcién dada. El
simbolo | denota la operacién de antiderivaci6n, y se escribe

‘J'f(x)dx =Fx) + C (C))
donde

F(x) = f(x)
y

d(F(x)) = f(x)dx &)

La expresioén F(x) + C en (4) recibe el nombre de antiderivada general de f.

Leibniz introdujo la convencién de escribir la diferencial de una funcién
antes del sfmbolo de antiderivacién. La ventaja de utilizar la diferencial en
esta forma serd evidente en la seccién 4.2 cuando se calculen antiderivadas
mediante un cambio de variable. De (4) y (5), se puede escribir

Jd(ﬁ{x}) = F(x) +.C

Esta_ecuacién establece que cuando se antideriva la diferencial de una fun-
cién, se obtiene esa funcién mas una constante arbitraria. De este modo, puede
considerarse que el simbolo para antiderivacién representa la operacién in-
versa a la operacién denotada por d para calcular una diferencial.

Si {F(x) + C} es el conjunto de todas las funciones cuyas diferencia-
les son f(x) dx, también es el conjunto de todas las funciones cuya derivada es

f(x). Por tanto, la antiderivacién se considera como la operacién para deter-
" minar el conjunto de todas las funciones que tienen una derivada dada.

Como la antiderivacién es la operacién inversa de la derivacién, los
teoremas de antiderivacién se obtienen de los teoremas de diferenciacion.
Asi, los teoremas siguientes pueden demostrarse a partir de los teoremas co-
mrespondientes de diferenciacion.

. 4.1.4 Teorema

J.dx=i+C'"'
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4.1.5 Teorema

.J'af(x) dx =a If(r‘) dx
donde a es una constante.
El teorema 4.1.5 establece que la antiderivada general del producto de

una constante .por una funcién es la constante por la antiderivada general
de la funci6n.

4.1.6 Teorema
Sif y g estén definidas en el mismo intervalo, entonces

3 -,!_tﬂx) + g@]dx = ffmd'x + fm)dx

El teorema 4.1.6 afirma que la antiderivada general de la suma de dos
funciones es igual a la suma de las antiderivadas generales de las funciones,
considerando que ambas funciones estdn definidas en el mismo intervalo. Al
extender el teorema 4.1.6 para un nimero finito de funciones y combinéndolo
con el teorema 4.1.5, se obtiene el teorema siguiente.

4.1.7 Teorema
Si f1,fa . . . .f, estdn definidas en el mismo intervalo, entonces

’ J’[cl_ﬁ(x)--l- f2®) + ...+ c,fp()]dx
= f.;l J’_fl(x]dx- + ¢ J.f;(x)dx oty J’f,,(x) dx.
' dondecy, Cy, .. c,aonconms.

4.1.8 Teorema - N
Si n es un niimero racional, entonces S

" xll'l‘l r £ 4
_ ::"'d.?l:=_rI +C  n#-l

+1
Demostracion
+1 n
Dx( X" ) _ (n+Dx
n+1 n+1
= x" ]

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Del teorema 4.1.8 para valo-

res particulares de n se tiene:

3 4
szdx—x +C Jx3dx X +C

3
1
Ld
J e

i
"‘
x

!
(%)
&
"‘
o
W
&
5
I
"‘
]
5
&
>
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241 1/3+1
_ x _ X
=37 tC 3+ 1
4 473
=%X_4cC =3~ +cC
1 2
3
=-l,c =34y <
X

El ejemplo ilustrativo siguiente muestra cémo se utilizan los teoremas
4.1.4 a 4.1.8 para obtener la antiderivada de una funcién.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

f Bx + 5)dx = f 3xdx + fS dx (por el teorema 4.1.6)
=3 fxdx +5 f dx (por el teorema 4.1.5)
x2
=3 5 + C) + 5x + Gy) (por los teoremas
4.18y4.14)

= %xz + S5x + (3Cl + 5C2)

Como 3C; + 5C; es una constante arbitraria, puede denotarse por C; de
modo que el resultado puede escribirse como

3Ix2+5x+C

La respuesta puede verificarse al calcular la derivada:

D,(3x2 +5xC) =3x+5 <

P EJEMPLO 1 Evaie
f(5x4 - 8x3 + 9x2 - 2x + T dx
Solucién
f(5x4 - 8x3 + 9x2 - 2x + Tdx

5fx4dx—8fx3dx+9jx2dx—2fxdx+7fdx

5 4 3 2

=5-52——8-XT+9~%—-2-§2—+7x+C
=x5-2x*+3x3-x2+Ix+ C |

P EJEMPLO 2  cCucue

f&(x + %)dx
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IV

H———t——t—+

[-10, 10} por [0, 15]

502 + 7
14/3

f@ =

NDER(3t5/3 2 t)
tl/3

FIGURA 1

Solucion

f\/—x_(x + %)dx

fx”z(x + x Hdx

f(x3/2 + x-—l/2) dx

5/2 1/2
_ X X
= 3 +T+(
2 2

= %x5/2 + 212 4 ¢ <4

P EJEMPLO 3  Determine

502 + 7
JW‘“

Solucion

502 + 7, 12 1
J t4/3 dt—SJ ;4—/—3dt+7j -;47;(1[
= 5ft2/3dt + 7ft“4/3dt

5/3 -1/3
=5(’T)+7(’,)+c
3 T

3
= 5350y + 73013 + ¢

=350 _ 2 ¢ <
B

Como se hizo en el ejemplo ilustrativo 4, la antiderivacién puede verifi-
carse al calcular la derivada de la respuesta. Para apoyar gradficamente una
antiderivada se asigna un valor especifico a la constante arbitraria C y des-
pués se traza la derivada numérica de la antiderivada. Posteriormente, en el
mismo rectdngulo de inspeccién, se traza la gréfica de la funcién original. La
respuesta es apoyada si las dos gréificas resultan idénticas.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 A En el ejemplo 3, sean

502 + 7 a3 21
73 y F@) =3t 173

o =

Observe que F es la antiderivada de f para C = 0. Las grificas de f y
NDER(F(1), t) estdn trazadas en el rectdngulo de inspeccién de [-10, 10} por
[0, 157 en la figura 1. El hecho de que las grificas sean idénticas apoya la
respuesta del ejemplo 3.

Los teoremas para la antiderivada general de las runciones seno y co-
seno se deducen inmediatamente de los teoremas correspondientes de di-
ferenciacion.
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4.1.9 Teorema

I senx dx =.. -cosx + C

Demostracion

D,(=cosx) = —(-senx)
= senx

4.1.10 Teorema

Demostracion

D, (senx) = cosx

Los teoremas siguientes son consecuencias de los teoremas de diferen-
ciacién para las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante. Otra vez,
las demostraciones son inmediatas al calcular la derivada del miembro de-
recho de cada ecuacién.

4.1.11 Teorema

Jsocz:a.;dx = tmx+ C

4.1.12 Teorema

I csc? x dx ==_='_--t:&:|t..tj +c

4.1.13 Teorema

f gec xtanxdx = seew H.E -

4.1.14 Teorema

_ jcﬁéﬂxdi =-Ges €

P EJEMPLO4  &yac

f(3 secxtanx — 5 cscZx) dx
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Solucién Al aplicar los teoremas 4.1.13 y 4.1.12, se obtiene

j(S secxtanx — 5csc2x)dx = 3 f sec x tan x dx — 5fcsc2xdx

3secx — 5(—cotx) + C
3secx + Scotx + C <

Las funciones trigonométricas se emplean con frecuencia cuando se
calculan antiderivadas que involucran funciones trigonométricas. Las ocho
identidades fundamentales siguientes son de crucial importancia:

weenxcsex = 1 ¢ v cosxseex =1 tan xcotx = |
tanx = ¥0X . cotyo=SO08X
COS X i sen x
sen’x + cos?x = 1 tan’x + 1 = sec?x cot?x + 1 = csc?x

P EJEMPLO 5  Calcuk

- 2
f2cotx 3 sen X Jx

sen x
Solucién
chotx - 3sen? x d
2cotx — 3sen” x .
sen x

2
2f ! -cotxdxv—3j-s-9n—x dx
sen x sen x

2Jcscxcotxdx -3 f sen x dx

2(-=cscx) — 3(—cosx) + C (de los teoremas 4.1.14 y 4.1.19)
—2c¢scx + 3cosx + C |

’ EJEMPLO 6 Determine
f (tan?x + cot?x + 4)dx

Solucién

j (tan?x + cot?x + 4)dx

= J-[(Seczx — 1) + (csc2x - 1) + 4] dx

= J‘ secZxdx + f cscxdx + 2 f dx

=tanx - cotx + 2x + C (de los teoremas 4.1.11 y 4.1.12) 4

En el capitulo 3 se indic6é cémo obtener propiedades de la grafica de una
funcién a partir de la grafica de su derivada. De manera semejante, a partir de



4.1 ANTIDERIVACION 305

2
1
1 0 12 3
-1
-2
—
FIGURA 2
¥y
A
\3
3 {
2 L
! 7
0 2 3 4

la gréfica de una funcién f, se pueden obtener propiedades de la grafica de
una antiderivada de f como se muestra en el ejemplo siguiente.

» EJEMPLO 7 A partir de la gréfica de la funcién f mostrada en
la figura 2, dibuje una gréfica posible de F, una antiderivada de f, si F es
continua en cualquier nimero, F(0) = 4y F(3) = 1.

Solucién  Puesto que F es una antiderivada de f, f es la derivada de F.
De la figura 2 se observa que f(3) = 0, de modo que F'(3) = 0. Como
f(x) < 0 cuando x < 3, entonces F'(x) < 0 cuando x < 3. De forma se-
mejante, F'(x) > 0 cuando x > 3. Otro hecho que se observa en la figura 2
es que f(0) = -2, esto es, F'(0) = -2. Esta informacién se incorpora en la
tabla 1 y a partir de las conclusiones de la tabla se dibuja una grafica posible
de F, la cual se muestra en la figura 3.

Tabla 1
F(x) F'(x) Conclusion
x <0 - F es decreciente
x=0 4 -2 La pendiente de la recta tangente es —2
0<x<3 - F es decreciente
x=3 1 0 F tiene un valor minimo relativo
3 <x + F es creciente <

En aplicaciones de antiderivacion, frecuentemente se necesita determi-
nar una antiderivada particular que satisfaga ciertas condiciones denomina-
das condiciones iniciales o de frontera, dependiendo de si ocurren en uno
o en mas de un punto. Por ejemplo, si una ecuacién que contiene dy/dx
estd dada, asi como la condicién de que y = y; cuando x = x;, entonces,
después de que se determina el conjunto de todas las antiderivadas, si se
sustituyen x y y por x; y yj, respectivamente, se determina un valor particular
de la constante arbitraria C. Con este valor de C, se obtiene una antideriva-
da particular.

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6  Suponga que se desea obte-

ner una antiderivada particular que satisfaga la ecuacién

dy _
prii 2x
y la condicién inicial de que y = 6 cuando x = 2. A partir de la ecuacién

dada, se tiene

dy = 2xdx
fdy = f 2xdx
y=x2+c (6)

En (6) se sustituye 2 por xy 6 por y y se obtiene

6=4+C
C=2
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Cuando este valor de C se sustituye en (6), se obtiene -
y=x2+2

lo cual proporciona la antiderivada particular deseada. 4

’ EJEMPLO 8 En cualquier punto (x, y) de una curva particular
la recta tangente tiene una pendiente igual a 4x — 5. Si la curva contiene al
punto (3, 7), obtenga su ecuacion.

Solucién  Como la pendiente de la recta tangente a una curva en cual-
quier punto (x, y) es el valor de la derivada en ese punto, se tiene

dy _ _
o =4x -5
dy = (4x - S)dx
de:f(4x—5)dx
2
y=4(£2-)—5x+C
y=2x2-5x+C Y

La ecuacién (7) representa una familia de curvas. Como se desea determinar
la curva particular de esta familia que contiene el punto (3, 7), se sustituye 3
porxy 7 pory en (7) y se obtiene

7=29-53)+C
C=4

Al reemplazar C por 4 en (7) se obtiene la ecuacién requerida, la cua c»
y=2x2-5x+4 4

En la seccién 2.6 se introdujeron las funciones costo marginal e ingreso
marginal, empleadas en economia. Ellas son las primeras derivadas C'y R’
de la funcién de costo total C y de la funcién de ingreso total R, respectiva-
mente. Por lo que C y R pueden obtenerse de C’'y R’ mediante antiderivacion.
Cuando se determina la funcién C a partir de C’, la constante arbitraria puede
determinarse si se conocen el costo general (es decir, el costo cuando no se
produce ninguna unidad) o el costo de produccién de un mimero especifico
de unidades de la mercancia. Como por lo general la funcién de ingreso
total es cero cuando el nimero de unidades producidas es cero, puede utili-
zarse este hecho para determinar la constante arbitraria cuando se obtiene la
funcién R a partir de R".

> EJEMPLO 9 La funcién de costo marginal C’ estd determi-
nada por una compaiifa como

Clx) = 4x12 + |

donde C(x) d6lares es el costo total de produccién de x unidades cuando se
producen no més de 25 unidades. Si el costo de produccién de 4 unidades es
de $50, determine (a) la funcién de costo total y (b) el costo de producci6n de
10 unidades.
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Solucion
(@) Como C'(x) = 4x712 + 1, entonces

C(x)

j @x 12 4 1)dx

1/2
=4~x—1‘~+x+k
2

8x12 4+ x + k

Debido a que el costo de produccién de 4 unidades es $50, entonces
C@4) = 50. Asi,

50 = 82 + 4 + k
k=30
Por tanto,
Ckx) = 8x12 + x + 30 ®

El dominio de C es [0, 25]; recuerde que aunque x representa €l nimero
de unidades de cierta mercancia, se supone que x es un niimero real para
tener los requerimientos de continuidad para las funciones Cy C'.

(b) El costo de produccién de 10 unidades es C(10) d6lares, y de (8) se tiene

8010)12 + 10 + 30
65.30

C(10)

It

1

Conclusién:  El costo de producci6n de 10 unidades es de $65.30. 4

EJERCICIOS 4.1 '

En los ejercicios 1 a 30, realice la antiderivacion. En los ejer-
cicios 1 a 8 y 25 a 28, verifique el resultado calculando la de-
rivada de la respuesta. En los ejercicios 9 a 12 'y 29 y 30 apoye
la respuesta grdficamente. En los demds ejercicios, verifique  1¢, f ( g - r ) dx - J‘ ( 2 N 3 .+ 5) W
o justifique su respuesta. 2

1 1 x2 +4x -4
18. - —+ — 19. - d
l.f3x“dx 2.f2x7dx 3.f x% dx f(B x4 * x2)dx f Jx *

4 2 _
, 20. f Y2y -l 21 f(%/} +%)dx
4. f 5 dr s.f 5u312 gy 6.f 10 3/x? dx N x

14. f(z +3x% - 8x¥)dx 15. fﬁ x + l)ydx

3 _
2. E’Qf—lm 23, f (sent - 2cost)dt
1
7.[%@: s.fidy 9.f6t23/;dt
* ‘/; 24, f (5cosx — 4senx)dx
10. | 3« - 2u%) du 11. f 2y* - 3)d
J- ) ¥ y ZS.J- senzx dx %.J‘ cos2x dx
cCos” x sen“ x
4 2
12. fx (5 - x%)dx 27. f (4 cscxcotx + 2sectx)dx

13, f 8x* + 4x3 — 6x% - 4x + S)dx 28. f (3 csc?t — Ssecttan ) dt
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29.f(2c0t29—3mn29)d9 ) FO) =2y Fth) =

30. 3tan @ — 4 cos® 8 46 A
T cos8 2+
En los ejercicios 31 a 36, la grdfica de una funcion f se mues- 1+

tra en la figura adjunta. Una antiderivada de f es F, la cual

es continta en todo nimero y tiene los valores dados. Dibuje
una grdfica posible de F.

31 (@ F@O) =

N (b)

- 3B. (@ FO) = 0
R o% 3 0
y

/ 1
_2 4
24
(a) 14
() F(=2) = 0y F0) = -1 ‘o 7
(a)

(b) FO) =

®)

b)

32. (a) F(O) = 34. (a) F(0) =

-1+

(@) (a)

Y
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M) FO) =0

A,

(b)

35. F(-1) = 0,F0) =2,F(1) =3yF2) =0

36. F(-4) = 0,F(-1) = 4,F0) = 2y F(1) = |

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

45

47.

El punto (3, 2) estd en una curva, y en cualquier punto (x, y)
de la curva la recta tangente tiene una pendiente igual a
2x — 3. Determine una ecuacién de la curva.

La pendiente de la recta tangente en cualquier punto (x, )
de una curva es 3+/x. Siel punto (9, 4) estd en la curva,
obtenga una ecuacién de la misma.

Los puntos (-1, 3) y (0, 2) estdn en una curva, y en cual-
2
quier punto (x, y) de la curva %ZX = 2 — 4x. Deter-

mine una ecuacién de la curva. Sugerencia: considere
d2y _ dyr
&2 T dx
Xy una constante arbitraria C,. A partir de esta ecuacién
determine otra ecuacién que involucre a y, x, C; y C,.
Calcule C, y C, a partir de las condiciones.

y obtenga una ecuacién que contenga a y’,

Una ecuacién de la recta tangente a una curva en el punto
(1, 3) es y = x + 2. Si en cualquier punto (x, y) de la
d? .
curva, &2 = 6x, obtenga una ecuacién de la curva.
de
Considere la sugerencia para el ejercicio 39.
2

En cualquier punto (x, y) de una curva, -Z—x—zz =1-x2%y

una ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto
(1, 1) esy = 2 ~ x. Determine una ecuacion de la curva.
Considere la sugerencia para el ejercicio 39.
d3

En cualquier punto (x, y) de una curva d.x—; =2,y
(1, 3) es un punto de inflexién en el que la pendiente de
la recta de inflexién es 2. Obtenga una ecuacién de la
curva,

Una funcién de costo marginal estd definida por
C'e) = 3x% + 8x + 4

y el costo general es de $6. Determine la funcién de costo
total correspondiente.

. Una compaiifa ha determinado que la funcién de costo

marginal para la produccién de cierta mercancia esta dada
por C'(x) = 125 + 10x + %xz, donde C(x) ddlares es
el costo total de produccién de x unidades de mercancia.
Si los gastos generales son de $250, ;cudl es el costo de

produccién de 15 unidades?

La funcién de costo marginal estd definida por
C'(x) = 6x, donde C(x) es el nimero de cientos de ddla-
res del costo total de produccién de x unidades de cierta
mercancia. Si el costo de 200 unidades es de $2 000, de-
termine (a) la funcién de costo total y (b) el costo general.

. La funcién de ingreso marginal para cierta mercancia es

R'(x) = 12 - 3x. Si x unidades son demandadas cuando
el precio por unidad es de p délares, obtenga (a) la fun-
cién de ingreso total y (b) una ecuacién que contenga a p
y x (la ecuaci6én de demanda).

Para un articulo particular, la funcién de ingreso marginal
estd dada por R'(x) = 15 — 4x. Si x unidades son de-
mandadas cuando el precio por unidad es de p délares,
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determine (a) la funci6n de ingreso total y (b) una ecuacién
que contenga a p y x (la ecuacién de demanda).

48. La eficiencia de un trabajador estd expresada como

49.

50.

51

un porcentaje. Por ejemplo, si la eficiencia de un obrero
en un momento particular esta dada como 70%, entonces el
trabajador se desempefia a un 70% de su potencial maxi-
mo. Suponga que E% es la eficiencia de un trabajador a las
t horas después de iniciar su trabajo, y que la tasa a la que
E cambia es (35 — 81)% por hora. Si la eficiencia del
trabajador es de 81% después de trabajar 3 horas, determine
su eficiencia después de haber trabajado (a) 4 h y (b) 8 h.

El volumen de agua de un tanque es V centimetros cubi-
cos cuando la profundidad del agua es de 4 metros. Si
la tasa de varacién de V con respecto a h es m (44 +
12k + 9), determine el volumen de agua en el tanque
cuando la profundidad es de 3 m.

Un coleccionista de arte compré por $1 000 un cuadro
de un artista cuya obra aumenta de valor con frecuen-
cia respecto al tiempo y de acuerdo a la férmula
ay
dt
previsto de un cuadro ¢ afios después de su compra. Si esta
formula fuese vélida para los siguientes 6 afios, ;cudl
seria el valor previsto del cuadro 4 afios después?

Seaf(x) = |x| y F definida por

= 5632 4 10t + 50, donde V délares es el valor

¥ six<0

2 si0<«x

Fx) =

N N —

Demuestre que fes una antiderivada de f en (~00, +00).

52,

53.

54,

Sea

0 six<0
V) = {1 $i0<x
Demuestre que U no tiene antiderivadas en (- 00, +00).
Sugerencia: suponga que U tiene una antiderivada F en
(—00, +00), y obtenga una contradiccién al demostrar que
del teorema del valor medio se deduce que existe un
nimero k tal que F(x) = x + ksix > 0,y F(x) = k
six < 0.

Seaf(x) = 1l paratodaxen (-1, 1), ysea

o) = {—1 si =1 < x

1 si
Entonces f'(x) = 0 para toda x en (-1, 1) y g'x) = 0
siempre que g' exista en (-1,1). Sin embargo,
f(x) # g(x) + K para x en (-1, 1). Explique por qué el
teorema 4.1.2 no se aplica.

Sea
) -1 six<O
fGy=47 0 six=0
1 si0<x

y F(x) = |x | . Demuestre que F'(x) = f(x) six # 0. (Es
F una antiderivada de f en (—o0, +00)? Explique su
respuesta.

4.2 ALGUNAS TECNICAS DE ANTIDERIVACION

Muchas antiderivadas no pueden determinarse aplicando dnicamente los teo-
remas de la seccién 4.1. Por tanto, se deben aprender otras técnicas de
antiderivacién. En esta seecidn, se estudiardn técnicas que requieren la re-
gla de la cadena para antiderivacion y aquellas que implican un cambio

de variable.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

Ll +

A fin de diferenciar 1

x2)10 se aplica la regla de la cadena para la diferenciacién y se obtiene

D51 + xH0] = (1 + x2° 2x%)

Ahora suponga que se quiere antiderivar (1 + x2)% (2x); esto es, se desea

calcular

f 1 + x2°Q2xdx)

1)
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Con objeto de tener un procedimiento que pueda emplearse en tal situa-
cién, considere

g =1+x2 y gQXxdx=2xdx ()]
Entonces (1) puede escribirse como

f [)°lg'x) dx] )]

Del teorema 4.1.8, se tiene
fu9 du = £u'% + C )]

Observe que (3) es de la misma forma que el miembro izquierdo de (4).
De modo que

J.[g(x)]9[g'(x) dx] = Lig@® + €
y con g(x) y g'(x) dx dados en (2) se tiene
f(l + x2%Q2xdx) = I16(1 + )0 4 C <

La justificacién del procedimiento utilizado para obtener el resultado
del ejemplo ilustrativo 1 es proporcionada por el teorema siguiente, el cual
es andlogo a la regla de la cadena para diferenciaci6n y se denomina regla de
la cadena para antiderivacion.

4.2.1 Teorema Regla de la cadena para antiderivacion
R, S SR SR T s R R

Demostracién  Por hipétesis,

Fg(x)) = f(g(x)) €))
Por la regla de la cadena para diferenciacién,

D,[F(g(x))] = F(g(x))lg'x)]
Si se sustituye de (5) en esta ecuacién se obtiene

D,[F(g(x))] = f(g(x)g'®)]
de la cual se deduce que

jf@(x))w'(x) dx] = F(g(x)) + C

que es lo que se deseaba demostrar. [
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Como un caso particular del teorema 4.2.1, del teorema 4.1.8 se tiene la
generalizacién de la férmula de la potencia para antiderivadas, la cual se
establece a continuacion.

| 4.2.2 Teorema

Si g es una funcién diferenciable y n es un niimero racional, entonces

n+1
J[s(x)]"[g'(x)dx] # ié’—flii% N Ve

P EJEMPLO 1  Evalic
J«Bx + 4 dx

Solucién A fin de aplicar el teorema 4.2.2, primero se escribe

f«/—3x + 4 dx = J Bx + H24gx

y observe que si
gx) = 3x + 4  entonces g'(x)dx = 3dx (®

Por tanto, se necesita un factor 3 junto a dx para obtener g'(x) dx. En con-
secuencia, se escribe

J(Bx + &HW2gx = J(3x + H1213dx)

%f Gx + 4123 dx)

Asi, por el teorema 4.2.2 con g(x) y g'(x) dx dadas en (6), se tiene

3/2
%f(fix + H2 3 dx) = %(—3—"——*—3L +C
3

= 2@x+ 42+ C <4

P EJEMPLO 2 cCalcuc
J x45 + 2x3)8dx
y verifique la respuesta mediante diferenciacion.
Solucién  Observe que si
glx) =5 + 2x3 entonces  g'(x) dx = 6x2dx ¢

Como

JxZ(S + 2x3)8dx = J G + 2x38(x2 dx)
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A

;

U

o

{-4.7, 4.7 por [-3.1,3.1]

flx) = xcosx

2

NDER( %sen 2 x

FIGURA 1

se necesita un factor 6 junto a x2dx para obtener g'(x) dx. Por tanto, se escribe
f X5 + 2x¥8dx = éj 5 + 2x3)3(6x2 dx)

Si se aplica-el teorema 4.2.2 con g(x) y g'(x) dx dadas en (7), se tiene

1. (5+2x3)°
6 9

3y9
=6 +2x° + C

BI‘J 6 + 2x386x2dx) = +C

Al verificar mediante diferenciacién se obtiene

DL (5 + 2x3)9

= 96 + 2xH¥6x?)
x2(5 + 2x38 <

sy
54

il

Si en la férmula del teorema 4.2.1, f es la funcién coseno, entonces F es
la funcién seno y se tiene

fcos(g(x))[g'(X) dx] = sen(g(x)) + C ®)

Esta férmula se aplica en el ejemplo siguiente.

P EJEMPLO 3  Obtenga

f xcosx2dx

y apoye la respuesta graficamente.
Solucién  si
gx) = x2 entonces g’(x} dx = 2xdx ()]

Como
J xcosx2dx = f (cos x2)(x dx)

se necesita un factor 2 junto a x dx para obtener g'(x) dx. De modo que se
escribe )

f xcosx2dx = %f (cos x2) 2x dx)
Al aplicar (8) con g(x) y g'(x) dx dadas en (9), se obtiene
%J (cos x2) 2xdx) = Isen 2+C

Para apoyar la respuestase traza la grifica de la funcién definida por
x cos x? y la gréfica de NDER(; sen x?, x) en el mismo rectdngulo de ins-
peccién de [-4.7, 4.7] por {-3.1, 3.1], como se muestra en la figura 1, la cual
indica que las dos gréficas son idénticas. |
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Los detalles de las soluciones de los ejemplos anteriores pueden acortarse
si no se establecen especificamente g(x) y g'(x) dx. De esta manera, la solucién
del ejemplo 1 toma la siguiente forma:

f Bx + 4 dx % f GBx + H12(3 dx)

3/2
= l.(&xﬁ*‘L.ﬁc
2

w

=6x+ 4+ C

La solucién del ejemplo 2 puede escribirse como

fxz(S + 2x38dx %f 5 + 2x386x2dx)

1. G6+20° |
6 9

= 3,9
= LS +2:0°+ C

C

y la soluci6n del ejemplo 3 puede acortarse como sigue:

f xcos x2dx %f (cos x2)}(2x dx)

= %senx2 +C

P EJEMPLO 4  Evaie

4x2
j a- 8y &

Soluciédn Comod(l - 8x3) = —24x2 dx, se escribe

4x2
f(l — 8y

4j (1 ~ 8x3)~4(x2dx)

1 — RV 24 x2
4( 24)f(l 8x3)~4(-24x*dx)

- 8¢3)3
_.é_..(.l__s_{_)_.',c

-3
I
18(1 - 8x3)3

En ocasiones es posible calcular una antiderivada después de un cambio
de variable adecuado, como se muestra en el ejemplo siguiente.

+C 4

P EJEMPLO S5  cCilcue
fxz ~J1 + x dx
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Solucién  Sean
u=1+ux du = dx x=u-1

Entonces se tiene

fxz N+ xdx = f(u - l)2u1/2du

= f W - 2u + u'2du

= qu/z du -2 f B2 du + f ulf2 gy

u7/2 5/2 3/2
=4 -2- 55 .
2 2
-4+ D2+ 202 Cc A

il
~
—_
+
)
~
2
S

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  Un método alternativo para

la solucién del ejemplo 5 consiste en considerar

1+ x vV=1+x
v -1 dx = 2vdy

v
X

Entonces el célculo toma la forma siguiente:

fxz N1+ x dx =_J’(_v2 - 1D2.v.2vay)

2fv6dv—4fv4dv+ 2fv2dv

- 2,7 _ 4 2,3
= zv 3v5+§v+C

=30+ 0P - 40+ + 20+ +C
Al verificar mediante diferenciaci6n se tiene

D21+ 072 - 4+ 22 + 20 + 0¥
=1+ 22 - 201 + 232 + (1 + 2
(1 +x02[Q + 02 -20 +x + 1],
(I + 0121 +2x +x2-2-2x + 1]
1+ x 4

]

» EJEMPLO 6  Evatic

fsenfd

Solucién  Sean -

u= x y du = —= dx
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Por tanto,

sen +/x
NES dx

2fsen \/;(5\1/—; dx)

ZJ-senudu

-2cosu + C
-2cos Vx + C 4

i

I

P EJEMPLO7  Cacue
J senx 1 — cos x dx

Solucién  Sean

u=1-cosx du = senxdx

J- ul2 dy

= §u3/2 + C

= 201 - cosxp}? + C 4

Asi,

J-senx V1 - cos x dx

P EJEMPLO 8  Euaie | tan x sec? x dx mediante dos métodos:
(a) sea u = tan x; (b) sea v = sec x. (¢) Explique la diferencia aparente de
las respuestas de los incisos (a) y (b).

Solucién
(@) Siu = tanx, entonces du = sec? x dx. De modo que

J-tanxseczxdx = J‘ u du

2
= W
2+C

= %tanzx + C

(b) Siv = secx, entonces dv = sec x tan x dx. Por lo que

J‘ tan x sec? x dx = j sec x (sec x tan x dx)
Jvdv

2

14 -
== +C

3 +

%seczx + C
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(¢) Comosec?x = 1 + tan’x, las funciones definidas por ; tan’xy 3 sec?x

difieren por una constante; de modo que cada una es una antiderivada
de tan x sec? x. Ademds se puede escribir

jsec?x + C = 1(tan’x + 1) + C
_ 102 1
= tan“x + 7 + C

= jtan’x + K dondeK = 1 + C <

’ EJEMPLO 9 Una herida estd sanando de manera que ¢ dias a
partir del lunes el 4rea de la herida ha disminuido a una tasa de —3(¢ + 2)2
centimetros cuadrados por dia. Si el martes el 4rea de la herida fue de 2 cm?,
(a) ;cudl era el drea de la herida el lunes? y (b) ;jcual serd el drea prevista de
la herida el viernes si continda sanando a esa misma tasa?

Solucién  Sea A centimetros cuadrados el 4rea de la herida ¢ dias a partir
del lunes. Entonces

dA

aa -2
at 3 + 2)

A

-3 f (¢t + 2)y2dt
Debido aque d(r + 2) = dt, se obtiene

A——3~(t+2)_1
A= —=— +C a0

Como el martes el drea de la herida fue de 2 cm?, se tiene que A = 2 cuan-
do ¢ = 1. Al sustituir estos valores en (10) se obtiene

2=1+2C
Cc =1

Por tanto, de (10) se tiene

_ 3
t+2

+1 an
(a) Para el lunes, 1 = 0. Sea Agel valor de A cuando t = 0.De(11),

A0= + 1

Nl Nl

Conclusién:  El lunes, el 4rea de la herida es de 2.5 cm?.

(b) Parael viernes, t = 4. Sea A, el valor de A cuando t = 4. De (11),

+ 1

MW W

Conclusién: Para el viernes, el drea prevista de la herida serd de
1.5 cm?. 4
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EJERCICIOS 4.2

En los ejercicios 1 a 44, efectie la antiderivacion. Verifique
el resultado, mediante diferenciacion o apoye grdficamente la

36. fx(x2+ 1) V4 - 2x%2 - x* dx

respuesta. b
3. f _Y*3 a4y e :
1. f J = 4y dy 2. f Y3x = 4 dx (3 - y)¥/3 -
1/3 + 2)4
- 38. | V3+s(s+ 1)%ds 39 f LA ) M
3. fx%xz -9 dx 4. fx(sz + 1)°dx f ir?

w

0 f( 1)312(12 _ l)d
A t+ - t
. fxz(x3 ~ D0 gx 6. J.3x V4 - x% dx t 12

41 f x d 2 f 2y
.. —_— ax . —_—ax
(x2 + 4)3/2 1 - 242

43, f sen x sen{(cos x) dx

Al

3
Yy K
-7 dy 8. f —_— ds
f a-2y*y V352 41
9. f(xZ ~4x + 9 4x 10, fx" V3x3 - 5dx

1 J‘ T 2 f t oy 44. f sec x tan x cos(sec x) dx
. x 2 dx . t
o Nt +3

45. La funcién de costo marginal para }m articulo particular
ey -2 q _
1. 2r dr 14. 32 - 22 dx estd dada por C(I).— 3(5x + 4)71%. Si el costo gene
a-r) . ral es de $10, determine la funcién de costo, total.
- ’ . S 46. Para cierta mercancia la funcién de: costo marginal estd
15. J. N3 = 2x x%dx 16. f @ + M5 ax dada por C'(x) = 3+/2x + 4. Si el costo general es de
cero, determine la funcién de cosoto total.

17. f cos 46d6 18. f sen L xdx 47. Si x unidades son demandadas cuando el precio por uni-
3 dad es de p délares, obtenga una ecuacién que contenga a
p y x (la ecuacién de demanda) de una mercancia para la
19. f 6x% sen x? dx 20. f % tcos 412 dt cual la funci6n de ingreso marginal estd dada por
R() = 4 + 10(x + 5)2
21. f sec? Sxdx 22, | csc*20d6 ) , : .
48. La funcién de ingreso marginal para un articulo particular
estd definida por R'(x) = ab(x + b)2 - ¢. Determine
23, f yesc 3y2cot3y2dy 24, f r2sec2 r3dr (a) la funcién de ingreso total; y (b) una ecuacién que
contenga a p y x (la ecuacién de demanda) donde x uni-
4 dades son demandadas cuando el precio por unidad es p
25. fcosx(Z + senxydx  26. f _asenx > délares.
(1 + cos x) .
49." Si q coulombs es la carga eléctrica recibida por un con-
2. J‘ 1+ % % 28, J' % 4 d_zt densador de corriente eléctrica de i amperes a los ¢ se-
. T ! gundos, entonces i = %‘3 Sii=5sen60tyq=0
29. f 2senx YT + cos x dx cuando t = %n’, determine la mayor carga positiva del
condensador.
. ) —— 50. Realice el ejercicio 49 considerando ahora que i =
30. f sen2x v2 - cos 25 dx 4cos 120ty g = Ocuando¢ = 0.
51. El costo de cierta pieza de maquinaria es de $700, y su
31. f cos? fsen t dt © 32, f sen® Bcos 640 valor disminuye con el tiempo de acuerdo con la férmula -
' %Vt— = -500(t + 1)2, donde V délares es su valor r afios

después de su compra. ;Cu4l serd su valor 3 afios después

2
33. f (tan 2x +cot 2x)%dx 34.- f s_eg_‘/gﬂ dt
de su compra?

¢

35, _x2+2x dx 52. El volumen de agua de un tanque es V metros ciibicos
Vo3 + 322 4 1 cuando la profundidad del agua es de # metros. Si la tasa




4.3 ECUACIONES DIFERENCIALES Y MOVIMIENTO RECTILINEO 319

§3.

54,

§S.

de variapién de V con respecto a h estd dada por 56. Calcule Ix(xz + 2)2 dx mediante dos métodos: () de-

av
dh
tanque cuando su profundidad es de 3 m.

= m(2h + 3)% calcule el volumen del agua del

Para los primeros 10 dfas de diciembre una célula vegetal
crecié6 dg forma que ¢ dfas después del 1 de diciembre
el volumen de la célula estuvo creciendo a una tasa de
(12 - 72 micras cibicas por dfa. Si el 3 de diciembre el

~volumen de la célula fue de 3um3, ;cusl fue el volumen
el 8 de diciembre?

El volumen de un globo crece de acuerdo a la férmula

av
dt
el volumen dei globo a los ¢ segundos. Si V = 33 cuando
t = 3, determine (a) una férmula de V en términos de r;
(b) el volumen del globo a los 8 s.

Evalde [ 2x + 1)® dx mediante dos métodos: (a) de-
sarrolle (2x + 1)° utilizando el teorema del binomio;
(b) considere ¥ = 2x + 1. (c) Explique la diferencia apa-
rente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b).

= t+1 + %t. donde V centfmetros cibicos es

§7.

59.

sarrolle (x? + 2)> y multiplique el resultado por x;
(b) considere « = x2 + 2. (c) Explique la diferencia apa-
rente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b).

RTY
Evalde J- Gx =D 4y mediante dos métodos: (a) de-
NEY
sarrolle (Vx - 1)? y multiplique el resultado por x’”z;

(b) considere u = x - 1. (c) Explique la diferencia
aparente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b).

. Calcule [ vx = 1 x2 dx mediante dos métodos: (@) consi-

dereu = x — 1;(b) considerev = +/x - 1.

Evaliie [ 2 sen x cos x dx mediante tres métodos: (a) con-
sidere 4 = sen x; (b) considere v = cos x; (¢) utilice la
identidad 2 sen x cos x = sen 2x. (d) Explique la dife-
rencia aparente de las respuestas obtenidas en los incisos
@, ®dy (c).

. Calcule I csc? x cot x dx mediante dos métodos: (a) con-

sidere u = cot x; (b) considere v = csc x. (c) Explique la
diferencia aparente de las respuestas obtenidas en los in-
cisos (a) y (b).

m
4.3 ECUACIONES DIFERENCIALES Y MOVIMIENTO RECTILINEO

Una ecuacién que contiene una funcién y sus derivadas, o s6lo sus derivadas, se
denomina ecuacién diferencial. Las ecuaciones diferenciales se aplican en
muchos campos diversos. En esta seccién se aplicardn dichas ecuaciones al
movimiento rectilfneo en fisica. Posteriormente se aplicardn al crecimiento
y decrecimiento, (o decaimiento) exponencial y al crecimiento logfstico en
qufmica, biologfa, psicologfa, sociologfa, administracién y economfa.

En la seccién 4.1 se presentaron ecuaciones diferenciales simples;
por ejemplo, en el ejemplo ilustrativo 6 de esa seccién se tuvo la ecuacitn

diferencial

dy _

i 2x a
Algunas otras ecuaciones diferenciales simples son

dy _ 252

dx ~ 3y3 @

d2y

€Y _ 4

2 x+3 A3

El orden de una ecuaci6n diferencial es el orden de la derivada de ma-
yor orden que aparece en la ecuaci6n. Las ecuaciones (1) y (2) son de primer
orden y (3) es de segundo orden.

Una funcién f definida por y = f(x) es una solucién de una ecuacién
diferencial si y y sus derivadas satisfacen la ecuacién. Una de las ecuacio-
nes diferenciales més ficiles de resolver es la ecuacién de primer grado de
la forma )

‘dy
o = flx)
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para la cual (1) es un ejemplo particular. Al escribir esta ecuacién con dife-
renciales se tiene

dy = f(x) dx ~ “)
Otro tipo de ecuaciones diferenciales de primer orden es aquél de la forma

& _ 8x)

dx  h(y)

La ecuacién (2) es un ejemplo particular de una ecuacioén de este tipo. Si esta
ecuacion se escribe con diferenciales, se obtiene

h(y)dy = glx) dx )]

Tanto en (4) como en (5), el miembro izquierdo contiene dnicamente a la va-
riable y, mientras que en el derecho tiene s6lo a la variable x. Asi, las variables
estdn separadas, por lo que se dice que estas ecuaciones son ecuaciones di-
ferenciales separables.

Considere la ecuacién (4), la cual es

dy = f(x)dx

Para resolver esta ecuacién se deben encontrar todas las funciones G para las
cuales y = G(x) tales que satisfacen la ecuacién. De este modo, si F
es una antiderivada de f, todas las funciones G estdn definidas por
G(x) = F(x) + C, donde C es una constante arbitraria. Esto es, si

d(G(x)) = d(F(x) + C)
= fx)dx

entonces la solucién completa (o solucién general) de (4) estd dada por
y=Fx)+ C

Esta ultima ecuacién representa una familia de funciones que dependen
de una constante arbitraria C, por lo que se denomina familia de funcio-
nes de un parametro. Las grificas de estas funciones forman una familia
de curvas de un pardmetro en un plano, y sélo una curva de esta familia pasa
por cualquier punto particular (x, y).

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Suponga que se desea en-

contrar la solucién completa de la ecuacién diferencial

dy -
piie 2x (6)

Al separar las variables y escribir la ecuacién con diferenciales se obtiene
dy = 2xdx

Si se antiderivan los dos miembros de la ecuaci6n se tiene

J.dy J.Zxdx B

y+C=x2+ G
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Como C, — C, es una constante arbitraria si Cy y C| son arbitrarias,
4 entonces se puede reemplazar C, — C; por C, obteniéndose

y=x2+C ' - )

la cual es la solucién completa de la ecuacién diferencial (6).

c=2 La ecuacidén (7) representa una familia de funciones de un pardmetro.

c=1 La figura 1 muestra las graficas de las funciones que corresponden a

g=0 C=-4,C=-1,C=0,C=1yC =2 4
=-1

Cc=-4

Abhora considere la ecuaci6n (5), la cual es
k(y)dy = g(x)dx

Si se antiderivan los dos miembros de esta ecuacién, se tiene

J h(y)dy = J g(x) dx

Si H es una antiderivada de &, y G es una antiderivada de g, la solucién com-
pleta de (5) estd dada por

y=x2+C

H(y) = Gx) + C
FIGURA 1

P  EJEMPLO 1 Obtenga la solucién completa de la ecuacién

diferencial
dy _ 222
dx ~ 3y3

Solucién  Sila ecuacion dada se escribe con diferenciales, se tiene
3y3dy = 2x%dx

quedando las variables separadas. Al antiderivar los dos miembros de la
ecuacién se obtiene

J 3y3dy J 2x2dx

3yt 2x3 . C

= = =22 4 =

4 3 12

9y4 = 8x3 + C

la cual es la solucién completa.

Para obtener este resultado, primero se escribié la constante grbitraria
como C€/12, de modo que al multiplicar ambos miembros de Ja ecuacién por
12 la constante arbitraria quede como.C.

En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra c6mo obtener una solu-
ci6n particular de una ecuaci6n diferencial de primer orden cuando se da una
condicién inicial.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de encontrar una so-

lucién particular de la ecuacién diferencial (6) para la cual y = 6 cuando
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x = 2, se sustituyen estos valores en (7) y se resuelve para C, obtenién-
dose 6 = 4 + C,0C = 2. Al sustituir este valor de C en (7) se tiene

y =x2+2

la cual es la solucién particular deseada. 4

La ecuacién (3) es un ejemplo de un tipo de ecuacién diferencial de
segundo orden

d?y

dx2
Para resolver esta ecuacién se necesitan dos antiderivaciones sucesivas, y la
solucién completa tendrd dos constantes arbitrarias. Por tanto, la solucién
completa representa una familia de funciones de dos pardmetros, y las
gréaficas de estas funciones forman una familia de curvas de dos pardmetros

en un plano. El ejemplo siguiente muestra el método para obtener la solucién
completa de una ecuacién diferencial de este tipo.

= f(x)

’ EJEMPLO 2 Determine la solucién completa de la ecuacién

diferencial
2
4’y =4x + 3
dx2
Solucién  Como
dy _ d (Q
dx? dx \ dx
y considerando y’ = % , se puede expresar la ecuacién dada como
dy' _
i = 4x + 3

De este modo se tiene, con diferenciales,
dy' = (4x + 3)dx

Al antiderivar, se obtiene

Jo

y =2x2 + 3x + Cj

J(4x + 3)dx

Debidoaque y' = Z—i, y al sustituir en la ecuacién anterior se tiene
dy
—d_x = 2X2 + 3x + C]
dy = 2x2 + 3x + C)) dx

[

y = §x3+ %x2+C1x+C2

J(Z)c2 + 3x + C)dx

la cual es la solucién completa. |
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’ EJEMPLO 3 Obtenga la solucién particular de la ecuacién di-
ferencial del ejemplo 2 paralacualy = 2yy'= ~3 cuandox = 1.

Solucién Como y' =2x2 + 3x + C, se sustituye —3 pof y'y 1 por x,
obteniéndose -3 = 2 + 3 + Cy, o C; = —8. Al sustituir este valor de C;
en la solucién completa se tiene

y=%x3+%x2—8x+C2

Puesto que y = 2 cuando x = 1, y al sustituir estos valores en la ecuacién
anterior se tiene 2 = 2 + 2 — 8 + C,, de donde se obtiene C; = .
Entonces la solucién particular deseada es

y = x3+%x2—8x+% <

wIN

En la seccién 2.5 se dijo que cuando una particula se mueve a lo largo de
una recta de acuerdo a una ecuacion de movimiento, s = f(f), la velocidad
instantdnea y la aceleracién pueden determinarse de las ecuaciones

ds

v:dt y

-
dt

Por tanto, si se tiene v 0 a como funcién de ¢, asf como algunas condiciones de
frontera, se puede determinar la ecuacién de movimiento resolviendo la ecua-
cién diferencial. El procedimiento se ilustra en los dos ejemplos siguientes.

’ EJEMPLO 4 Una particula se mueve a lo largo de una recta de
acuerdo a la ecuacién

v = 10cos 2nt

donde v centimetros por segundo es la velocidad a los  segundos. Si el sentido
positivo es hacia la derecha del origen y la particula estd a 5 cm a la derecha
del origen al inicio del movimiento, determine su posicién cuando ¢ es igual a
(a) 0.3, (b) 1.4, (c) 2.9 y (d) 3.6. Simule el movimiento en la graficadora y
apoye las respuestas.

Solucidn  Sea s centimetros la distancia dirigida de la partfcula a partir
del origen a los t segundos. Como v = ds/dt,

ds
dt
ds 10cos 2t dt

st = 10Jcos2mdt -

s = 10 cos 2mt(2m dt)
2

10 cos 2t

1l

s = isen27zfz‘ + C
n

Puesto que s = Scuando? = O,

w
il

-5—sen0 + C
T

a
Il

5
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(c) Cuandot = 2.9,

F:
—_——
o
X=5 Y=|
[0, 7 por [-1,2]

< w o~

x(t) = %sen2m+5 y yoy =1

FIGURA 2
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FIGURA 3

Por tanto, la ecuacién de movimiento es

sen2mt + 5

©
"
] [

(a) Cuandot = 0.3, (b) Cuandot = 1.4,

s = isen0.67r+5 s = 2sen2.87r+5
T T
= 651 ~ 594
(d) Cuando ¢t = 3.6,

(%Y
]

3 sen58m + 5 s = 3 sen72m + 5
T T

[

4.06 = 4.06

Ahora se simulard el movimiento en la graficadora sobre la recta
y = 1. Con la graficadora en modo paramétrico, sean

)t = ;Sr—sen27rt+5 y oy =1

Considere los siguientes pardmetros para el rectdngulo de inspeccion:
tmin = 0, tyax = 4 tyep = 001, Xnn = 0, Ximgx = 7 X5e1 = L, Yy = —1,
Ymix = 2, ¥ Ysa1 = 1. Se presiona la tecla y después la tecla flecha a
la izquierda, manteniéndose oprimida hasta que el cursor esté en ¢t = 0. La
figura 2 muestra la pantalla de la graficadora con la informacién siguiente:
t =0,x =5,y y = 1. Presione la tecla flecha a la derecha y manténgala
oprimida. Observe el cursor, el cual representa la particula que se mueve a lo
largo de larectay = 1. En la parte inferior de la pantalla de la graficadora se
observa lo siguiente: cuando ¢ = 0.3, x = 6.51; cuando ¢t = 1.4, x = 5.94;
cuando ¢t = 2.9, x = 4.06; cuando ¢ = 3.6, x = 4.06. Estos valores apoyan
las respuestas.

Conclusién: A los 0.3 s la particula estd a 6.51 cm del origen; a los 1.4 s
la particula estd a 5.94 cm del origen; a los 2.9 s la particula estd a 4.06 cm
del origen; y a los 3.6 s la particula estd otra vez a 4.06 cm del origen. |

Si un objeto se mueve libremente sobre una recta vertical y es atraido
hacia la Tierra por la fuerza de gravedad, la aceleracién debida a la gravedad
varfa con la distancia del objeto desde el centro de la Tierra. Sin embargo,
para pequefias variaciones de distancia la aceleracién debida a la gravedad
es casi constante. Si el objeto estéd cerca del nivel del mar, un valor aproxima-
do de la aceleracién debida a la gravedad es 32 pie/s? 0 9.8 m/s2.

’ EJEMPLO 5 Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba
desde el suelo con una velocidad inicial de 128 piefs. Considere que la tnica
fuerza que actia sobre la piedra es la aceleracién debida a la gravedad. Deter-
mine (a) qué tan alto llegar4 la piedra, y (b) qué tiempo le tomard a la piedra
llegar hasta el suelo. (¢) Simule el movimiento en la graficadora y apoye las
respuestas de los incisos (a) y (b). (d) Detemine la rapidez de la piedra al
llegar al suelo.

Solucién  El movimiento de la piedra se efectiia sobre una recta vertical.
La figura 3 muestra el comportamiento del movimiento, donde las flechas
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Tabla 1

S vl O«

indican la direccién del movimiento de la piedra sobre una recta vertical y el
sentido positivo se considera hacia arriba.

Sean 7 segundos el tiempo que transcurre desde que la piedra fue lanzada,
s pies la distancia de la piedra desde el suelo a los ¢ segundos, ¥ pies por se-
gundo la velocidad de la piedra-a los ¢ segundos y | v I la rapidez de la piedra
a los ¢ segundos.

Cuando la piedra llega al suelo, s = 0. Sean 7y v los valores particulares
deryvcuando§ = Oyt # 0. La piedra estard en su punto més alto cuando
la velocidad sea cero. Sea 5 el valor particular de s cuando v = 0. La tabla 1
presenta las condiciones de frontera.

La aceleracién debida a la gravedad es en el sentido hacia abajo y tiene
un valor constante aproximado de —32 pie/s2. Como la aceleracién estd dada

por %, se tiene

dv
@ _ 3
dt 2
dv = -32dt
J dv = -32 J dt
y = =32t + Cl

Como v = 128 cuanto ¢ = 0, se sustituyen estos valores en la ecuacién an-
terior y se obtiene C; = 128. Por tanto,

v =-32¢r + 128 ®)

. ds
Debid = ==
ebido a que v 7

ds
dt
ds

jds

N

32t + 128

(-32¢ + 128) dt

J (=32t + 128) dr

-1612 + 128t + C,

Como s = 0 cuando ¢t = 0, entonces C = 0, y al sustituir O por C, en la
ecuacion anterior se obtiene

s = -16:2 + 128¢ )

(a) Para averiguar qué tan alto llegara la piedra, se necesita determinar 5.
Primero se determina el valor de ¢ para el cual v = 0. De (8), t = 4
cuando v = 0. En (9) se sustituye 4 por ¢ y § por s, obteniéndose

¥ = -16(16) + 128(4)
= 256

Conclusién: La piedra llegard a 256 pie.

(b) Para saber qué tiempo le tomard a la piedra llegar al suelo se necesita
determinar 7. Si se sustituye 7 por ¢ y 0 por s en (9), se obtiene

0 = -167(f - 8)
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(©)

-
[
p o

Y=0

[0, 4} por [—100, 300]

dedonde? = Oy7 = 8. Sin embargo, el valor 0 ocurre cuando la piedra

es lanzada.

Conclusién: Le tomar 8 s a la piedra llegar al suelo. ‘

Coii objeto de simular el movimiento de la piedra en la graficadora
se considera que la piedra se mueve a lo largo de la recta vertical x = 2.
Con la graficadora en modo paramétrico, sean

x) =2 y y@) = -16:2 + 128¢

Considere los siguientes pardmetros para el rectdngulo de inspeccifn:

Imin = 0, Imgx = 8, fgep = 0.1, Xmin = 0, xmax = 4, x50 = 1,
Ymin = —100, ymax = 300, y ys = 0. Se presiona la tecla [TRACE]

y después la tecla flecha a la izquierda, manteniéndose oprimida hasta
queel cursorestéent = 0. La figura 4 muestra la pantalla de la graficado-
ra como debe aparecer hasta este momento. Presione la tecla flecha a la
derecha y observe que la piedra, representada por el cursor, se mueve
hacia arriba y hacia abajo a lo largo de la rectax = 2. Note que el maxi-
mo valor que alcanza y es 256, el cual ocurre cuando ¢ = 4, lo que apoya

= — - 2
M =2y Y@ =168+ 128 la respuesta del inciso (a). También observe que la piedra regresa al
FIGURA 4 suelo (cuandoy = 0) alos 8 s, lo que apoya la respuesta del inciso (b).
(d) Para obtener v se utiliza (8) y se sustituye 8§ por ¢ y ¥ por v, obteniéndose
v = -32(8) + 128 ,
= -128

Por tanto, |7| = 128
<

Conclusién: La piedra llega al suelo con una rapidez de 128 pie/s.

EJERCICIOS 4.3 )

En los ejercicios 1 a 14, determine la solucion completa de la

had Ay A - 4: = - =
ecuacion diferencial. 15. ax * 2x -4y 6 cuando x =3
dy dy 2 d
1. = =4x-5 2. - =6-3 a _ sy = —3 = —
dx x dx x 16. ol (x + Dx + 2),y = 5 cuando x = 3
B _ 3, - ds
3 dx 0+ 2 -7 4. dr 5s 17. 4y = c_os__}l;y = lg cuando x = ln
. dx sen 2y 3 2
5.Q=3xy2 6.-d—y=——\/;+x d :
dx dx Jy -y 18. j:_ = cos %t;s=3 cuando ¢ = %n:
7 du _ 3wyl + u? 8 dy _ x2yx3-3 du R du '
Cdv * dx 2 —_ = 2. = - _— = -
dv u dx y 19. 7 41 + 3v)5u 1y - 2 cuando
g D seclx 10, 4 _ cos2v v = -l
dx tan? y dv sen 3u
d? a? d? 3 1 d
11.E§:5x2+1 R Y- 273 20.73=—x—4;y=§ya—%=—1 cuando x = 1
13. d_“,*‘ = sen37 + cos 3t En los ejercicios 21 a 32, una particula se mueve a lo largo de
dr? una recta; a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la
d2u 2 particula desde el origen, v pies por segundo es la velocidad de
4. o tan v sec” v la particula y a pies por segundo por segundo es la acelera-

cion de la particula. Sugerencia para los ejercicios 29 a 32:

En los ejercicios 15 a 20, obtenga la solucion particular de
la ecuacion diferencial determinada por las condiciones
iniciales.

_dvds _
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2. v =

V2t + 4; s = 0 cuando ¢ = 0. Exprese s en tér-
minos de ¢.

22, v =4 -1;5 = Ocuando ¢t = 2. Exprese s en términos
der

23. a=5-21;v=2ys = Ocuandot = 0. Exprese vy s
en términos de ¢. |

24. a=17,v=0ys = Ocuando ¢ = 0. Exprese v y s en
términos de 1.

28. a=t2+2s5=1 cuando t = 0 y s = -3 cuando
t = 2. Exprese vy s en términos de ¢.

26. a =3-1t%v=21ys=1cuandot = 1. Exprese v
y s en términos de ¢.

27. a = —42 cos(2t - La)v = 2ys = 1cuandos = 0.
Exprese v y s en términos de ¢.

28. a = 18sen3f,v = ~6ys = 4 cuandot = 0. Exprese v
y s en términos de ¢.

29, = 800; v = 20 cuando s = 1. Obtenga una ecua-
cién que contengaa vys.

30. a = 500; v = 10 cuando s = 5. Determine una ecua-
cién que contenga a vy s.

31. a =55+ 2; v =4 cuando s = 2. Obtenga una ecua-
cién que contengaa vy s.

32. a =25 + l;v = 2cuando s = 1. Determine una ecua-

cién que contengaa vy s.

En los ejercicios 33 a 52, no olvide definir las variables como
niimeros y asegiirese de escribir una conclusion. En los ejerci-
cios 35 a 43, tenga en cuenta que la iinica fuerza que actia es
atribuida a la aceleracién debida a la gravedad, considera-
da como 32 pies* 0 9.8 m|s? hacia abajo.

33.

3s.

37.

Una particula se mueve a lo largo de una recta de modo
que si v centfmetros por segundo es la velocidad de la
particula a los f segundos, entonces v = 9 sen 37, donde
el sentido positivo es hacia la derecha del origen. Si la
particula se encuentra en el origen al iniciar el movimien-
to, determine su posicion cuando ¢ es igual a (a) 0.6,
(b) 2.5, (c) 4.8, y (d) 7.2. Simule el movimiento en la
graficadora y apoye las respuestas.

Realice el ejercicio 33 considerando ahora que
v = 2cos %m.

Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde el
suelo con una velocidad inicial de 20 pie/s. (a) ;Cu4nto
tiempo ascenderé la pelota? (b) ;Qué tan alto llegara la
pelota? y (c) ;Cuénto tardard la pelota en llegar al suelo?
(d) Simule el movimiento en la graficadora y apoye las
respuestas de los incisos (a)-(c). (e) ;Con qué rapidez
golpeard la pelota el suelo?

Realice el ejercicio 35 considerando ahora que la velo-
cidad inicial es de 5 m/s.

Se deja caer una piedra desde lo alto del monumento a
Washington, de 555 pie de altura. (a) ;Cuénto tiempo le
tomaré a la piedra alcanzar el suelo? (b) ;Con qué rapidez
golpeard la piedra el suelo?

38.

39.

41,

Se lanza una pelota hacia abajo desde una ventana situada
a 80 pie sobre el suelo con una velocidad inicial de
—64 piefs. () (Cuénto tardar4 la pelota en llegar al suelo?
y (b) ;Con qué rapidez golperd la pelota el suelo?

Una mujer que se encuentra en un globo dejé caer sus bi-
noculares cuando el globo se encontraba a 150 pie sobre el
suelo y se elevaba a una tasa de 10 pie/s. (a) ;Cuénto tiem-
po tardar4n los binoculares en llegar al suelo? y (b) jcon
qué rapidez se impactarén los binoculares el suelo?

Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba desde la
azotea de un edificio de 60 pie de altura con una velocidad
inicial de 40 pie/s. (a) ;Cudnto tiempo tardar4 la piedra en
alcanzar su méxima altura? (b) ;Cudl es su méxima altura?
(c) ;Cudnto tiempo tardar4 la piedra en pasar por la azotea
del edificio en su regreso? (d) ;Cual es la velocidad en ese
instante? (e) ;Cudénto tardard la piedra en llegar al sue-
lo? (f) ;Con qué rapidez golpear4 la piedra el suelo?

Suponga que camina en el bosque y ve hacia arriba c6mo
una roca se desprende de un lado de un risco. Si su cabeza
estd a 200 pie debajo de la base de la roca en ese instante,
(a) (cuanto tiempo tiene para alejarse de la trayectoria de
la roca? (b) Si no se aleja de la trayectoria a uempo, icon
qué rapidez le golpear4 la roca?

-y
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42,

43.

45.

47.

Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una
velocidad inicial de 40 pie/s desde un punto a 20 pie del
suelo. (a) Si v pies por segundo es la velocidad de la pelo-
ta cuando estd a s pies desde su punto de lanzamiento,
exprese v en términos de s. (b) (Cual es la velocidad de la
pelota cuando esté a 36 pie del suelo y se eleva? )

Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba con
una velocidad inicial de 150 m/s desde un punto 2 m
arriba del suelo. (a) Si s metros es la altura del proyectil
desde el suelo a los ¢ segundos, después de ser disparado,
exprese s en términos de f, bajo la suposicién de que la
unica fuerza que actia sobre el proyectil es la atribuida a
la aceleracion debida a la gravedad. (b) ;(Qué tan alto,
desde el suelo, estard el proyectil 4 s después de ser dis-
parado? (¢) ;Cudnto tiempo tardaré el proyectil en alcan-
zar una altura de 500 m desde el suelo?

Si un cohete se eleva desde el suelo con una aceleracion
constante de 22 m/s?, determine (a) la velocidad del cohete
30 s después de que se lanzé y (b) ;qué altura, desde el
suelo, alcanzari el cohete en ese tiempo?

Un transbordador espacial se eleva verticalmente con una
aceleracién constante de 10 yd/s%. Si un radar a 1 200 yd
de la plataforma de lanzamiento lo sigue, ;qué tan rapido
gira el radar 8 s después del lanzamiento?

QK[____ 1 m‘;,rd L:.’I

Si una pelota se rueda a nivel del suelo con una velocidad
inicial de 20 pie/s, y si la rapidez de la pelota disminuye a
la tasa de 6 pie/s? debido a la friccion, ;qué distancia
recorrer4 la pelota?

Si el conductor de un automévil desea aumentar la rapidez
de 40 a 100 km/h mientras recorre una distancia de
200 m, ;qué aceleracién constante debe mantener?

48.

49.

50.

S1.

52.

53.

54.

55.

(Qué aceleracién negativa y constante debe aplicar un
conductor para disminuir la rapidez de 120 a 60 km/h
cuando se recorre una distancia de 100 m?

Si se aplican los frenos de un automévil que viaja a
100 km/h y los frenos pueden darle al automévil una
aceleracién negativa y constante de 8 m/s?, (a) jcudnto
tardard el automdvil en detenerse y (b) ;qué distancia
recorrerd el automdévil antes de detenerse?

Una pelota empez6 a subir desde la base de un plano
inclinado con una velocidad inicial de 6 piefs. Si hubo
una aceleracién contraria al ascenso de 4 pie/s?, ;qué
distancia recorri6 la pelota en el plano antes de comenzar
a rodar hacia abajo?

Si los frenos de un automdévil pueden darle una acelera-
cién negativa y constante de 8 m/s?, jcudl es la méxima
rapidez a la que puede viajar si es necesario detener el
automovil en un intervalo de 25 m después de que se
apliquen los frenos?

Un bloque de hielo se desliza por un conducto con una
aceleraci6n constante de 3 m/s?. El conducto mide 36 m
de longitud y se requieren 4 s para que el bloque llegue
hasta la parte mds baja. (a) ;Cuél es la velocidad inicial
del bloque de hielo? (b) ;Cudl es la rapidez del bloque de
hielo cuando ha recorrido 12 m? (¢) ;Cuénto tiempo tar-
dar4 el bloque de hielo en recorrer 12 m?

La ecuacién x> = 4ay representa una familia de par4bo-
las de un pardmetro. Determine otra familia de curvas de |
un pardmetro tal que en cualquier punto (x, y) exista una
curva de cada familia que pase por €l y las rectas tan-
gentes a las dos curvas en ese punto sean perpendiculares.
Sugerencia: primero muestre que la pendiente de la recta
tangente en cualquier punto (x, y), que no esté en el eje y,
de la pardbola de la familia dada que pasa por ese punto
es 2y[x.

Resuelva el ejercicio 53 si la familia de curvas de un
pardmetro tiene la ecuacién x> + y> = a3

Si una particula se mueve sobre una recta y se sabe que
la aceleracién es una funcién del tiempo, ;qué condi-
ciones iniciales deben conocerse también para obtener
una ecuacién que exprese la distancia de la particula des-
de el origen como una funcién del tiempo? Explique
c6mo determinaria esta ecuacion.

4.4 AREA

FIGURA 1

Probablemente tiene una idea intuitiva de que el drea de una figura geo-
métrica es la medida que, en alguna forma, proporciona el tamafio de la
region encerrada por la figura. Por ejemplo, se sabe que el drea de un rectdngulo
es el producto de su largo y su ancho, y el drea de un tridngulo es la mitad del
producto de las longitudes de su base y de su altura. El drea de un poligono
puede definirse como la suma de las dreas de los tridngulos en que puede ser
descompuesto, y puede demostrarse que el 4drea asi obtenida es independien-
te de cémo se descompuso el poligono en tridngulos. Observe la figura 1.

En esta seccion, se define el drea de una regién en un plano si la regién
estd limitada por una curva. Si desea saber por qué se tratardn tales dreas, la
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respuesta es que se establecerdn los fundamentos necesarios para motivar
geométricamente la definicién de integral definida en la seccién siguiente.
Recuerde, se motivé geométricamente la definicién de la derivada de una fun-
cién como la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcién. Justo
como con la derivada, después de haber establecido la integral definida verd
que puede aplicarse la definicién en una gran variedad de campos

En el estudio del 4rea se tratarn sumas de muchos términos,” de modo
que se introduce una notacién, llamada notacién sigma, para facilitar la
escritura de estas sumas. Esta notaci6n requiere el uso del simbolo Z, la letra
sigma mayuscula del alfabeto griego. En el ejemplo ilustrativo siguiente se
dan algunos ejemplos de la notacién sigma.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

=12 + 22 + 32 + 42 4+ 52

.MU'
o
|

il
—_

2 .
2(3i+2)=[3(—2)+2]+[3(—1)+2]+[3-0+2]+[3~1+2]+[3-2+2]
i==2

H+EEH+2+5+8

P +224+33+. .+

™M=
.
w
]

~.
Il
—_

=
M=
x| —
]
W —
+
-
+
l—
+
A=
+
~ =
+
00} —
A

4.4.1 Definicion de la notaciéon sigma

iF(i)=F(m)+F(m+1)+Hm+2)+ ..+ Fin=1) + F(n)

donde m y n son niimeros enteros, y m < n.

El miembro derecho de la ecuacién de la definicién consiste de‘la suma
de (n — m + 1) términos, el primero de los cuales se obtiene al sustituir ¢
por m en F(i), el segundo se obtiene al reemplazar i por m + 1 en F(i), y
asf sucesivamente, hasta que el dltimo término se obtiene sustituyendo i por
n en F(i).

El nimero m se denomina limite inferior de la suma, y n se denomina
limite superior de la suma. El simbolo i recibe €l nombre de indice de la
suma. Este es un simbolo “ficticio” porque cualquier otra letra puede em-
plearse para este propésito. Por ejemplo,

k2 =32 + 42 + 52

M

==
]

3

es equivalente a

i2 =324+ 42+ 52

Mo

1
W

* N. del T. En estadistica y otras disciplinas a estas sumas suele llamérseles sumatorias.
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  De la definicién 4.4.1,

A

i _ 42 s 6
3 1 341 44175417 6+1

En ocasiones los términos de una suma contienen subindices, como se
muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente.

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

n

ZA, =A +A + ...+ A,

i=1

9

Z = 4b, + Sbs + 6bg + Thy + 8bg + 9bg
4
Y f(x) Ax = f(x)) Ax + f(x) Ax + f(x3) Ax + f(xg) Ax <
i=1

Los teoremas siguientes tratan sobre el uso de la notacién sigma, son
ttiles para ciertos célculos y se demuestran ficilmente.

4.4.2 Teorema

.
.
a
%

; c'= cn.dnndecesculqmerm

Demostracién
n
Yc=c+c+...+c (ntérminos)
i=1
=cn »

4.4.3 Teorema

‘Z"c- FGi) = cé F(i), donde ¢ es una constante, .

Demostracién
. :
Yc-Fi)y=c-Fl)+c-FQ)+c-F3) + ... + c: F(n)
i=1
= c[F(1) + F2) + F(3) + ... + F(n)]
n
=cY F() .
i=1
. sl . = Y b : |
Z[F(:) +. Gl =, ZF(!; ".;2 oo

““ s 'i"' 2 'i-.l.
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La demostracién del teorema 4.4.4 se deja como ejercicio (refiérase al
ejercicio 43). El teorema 4.4.4 puede extenderse a la suma de cualquier ni-
mero de funciones.

4.4.5 Teorema

Rt el (s e oot adl
15 1 EE{] 2 Z E@ =ic) [§))
i=a i=a+c :
4 y g 2 P ___ "
PP AT L Y AR
b ? B¢’
i=a. - i=a-c _

La demostracién del teorema 4.4.5 se deja como ejercicio (vea el ejerci-
cio 44). El ejemplo ilustrativo siguiente muestra la aplicacién de este teorema.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4  De Ia ecuacién (1) del teo-

rema4.4.5,

10 12 11 12
Y F@) =Y Fi-2) y »it=Y(G-D?
i=3 i=5 i=6 i=7

De la ecuacién (2) del teorema 4.4.5

10 8 11
Y FG)=Y Fi+2) y Y i
i=3 i=1 i=6

4.4.6 Teorema

g [FG) — FG. = D] = F(n) — F(0)

6
Y i+ 5)? <
i=1

Demostracion
IF() - Fi- Dl = Y F@) - Y Fi-1
= i=1 i=l

En el miembro derecho de esta ecuacién se escribe la primera suma en
otra forma, y se aplica la ecuacién (2) del teorema 4.4.5, con ¢ = 1, a la se-
gunda suma. Entonces

n-1 1
( F(@) + F(n)) - z FlG+1) -1
] 1

n
i=1 =1~

il

Y [FG) - Fi - 1]
i=1

n-1

— n—1
F(i) + F(n) - Y, F(i)
i=] i=0

n-1

- n-1
F(i) + Fn) - (F(O) + Y F(i))

i=] i=]

= F(n) — F0) »
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P EJEMPLO 1  Evalic

7 n .
Z “ - 4i-1 )
i=1i1
Solucié'i'i Del teorema 4.4.6, donde F(i) = 4, se deduce que

i (41 _ 41—1)

i=1

qn — 40

=4 -1 ' 4

El teorema siguiente proporciona cuatro férmulas para el célculo con la
notacién sigma. Estas férmulas pueden demostrarse mediante induccién
matematica. También pueden demostrarse sin induccién matematica; vea los
ejercicios 45-48.

4.4.7 Teorema

Sincsunnﬁmeroeﬁtcmpusitivmm ety

A AR ed) : v 3
ZI = —2— . M‘lﬁ
Vi 28 +_._,__1§2_N o ] (Férmmuia 2) .
n 2 2 i o
Al AR e L e
i=1 !

i 4 o nn+ D2+ DGA? + - e o

14) /
& B0t AR i
P  EJEMPLO 2 calcue
n
Y i@3i - 2)
i=1
Solucién
n n
Y iGi-2) = Y (3i% - 2i)
i=1 i=1
n n
= 2 3i?) + Z (=2i) (por el teorema 4.4.4)
i=1 i=1
n n
= 32 2 -2 2 i (por el teorema 4.4.3)
i=1 i=1
=3 n(n + )21 +1) _ 2- n(n + 1) (por las férmulas
6 2 1y2)
_ 2n% +3n% + n—24% - 2n
2
_ 2n3 +n? —n <

2
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FIGURA 2

Antes de estudiar el drea de una regi6n plana, se indicard por qué se uti-
liza la terminologia “medida del 4rea”. La palabra medida se refiere a un
nimero (no se incluyen las unidades). Por ejemplo, si el drea de un tridngulo
es 20 cm?, se dice que la medida del 4rea del tridngulo, en. centimetros cua-
drados, es 20. Cuando la palabra medicion se aplica, se incluyen las unidades.
De este modo, la medici6n del 4rea del trisngulo es 20 cm?.

Ahora considere una regién R del plano como muestra la figura 2. La
region R est4 limitada por el eje x, las rectas x = ay x = b, y la curva cuya
ecuacién es y = f(x), donde f es una funcién continua en el intervalo cerrado
[a, b]. Por simplicidad, se toma f(x) = O para toda x en [a, b]. Se desea asig-
nar un nimero A a [a medida del drea de R, y utilizar un proceso de limite
semejante al empleado en la definicién del 4rea de un circulo: El 4rea de un
circulo estd definida como el limite de las dreas de los poligonos regulares
inscritos cuando el mimero de lados aumenta sin limite. Intuitivamente, se ve
que cualquiera que haya sido el nimero elegido para representar A, ese ni-
mero debe ser por lo menos tan grande como el drea de cualquier region
poligonal contenida en R, y no debe ser mayor que la medida del 4rea de
cualquier regi6n poligonal que contenga a R.

Primero se define una regién poligonal contenida en R. Se divide el in-
tervalo cerrado [a, 4] en n subintervalos, Para simplificar se consideran estos
subintervalos de igual longitud, por ejemplo, Ax. Por tanto, Ax = (b — a)/n.

Los extremos de estos subintervalos se denotan por X, X, X2, - ... » ¥p-1
Xx,, donde xg =a, xy =a + Ax, . . ., x;=a + iAx, . . .,
X,-1 = a + (n - 1) Ax, x, = b. El i-ésimo subintervalo se denotara por

[x;-1, x;]. Como f es continua en el intervalo cerrado [a, b], es continua en
cada subintervalo. Por el teorema del valor extremo, existe un niimero en cada
subintervalo para el cual f tiene un valor minimo absoluto. En el i-ési-
mo subintervalo sea c; este mimero, de modo que f(c;) es el valor mfnimo
absoluto de f en el subintervalo [x;_;, x;]. Considere los n rectingulos (o
elementos de 4rea), cada uno de ancho Ax unidades y altura de f(c;) uni-
dades (refiérase a la figura 3). Sea S, unidades cuadradas la suma de las 4reas
de estos n rectangulos; entonces

S, = fle) Ax + flep)Ax + ...+ flepAx + ... + flc,) Ax

o, con la notaci6n sigma,

Sp = 3 flc) Ax &)
i=1

El miembro derecho de (3) proporciona la suma de las medidas de las
dreas de los n rectdngulos inscritos. De este modo, independientemente de
c6mo se defina A, debe ser tal que

A =S,

En lafigura 3 la regién sombreada tiene un 4rea de S, unidades cuadradas.
A continuacién se incrementard n. Especificamente, multiplique » por 2; en-
tonces el nimero de rectdngulos es el doble, y el ancho de cada rectdngulo
se redujo a la mitad. Esto se ilustra en la figura 4, la cual muestra el doble de
los rectiangulos de la figura 3. Al comparar las dos figuras, se observa que
la regi6n sombreada de la figura 4 parece que se aproxima mds a la regién R
que la regién de la figura 3. Asi, la suma de las dreas de los rectdngulos de la
figura 4 estd mds préxima al mimero que se desea para representar la medida
del 4rea de la regién R.
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Conforme # se incrementa, los valores de S, determinados a partir de la
ecuacion (3) aumentan, y los valores sucesivos de S, difieren uno del otro en
cantidades arbitrariamente pequeiias. Esto se demuestra en Célculo avanza-
do mediante un teorema que establece que si fes coqtinua en [a, b], en-
tonces conforme 7 crece sin limite, el valor de S, dado pi)r (3) se aproxima
al limite. Este limite es el que se toma como definicién dé la medida del 4drea
de la regién R.

4.4.8 Definicion del area de una region plana

Supcmga que la funcién £ es continua en el intervalo cerrado {a, b] con
f(x) = 0 para toda xen [a, b}, y que R es la regi6n limitada por la curva
¥ = f(x), el eje xy las rectas x = ay x = b. Divida el intervalo [q, b]
en n subintervalos, cada uno de longxtud Ax = (b - a)[n.y denote el
i-ésimo subintervalo por [xH, x;]. Entonces si f(c;) es el valor de fun-
cién minimo absoluto en el i-ésimo subintervalo, la medlda del ima
de la region R esté dada por

A=t ZI(C.)-M 7 @

Esta ecuacién significa que para cualquier € > 0 existe un nimero
N-> 0 1al que si 7 es un niimero entero positivo y

; oty
si n > N -entonces | Y flc;) Ax - A
: . =1

En la discusién anterior pudieron haberse considerado rectangulos cir-
cunscritos en lugar de rectingulos inscritos. En este caso, se toman cgmo me-
didas de las alturas de los rectangulos los valores mdximos absolutos de fen
cada subintervalo. La existencia de un valor maximo absoluto de f en cada
subintervalo estd garantizada por el teorema del valor extremo. Las sumas
correspondientes de las medidas de las dreas de los rectdngulos circunscritos
son por lo menos tan grandes como la medida del 4rea de la regién R, y pue-
de demostrarse que el limite de estas sumas conforme 7 crece -sin limite es
exactamente el mismo que el limite de la suma de las 4dreas de los rectdngulos
inscritos. Esto también se demuestra en Célculo avanzado. De esta manera, se
puede definir la medida del drea de la regién R por

A= lim Y f(d) Ax . 5)
i=1

donde f(d,) es el valor maximo absoluto de f en {x;_;, x;].

La medida de la altura del rectdngulo del i-esimo subintervalo en rea-
lidad puede tomarse como el valor de la funcién de cualquier nimero del
subintervalo, y el limite de la suma de las medidas de las 4reas de los rectin-
gulos serd el mismo sin importar que nimeros se hayan elegido. En la seccién
4.5 se extenderd la definicién de la medida del area de una regién como el
limite de dicha suma.

} EJEMPLO 3 Determine el 4rea de la regién limitada por la
curvay = x2 el eje x y larectax = 3 considerando rectdngulos inscritos.
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Solucién La figura 5 muestra la regién y el i-€simo rectdngulo inscrito.
Aplique la definici6én 4.4.8 y divida el intervalo cerrado [0, 3] en n subinter-
valos cada uno de longitud Ax: x5 = 0, x| = Ax, xp = 2Ax, . . .,
xp = iAx,. .. ,x- = (n — 1)Ax, x, = 3. Asi,

1

3-0
n

3

n

Ax = y  f@) = x?

Como f es creciente en [0, 3], el valor minimo absoluto de f en el subin-
tervalo [x;_y, x;] es f(x;_;). Por tanto, de (4)

A= lim Zf(x, 1) Ax (6)
Debidoaquex;,.; = (i — 1)Ax y f(x) = x2, entonces

fGin) =[G - 1) AxP
Por tanto,

Z flxio)) bx = Z (= 1)2(Ax)3

i=1 i=1

Pero Ax =.3/n; de modo que

gd
>ai-124
i=1 n—

It

Y f(xio1) Ax
i=1

- 1)?

1

L3

M-
2

=
it

t

&

y al aplicar las férmulas 2 y 1 y el teorema 4.4.2 se obtiene

M=

i=1 i=1

:ulro
I

if(xi-l)AX‘ Z_Z[n(n + D@+ ), it n]
i=1 n

6 2
_ 27 2n3 +3n2 + n-6n% - 6n+ 6n
ol 6.
_ 9 212 -3n+1
R

Entonces, de (6),

.19 2n?2 -3p+1
HI_I»TN[E 2 ]

_ 9 . 3 1
—5' llm(2—;+7)

n—+oo n

A

=22-0+0
=9

nclusién: El drea de la regi6n es 9 unidades cuadradas. <4
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n\

-y &

y=a

FIGURA 6

FIGURA 7

’ EJEMPLO 4 Calcule el 4rea de la regién del ejemplo 3 consi-
derando rectdngulos circunscritos.

Solucién  La figura 6 muestra la regidn y el i-ésimo rectdngulo circuns-
crito. Con rectdngulos circunscritos, la medida de la altura del i-ésimo rectdn-
gulo es el valor mdximo absoluto de f en el subintervalo [x;_;, x;], el cual es
J(x;). De (5) se tient

A= lim 2 f(x;) Ax @)
=

Como x; = i Ax, entonces f(X;) = (i Ax)?, y asi

Enjf(x.-)Ax = f:ﬂ @3
i=1 i=1
27 %

1)
-

t

T g[n(n + D(2n + 1)]
n3 6

_ 9 2n2+3n+1
2 n?
Por tanto, de (7),
- 1im 2. 3,1
A= nl—lberE (2+ ”+n2)
> 9 (como en el ejemplo 3) |

’ EJEMPLO 5 Aplique la definicién 4.4.8 para calcular el drea
de la regién trapezoidal limitada por las rectas x = 1 yx = 3,elejexy la
recta 2x + y = 8. Verifique la respuesta mediante la férmula de geome-

- tria plana para el 4rea de un trapecio.

Solucién En la figura 7 se presentan la regién y el i-ésimo rectiangulo
inscrito. Se divide el intervalo cerrado [1, 3] en n subintervalos, cada uno
de longitud Ax: xg = 1, xy =1+ Ax, . . ., x5=1+ iAx, . . .,
Xy =14+ (- DAxx, = 3.

Ax = 3-1
n
=2
T on
Al resolver la ecuacion de la recta para y se obtiene y = —2x + 8. Por
tanto, f(x) = —2x + B, y como f es decreciente en (1, 3], el valor minimo

absoluto de f en el i-ésimo subintervalo [x;_;, x;] es f(x). Debido a que
x; =1+ iAx y f(x) = —2x + 8, entonces f(x;) = -2(1 '+ iAx) + 8, es
decir, f(x;) = 6 — 2i Ax. De (4),

n
A= lim Y f(x)Ax
i=1

n
= lim Y (6 - 2i Ax)Ax
e
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1]

limi 2 [6 Ax - 2i(AD?]

n—+oe

Jim 3 [6(2)-2(3]

i=1

n 8 n
dm ) 2 X

iy

i ne sl

Del teorema 4.4.2 y de la férmula | se tiene

I

S LR RS

I
3
il
e

o
|
s
e

=8
Conclusién: El drea de la regién es 8 unidades cuadradas.

La férmula de geometrfa plana para determinar el 4rea de un trapecio es
A= %h(bl + by)

donde h, b, y b, son, respectivamente, el nimero de unidades de la longitud
de la altura y de las dos bases, las cuales, para el trapecio de la figura 7 son
paralelas aleje y. DeestaférmulasetienequeA = %(2)(6 + 2);estoes,A = 8,
lo cual es acorde con el resultado obtenido anteriormente.

& .
e
EJERCICIOS 4.4
En los ejercicios I a 12, calcule la suma. 100 -y t n
17. - 18. 2i(1 +
6 20 ,E’II:" k+ l] 1=z; i o
L Y @3i-2 2. Y (5i+ 4
- i= il o
’;’ ’7‘ Y 42 - 2)
3@+ 4 Y+ 1y =
=~ P n
110 o 20. Z [(3—/( _ 3k)2 - (3/(—1 _ 3—k+1)2]
5 )G -1 6. Y@ -1
i=1 i=1 En los ejercicios 21 a 30, emplee el método de esta seccion para
5 6 2 determinar el drea de la region; utilice rectdngulos inscritos o
7. Z ! : 8. G- circunscritos, segin se indigue. Para cada ejercicio dibuje una
="~ j=3 Y Jfigura que muestre la region y-el i-ésimo rectdngulo.
9 Z 5i 10 i 1 e 21. La regi6n limitada por y = x?, el eje x y la recta x = 2;
) i ) ol + i2 L 0\'\?“ rectangulos inscritos.
3 (—1yk+! 3 ‘Q‘gﬁ La regidn del ejercicio 21; rectdngulos circunscritos.
11. Z 12. Z 1}\ A ,\L
=k k= &3(\ a regién sobre ¢l eje x y a la derecha de larecta x = 1
2,

\\&'\J\\

limitad: 1 tax = lyl 4 -
En los ejercicios 13 a 20, evalie la suma utilizando los teo- ?\b imitada por el ¢je 5, la recta x ylacuvay = u

remas4.4.2 a 4.4.7. \b\ b'rectangulos inscritos.
25 20 ( @94 }4 La regidn del ejercicio 23; rectdngulos circunscritos.

13. Z 2 = 1) 14. Z 3i(i? + 2) v 25. La regi6n sobre €l eje x y a la izquierda de la rectax = 1
i=1 i=1 \'{9’_”” limitada por la curva y las rectas del ejercicio 23; rectdn-
i (2% = 2+ 16. z": a0i+! - 107) gulos circunscritos.

26. La regién del ejercicio 25; rectdngulos inscritos.
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27. Laregion limitada pory = x3, el ejexy lasrectasx = —1
y x = 2; rectangulos inscritos.

28. La regi6n del ejercicio 27; rectangulos circunscritos.

29. La regién limitada por y = x3 + x, el eje x y las rectas
x = —=2yx = 1; rectdngulos circunscritos.

30. La regién del ejercicio 29; rectdngulos inscritos.

31. Utilice el método de esta seccin para calcular el 4drea de
un trapecio isésceles cuyas bases tienen medidas b, y b,
y cuya altura tiene medida h.

32, Lagraficadey = 4 - lxl yeleje x desde x = -4 a
x = 4 forman un tridngulo. Emplee el método de esta
seccién para calcular el drea de este triangulo.

En los ejercicios 33 a 36, determine el drea de la region to-
mando como medida de la altura del i-ésimo rectdngulo f(m,),
donde m; es el punto medio del i-ésimo subintervalo. Suge-
rencza m; = (x, + X

\ 33 La regi6n del ejemplo 3.

)< < 34 La region del ejerc1c10 22.

A ’35 La regién del ejercicio 23.

NS 36. La regién del ejercicio 26.

En los ejercicios 37 a 42, se proporcionan una funcion f y los
niimeros n, a y b. Aproxime, con cuatro cifras decimales, el
drea de la region limitada por la curva 'y = f(x), el eje x y
las rectas x = a y x = b, realizando lo siguiente: divida el
intervalo {a, b) en n subintervalos, cada uno de longitud Ax
unidades y utilice una calculadora para obtener la suma de
las dreas de los rectdngulos inscritos o circunscritos (segiin

(Jod.
Q4

(wﬁ)\o
39. f(x) = senx,a = %n’, b = %n’ = §, circunscritos.
f(x) = cosx,a =0,b = %n’, = 6, inscritos.
. f(x) =senx,a = %mb = %7:, = 8, inscritos.
. f(x) = cosx,a=10,b = %n’ n = 6, circunscritos.

43. Demuestre el teorema 4.4.4,
44. 'Demuestre el teorema 4.4.5.

45. Demuestre la férmula 1 del teorema 4.4.7 sin utilizar in-
duccién matemdtica: Sugerencia: escriba dos ecuaciones:
(i) iguale la suma, en notacién sigma, al + 2 + ... +
(n — 1) + n; (i) iguale la suma, en notaci6n sigma, a la
suma de (i) en orden iavertido. Después sume las ecua-
ciones, de (i) y (ii), término a término y divida los dos
miembros de la ecuacién resultante entre 2.

46. Demuestre la férmula 2 del teorema 4.4.7 sin- utilizar in-
ducci6n matemética. Sugerencia:

n

S -i-11= i(sﬂ -3i+ 1)

i=1 i=1

Aplique el teorema 4.4.6 en el miembro izquierdo de esta
ecuacién; y en el miembro derecho aplique los teoremas
44.2,44.3,44.4ylaférmula | del teorema 4.4.7.

47. Demuestre la férmula 3 del teorema 4.4.7. Sugerencia:
4= (i~ D= 4% - 6% + 4~ 1, y use un método
semejante al utilizado en el ejercicio 46.

se indique) que tienen cada uno un ancho de Ax unidades. 48

B \0"37 f (x)

Demuestre la férmula 4 del teorema 4.4.7. (Considere la

=1,b = 3,n = 10, inscritos. sugerencia para los ejercicios 46 y 47).

® =

49. Explique la definicién 4.4.8 en palabras sin emplear las
palabras limite o se aproxima a o los simbolos No € .

J‘Ss fw = i2 = 1b=

’\

2,n = 12, circunscritos.

—
4.5 INTEGRAL DEFINIDA

En la seccién 4.4, para llegar a la definicién de la medida del drea de una
regién plana como

n
lim ; flc;) Ax (1)

se dividi6 el intervalo cerrado [a, b] en n subintervalos, cada uno de longitud
Ax, y se tomé c; como el punto del i-ésimo subintervalo para el cual f tiene
un valor minimo absoluto. También se restringieron los valores de funcién
f(x) a valores no negativos en [a, b} y se pidi6 que f fuese continua en [a, b].
El limite en (1) es un caso especial de un “nuevo tipo” de proceso de limi-
te que conduce a la definicién de la mtegral definida. Ahora se discutird este
. “nuevo tipo” de limite.

Sea f una funcién definida en el intervalo cerrado [a, b]. Divida este in-

tervalo en n subintervalos eligiendo cualesquiera n — 1 puntos intermedios
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entreay b. Seanxy = ay x, = b, y sean xy, X3, . . . , X,~1 los puntos inter-
medios de modo que

X <X <x%<...<x1<Xx,

Los puntos xg, Xy, X3, . . . , Xp—1, X, NO SON Necesariamente équidistantcs. Sea
Aix la longitud del primer subintervalo de modo que Ayx = x| - xp;
sea Ayx la longitud del segundo subintervalo de modo que Ayx = x5 — xg;
y asi sucesivamente de modo que la longitud del i-ésimo subintervalo es
A,'.X, y

Aix = % = x4

Y Al conjunto de estos subintervalos del intervalo [a, b] se le denomina par-
p ticion del intervalo [a, b). Sea A dicha particién. La figura 1 ilustra una de
estas particiones A de [a, b].

' 4 4 s 4
+ +— 1 t

t -
a=ux x X X X4 X1 X, =b

FIGURA 1

La particién A contiene n subintervalos. Uno de estos subintervalos es
el méds largo; sin embargo, puede haber m4s de uno. La longitud del subin-
tervalo més largo de la particién A se llama norma de la particion y se de-
nota por ||A||

Elija un punto en cada subintervalo de la particién A: sea w; el punto
elegido en [xg, x;] de modo que xp < w; < xj. Sea w; el punto elegido en
[x1, x5] de modo que x; < wy < x, y asi sucesivamente, de modo que w;
es el punto elegido en [x;_;, x;] y x;-; < w; < x;. Considere

JWDAX + fw))Apx + . . .+ fW)Ax + . . .+ fw) Apx

o bien

Y fow) A @
i=1 .

Esta tltima suma recibe el nombre de suma de Riemann, en honor ai ma-
temdtico alemin Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).

i
.
v
.
v

= > EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 . Suponga que f(x) = 10 — x2,

Xo| X1 |1213\j‘4 fxs

<

Wi W2 Wiwg  ws con 0.25 < x < 3. Se calcular4 la suma de Riemann para la funcién f en
fx) = 10 - x2 [0.25, 3] para la siguiente particién A: xg = 0.25, x; = 1, x, = 1.5,
x3 = 175, x4 = 225, x5 = 3,yw; = 0.5,w; = 125, w3 = 1.75,wq = 2,

FIGURA 2 ws = 2.75.

La figura 2 muestra la grafica de f en [0.25, 3] y los cinco rectdngulos,
cuyas 4reas son los términos de la suma de Riemann siguiente:

5
Z fw) Aix = flw) Aix + f(wy) Apx + flw3) Agx + flwy) Agx + fws) Asx
i=1

= f0.5)(1 - 0.25) + f(1.25X1.5 — 1) + f(LI5)LT5 — 1.5) + f(2)(2.25 — 1.75) + f27I5)3 — 2.25)
= (9.75)(0.75) + (8.4375X0.5) + (6.9375)(0.25) + (6)(0.5) + (2.4375)0.75)
= 18.09375
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La norma de la particién A es la longitud del subintervalo més largo; en
consecuencia, [|A] = 0.75. 4

En la definicion anterior de (2) como una suma de Riemann, los valores
de funcién no se restringieron a valores no negativos. Por tanto, algunos de
los f(w;) podrian ser negativos. En tal caso la interpretacion geométrica de la
suma de Riemann seria la suma de las medidas de las 4reas de los rectdngu-
los que estan sobre el eje x y los negativos de las medidas de las dreas de los
rectdngulos que se encuentran debajo del eje x. Esta situacién se ilustra en la
figura 3. Aqui,

10
Y fw)Aix = Aj + Ay — Ay — Ay - As + Ag + Ay — Ag — Ag — Ayg

porque f(w3), f(wy), f(ws), f(wg), f(wg) Y f(w;o) son nimeros negativos.
Ahora suponga que para la funcién f en (2) existe un'mimero L tal que

n
| 2 flwy) Ax — L[ puede hacerse tan pequefio como se desee para todas
i=1

las particiones A cuyas normas sean suficientemente pequefias, y para cual-
quier w; en el intervalo cerrado [x;_, x;], i = 1, 2, ..., n. En tal caso se
dice que f es integrable en [a, b].

FIGURA 3

4.5.1 Definicion de funcion integrable en un intervalo

cerrado

Sea funa funcién cuyo dominio contiene al intervalo cerrado [a, b]. Se
dice que f es integrable en {a, b] si existe un niimero L que satisfa-
ce la condicién de que, para cualquier € > 0, existe una & > 0 tal que
para toda particién A para la cual ||A|| < & y para cualquier w; del
intervalo cerrado [x;_1, x;),i = 1,2,...,n, entonces

2““’:) Ax-L| <€ :
i=1
m Y foag =L s
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Esta definicién establece que, para una funcién f definida en el inter-
valo cerrado [a, b], se puede aproximar los valores de las sumas de Riemann
a L tanto como se desee tomando las normas ||A || de todas las particiones A
de [a, b] suficientemente pequeiias para todas las posibles elecciones de los
nimeros w; paraloscuales x; | < w; < x;,i = 1,2,...,n

Observe que el proceso de limite dado por (4) es diferente del que se
estudié en el capitulo 1. De la definicién 4.5.1, el nimero L en (4) existe si
para cada € > 0 existe una § > 0 tal que para toda particién A para la cual
||A|| < 6, y para cualquier w; del intervalo cerrado [x;_y, x;], { = 1,
2,..., n, entonces la desigualdad (3) se cumple.

En la definici6n 1.5.1 se tuvo

lim f(x) = L ®)
si para cualquier € > 0 existe una 6 > 0 tal que
si0<|x-a|l<& entonces |f(x)-L|<e€

En el proceso de limite (4), para una 6 > 0 particular existe un nimero in-
finito de particiones A que tienen norma [|A|| < 8. Esto es analogo al he-
cho de que en el proceso de limite (5), para una & > 0O dada existe un
nimero infinito de valores de x para los cuales 0 < |x ~ a] < & Sin em-
bargo, en el proceso de limite (4) para cada particién A existe un nimero in-
finito de elecciones de w;. Es en este aspecto en el que difieren los dos,
procesos de imite. el

El teorema 1.5.16, demostrado en la seccién suplementaria 1.5, esta-
blece que si el niimero L en el proceso de limite (5) existe, entonces es tnico.
De manera semejante se puede demostrar que si existe un nimero L que sa-
tisfaga la definicién 4.5.1, entonces es Gnico. Ahora puede definirse la
integral definida.

4.5.2 Definicion de integral definida

Slfesumfuncadudeﬁmdaenelmmalommdn[c,b],enmmla
mmﬂmdadefdeaab denotada por |7 f(x) dx, estﬁdndapor

j ﬂx}lx’ = ;; flw)Ax .' ©)

!l ll

s:ellimncensue

Observe que la oracién “la fuhcién f es integrable en el intervalo
cerrado [a, b}” equivale a la oracién “la integral definida de f de a a b
existe”.

En la notacién de la integral definida f: f(®) dx, f(x) es el integrando,
a es el limite inferior, y b es el limite superior. El stmbolo | es el signo de
integracién. El signo de integraci6n se parece a la letra mayiiscula S, el cual
es apropiado porque la integral definida es el lfmite de una suma. Es el mismo
simbolo que se ha utilizado para indicar la operacién antiderivacién. La razén
para emplear el mismo simbolo se debe a que un teorema (4.7.2), llamado
segundo teorema fundamental del Cdlculo, permite evaluar una integral de-
finida mediante una antiderivada (también denominada integral indefinida).

El teorema siguiente proporciona condiciones que garantizan el hecho
de que una funcién es integrable en un intervalo cerrado dado.
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4.5.3 Teorema

Si una funcién es continua en I‘éli intervalo cerrado [a, b], entonces es
integrable en [a, b].

La demostracién de este teorema estd mds alli del alcance de este libro
y puede encontrarse en textos de Célculo avanzado. La condicién de que f
es continua en [a, b), es suficiente para garantizar que f es integrable en [a, b],
mas no es una condicién necesaria para la existencia de la integral definida.
Esto es, una funcién puede ser integrable en un intervalo cerrado aunque no
sea continua en ese intervalo. Cuando estudie integrales impropias en el
capitulo 7, encontrard algunas funciones de este tipo. En el comienzo de. esta
seccioén se dijo que el limite empleado en la definicién 4.4.8 para definir la
medida del drea de una region es un caso especial del limite utilizado en
la definicién 4.5.2 para definir la integral definida. En el estudio de area,
en intervalo [a, b] se dividié en n subintervalos de igual longitud. Tal par-
ticion del intervalo [a, b] se llama particién regular. Si Ax es la longitud de
cada subintervalo de una particién regular, entonces cada A;x = Ax, y la
norma de la particioén es Ax. Al sustituir esto en (6) se obtiene

b n
f f@dx = Jlim z{ f(w) Ax Q)
a =
Ademds,
b-a b-a
Ax = =
o n yor Ax -
Asi,
lim Ax = 0 y lHm n = +o00
n-y+eo Ax—>0

La razén de que Alimon = 400 es que b > a y Ax se aproxima a cero a
X =

través de valores positivos (porque Ax > 0). A partir de estos limites se
concluye que :

Ax — 0 esequivalentea n — +o0 T

De modo que de este enunciado y de (7), se tiene

b n
f fdx = lim Y f(w)Ax ®)
; n=—y+oo = . .

Si se compara el limite de la definicién 4.4.8 con el limite del miembro
derecho de (8), se tiene el primer caso

Jim 3 f(ei) Ax o
i=

donde f(c;) es el valor de funcién mfnimo absoluto en [x;., x;]. En el se-
gundo caso se tiene

Jdim i Fw) Ax - a0
i=1

donde w; es cualquier nimero del intervalo [x;_j, x;].
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Si la integral definida fab f(x) dx existe, es el limite de todas las sumas
de Riemann de fen [a, b] incluyendo las de (9) y (10). Debido a esto, se rede-
fine el 4rea de una regién de manera més general.

4.5.4 Definicion del area de una region plana

Scafuna funciﬁnconunuqen[a. b] y f(x) = O para toda x en
{a, b]. SuRhmmﬁnﬁmmdamhmy:ﬁx) el cje x y las
reaasx-ayx*b Emomlamedldnﬂﬂelﬁ'udehm
R esté dada por

AP—* :. A
. m_. ;f“"" x

b
= I Slx) dx
a
De esta definicién, si f es continua en [a, b] y f(x) = 0 para toda x en

[a, b], entonces la integral definida f: f(x) dx puede interpretarse geométri-
camente como la medida del 4rea de la regi6n R mostrada en la figura 4.

FIGURA 4

34 3,3

fx) = x
FIGURA 5§

gx) = ¥9-x

FIGURA 6

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  En el cjemplo 3 de la sec- -

cién 4.4, se mostré que el drea de la regién limitada por la gréafica de
f(x) = x%, el ejex y larectax = 3 es 9 unidades cuadradas. Como f(x) = 0
para toda x en [0, 3], se concluye que

3
fxzdx=9 4
0

P EJEMPLO 1  Calcule el valor de cada una de las siguientes
integrales definidas interpretdndolas como la medida del 4rea de una regién

plana: (8) [ x dx; ) [, V9 — 17 dix; (¢) 2, @ - |x]ydx

Solucién .

(a) Con f(x) = x, la figura 5 muestra la regién triangular limitada superior-
mente por la grifica de f, inferiormente por el eje x, y por la derecha por
la recta x = 3. De la férmula para el 4rea de un tridngulo, el nimero
de unidades cuadradas del dreaes 3(3)(3) = 3. Por tanto,

3
fxdx:%
0

(b) El integrando de la integral definida dada es v9 ~ x2, el cual se denota
por g(x). La gréfica de g es una semicircunferencia con centro en el origen
y radio 3. La figura 6 muestra la regi6n limitada por arriba por esta
semicircunferencia y por debajo por el eje x, en el intervalo [-3, 3]. El
drea de esta regién es la mitad del drea de la regién encerrada por la
circunferencia completa. Como el drea de la regién circular estd dada por
nr, se tiene

3
f N9 - x%dx
-3

z(3)2 -

N =

]

|
w0
B ]
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hx) =2 - |x|

FIGURA 7

A\ 4

(¢) Conh(x) = 2 - |x , , se dibuja la grifica de 4 en el intervalo [-2, 2] y
se obtiene la figura 7. Observe que la regién limitada por la grifica de h
y el eje x es un tridngulo de base 4 y altura 2. Como el nimero de unida-
des cuadradas del drea de esta regién triangular es %(4)(2) = 4, se tiene

2
J Q- |xphdx =4 4

2

De igual forma en que la mayoria de las graficadoras pueden aproxi-
mar valores de derivadas numéricas, también pueden aproximar valores de
integrales definidas. Para obtener estas aproximaciones se aplican varias
técnicas numéricas. Aprendera algunas de estas técnicas en la seccién 7.6. Se

representard una aproximacién de la integral definida fab f(x) dx, obtenida en
la graficadora, mediante la notacién

NINT(f(x), a, b)

Debido a las diferentes técnicas utilizadas para aproximar integrales defini-
das, los valores de NINT(f(x), a, b) pueden variar dependiendo de la grafica-
dora y de la tolerancia especificada. Pero generalmente, las respuestas dadas
por la mayoria de las graficadoras serdn acordes al menos con cinco digi-
tos significativos. Se usar4 una tolerancia de 10> y se expresardn las res-
puestas con seis digitos significativos a menos que otra cosa se indique. Se
empleard el signo igual, “=", en dichos cilculos para expresar aproxima-
damente igual con seis digitos significativos. Consulte el manual del usuario
sobre c6mo obtener NINT( f(x), a, b) en su graficadora particular.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Para obtener una aproxima-

cién de la integral definida del ejemplo ilustrativo 2, se calcula en la gra-
ficadora

NINT(x2, 0, 3) = 9.00000

lo cual es acorde con la respuesta del ejemplo ilustrativo 2. 4

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4  En el ejemplo 1(b) se obtu-

vo el valor exacto %n’de la integral definida f_33 ~9 - x2 dx. En la grafica-
dora se obtiene

NINT(+/9 - x2,-3,3) = 14.1372

Debido a que %7: = 14.1372, esta respuesta es acorde con la respuesta del
ejemplo 1(b). 4

} EJEMPLO 2 Obtenga una aproximacién de fOM sen x dx

calculando NINT(sen x, 0, 2 7). Interprete la respuesta en términos de drea.

Solucién  En la graficadora, NINT(sen x, 0, 27) = 0. Asi

2n
J senxdx = 0
0
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La gréfica de la funcién seno de 0 a 27 se muestra en la figura 8. Sean
A, unidades cuadradas y A, unidades cuadradas las 4reas de las regiones li-
mitadas por la curva senoidal y el eje x en los intervalos [0, 7] y [z, 2 7],
respectivamente. Entonces, como A; y A, son iguales, se tiene

2n
J senxdx = A| — A,
0
=0

v
o

y = senx
FIGURA 8 |

En la definicién 4.5.2, como se ha dado el intervalo [a, ], se supone que
a < b. Para determinar la integral definida de una funci6n f de a a b, cuando
a > b,ocuandoa = b, se tienen las definiciones siguientes.

4.5.5 Definicion de | f(x) dxsia - b

Si a > by [, f(x) dx existe, entonces

b a
J‘ flx)dx = —J fx)dx
a b

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Del ejemplo ilustrativo 2,

3
J; x*dx = 9. Por tanto,

0 3
J x2dx = —J x2dx
3 0

=-9 <

4.5.6 Definicion de | f(x) dx

Si f(a) existe, entonces

j fx)dx =0

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6

1
szdx=0 |
1
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El proceso para calcular el valor exacto de una integral definida a partir
de la definicién determinando el limite de una suma, como se hizo en la sec-
cién 4.4 para obtener dreas de regiones planas, es demasiado tedioso y casi
imposible. Sin embargo, los dos teoremas fundamentales del Célculo, presen-
tados en la seccién 4.7, proporcionan un método més conveniente para este
célculo. Para demostrar estos dos teoremas importantes se necesitan algunas
propiedades de la integral definida, las cuales se estudian en el resto de esta
seccién y en la secci6n 4.6.

Primero se presentardn los dos teoremas siguientes acerca de las sumas
de Riemann.

4.5.7 Teorema
Si A es una particién del intervalo cerrado [a, b], entonces

n .
lim 2} Ax=b-a
“A“ﬁﬂ i=

Demostraciéon
n
Yax-(b-ay=(b-a-(b-a
i=1
i =0
En consecuencia, para cualquier € > 0, cualquier eleccién de § > 0 ga-
rantiza que
n
si |A|| <&  entonces 2 Aix-(b-a)| <€
i=1
Asi, por la definicién 45 1,
lim 2 Aix=b—-a ]

flall-0

4.5.8 Teorema i _
Si festé definida en el inmalocmadu[q;;b;,'y-:i* BT

f (m)Ax

lIdI[—tU i=

existe, dundeﬂescualqumplmuﬁndela,b].mﬂkueul

qmerconstante
y ; ' ! _
N : kf(w)apr- lim gﬂwﬁh .
y=k s ; ;, ' llall-o £ .
La demostracién de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejer-
cicio 54).
0 a i

FIGURA 9

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7  Refiérase a la figura 9. Si
k > 0, la integral definida f k dx proporciona la medida del drea del rec-
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tdngulo cuyas dimensiones son k unidades y (b — a) unidades. Este hecho
es una interpretacién geométrica del teorema siguiente cuando k > 0 y
b > a. 4

4 _ .9 Teorema

IR e Ok

= Sukr.s cualqlher cunstamg,, pﬁonce&
i o e v IR
J kdx = k{b—a).- i
a L LT
Demostracién De la definicién 4.5.2, si b > a, entonces

b
Jf(x)dxz lim zf(w)Ax

lfali-o §

Sif(x) = k paratodo x en [a, b], de la ecuacién anterior se tiene

b
kdx lim k Ajx
,[, liall—o 21'

il

. = lim A;jx (por el teorema 4.5.8)
IIA||—>0 Z’
= k(b - a) (por el teorema 4.5.7)

El teorema también es vilido si a = b. Se le pedird que demuestre esto en
el ejercicio 55. [ ]

P EJEMPLO 3  Evalie

5
J ddx
-3

Soluciéon Al aplicar el teorema 4.5.9, se tiene

5
J 4dx = 4[5 - (-3)]

’ 4(8)
= 32 <

4.5.10 Teorema

Si la funci6n fes integrable en el intervalo cerrado [a, b], y si k es cual-
quier constante, entonces ;

Il

b “rb
J‘ kf(x)dx = k J f(x)dx
a a

Demostracion Como f es integrable en [a, b], lim 2 Fw) Agx
existe; de modo que por el teorema 4.5.8, llall-o i

lim Zkf(w)Ax =k II11m Zf(w,)Ax

llall-o i=
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Por tanto,

b b
J kf(x)dx = kf f(x) dx -

4.5.11 Teorema
]

Si 1as fi 1'_‘mfymmen [a.b].mmwesf + g es inte-
' éﬁ-{a,bnr

J. [f(x) + g{.t)]dx I ﬂx)dx +J. 3(x)d.t

La demostracién de este teorema se presenta en el suplemento de esta
‘\o‘p 3 77 2 seccién. Observe la semejanza del teorema 4.5.11 y el teorema de lfmites 4
(1.5.5), el limite de la suma de dos funciones. La demostracién de los teo-

remas son similares.
El signo mas en el enunciado del teorema 4.5.11 puede reemplazarse por

un signo menos aplicando el teorema 4.5.10 con k = —1.
El teorema 4.5.11 puede extenderse a n funciones. Esto es, si las funcio-
nes f1, f2, . - ., fy son integrables en [a, b], entonces (f; £ fH £ ... £ f)

es integrable en [a, b] y

B vt
I i) £ Hl) £ ...+ f,()]dx

b b " b
=J’ f!(-tld-t-tj fHxydx = ... if Sulx) dx
a - a a

» EJEMPLO 4 Utilice los resultados del ejemplo ilustrativo 2,
ejemplo 1(a), y propiedades de la integral definida para calcular el valor exac-
to de

3
J 4x2 - 2x + S)dx
0

Solucién Enel ejemplo ilustrativo 2 y en el ejemplo 1(a) se mostré que

3 3
szdx=9 y dex=
0 0

De las propiedades de la integral definida, se tiene

3 3 3
f 4x2dx—f 2x dx +J Sdx
0 0 0
3 3 3
4J x2dx—2f xdx+5J dx
0 _ 0 0

409) - 2(%) + 53 -0
= 42 |

NIo

3
J (4x2 - 2x + 5)dx
0

It
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FIGURA 10

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 En la figura 10 se presenta

una interpretacion geométrica del teorema 4.5.12, el cual se presenta a
continuacién, donde f(x) = 0. Para toda x en [a, b], la medida del drea de
la regién limitada por la curvay = f(x) y el eje x de a a b, es igual a la suma
de las medidas de las dreas de las regionesdeaacydecab.

4.5.12 Teorema

Si la funcién f es integrable oo, Tow: Hiter-valos cecrados [a, bl, [a, €] ¥
[c, b], entonces ’ :

b . c i b
I f(x)dx=_[ f@)dx + j () dx
dondea < ¢ < b.

Para la demostracién de este teorema, refiérase al suplemento de esta
secci6n. En la hipétesis del teorema a < ¢ < b. Sin embargo, la conclusién
del teorema es verdadera para cualquier orden de los nimeros a, b y c. Este
hecho se establece en el teorema siguiente, en cuya demostracién se utiliza
el teorema 4.5.12.

4.5.13 Teorema

Si f es integrable en un intervalo cerrado que contiene los tres
a, by c, entonces I

b ' o R
J' f00) dx =I flx) dx +J f(x) dx an

sin importar el ordende a, b y c.

Demostracion Si g, b y ¢ son diferentes, entonces existen seis 6rdenes -
posibles de estos tres nimeros: a < b < c,a< ¢ < b, b < a < ¢,
b<c<a c<a<byc<b<a El segundo orden, a < ¢ < b,
corresponde al teorema 4.5.12. Se aplica este teorema a fin de demostrar que
la ecuacion (11) se cumple para los otros érdenes.

Suponga que 2 < b < c;entonces por el teorema 4.5.12

b 4 ¢ .
J f(x)dx + J fx)dx = J f(x)dx (12)
a b a

De la definicién 4.5.5,

c b
J fx)dx = —J flx)dx
b c

Al sustituir de esta ecuacién en (12) se obtiene

b b c N
J Sflx) dx -J fG)dx =J f(x)dx



350 CAPITULO 4 INTEGRAL DEFINIDA E INTEGRACION

De donde

b c b
J. Jx)dx = J. J(x)dx + J. fx) dx.

lo cual es el resultado deseado.

Las demostraciones para los otros cuatro casos son semejantes y se
dejan como ejercicios. Refiérase a los ejercicios 43 a 46.

Otra posibilidad consiste en que dos nimeros sean iguales; por ejem-
plo,a = ¢ < b. Entonces

J. fx)dx = f fx) dx

0 (por la definicién 4.5.6)

También, comoa = c,

b b
f fo) dx = f fx) dx

Por tanto,

c b b
J J(x)dx +J f(x)dx =0 +J f(x)dx

el cual es el resultado deseado. ]

EJERCICIOS 4.5

En los ejercicios 1 a 6, calcule la suma de Riemann para la
Juncion en el intervalo wtilizando la particién A y los valo-
res dados de w;. Dibuje la grdfica de la funcion en el intervalo
dado y muestre los rectdngulos cuyas medidas de dreas sean
los términos en la suma de Riemann. Consulte el ejemplo ilus-
trativo 1 y la figura 2.

1. f(x) = %0 <

x <3 A:x =0,x = 05,x = 125,
x3 = 225, x4 = 3; w; = 025, wy = 1, wy = L5,
wy = 2.5

2 flx) =x% 0<x<3; A xg = 0, x; = 0.75,
xy = 1.25, x3 = 2, x4 = 2.75; x5 = 3, w; = 0.5,
wy = 1,wy = 175, wy = 2.25,ws = 2.75

f)=1/x; 1 = x=<3; A xg=1, x, = 1.67,
xp = 225, x3 = 2.67, x4 = 3; w; = 1.25, wy = 2,

Wy = 2.5, w, = 2.75

4 f(x) = 1Jx+2); -1l =x<3; A X9 = -1, x; = -0.25,
X =0, x3 = 0.5, x4 = 1.25; x5 = 2, xg = 2.25,
x; = 275, x5 = 3, w; = =075, w, = 0, wy = 0.25,
wy = Liws = L5, wg = 2,w; = 25,wg =3

5 f(x) =sen x; 0 < x < 7; At =0, x;, = %n’,
n=ing=inx=3inmxs=mnw=1n
Wy = 3wy = jMwy = 3Mws= SR

6. f(x) = 3cos %x;—n's XS mAxg=-Mx = —%n,
n=-lnxg=1nx=1gnx=mw=-1In
w2=—%7€,wJ=0,W4= %75, ws = %71'

En los ejercicios 7 a 10, aproxime el valor de la integral definida
en dos formas: (a) utilice una calculadora para obtener con
cuatro cifras decimales las sumas de Riemann correspon-
dientes a una particion regular de n subintervalos y w; como
el extremo izquierdo o derecho (segin se indique) de cada
subintervalo; (b) emplee NINT en la graficadora. Compare
los resultados.

5
7. J‘ —1—2 dx;n = 9, w; es el extremo derecho
2 X

4
8. f 1 dx;n = 10, w; es el extremo izquierdo
3 X

b

a3
f sec xdx,n = 8, w;es el extremo izquierdo
-nf3

nf3
10. f cscxdx,n = 6, w;es el extremo derecho
nif6

En los ejercicios 11 a 28, (a) determine el valor exacto de la
integral definida interpretdndola como la medida del drea de
una region plana. (b) Apoye la respuesta del inciso (a) utilizan-
do NINT en la graficadora.

3 3
11. f (x - 1dx 12. f (x + 2)dx
1 -2
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2 4
13. f N 14. f V16 - x? dx
(4] -4

4 4
15. f xdx 16. f 3 -x)dx
-2 0
2 2
17. f (5 - 2x)dx - - 18. f Q2x + 5)dx
-1 . -1

4 " 3
19. f |x| dx 20. f [1- x| dx
-2 -3

7
f (Jx - 2| - 3)dx
-1

~

5
21. f(|x+3|—5)dx 22.
0

8 0
23, f(e— [x-2])dx 24 f B+ |x+ 4])dx
0 -5

2 5
25, f V2x - %% dx 26. f V5 + 4x - x2 dx
(+] -1

n 5nf2
27. f cos xdx 28. f sen x dx
_n 72

En los ejercicios 29 y 30, aplique el teorema 4.5.9 para de-
terminar el valor exacto de la integral definida.

4 -10
(b) f 7dx (© f dx
3 s

-1 2 3
30. (a)f 6dx (b)f Jidx (0 f dx
5 -2 3

5
29. (a)f 4dx
2

En los ejercicios 31 a 42, (a) aproxime el valor de la integral
definida mediante NINT en la graficadora. (b) Confirme la
respuesta del inciso (a) calculando el valor exacto de la integral
definida. Utilice los siguientes resultados:
n
f senxdx = 2
0

2 2
fxzdx=3 fxdx=%
- -1
n n
f cosxdx = 0 f sen’x dx = %n
0 0

2 2
31 f (2x2 - 4x + S)dx  32. f 8 - xYdx
-1 -1

2 2

33. j Q2 - 5%+ %ﬂ) dx 34, f (Bx% - 4x - Ddx
-1 -1
-1 2

35, f Q2x + 1)2dx 36. f Gx2+ Lx- Yydx
s 1 3 2
2 -1

37. f (x-DR2x + 3)dx 38. f 3x(x — 4)dx
-1 2

T
39. f (2senx + 3cosx + 1)dx
0

n n
40. f 3cos? xdx 41. f (cosx + 472 dx
o o

0

42, f (senx — 2)%dx
n

En los ejercicios 43 a 48, use el teorema 4.5.12 para demos-

trar que el teorema 4.5.13 es vdlido para los distintos érdenes

dea, byc.

43. b<a<c 4. c<a<b

45 b<c<a 46. c < b<a
47. a=b<c 48. a<c=b
o 8i?
49. Exprese como una integral definida: lim 2—3
n=—+oo i=1 n

Sugerencia: considere la funcién fpara la cual f(x) = x2.

n
50. Exprese como una integral definida: lim L -,
Ao n+1

Sugerencia: considere la funcién f para la cual
fo) = % en[l,2).

n
51. Exprese como una integral definida: lim —1—2
n—+eo 7 (i +n)

Sugerencia: considere la funcién f para la cual
1
fx) = x—z‘ en[1,2].

52. Demuestre que si fes continua en [-1, 2], entonces .

2 0 1 -1
f fx)dx +f fx)dx +f fdx +f f)dx =0
-1 2 0 1

53. Demuestre que si f es continua en [-3, 4], entorrces

-1 3 4 -3
f fx)dx +f f(x)dx +f f(x)dx +f fx)dx =0
3 4 -3 -1

54. Demuestre el teorema 4,5.8.
55. Demuestre ¢l teorema 4.59sia = b.

56. Suponga que fes integrable en el intervalo cerrado [-7, ],
demuestre que: ,
(a) si f es una funcién par, entonces f_, f(x) dx =

2 [y f0) dx;
(b) si f es una funcién impar, entonces f_’r fx)dx = 0.

57. Suponga que la funcién fes continua en el intervalo cerrado
[a, b]. {En qué condiciones el valor de la integral definida
de fen [a, b], es igual al drea de una regi6n plana que in-
cluya la grifica de f en [a, b] como un limite? Explique
cudndo el valor de la integral definida no es igual a la me-
dida del 4rea de dicha regién plana.
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4.6 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES

FIGURA 1

En esta seccidn se continia el estudio de propiedades de la integral definida. El
teorema clave de la seccién es el teorema del valor medio para integrales,
el cual juega un papel importante en la demostracion del primer teorema
fundamental del Cdlculo en la siguiente seccién.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  Enlafigura 1, f(x) > g(x) =

0 para toda x en [a, b]. La integral definida If f(x) dx proporciona la medida
del drea de la regién limitada por la grifica de f, el eje x y las rectas x = a
y x = b, mientras que f: g(x) dx da la medida del 4rea de la regién limitada
por la grafica de g y las mismas rectas. En la figura se observa que la primera
drea es mayor que la segunda. Este hecho ofrece una interpretacién geomé-
trica del teorema siguiente cuando f(x) y g(x) son no negativas en [a, b]. |

4.6.1 Teorema ‘

Si las funciones f y g son integrables en el intervalo cerrado [a, b],
y si f(x) = g(x) para toda x en [a, b], entonces

b *b
flodx = J g(x)dx
a

a

Demostracién Como fy g son integrables en [a, b], entonces, por el
teorema 4.5.11, con el signo menos en lugar del signo mds,

b b b
f@)dx -J gx) dx =J [f(x) — g@)] dx

Sea h 1a funcién definida por

h(x) = f(x) - gx)

Entonces A(x) = 0 para toda x en [a, b] ya que f(x) = g(x) para toda x en [a, b].
Se desea demostrar que f h(x) dx = 0.Como

llall-»0 721

b
Jh(x)dx: Jim Zh(w)Ax

suponga que
lim hw)Ax =L <0 6}
[tall-0 Z{
Entonces, por ia definicién 4.5.1, para € = —L, existe una § > 0 tal que
n
|All < & entonces | Y h(w) Ax — L| < -L 2
i=1
Pero como
. .
Y hw) Ax — L < D Ax — L
i=1 i=1
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de (2) se tiene

n
si |A]] < & entonces Z h(w)Ax — L < -L
i=1

n
& si[|A]| <8 entonces Y A(w)Ax <0

i=l

Pero este enunciado es imposible, porque cada h(w;) es no negativo y cada
A;x > 0; de modo que se tiene una contradiccién a la suposicién (1). Por
tanto (1) es falsa, y

n

lim h(w)A;x = 0
”AM; W) A;
b
j h(x)dx = 0
a

Como hA(x) = f(x) — g(x),se tiene

b
J- [f() — g)]dx = 0

b b
J- Jx) dx —J- gx)dx = 0
a a

b b
J- fx)dx = j g(x) dx [

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  En la figura 2, f(x) = 0
para toda x en [a, b], y m y M son, respectivamente, los valores minimo ab-
soluto y méximo absoluto de f en [a, b]. La integral J’: f(x) dx proporcio-
na la medida del 4rea de la regi6n limitada por lacurvay = f(x), el ejexy
las rectas x = a 'y x = b. Esta drea es mayor que la del rectingulo cuyas
dimensiones son my b — a, y es menor que el 4rea del rectdngulo cuyas di-
mensiones son M y b — a. De esta manera, se tiene una interpretacién geomé-
trica del siguiente teorema si f(x) = O para toda x en [a, b].

4.6.2 Teorema

Suponga que Ia funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, 5].
Sim y M son, respectivamente, los valores de funcién minimo absolu-
to y méximo absoluto'de fen [a, b] de modo que

m=fx) s M paratodaga < x < b
entonces
b
m(b—a)sf [ dx < M(b - a)
a

Demostracién Como f es continua en [a, b], el teorema del valor extre-
mo garantiza la existencia de m y M.
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Por el teorema 4.5.9,

b
j mdx = m(b - a) 3

b
J Mdx = M(b - a) @
a
Debido a que f es continua en [a, b], del teorema 4.5.3 se deduce que f es in-

tegrable en [a, b]. Entonces, como f(x) = m para toda x en [a, b), se tiene,
por el teorema 4.6.1,

b b
j f(x)dx ZJ mdx

de donde, al sustituir de (3), se obtiene
b
j f(xydx = m(b - a) )
a

De manera semejante, como M = f(x) para toda x en [a, b], del teorema
4.6.1 se deduce que

b b
j Mdx ZJ fix)dx
a a
de donde, al sustituir de (4), se tiene
b
M®b - a) = f f(x) dx
a
Si se combina esta desigualdad con (5) se obtiene

b
m(b — a) SJ f(x)dx < M - a) |

» EJEMPLO 1 Aplique el teorema 4.6.2 para determinar un
intervalo cerrado que contenga el valor de [, (x3 — 6x2 + 9x + 1) dx.
Utilice los resultados del ejemplo 1 de la secci6én 3.4.

Solucion  Sea
f(x)=x3—6x2+9x+l

Entonces del ejemplo 1 de la seccién 3.4, f tiene un valor minimo relativo de
l enx = 3y un valor mdximo relativo de 5 en x = 1. Al calcular los valores
de 1a funcién en los extremos del intervalo [0.5, 4], se obtiene f(0.5) = 4.125
yf(4) = 5. Por tanto, el valor minimo absoluto de fen [0.5, 4] es 1, y el valor
maximo absoluto es 5. Conm = 1y M = Sen el teorema 4.6.2, se tiene

4
1(4 - 0.5) sj (3 - 6x2 + 9x + 1)dx < 5(4 - 0.5)
0.5
. .
35 sf 3 —62 4+ 9+ Ddx <175
0.5
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FIGURA 3

En consecuencia, el intervalo cerrado 3.5, 17.5] contiene el valor de la in-
tegral definida. |

En el ejemplo ilustrativo 4 de la seccién 4.7, se mostré que el valor

exacto de la integral definida del ejemplo anterior es %9— = 10.61.

> EJEMPLO 2 Aplique el teorema 4.6.2 para determinar un
intervalo cerrado que contenga el valor de 73":/4 +sen x dx. Apoye la respuesta

utilizando NINT en la graficadora.

Solucién si f(x) = +/sen x, entonces

Para x en [im 37, f(x) = O cuando x = }m Como f'(x) > O cuan-
do lm<x< imyf(x) <Ocuando I7m < x < 2, se concluye que f
tiene un valor minimo relativo en %7[; y f(im) = L. Ademis,
f(%ﬂ:) = 42/V2 = 0.841, yf(%n’) =~ (0.841. Asi, en [%n’, 4571:] el valor
minimo absoluto de fes 0.841 y el valor mdximo absoluto es 1. De esta ma-
nera,conm = 0.841 y M = 1 en el teorema 4.6.2

3nl4
0.841({3rx - im < JJsen x dx
/4

IA

1[3n - i

3n/4
0420 < vsen x dx < 0.57
nj4

3r/4
132 < sen x dx 1.57
74

Por tanto, el valor de la integral definida estd en el intervala cerrado
[1.32, 1.57].
En la graficadora se tiene

NINT( +/sen x, m/4,3x[4) = 1.48861
lo cual apoya la respuesta. : |

Ahora estd preparado para estudiar el teorema del valor medio para
integrales. Se inicia con un ejemplo ilustrativo que ofrece una interpretacién
geométrica del teorema.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Considere f(x) > 0 para

todos los valores de x en [a, b]. Entonces f: f(x) dx proporciona el drea de
la regi6n limitada por la curva cuya ecuacién es y = f(x), el eje x y las rectas
x = ayx = b. Consulte la figura 3. El teorema del valor medio para inte-
grales afirma que existe un nimero ¢ en {g, b] tal que el drea del rectdngulo
AEFB de altura f(c) unidades y ancho (b — a) unidades es igual al 4rea de la
regién ADCB. <
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4.6.3 Teorema del valor medio para integrales

Si la funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe
un niimero c en [a, b] tal-que

b
f fx)dx = f(c)b — a)

Demostracién Como f es continua en [a, b, por el teorema del valor
extremo, f tiene un valor maximo relativo y un valor minimo relativo en [a, b].
Sea m el valor minimo relativo que ocurre en x = x,,. Asi,

fap) =m a<x,<b ©
Sea M el valor maximo relativo que ocurre en x = x,,. Entonces

fy) =M a<sxy<b )]
Por tanto,

m < f(x) < M paratodoxen |a,b]

Por el teorema 4.6.2
b
mb — a) SJ fx)dx < M(b - a)
a

Al dividir entre b ~ a y observando que b — a es positivo, puesto que
b > a, se obtiene

b
f f(x) dx
[P — M

< <
b-a

Perode (6) y (7), m = f(x,,) yM = f(xy); por lo que se tiene

De esta iltima desigualdad y del teorema del valor intermedio existe un
nimero c en un intervalo cerrado que contiene a x,, y xy tal que

b
f(x)dx
o = S
b
= ff(x)dx=f(c)(b-a) as<sc<b n

El valor de c en el teorema del valor medio para integrales no es nece-
sariamente tinico. El teorema no proporciona un método para obtener c, pero
afirma que un valor de c existe, y este hecho se utiliza para demostrar otros
teoremas. En algunos casos particulares se puede determinar el valor de ¢ ga-
rantizado por el teorema, como se muestra en el ejemplo siguiente.
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’ EJEMPLO 3 Sif(x) = x2, determine el valor de ¢ con aproxi-

macién de centésimos tal que

3
J fxydx = flo)3 - 1
1

Aproxime el valor de la integral definida empleando NINT en la graficadora.
Solucién  se calcula

NINT(x2, 1, 3) = 8.667
Por tanto, se desea obtener ¢ tal que

f(c)2) = 8.667

esto es,
c* = 4333
c = +2.08

Se rechaza —2.08 porque no estd en el intervalo [1, 3], y se tiene

3
f fxydx = f2.08)3 - 1) <
1

El valor f(c) dado por el teorema del valor medio para integrales se
denomina valor promedio (o valor medio) de f en ¢l intervalo [a, b]. Es una
generalizacién de la media aritmética de un conjunto finito de nimeros. Es

decir, si {f(x}), f(x3), . . ., f(x,)} es un conjunto de n nimeros, entonces la
media aritmética de estos nimeros estd dada por
n
Y f(x)
i=1
n

Para generalizar esta definicién, considere una particién regular del interva-
lo cerrado [a, b], el cual se divide en n subintervalos de longitid igual a
Ax = (b — a)/n. Sea w; cualquier niimero del i-ésimo subintervalo. Conside-
re la suma:

S fom) ®
i=1

n

Este cociente corresponde a la media aritmética de n ndmeros. Como
Ax = (b — a)/n se tiene
b-a

"T TAx @

Si se sustituye de (9) en (8) se obtiene

S

[ o PN

fow) Y fw)Ax .
i=1

i=

-a b-a
Ax




358 CAPITULO 4 INTEGRAL DEFINIDA E INTEGRACION

Al tomar el limite cuandon — +o0o0 (0 Ax — 0) se tiene, si el 1imite existe,
n

b
f(w))Ax j fx)dx
i=1 _ a

n—+o0 b—-a b-a '

Este resultado conduce a la siguiente definicién.

4.6.4 Definicion del valor promedio de una funcion

Si la funcién f es integrable en el intervalo cerrado [a, b], entonces el
valor promedio de fen [a, b] es

b
J. fx) dx
ab'— a

> EJEMPLO 4  si f(x) = x2, determine el valor promedio de f

en el intervalo [1, 3] e interprete geométricamente el resultado.

Solucién  En el ejemplo 3, se obtuvo NINT(x2, 1, 3) = 8.667. Utilizan-
do este nimero como el valor de la integral definida, se tiene

3
j x2dx = 8.667
1

De modo que si V.P. es el valor promedio de fen [1, 3], entonces

En el ejemplo 3, se obtuvo para esta funcién
[ (2.08,4.33)
_s p f(2.08) = 433

Por tanto, el valor promedio de f ocurre en x = 2.08. La figura 4 muestra la
grifica de fen [1, 3] y el segmento de recta desde el punto E(2.08, 0) en el
; eje x, hasta el punto F(2.08, 4.33) de la gréfica de f. El drea del rectdngulo
c AGHB, que tiene altura 4.33 y ancho 2, es igual al 4rea de la regién ACDB.
En consecuencia, el 4rea de la regién sombreada CGF es igual al 4rea de la
regién sombreada FDH. <

(2.08,0)

A0 = £ Una aplicacién del valor promedio de una funcién se presenta en fisica

e ingenierfa en relacién al concepto de centro de masa, discutido en el
FIGURA 4 capitulo 6.
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EJERCICIOS 4.6

En los ejercicios 1 a 4, aplique el teorema 4.6.1 para deter-
minar cudl de los simbolos = o < se debe insertar en el es-
pacio en blanco para tener una desigualdad correcta. Apoye
su respuesta utilizando NINT en la graficadora.

3 3

1 f (2x? - 4)dx f (x? - 6)dx
-1 -1
5 5

Z.J. V6 — x dx f\/x—de
4 4
5nl4 5nja

3 f sen® x dx J- cos?x dx
Inja x4

/4 4
4, f cosxdx f sen x dx
0 0

En los ejercicios 5 a 20, aplique el teorema 4.6.2 para deter-
minar un intervalo cerrado que contenga el valor de la integral
definida. Apoye la respuesta empleando NINT en la grafi-

cadora.
0.5 1
5, f x2dx 6. f x3dx
0 -0.5
1 1
7. f V2 ¥ xdx 8. f (x + 2P dx
-1 -2
a3 2af3
9, f sen x dx 10. J‘ cos xdx
#l6 -af3

3 2
11. f [x - 2| dx 12. f Vit + 5 dx
4 -1

.5

L5 1.5
13. f (%x4—x3+x2)dx 14, f (x—3x‘l3)dx

0.5 0
2 25
15. f x5 - x2 dx 16. f x /3 - x dx
i 1.5
1 1
17. f X dx 18. J X5 gy
4 X+2 o X3

2
19. f (4cos®x - 9cosx)dx
a3

/6
20, J' sen’ x dx
]

En los ejercicios 21 a 32, calcule con aproximacién de centé-
simos el valor de ¢ que satisfaga el teorema del valor medio
para integrales. Para el valor de la integral definida, utilice
NINT en la graficadora.

2
23. f x3dx 24,
1

5
f @3 - Ddx
(i}

4 4
zs.f(x2+4x+5)dx u.f 2% + x - 6)dx
0

1
2 1

27. f @3+ Ddx 28. f x*dx
-2 -2
4 | 3

29, f A dx 30. f -——
. x° =3 4 X5 +5
/4 5x/6

31. tan x dx 32. f cotxdx
#l6 27/3

En los ejercicios 33 a 40, aplique el teorema del valor medio
para integrales para probar la desigualdad.

2 3
33.f A—drs 1 34.f A sl
0 X° +4 3 X5 +6

#f6
3s. f cosx2dx < %

n
36. f sen Vx dx < =&
0

-#/6
s 1 1
37.05f 3 dx < =
2 X +1 3
° 1
38. \/Esf dr <2
s vx -1

A
(8]

2
39. 0 sf sen 1 mxdx
0

A

12
40. 0 < f cosmxdx < 1
-1f2

41. Dado que f_2| xdx = 32, calcule el valor promedio de la
funci6n identidad en el intervalo [-1, 2]. También deter-
mine el valor de x en el que se obtiene el valor promedio.
Describa la interpretacién geométrica de los resultados.

42. Obtenga el valor promedio de la funcién f definida por
fx) = x2 en el intervalo [-1, 2] dado que f_zl x2dx = 3.
También determine el valor de x en el cual ocurre el valor
promedio. Describa la interpretacién geométrica de los
resultados.

43. Dado que sen f(f xdx = 2, calcule el valor promedio de
1a funcién seno en el intervalo [0, 7]. También determine el
menor valor de x en el que se obtiene el valor promedio.
Describa la interpretacién geométrica de los resultados.

44. Obtenga el valor promedio de la funcién f definida por
f(x) = sec? x en el intervalo [0, % n} dado que
fom sec? x dx = 1."También determine el valor de x en el

que ocurre el valor promedio. Describa la interpretacién -
geométrica de los resultados.
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45,

47.

48.

49.

50.

51.

Suponga que se deja caer una pelota y después de t se-
gundos su velocidad es v pies por segundo. Sin considerar
la resistencia del aire, exprese v en términos de ¢t como
v = f(1), y calcule el valor promedio de fen [0, 2]. Suge-
rencia: calcule el valor de la integral definida interpre-
tdndolo como el valor del drea de una regién limitada por
un tridngulo.

. Determine el valor promedio de la funcién f definida por

f(x) = V49 - x? en el intervalo [0, 7]. Dibuje una fi-
gura. Sugerencia: calcule el valor de la integral definida
interpretdndolo como el valor del drea de una regién li-
mitada por un cuarto de circunferencia y los ejes coor-
denados.

Determine el valor promedio de la funcién f definida por

fx) = 416 - x? en el intervalo [-4, 4]. Dibuje una fi-
gura. Sugerencia: calcule el valor de la integral definida
interpretdndolo como el valor del 4rea de una regién limi-
tada por una semicircunferencia. '

Suponga que f es integrable en [~4, 7]. Si el valor pro-
medio de f en el intervalo [-4, 7] es 4.25, calcule
7, fo) dx.

Demuestre que fol x dx = Jol x? dx y que le x dx <
J ]2 x2 dx. No evalde las integrales definidas.

Si fes continua en {a, b], demuestre que

b
f fx) dx

Sugerencia: — |f(x) < fx) < |f(x)|.

b
sf | fix)] dx

Si fes continua en [a, b] y f:f(x) dx = 0, demuestre que
existe al menos un nimero ¢ en [g, b] tal que f(c) = 0.

52

53.

. El teorema siguiente es una generalizaci6n del teorema del
valor medio para integrales: Si f y g son dos funciones
continuas en el intervalo cerrado [a, b] y si g(x) > 0 para
toda x del intervalo abierto (a, b), entonces existe un ni-
mero ¢ en [a, b] tal que

b b "
f Sfx)g(x) dx =f(c)f g(x) dx

Demuestre este teorema mediante un método semejante al
empleado en la demostracién del teorema 4.6.3: obtenga
la desigualdad m < f(x) < M y después concluya que
mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x); aplique el teorema 4.6.1 y
proceda como en la demostracién del teorema 4.6.3.

Demuestre que cuando g(x) = 1, el teorema del ejerci-

cio 52 se convierte en el teorema del valor medio para
integrales.

En los ejercicios 54 a 58, utilice el teorema del ejercicio 52

pa

54

55

57.

58.

ra comprobar la desigualdad.
4 4
. f <f xdx
0 0
Jq P . 1
- Vx4 4 -1
n n
f xsenxdx sf xdx
0 0

112 12
f sen? 7x cos Tx dx < f cos Txdx
—12 -1/2

1 1
J‘xzcﬂdxsfxdx
o x“+1 o

x dx
3 +2

x2dx

4.7 TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL CALCULO

Ahora que posee los elementos necesarios, en esta seccion se establecerdn y
demostrardn los dos teoremas fundamentales del Célculo, los cuales son la
conexion entre el Cdlculo Diferencial y el Cdlculo Integral.

Histdricamente, los conceptos basicos de 1a integral definida fueron utili-
zados por los antiguos griegos, principalmente Arquimedes (287-212 a.C.),
hace mas de 2 000 afios. Eso ocurrié muchos afios antes de que fuese descu-
bierto el Célculo Diferencial en el siglo XV1l cuando Newton y Leibniz, casi
al mismo tiempo pero trabajando en forma independiente, mostraron cémo
determinar el 4rea de una regi6n limitada por una curva o un conjunto de cur-
vas aplicando la antiderivacién para evaluar una integral definida. Este
procedimiento condujo a los destacados teoremas fundamentales del Cilculo.
Se inicia el estudio de estos teoremas considerando integrales definidas que
tienen una variable como limite superior.

Sea f una funcién continua en el ifitervalo cerrado [a, b]. Entonces el
valor de la integral definida _[ab f(x) dx depende sélo de f y de los nimeros a y b,
y no del simbolo x, utilizado aqui como la variable independiente. Se pudo
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FIGURA 1

r=x

y=1

FIGURA 2

haber empleado cualquier otro simbolo en lugar de x; por ejemplo, del resul-
tado del ejemplo ilustrativo 2 de la seccién 4.5

3 3 3
J 2dt =9 J wldu =9 J rldr=9
[} 0 0

Ahora considere que el simbolo x representa un nimero del intervalo
cerrado [a, b]. Entonces, como f es continua en [a, b], es continua en [a, x].
En consecuencia, por el teorema 4.5.3, j: f(6) dt existe. Ademds, esta in-
tegral definida es un nimero tnico cuyo valor depende de x. Por tanto,
j: f(t) dt define una funcién F que tiene como dominio al intervalo [a, b] y
cuyo valor de funcién en cualquier nimero x de [a, b] estd dado por

F(x) =J finde ey

Como observacién acerca de la notacién, si los limites de una integral
definida son variables, entonces se utilizan simbolos diferentes para dichos
limites y la variable independiente del integrando. En consecuencia, en (1),
como x es el limite superior, se emplea la letra t como la variable indepen-
diente del integrando.

Si, en (1), f(r) = 0 para todos los valores de ¢ en [a, b], entonces el valor
de funcién F(x) puede interpretarse geométricamente como la medida del
area de la regién R limitada por la curva cuya ecuacidénesy = f(t). elejety
las rectas t = ay t = x. Consulte la figura 1. Observe que F(a) = j: f@) 4,
lo cual, por la definici6n 4.5.6, es igual a 0. En el ejemplo ilustrativo siguien-
te se muestra como avance la importancia del primer teorema fundamental
del Cdlculo al aplicar esta interpretacién geométrica en un caso particular.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  sex

F(x) =J 124t
)

La figura 2 muestra la regién cuyos limites son: por arriba, la grafica de
y = t%; por abajo, el eje t; y por los lados, el eje y y la recta t = x. Como la
medida del 4rea de esta regién es F(x), puede determinarse F(x) calculando
el 4rea como el limite de una suma de Riemann.

Se toma una particién regular del intervalo [0, x] y se elige w; como el
extremo derecho del i-ésimo subintervalo. Por tanto, se estin empleando
rectdngulos circunscritos como se muestra en la figura 3.

n
Fx) = lim_ ;f(wi) At
Comof(t) = 12y w; = i At,

n
Fx) = fim Y [i2 (An% A1
n— oo i=

n
lim " i (A°
SRR =Y
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-

Ahora se sustituye At por x/n:

. n 3
F(x) = lim i2 (E)
. ~ n

n—+oo

3 n
= lim %V 2
n—+oo n3 2
i=1
= 3 lim 1 n(n+1D2n+1)
no+e 3 6
=3 lim 2n +3n% +n
n—4oo 6;_,3
2 + 3 + Lz
= 3 i n n
= ¥ lim
nl—b+un 6 '
- X
3

Como F(x) = %x3, F'(x) = x2 estoes,

X
i dif 12dr = x2
. . X 0
Se ha mostrado entonces que, en este caso particular, cuando f(f) = 2 y
a=0

d (* B
I* fo f@de = flx)

la cual es la ecuacién crucial del enunciado del primer teorema fundamental
del Célculo. <4

Abhora se establecerd y demostrard el primer teorema fundamental del

Célculo, que proporciona la derivada de una funcién considerada como una
integral definida que tiene un limite superior variable.

4.7.1 Primer teorema fundamental del Calculo

Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [, b] y sea x cual-
quier nimero de [a, b]. Si F es la funci6n definida por

Fx) .=J‘ fwde
entonces
P(;_:_',t = f(x) @
’ -
= %L 10 dt = 160 3

Six = &h-deﬁvﬂhenﬂ)puednsém&ﬂvahpmhdemch&.y
8ix = b, puede ser una derivada por la izquierda.)
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‘Demostracion  Considere dos niimeros x; y x; + Ax en [a, b]. Entonces

F(x,)=r fdr -  Ne w feqfui.affe X
a wso  def ' cubiudiea. |
Y bas{*a trab o Y.

X +Ax

F(x, + Ax) =f f(t)dt

a
de modo que

x, + Ax

Fx; + Ax) - F(xp) =J fy dt -f fdt )

a

Por el teorema 4.5.13, ‘12,(. keor Q—.Bf’; JLTCC{M&(_

Xy X+ Ax Xy + Ax ana. o
f f(Hde +j f(Hde =f f@) de

1 a

entonces

X +Ax x X +Ax
f f(H de —f f()dt =f f( de

1
Al sustituir de esta ecuacion en (4) se tiene

X1+ Ax

F(x, + Ax) - F(x)) =f f@) dt €

X

Por el teorema del valor medio para integrales, existe algin nimero ¢
en el intervalo cerrado limitado por x; y x; + Axtal que

Xy + Ax
f f(ndr = flc) Ax

1

De esta ecuacién y (5) se obtiene
F(x; + Ax) - F(x)) = f(c) Ax

F(x; + Ax) = F(x)) _
Ax -

flo

Al tomar el limite cuando Ax se aproxima a 0 se tiene

lim F(x; + Ax) - F(x))
Ax—0 Ax

= Jim, 0 ®

El miembro izquierdo de (6) es F'(x;). Para determinar Alim0 f(c), recuerde
x—
que c estd en el intervalo cerrado limitado por x; y x; + Ax, y como

lim x;.= x lim (x; + Ax) = x
Ax—0 1-3 Ly Ax—vO( ! ) !

se deduce del teorema de estriccién (1.10.1) que Alimoc = x|. Asi, se tiene
x—
lim f(c) = lim f(c). Debido a que fes continua en x;, lim f(c) = f(x});
Ax—>0 cox; - cox

por lo que Al)‘iglo f(©) = f(x1), y de (6) se obtiene
F'xy) = fixy) ™
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[-6, 6] por -1, 7]
) = x?

FIGURA 4

.[—6, 6] por [-1, 7)

NDER (NINT(s2, 0, x), x)

FIGURA §

Si la funcién f no estd definida para valores de x menores que a pero
es continua por la derecha en a, entonces en el argumento anterior, six; = a
en (6), Ax debe aproximarse a 0 por la derecha. Por tanto, el miembro iz-
quierdo de (7) serd F' . (x1). De manera semejante, si f no estd definida para
valores de x mayores que b pero es continua por la izquierda en b, entonces si
x; = b en (6), Ax debe aproximarse a O por la izquierda. En consecuencia,
se tiene F'_ (xq) en €l miembro izquierdo de (7).

Como x; es cualquier nimero de [a, b], la ecuacién (7) establece lo que
se deseaba. : ]

Recuerde que el primer teorema fundamental del Célculo afirma que
la integral definida j: f(2) dt con limite superior x es una antiderivada de
fsi f es continua. Este hecho se muestra grificamente en el ejemplo ilustra-
tivo siguiente para la funcién del ejemplo ilustrativo 1.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura 4 muestra la grafica
de f del ejemplo ilustrativo 1, definida por f(x) = x2, trazada en el rectin-
gulo de inspeccion de [-6, 6] por [-1, 7]. La figura 5 presenta la gréfica de
NDER(NINT(#2, 0, x), x) trazada en el mismo rectingulo de inspeccidn.
Estas graficas parecen idénticas, lo cual apoya el hecho de que j; 12 dt es
una antiderivada de f. '

» EJEMPLO 1 Calcule las derivadas siguientes:
X

Xz
d 1 d
— — — N dt
(a) <), 3 dt (b) "L COos !

+1
Solucién
(a) De (3)conf(t) = 3 , se tiene
©? +1
a[F 1 1
4 dt =
dx |, 3 +1 41

1

(b) Conu = x2en laregla de la cadena se obtiene

12 u
4 ~Jcos t dt = 4 ~cos t dt - du
dx 5 du 3 dx

De (3) con f(t) = ~/cos t y como % = 2x, se tiene

):2
Ed;f ~cost dt = ~Jcos u(2x)
3
2x +cos x2 <

Ahora se aplicaré el primer teorema fundamental del Calculo para de-
mostrar el segundo teorema fundamental del Cdlculo.

4.7.2 Segundo teorema fundamental del Calculo

Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y sea g una
funcién tal que :

g = . PSS
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para toda x en [a, b]. Entonces

b .
J Sf@) dr = g(b) - gla)
a

(Six = a,laderivada en (8) puede ser una derivada por la derecha, y
six = b, la derivada en (8) puede ser una derivada por la izquierda.)

Demostracién Si fes continua en todos los nimeros de [a, b], se sabe,
por el primer teorema fundamental del Cdlculo, que la integral definida
j: f(®) dt, con limite superior variable x, define una funcién F cuya deri-
vada en [a, b] es f. Como por hipétesis g'(x) = f(x), se deduce, por el teore-
ma 4.1.2, que

8(x) =J f@dt + k

donde k es alguna constante. Al considerar x = b y x = g, sucesivamente,
en esta ecuacién se obtiene

b
&) =J fde + k L))
y
a .
g(a) =J f(Hde + k (10)
De (9) y (10),

b a
8(b) — ga) =J fnat —J feydr
a a

Pero por la definici6n 4.5.6, [ f() dt = 0; por lo que

b
8b) - gla) =J fdt

que es lo que se deseaba demostrar.

Si f no est4 definida para valores de x mayores que b pero es continua por
la izquierda en b, entonces la derivada en (8) es una derivada por la izquierda, y
se tiene g'(b) = F'(b), de donde se deduce (9). En forma similar, si f no
estd definida para valores de x menores que a pero es continua por la derecha
en g, entonces la derivada en (8) es una derivada por la derecha, y se tiene
g'.(a) = F',(a), de donde se concluye (10). ]

Ahora se puede obtener el valor exacto de una integral definida apli-
cando el segundo teorema fundamental del Cilculo. En el célculo se denota

b
[s®) - g(a)] por g(x)]

a
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Evaliic

2
J- x*dx
1

Como una antiderivada de x* es x5/5, por el segundo teorema fundamental
del Cilculo se tiene

2
J- xtdx =
I

Ln|>{,l
| I
%]

L=

<

vl Ly

Debido a la relacién entre integrales definidas y derivadas, se utiliza el
simbolo integral [ en la notacién [ f(x) dx para una antiderivada. Haga caso
omiso de la terminologia de antiderivadas y de antiderivacién y comience a
llamar a [ f(x) dx integral indefinida. El proceso de evaluaci6n de una in-
tegral indefinida o una integral definida se denomina integracién.

La diferencia entre una integral indefinida y una integral definida debe
enfatizarse. La integral indefinida [ f(x) dx representa a todas las funciones
cuya derivada es f(x). Sin embargo, la integral definida ja" f(x) dx es un
nimero cuyo valor depende de la funcién fy de los niimeros a y b, y estd de-
finido como el limite de una suma de Riemann. La definicién de la integral
definida no hace referencia a la diferenciacién.

La integral indefinida implica una constante arbitraria; por ejemplo

3
24r= L 4+ ¢
J-x X 3

Esta constante arbitraria C recibe el nombre de constante de integracién. En
la aplicacién del segundo teorema fundamental para evaluar una integral de-
finida, no fue necesario incluir la constante arbitraria C en la expresién para
g(x) porque el teorema permite elegir cualquier antiderivada, incluyendo
aquellaenlaque C = 0.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4  De 1a propiedad aditiva de

las integrales definidas, establecida en el teorema 4.5.11 y el segundo teore-
ma fundamental, se tiene

4 .
J- (x3 - 6x2 +9x + 1)dx
1

2
4 4 4 4
J- x3dx—6J- xzdx+9J- xdx +J- dx
1/2 1/2 12 1/2

4
4 3 2
=’—‘4——6~x—+9~—x +x]

=@ -128+ 24— (L -1+ 2+

= 0
64
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En el ejemplo 1 de la seccién 4.6, se mostré que el valor de esta integral
definida est4 en el intervalo [3.5, 17.5], lo que estd de acuerdo con el resul-
tado obtenido en el ejemplo ya que 2 = 10.61.

Los ejemplos siguientes muestran la aplicacién del segundo teorema
fundamental. Por supuesto, las respuestas pueden apoyarse empleando NINT
en la graficadora.

P EJEMPLO 2  Evalie

1
f (43 + 4x13) dx
-1

Solucién

1 1
J &P+ 4x'Pydx = 2478 + 4. %x“”]
-1 -1

P EJEMPLO 3  Evaue

2
f 2x2 \x3 + L dx
0

Solucion

i

2 2
J 2x2 N/x3 + 1dx %f vx3 +1Bx%dx)
0 0

2
_ 2 M}
3 2 N
= 3@+ D2 - 20+ 1)
= 427 -1)
= ln 4

9

P EJEMPLO4 Evae
3
J- x A1l + x dx
o

Solucién Para evaluar la integral indefinid~ [x 1+ xdx se
considera

u=A1T+x w=1+x x=u?-1 dx = 2udu
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Al sustituir se tiene

1

fx VI + x dx J‘(u2 - Du(2u du)

= 21(“4 - u?)du

w - §u3 + C
+x%2- 20+ 02+ C

[T IENTINY

Por tanto, la integral definida es

3 3
f xT+xde= 20 +2%2- 20 + x)3/2]
0 0
= %(4)5/2 - %(4)3/2 - %(1)5/2 + %(1)3/2
= & _ 16 _ 2,2
5 3 5 3
— 16 4

Otro método para evaluar la integral definida del ejemplo 4 consiste en
considerar la férmula que se deduce del segundo teorema fundamental y de la
regla de la cadena para la antiderivacién (4.2.1). De estos teoremas, si F es
una antiderivada de f,

b

It

b
f f(g(x))g'(x) dx F(g(x))]
a

a

b
e J flgx)g'(x) dx = F(g(b)) — F(g(a))
a

Asi
b &)
J fgx)g'(x) dx = F(u)]
a 8(a)
b 8(b)
= j fg(x)g'x) dx = fu) du (11)
a 'g(a)

Con el objeto de aplicar (11), cambie las variables de la integral dada conside-
rando u = g(x). Entonces du = g'(x) dx. Después, cambie los limites a y b,
relativos a x, por los limites relativos a u, los cuales son g(a) y g(b).

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5  Para evaluar la integral del
ejemplo 4, sea u = 1+ x,x = u? - 1 y dx = 2u du. Ademds, cuando

x =0,u = 1,ycuandox = 3,4 = 2. De modo que, de (11) se tiene
3 2
Jx\/1+xdx=2f Wt - u?) du
0 1

2
Z 2,5 _ 2,3
= 5u 3“:|
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P EJEMPLO5 Evaie

ni2
J sen> x cos x dx
0

Solucion  Sean
U = senx y du = cosxdx

Cuandox = 0,u = 0O;cuandox = ;m u = 1. Por tanto,

1]
2

rf2 1
J sen’ xcos xdx = J u? du
0 0

P EJEMPLO 6  Evae
J4 |x + 21 dx
-3

Solucion

]x+2l={~x—2 six <2

[\

x + st 2 < x

Del teorema 4.5.13,

4 -2 4
J |x+2|dx f (-x—2)dx+J x + 2)dx
-3 -3 -2

2 -2 2 4
= |- =-2x| +|=+2x
2 -3 2 -2

=2+ -5+ +1B+8)~-@2-4)] .
+ 18

<

.

’ EJEMPLO 7 En un circuito eléctrico, E volts es la fuerza

electromotriz a los ¢ segundos y
E = 2sen 2mt
Determine la fuerza electromotriz promediode O0sa 4 s.

Solucidn  Se calculael valor promedio de E en [0, 4]. Si V.P. es este valor
promedio, de la definicién 4.6.4 se tiene

4
1 2 sen 2 nt dt

VP = ——
4—00 3

4
= 2.3 2..(2
=7 277'_‘[)2s¢°,n 371.'t(37rdt)



370 CAPITULO 4 INTEGRAL DEFINIDA E INTEGRACION

. .
[—COS %ﬂt]o \

(—cos =7 + Cos 0)

W | oo

3
4r
3
ar
3
ar

!
31,
(2+)
= 0.358

Conclusién: La fuerza electromotriz 'promedio de 0 s adses 0.358 volis.
‘4

EJERCICIOS 4.7

¢

En'los ejercicios 1 a 34, evalié la integral definida. En los 3
efercicios 1 a 6y 29 a 34, apoye la respuesta empleando NINT ~ 25. f (x + 2y vx+ 1dx
en la graficadora. 0 ..

1

- 4 . ' i
1. f (3x% - 4x + Ddx 2. f @ = x% + Ddx 26. (x+ D Vx+3dx .
- Jo . o . 2
3 , L4 4 s .
~ 2 - a+ 1, X —'x
3. f (x 2x)dx 4. J._l (3x? + 5x — 1)dx 2?- J; T dxv 28. J‘l 30 dx
X2 +1 5 Sugerencia: divida €l numerador entre €l denominador.
5, 5 dx 6. O~ 4y dy o '
1 . -3 1 .
( Nt — o+ %[?)dt
1 . 4 J‘l ( NG :
7. | —ft—d: 8. f VX @ + x)dx
: J; 22+ 1 1

. .
-130. f Jxl + xx dx
0

»

NE]
10 .
f Af5x —1dx 10. f tVei2 + 1de
1 0 !
31. J‘ sen 7x cos mx dx
0

0 37

1L f 3w d - wl dw 12 f —L 4
2 a (+2) 6

32. J‘ (sen2x + cos3x)dx
1]

2 . n

13. J‘ sen 2x dx 14. J‘ cos %xldx
0 0- 4

33. J‘ 3csc? 2xdx

2 . 3
15. f 28+ 1dr 16. f "‘2x—3 dx
1 1 3x" -1 12

@J‘ sec? —m‘tan —m‘dt

17. i +2y y
3.3 2 s .. .
0 + 3y + 4 Enli 35 a 44, obt: la derivada.
y y “~a Enlos ejer?tctos a obtenga la derivada
4 4 15 x 3
18. f w1 f — Y aw 35. di Jad+ 1% dr 36 if N1+ 1% di
2 w 0 (] + w)3/4 X Jo ' dx x
5 ' 5 d 3 d x 1
. 2 - 1. = 3. =1 d 38. £ dt
20 J;x Jx - 4dx 1 L_|x 3| dx dxj: sent dr 3 de; T

X

4 - 1 . x ‘.
22, f |x - 2| dx 2. f JIx] - xde v, 4| L_g4 40. %f cos(r? + 1)dr
N . _ .

4 dx _x3+t2 .

3 * x3 x2
d 32 d 1
N3+ |x|ax 4. £ Y2 +1dr 4 _f —d
3 dx J, dx J.- 2 41



. 4.7 TEOREMA?UNDAMEN‘I‘ALES DEL CALCULO 371

tan x sen x
d

1 d 1
43 < . . L S
3 e l+tzdt 44 e l—tzd[

En los ejercicios 45 a 48, calcule el valor promedio de la fun-
cion f en el intervalo [a, b). En los ejer&icios 45 y 46, determi-
ne el valor de x en el que el valor promedio ocurre y describa
la interpretacion geométrica de los resultados.

45. f(x) =
46. f(x) = 8x - x%[a,b] = [0,4]

47. fx) = 3x Jx% - 16;[a b] = [4,5]
48. f(x) = x2 x - 3;[a,b] = {7,12]
49.

9 - x%[a, b] = [0,3]

Para el (_:imuito eléctrico del cjempl<; 7, determine la raiz
cuadrada del valor promedio de E’det =0at =4
Sugerencia: utilice la identidad senlx = l(1 - cos 2x).

Sif(x) = sec x determine el valor promedio de f en el
intervalo [— ST, ft]

50.

51. Se deja caer una pelota, y después de ¢ segundos su velo-
cidad es v pies por segundo. Sin considerar la.resistencia
del aire, demuesn'e que la velocidad promédio durante los
primeros —T segundos es un tercio de la velocidad pro-

medio durante los 51gu1entes 1 7 segundos.

52. Se lanza una piedra hacia abajo con una velocidad inicial
de v, pies por segundo. No considere la resistencia del
aire. (a) Demuestre que si v pies por segundo es la velo-
cidad de la piedra después de, que cae s pies, entonces
v =" 4vg2 + 2gs. (b) Determine la velocidad promedio

durante los primeros 100 pie de caida si la velocidad ini-

cial es de 60 piefs. (Tome g = 32 pie/sz/ y ¢l sentido po-
sitivo hacia abajo.)

¥
@ Si una inversi6n produce interés a una tasa de 1001($)%
compuesto continuamente durante un periodo de 7 afios,

entonces la tasa de interés promedio 100R(T)% durante

T afios esté definida por

T
1
R(T) = “J‘ r() dt
TJo
Demuestre que
v r(T) = R(T)
R = ===

Nota: El interés compuesto continuamente serd definido
precisamente en la seccion 5.6.

Sea

I =

k

f(x)

, T * fe- 4 a2

donde fes continuaen [0, k] y f(x). + f(k — x) # Osixestd
en [0, k]. (a) Demuestre que / = Ek' Sugerencia: cambie
la variable en (12) considerando 4 = k,~ x y muestre que «

k

fk = u)

=], Fo+rk-w

du 13)

Cambie la varable en (13) a x y muestre qu 2/ = k.
(b) Utilice el resultado del inciso (a) para demostrar que

J~n/2
0

x 1 1x 1‘
F(x) = dt + dt
@) J; 1+ 12 J;, 1+ 12

donde x # 0. Demuestre que F es constante en fos inter-
valos (-00; 0) y (0, +00). Sugerencia: muestre que
F'(x) = Oparatodax # 0.

en
_ semx dx = l
sen x + COS X 4

55. Sea

Encuentre una funcién f tal que para cualquier nimero
real x

COS x

dt = —= -
J;f(t)t 1+ x2

Sugerencia: tome la derivada en los miembros de la
ecuacién.

®

Si m y n son nlimeros enteros positivos, demuestre que

1 1
f x"(1 - x)"dx = f x™(1 - x)" dx
0 . 0

Esta integral surge en aplicaciones de ‘Probabilidad,
Andlisis combinatorio y Teorfa cinética de la materia.

58. Sea funa funcién cuya derivada f’ es continua en [a, b].

Calcule el valor promedio de la pendiente de la recta tan-

. gente de la gréfica de f en [a, b], y dé una interpreta-
cion geométrica del resultado.

16 x '
Determinej [D, J @ - l)dt]dx
4 5

60. (a) Sea f(x) = x sen x. Trace las grificas de f y
NDER(NINT(f(#), 0, x), x) en el mismo rectdngulo de
inspeccién y muestre que las grdficas son las mismas.
(b) Repita el inciso (a) considerando- ahgqra
fx) = V4 + x2 . (¢) {Qué teorema o teoremas apoyan
los incisos (a) y (b)? Explique su‘respuesta.

Explique por qué cada funcién continua debe t¢ner una

antiderivada. ;Qué garantiza este.hecho?

L
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4.8 AREA DE UNA REGION PLANA

y = xyx2+5

FIGURA 1

(W, w; w2 +5)

En la seccién 4.4 se defini6 el 4rea de una regi6n plana como el limite de
una suma de Riemann, y en la seccién 4.5 se dijo que dicho limite es una
integral. Ahora que ha aprendido algunas técnicas para calcular integrales
definidas, se considerardn mdis problemas que implican 4reas de regio-
nes planas.

En los ejemplos que se presentan a continuacidn, se empieza expre-
sando el drea requerida como el limite de una suma de Riemann, a fin de
reafirmar el procedimiento utilizado en la expresién de dichas sumas para
aplicaciones posteriores en las secciones 4.9 y 4.10 y el capitulo 6.

} EJEMPLO 1 Calcule el 4rea de la regi6én del primer cuadrante
limitada por la curva

y = xvyx2 +5

elejexylarectax = 2.

Solucién La figura 1 muestra la regién junto con uno de los elementos
rectangulares de drea.

Considere una particién del intervalo [0, 2]. El ancho del i-ésimo rec-
tAngulo es A;x unidades, y la altura es w;,/w;2 + 5 unidades, donde w; es
cualquier nimero del i-ésimo subintervalo. Por tanto, ¢l 4rea del elemento
rectangular es w;+/w;2 + S A;x. La suma de las medidas de las dreas de
los n rectdngulos como éste es

zn: w,w/w,-2 + 5 Aix
i=1

la cual es una suma de Riemann. El limite de esta suma cuando || Al se
aproxima a O proporciona la medida del drea deseada. El limite de la suma
Riemann es una integral definida que se evalda mediante el segundo teore-
ma fundamental del Cilculo. Sean A unidades cuadradas el drea de la region,
entonces

n
I lilll’l'l z Wi-\jWiz +5 Aix
All—=0 i=1

2
J. x/x2 + 5dx
0

A

2
= %J. Vx2-+ 5 (2xdx)
0
2
= 122y 5)3/2]0

= 3192 - (9°]
= 3 (27 - 5V5)
5.27 -

q

Conclusion: El drea de la regi6n es % (27 - 54/5) unidades cuadradas, o
aproximadamente 5.27 unidades cuadradas. 4
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(w, w?—4w))

FIGURA 2

(w, f(w;))

fxy=x>-2x-5x+ 6

FIGURA 3

Hasta este momento se ha considerado el drea de una regién para la
cual los valores de funcién en {a, b} son no negativos. Suponga ahora que
f(x) < 0 para toda x en [a, b]. Entonces cada f(w;) es un niimero negativo;
por lo que se define el nimero de unidades cuadradas del drea de la regién
limitada por y = f(x),eleje xy lasrectasx = a y x = b, como

yJim 3 -fw)l Aix

i=]

lo cual es igual a

b
- f f(x) dx

> EJEMPLO 2 Calcule el dreade la regi6n limitada por la curva
y = x2 - 4x
elejexylasrectasx = 1 y x = 3.

Solucién  En la figura 2 se presenta la regién y un elemento rectangular
de 4rea.

Se toma una particién del intervalo [1, 3]; el ancho del i-ésimo rectan-
gulo es A;x. Como x2 — 4x < Oen [1, 3], la altura del i-ésimo rectdngulo
es —(w;2 — 4w;) = 4w; — w;2. En consecuencia, la suma de las medidas
de las 4reas de los n rectdngulos estd dada por

z (4w — w?) Aix

i=l

La medida del drea deseada es proporcionada por el limite de esta suma
cuando " A || se aproxima a 0; de modo que si A unidades cuadradas es el
drea de la regi6n, entonces

A= lim Y (4w - w?) Aix

flallso {3

3
= J “4x - xz)dx
1

3
= 252 1,3
= 2x 3X ]‘
= 22
= 3
Conclusién; El 4rea de la region es Z unidades cuadradas. 4

P EJEMPLO 3  Determine el rea de la regién limitada por la curva
y=x3-2x2~5x+6
elejexylasrectasx = -1y x = 2. _

Solucién La region se muestra en la figura 3. Sea
f) =x-2x2-5x+ 6
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W,
(W, g(w;)) !

FIGURA 4

Como f(x) = 0 cuando x estd en el intervalo cerrado [-1,1} y f(x) < 0
cuando x estd en el intervalo cerrado [1, 2], se separa la regién en dos partes.
Sea A, el nimero de unidades cuadradas del 4rea de la regién cuando x estd
en [~1, 1], y sea A; el nimero de unidades cuadradas del 4rea de la regién
cuando x estd en {1, 2]. Entonces

A = Zf(w,)Ax

140 &

= f fx)dx
-1

1
=‘[ x3 - 2x2 - 5x + 6)dx
-1

Az

2[f<w)]Ax

HAII

2
f—(x3—2x2—5x+6)b
1

Si A unidades cuadradas es el drea de la regi6n completa, entonces

A=A1+A2

1 2
f (x3—2x2—5x+6)dx—f 3 - 2x2 - 5x + 6)dx
-1 1

1 2
= {1y 2 3_32 ] _[1 4 _2,3_5,2 ]
Lx I x +6)c_1 i I 5x +6x1

=[d-2-5+6)-d+i-5-96)]

T3 -

3
-[(4-%-10+12)-G-2-3+6)
=22
3
-
12
Conclusién: El drea de laregi6n es %3 unidades cuadradas. 4

Ahora considere dos funciones fy g continuas en el intervalo cerrado
[a, b] tales que f(x) = g(x) para toda x en [a, b]. Se desea calcular el drea de
la regi6n limitada por las dos curvas y = f(x) y y = g(x) y las dos rectas
x = ayx = b. Esta situacion se ilustra en la figura 4.

Tome una particién del intervalo {a, b], de modo que el i~ésimo rec-
tangulo tenga un ancho de A;x. En cada subintervalo elija un nimero w;.
Considere el rectdngulo que tiene altura [ f(w;) — g(w;)] unidades y ancho
A;x unidades. En la figura 4 se muestra este rectingulo. Se tienen n rec-
tangulos como éste, uno asociado con cada subintervalo. La suma de las
medidas de las 4reas de estos n rectingulos estd determinada por la suma
de Riemann siguiente:

3 f(w;) - gw) Aix
i=1

Esta suma de Riemann es una aproximacién a lo que intuitivamente se
piensa como el nimero que representa la “medida del 4rea” de la regi6n.
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y = gx)

f = -x* + 4x
g0 = x?

FIGURA §

Entre mds pequefio sea el valor de IIAII , mejor serd esta aproximacion.
Si A unidades cuadradas es el drea de la regi6n, se define

A= lm Z[f(w,) - 8w Ax .

Como f'y g son continuas en [a, b], también lo es f ~ g; por tanto, el
limite en (1) existe y es igual a la integral definida

b
f [f(x) - gl dx

} EJEMPLO 4 Calcule el drea de la region limitada por las
curvasy = x2 y y = —x? + 4x.

Solucién Para determinar los puntos de interseccién de las dos curvas
se resuelven las ecuaciones simultdneamente y se obtienen los puntos (0, 0)
y (2, 4). La figura 5 muestra la region.

Sean )

fO) = —x% +4x y gl = x

Observe que en el intervalo [0, 2] la curva y = f(x) est4 por arriba de
la curva y = g(x). Se dibuja un elemento rectangular vertical de 4rea, cuya
altura es de [f(w;) — g(w;)] unidades y cuyo ancho es de A,x unidades.
La medida del drea de este rectdngulo estd dada por [f(w;) ~ g(w;)] A;x. La
suma de las medidas de las 4reas de n rectdngulos como éste estd determi-
nada por la suma de Riemann

3 U wi) - g(w)l Aix
i=1

Si A unidades cuadradas es el 4rea de la regién, entonces
A= lm Z [f(w;) = g(w)] Ax

y el limite de la suma de Riemann es una integral definida. En consecuencia

2
A =f [f(x) — gx)] dx
0

2
= f [(—x2 + 4x) — xz] dx
0

2
f (-2x2 + 4x) dx ;
[

2
— _2,3 2
= 5% +2x]0

- +8-0 -

8
3

Conclusién: El 4rea de 1a regién es ¢ unidades cuadradas. 4
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’ EJEMPLO 5 Calcule el drea de la regién limitada por la pa-
y ribolay? = 2x — 2ylarectay = x — 5.

Solucidn Las dos curvas se intersectan en los puntos (3,-2) y (9, 4).
y=f,(x) Laregién se muestra en la figura 6.
La ecuacién y2 = 2x — 2 es equivalente a las dos ecuaciones

. y=+IEi-3 y y= —Ix-2

de modo que la primera ecuacién proporciona la parte superior de la pa-
rdbola mientras que la segunda ecuacién da la parte inferior. Si

[0 = NIE=2 y S = -2

9

y =f2(x)

3.-2)

f 1(X) = VIZX———Z

£ = —yZx =2 la ecuacién de la parte superior de la pardbola es y = f;(x), y la ecuacién

de la parte inferior es y = f,(x). Si se considera que g(x) = x — 5, enton-

ces la ecuacion de larectaes y = g(x).

FIGURA 6 En la figura 7 se aprecian dos elementos rectangulares verticales de
drea. Cada rectdngulo tiene su base superior sobre la curvay = f;(x). Como
la base inferior del primer rectdngulo esta sobre la curva y = f5(x), su al-

gx) =x-5

y B tura es [f1(w;) — fo(w;)] unidades. Debido a que la base inferior del segun-
4 9,4) y=80 4o rectdngulo estd sobre la curva y = g(x) , su altura es [fi(w;) — g(wp]
W, fLw:) N unidades. Si se desea resolver este problema utilizando elementos rectan-

gulares verticales de 4rea, se debe dividir la regién en dos regiones separa-
das, por ejemplo, R; y R,, donde R; es la regién limitada por las curvas
(W gw) = fi®),y = fox) ylarectax = 3,y R, es laregi6n limitada por las cur-
TP Y vasy = fi(x)yy = g(x) ylarectax = 3 (consulte la figura 8).

Si A; unidades cuadradas es el drea de la regi6n R, éntonces

1w fr0w))

2

T =1 n
orofioey T A= lim YA - HOn) Aix
20 =i
fix) = 2x -2 3
£ = ~yIx -2 = f (/1) = fo0)]dx
1
gx) =x -5 3
FIGURA 7 =J [v2x = 2 + y2x - 2] dx
I
3
Y =2| ~2x-2dx
y=8x) 1

' y =f|(x)

2x - 2]

— 16

3

3
1

S|

Si A, unidades cuadradas es el drea de la regi6n R;,

3.-2) y=f2x) Ay = ll;illl'[_l,o ; Lfi(w;) = g(wp)] Ax

. 9

[l = V2Zx -2 = J [fi(x) — g(x)]dx

fox) = -42x =2 3 -
gy =x-5

9
=J [V2x - 2 — (x = 5)) dx
FIGURA 8 3
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y
A x=A(y)
4 x=¢(y)
g (@(wy), w;)
" 10 A ). )
Vi1
9 — X

(3,-2)

¢ = 167+ 2)
My)y=y+5

FIGURA 9

_ 1 32 _ 12 9
= 1@x-2) Ix +5x]3

= [§-2+451-[3 -3 +15]

— 38

3

Entonces A; + Ay = § + 2.

Conclusién: El 4rea de la regién completa es de 18 unidades cuadradas. 4

} EJEMPLO 6 Calcule el drea de la regién del ejemplo 5 conside-
rando elementos rectangulares horizontales de 4rea.

Solucién La figura 9 muestra la regién con un elemento rectangular
horizontal de 4rea.

Si las ecuaciones de la pardbola y de la recta se resuelven para x se
obtiene

x=%(y2+2) xX=y+35

Si se considera ¢(y) = 1(y2 + 2) y Ay) =y + 5, la ecuacién de
la pardbola puede escribirse como x = ¢(y) y la ecuacién de la recta
como x = A(y). Tenga en cuenta el intervalo cerrado {2, 4] sobre el eje y,
y tome una particién de este intervalo. El i-ésimo subintervalo tendrd una
longitud de A;y. En el i-ésimo subintervalo [ y;.;, ;] se elige un nimero w;.
Entonces la longitud del i-ésimo elemento rectangular es de [A(w;) — ¢ (w;)]
unidades y su ancho es de A;y unidades. La medida del 4rea de la region
puede aproximarse mediante la suma de Riemann
Y Aw) - d(w)l Ay

i=1

Si A unidades cuadradas es el drea de la regidn, entonces
A= lim Y [Aw) - Wl Ay
Tall-o {3

Como Ay ¢ son continuas en [-2, 4], también lo es A — ¢, y el limite de
la suma de Riemann es una integral definida:

4
A =J (A - pN]dy
-2

4
f y + 5 - 1%+ ldy
-2

4
= lf [-y2 + 2y + 8)dy
2 -2

4
= %[—%y3+y2 +8y]_2

i 64 8
= % +16+3) - ¢+ 4-16)]
=18

Esta respuesta es acorde con la solucién del ejemplo 5. 4
RN
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' w;, gW)
fx) = x° - 6x° + 8

gx) = x? - 4x

FIGURA 10

Al comparar las soluciones de los ejemplos 5 y 6 se observa que en el
primer caso se tienen dos integrales definidas para evaluar, mientras que en
el segundo caso se tiene sélo una. En general, si es posible, los elementos de
area deben construirse de modo que se obtenga s6lo una integral definida.
El ejemplo siguiente presenta una situacién donde son necesarias dos in-
tegrales definidas.

’ EJEMPLO 7 Calcule el drea de la regién limitada por las dos
curvas y = x3 — 6x2 + 8xy y = x2 - 4x.

Solucién Los puntos de interseccién de las dos curvas son (0, 0),
(3,-3) y (4, 0). En la figura 10 se muestra la regién.
Sean

fx) =x3 -6x2 +8x y gx) = x2 - 4x

w;, fi (W,'))

En el intervalo [0, 3] la curvay = f(x) estd por arriba de la curvay = g(x), -
y en el intervalo [3, 4] la curva y = g(x) se encuentra por arriba de la curva
y = f(x). Asi, la regién debe dividirse en dos regiones separadas R; y R,,
donde R, es la regién acotada por las dos curvas en el intervalo [0, 3], y
R, es la regi6n limitada por las dos curvas en el intervalo [3, 41. Si A; es el
drea de R; y A, es el drea de R,, entonces

A= lm Zlf(w,) - g(w)) Ajx
Ay = lim Ztg(w,) - fOW)l Agx
asi
3 . -
Ay + Ay = J [(x3 - 6x2 + 8x) — (x% - 4x)) dx
0 .
4 |
+I [(x2 — 4x) — (x3 - 6x2 + 8x)]dx
3 . ‘ .
3 ré4 . <
=J &3 — 7x2 + 12x) dx +J. x3 + 7x2 - 12x) dx
0 . 3 . N
= [1Jc“—1x3+6x2]3 +[—l'x4+l 3—6x2]4
e 3 0 ) 3% 3
_ 45 7 )
T2
= I
6
Conclusién: El 4rea requerida es g unidades cuadradas. |

>

En los ejemplo 4 a 7, se calcularon las coordenadas de los puntos de
interseccion al resolver simultdneamente las ecuaciones de las curvas. En
el ejemplo siguiente no pueden determinarse los puntos de interseccién
facilmente.

} EJEMPLO 8 Calcule el drea de la regi6n acotada por las gré--
ficasdey = x2yy = senx.
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Solucién Refiérase a la figura 11, la cual muestra las dos graficas tra-
zadas en el rectingulo de inspeccién de [-3, 3] por [-2, 2] y que se intersec-
tan en el origen y en otro punto del primer cuadrante. Se degota con [a, b]
el intervalo en el que se calcular4 el 4rea, ademds se sabe que a = 0. No se
puede determinar b algebraicamente, sin embargo, puede obtenerse un valor
aproximado de b empleando los procesos de interseccion (intersect) o ras-
treo (trace) y aumento (zoom in) de la graficadora. Con cuatro digitos sig-
nificativos se obtiene b = 0.8767. Si f(x) = sen x, g(x) = x2 y A unidades
cuadradas es el drea requerida de la regién en el intervalo [0, 0.8767],
entonces

b = i 3 )~ . .
o A 'lAlllﬁog;[f(w,) g(w)) Ajx

0.8767
f (senx — x2)dx
0

Esta integral se calcula mediante NINT en la graficadora obteniéndose

]

[-3, 31 por [-2, 2] con cuatro digitos significativos
flx) = senx A = 0.1357
g = «?

. Conclusién: Con cuatro digitos significativos, el drea es 0.1357 unidades
FIGURA 11 cuadradas. <4

EJERCICIOS 4.8

En los ejercicios 1 a 38, calcule el drea de la regién acotada  17. x? — ‘y +1=0,x-y+ 1 =0 Considere los ele-
por las curvas. En cada ejercicio haga lo siguiente: (a) dibu- mentos de drea perpendiculares al eje x.
" je una figura que muestre la regién y un elemento rectangular 18
- de drea; (b) exprese el drea de la regién como una suma de

Riemann; (c) calcule el limite del ingiso (b) mediante el se-

. La misma regién que en el ejercicio 17. Considere los
elementos de drea paralelos al eje x.

. 3 _ 92y - Oy =
, gundo teorema fundamental del Cdlculo. 1. = ySx =0y = -2
. : 3 mdrx =0 x =
1 y=4—x2;ejex . 20. y° = 4xx = O)x = -2
- 2., = = 2y = 44
W2 y=x2-2x+ Jefexrsx = ~2;x = 1 2. y=2-x5y=-x 22 y=xhy=x
. 2 _ Sy = :
3. y=4dx—-xfeex;x =1;x =3 23 y"=x-Lx=3
- ; o 2.2 _
L4 y=6-x-x%ejex - U y=x5x"=18-y
Bl p _ . _ 3
T8 y= Jx+ liejexeey;x = 8. 2. y = ﬁ,y =X
Z 1 . ' ’ 26. x =4 - yhx=4-24y
6. y= = -xeexx=2x=3 3 2
T x ) 27. > =x5x-3y+4=0
T 7oy =x*+ x-"12eex 22 _{ix=liy=11y=
) 28. syl =y’ - Lx=Ly=1y=4
j‘8.y=x2_6x+t5;ejex 29 x=yr-2x=6-y?
9. y = senx; ejex;x = %n;‘x: -23-7!.' 30. x =‘y2_y;x=y_y2
10, y = cos,‘_:;ejex;ejey;xz én’ 3.y =260 - 32— 9xy = x3 - 242 - 3x
2y min g eimy y < L :
. y = sec”x; ejex,e]ey,lx - 4”1 . 32, 3y = ¥ — 222 - 155y = x3'— 4x% ~ 11x + 30
e ey eiegy = Loy = 1
12. yz_ ese x; ej_e"'x = gmxr= a7 B.oy=x+ 3%+ 20y =227 + &
‘3-"2=‘W='4 Moy=|x-i] +%y=0x=-2x=4
14. =-xx=-2x=-4 )
Y * 35 y=cosx —senx; x = 0;y =0
15. x> + y + 4 = 0; y = -8. Considere los elementos de 36 e T
4rea perpendiculares al eje y. - Y S SENXy = SSehxx = —a WX = R
= Y S PRI
16. La misma regién que en el ejercicio 15. Considere los 3.y = [x],y = Lx=-Lx=1
elementos de 4rea paralelos al eje y. 3. y=|x+1|+|xlsy=0x=-2%x=3
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En los ejercicios 39 a 46, aproxime con cuatro dlgitos signifi-
cativos el drea de la region limitada por las grdficas de las
ecuaciones dadas realizando lo siguiente: (a) trace las grdfi-
cas en un rectdngulo de inspeccion conveniente y determine
los puntos de interseccion empleando los procesos de inter-
seccion (intersect) o rastreo (trace) y aumento (zoom in) de la
graficadora; (b) exprese el drea de la region como el limite de
una suma de Riemann; (c) aproxime el limite del inciso (b)
utilizando NINT en la graficadora.

39. y =x* -2,y =x?

40. y =x* y=4-x°

41, y =x2 -1, y = sen’x

42, y = x%y = cosx

43. y =x%y =4 - x%elejey

4. y=x%y=4-x%eleex

45, y=x3;y=tan2x—3;0SxS'%7t
46. y = 2 - x*y = sec’x

47. Determine mediante integracion el drea de la regién aco-
tada por el tridngulo cuyos vértices son (5, 1), (1, 3) y

-1,-2).

Determine mediante integracion el area de la regién li-
mitada por el tridngulo cuyos vértices son (3, 4), (2, 0)
y O, ).

En los ejercicios 49 a 57, determine el drea exacta de la
region descrita.

49. La regién acotada por la recta x = 4, y la curva
- x4 2xy — y? = 0. Sugerencia: resuelva la ecua-
cién cuadritica en y para y en términos de x y exprese

y como dos funciones de x.

La regién limitada por las tres curvas y = x?,

x=yYyx+y=2

50.

51. La regién acotada por las tres curvas y = x2,

y=8-xtydx—y+ 12 = 0.

52. La regi6n limitada por el trapecio cuyos vértices son

-1,-1),(2,2),(6.2)y (7, -D).

53. La regi6n.acotada por la curvay = senx, larectay = 1
y el eje y, ubicada a la derecha del eje y.

54.' La regi6n limitada por las dos curvas y = sen x y
y = cos x entre dos puntos de interseccién consecutivos.

55. La regi6n acotada por la curva y = tan’ x, el eje x y la

rectax = %n.

56. La regi6n limitada por la pardbola x2 = 4py y dentro del
tridngulo formado por el eje x y las rectas

y=x+8 yy=-x+ 8,dondep > 0.

§7.

58.

59.

61.

62.

63.

64.

La regién acotada por las dos pardbolas y? = 4px
yx2 = 4py.

Determine la tasa de variacién de la.medida del drea del
3

ejercicio 56 con respecto a p cuando p = s
Calcule la tasa de variacién de la medida del drea del
ejercicio 57 con respecto a p cuando p = 3.

Determine m de modo que la regién por arriba de la recta
y = mx y debajo de la pardbola y = 2x — x tenga un
4rea de 36 unidades cuadradas.

Determine m de modo que la regi6n por arriba de la curva
y = mx? (m > 0), a la derecha del eje y, y debajo de la
rectay = mtenga un drea de K unidades cuadradas, donde
K >0

Si A unidades cuadradas es el drea de la regién limitada
por la pardbola y2 = 4x y la recta y = mx (m > 0),
determine la tasa de variacién de A con respecto a m.

Para acelerar la evaporacién de un liquido, se coloca un
disco circular de radio r unidades en el liquido y después
se gira lentamente, como se ilustra en la figura adjunta. La
distancia del centro del disco a la superficie del liquido es
h unidades. Los ejes coordenados se colocan de modo que
el origen esté en el centro del disco, el eje y es paralelo a la
superficie del liquido y el sentido positivo del eje x estd
hacia abajo. (a) Demuestre que si A(h) unidades cuadra-
das es el drea de la regién mojada expuesta, entonces

A(h) = #r? - mh? - 2f NI
h

y determine el dominio de A. (b) Demuestre que para ma-
ximizar el drea de la regién mojada expuesta, h debe ser

igual a r[+1 + n% . Sugerencia: para calcular A'(h) apli-
que el primer teorema fundamental del Cilculo.

y
Superficie del liquido

Cuando se calcula el drea de una regién plana por medio
de integracién, gen qué circunstancias es més conveniente
utilizar (@) elementos rectangulares verticales de 4rea y
(b) elementos rectangulares horizontales de 4rea?
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#
4.9 VOLUMENES DE SOLIDOS MEDIANTE LOS METODOS DE
REBANADO, DE DISCOS Y DE ARANDELAS

La definicién del drea de una regién plana condujo a la definicién de la inte-
gral definida. En este proceso se empled la férmula de la geometria plana
para el 4rea de un rectdngulo. Ahora se utilizard un proceso semejante con
el prop6sito de obtener volimenes de algunos tipos particulares de sélidos.
Uno de estos sdlidos es el cilindro recto.

Se dice que un sélido es un cilindro recto si esté limitado por dos regio-
nes planas congruentes R; y R, que pertenecen a dos planos paralelos, y por
una superficie lateral generada por un segmento rectilineo, que tiene sus
extremos en las fronteras o limites de R| y Ry, el cual se desplaza siempre
en forma perpendicular a los planos de R; y R;. La figura 1 muestra un cilin-
dro recto. La altura del cilindro es la distancia perpendicular entre los pla-
nos de R; y R;, y la base del cilindro es R; o R;. Si la base del cilindro recto
es una regi6n limitada por un rectdngulo, se tiene un paralelepipedo
rectangular, el cual se muestra en la figura 2, y si la base es una regién aco-
tada por una circunferencia, se tiene un cilindro circular recto, como se
ilustra en la figura 3.

Si el 4rea de la base de un cilindro recto es A unidades cuadradas y su
altura es h unidades y si V unidades ciibicas es su volumen, entonces

V = Ak

Se utilizara esta férmula a fin de obtener un método que proporcione la
medida del volumen de un sélido para el cual el drea de cualquier seccion
plana (regién plana formada por la interseccién de un plano y el sélido)
perpendicular a un eje es una funcién de la distancia perpendicular de la
seccién plana desde un punto fijo del eje. La figura 4 muestra uno de estos
sélidos S que estd entre los planos perpendiculares al eje x en a y b. Sea
A (x) unidades cuadradas el 4drea de la seccién plana de S perpendicular al
eje x en x. Se requiere que A sea continua en [a, b].

Sea A una particién del intervalo cerrado [a, b] dada por

a=x<x <x<..<x,=»5

Entonces existen n subintervalos de la forma [x;_;, x;], donde i = 1,
FIGURA 3 2, ..., n, donde la longitud del i-ésimo subintervalo A;x = x; — x;).
Elija cualquier nimero w;, con x; | < w; < x; en cada subintervalo, y
construya los cilindros rectos de alturas A;x unidades y dreas de seccio-
nes planas de A(w;) unidades cuadradas. La figura 5 muestra el i-ésimo ci-
lindro recto, el cual recibe el nombre de elemento de volumen. Si A;V
unidades ctibicas es el volumen del i-ésimo elemento, entonces

A,»V = A(W,) A,~x

La suma de las medidas de los 7 elementos es
DAV = Y A(w) Ax o))
i=1 i=1

la cual es una suma de Riemann. Esta suma es una aproximacion de lo que
intuitivamente pensamos como el nimero de unidades ciibicas del volumen
del sélido. Cuanto mds pequeiia se tome la norma H A H de la particidn, tanto
mds serd mayor el valor de n, de modo que dicha aproximacion estard més
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FIGURA 6

X

cerca del nimero V que deseamos asignar a la medida del volumen. Por
tanto, se define V como el limite de la suma de Riemann en (1) cuando
||[A}l se aproxima a cero. Este limite existe porque A es continua en
[a, b]. Entonces se tiene la siguiente definicién. ’

4.9.1 Definicion del volumen de un solido

Sea S un sélido tal que § estd entre dos planos perpendiculares al eje
xenay b. Sila medida del 4rea de la seccién plana S, perpendicular
al eje x en x, estd dada por A(x), donde A es continua en [a, b], enton-
ces la medida del volumen de § estd dado por

lim A(w;)A-x
liafl-o0 ,E, :

14

]

b
= f A(x) dx

El término rebanado se utiliza cuando se aplica esta definicién para
calcular el volumen de un sélido. El proceso es semejante al rebanado de
una hogaza de pan en muchas porciones muy delgadas de modo que todas
las porciones juntas constituye la hogaza completa. En el ejemplo ilustra-
tivo siguiente se muestra que la definicién 4.9.1 es consistente con la fér-
mula de la geometria sélida para el volumen de un cilindro circular recto.

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 6 presenta un cilin-
dro circular recto, que tiene una altura de / unidades y un radio de la base de
r unidades, con los ejes coordenados dispuestos de modo que el origen estd
en el centro de una base y su altura se mide a lo largo del lado positivo del
eje x. Una seccién plana a una distancia de x unidades del origen tiene un 4rea
de A(x) unidades cuadradas, donde

A(x) = mr?

Un elemento de volumen, mostrado en la figura 6, es un cilindro recto
con un drea de la base de A(w;) unidades cuadradas y espesor de A;x
unidades. De este modo, si V unidades cibicas es el volumen del cilindro
circular recto, entonces

\%

il

lim Alw;) A:x
lall-»0 zl v

h
= J A(x) dx
0

h
f nridx
Q
B
xr? x]
0

nrh 4

1l

En la definicién 4.9.1 se puede susfituir x por y. En tal caso, S es un s6-
lido que est4 entre planos perpendiculares al eje y en ¢ y d, y la medida del
drea de la secci6n plana de S perpendicular al eje y en y esta dada por A(y),
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FIGURA 9

donde A es continua en [c, d]). Entonces la medida del volumen de § estd
dada por

V = llm ZA(

”‘" i=1

d
= J A(y) dy

P EJEMPLO 1  utiice el método de rebanado para calcular el
volumen de una pirdmide cuya altura es de h unidades y cuya base es un cua-
drado de lado de s unidades.

Solucién La figura 7 muestra la pirdmide y los ejes coordenados dis-
puestos de modo que el centro de la base estd en el origen y la altura se mide
a lo largo del lado positivo del eje y. La seccién plana de la pirdmide per-
pendicular al eje y en (0, y) es un cuadrado. Si la longitud del lado de este
cuadrado mide z unidades, entonces por tridngulos semejantes (consulte la
figura 8)

N
fl
I
~
>
!
NS
=

Por tanto, si A(y) unidades cuadradas es el drea de la seccién plana, entonces
52 2
AQY) = zkh - )
La figura 9 muestra un elemento de volumen el cual es un cilindro recto de

drea A(w;) unidades cuadradas y de un espesor de A;y unidades. De manera
que si V unidades ctibicas es el volumen de la pirdmide, entonces

14 ZA(W)A

I|A|l—+ i=1

h
J A(y) dy
0

h 52
J - y)?*dy
0

il

= 352h |

Ahora se mostrard cémo aplicar la definicién 4.9.1 a fin de calcular el
volumen de un sélido de revolucién, el cual es un sélido que se obtiene al
girar una regién de un plano alrededor de una recta del plano, llamada eje
de revolucion, el cual puede intersectar o no la regién. Por ejemplo, si la
regién limitada por una semicircunferencia y su didmetro se gira alrededor
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FIGURA 10

Xy K

FIGURA 12

del didmetro, se genera una esfera (refiérase a la figura 10). Si la regién limi-
tada por un tridngulo rectdngulo se gira alrededor de uno de sus catetos, se
obtiene un cono circular recto (consulte la figura 11).

Considere primero el caso en que el eje de revolucién es un limite de
la regién que se girard. Sea f la funcién continua en el intervalo cerrado
[a, b], y suponga que f(x) = O para toda x en [a, b]. Sea R la regién limi-
tada por la curvay = f(x), el eje x y las rectas x = ay x .= b. La figura 12
muestra la regién R y el i-ésimo rectangulo. Cuando el i-ésimo rectdngulo
se gira alrededor del eje x se obtiene un elemento de volumen el cual es un
disco cuya base es un circulo de radio f(w;) unidades y cuya altura mide
A;x unidades, como se muestra en la figura 13. Si A;V unidades ciibicas es
el volumen de este disco, entonces

AV = mlfw)PP Ax

Como existen n rectdngulos, se obtienen r discos de esta manera, y la suma
de las medidas de los volimenes de estos n discos es

-

=

AV = i mlfw)? Aix
i=1

i=

Esta es una suma de Riemann de la forma (1) donde A(w;) = m[f(w)}%
Por tanto, si V unidades cidbicas es el volumen del sélido de revolucién,
se deduce de la definicién 4.9.1 que V es el 1imite de esta suma de Riemann
cuando || A ” se aproxima a cero. Este Ifmite existe porque f2 es continua
en [a, b], ya que se supuso que f es continua en ese intervalo. Entonces se
tiene el siguiente teorema.

4.9.2 Teorema

Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b], y suponga
que f(x) = 0 para toda x en [a, b]. Si S es el s6lido de revolucién ob-
tenido al girar alrededor del eje x la regi6én limitada por la curva
y = f(x),elejexylasrectasx = a y x = b, y si V unidades ciibi-
cas es el volumen de S, entonces

lim Y #lfOw)PAx

lHall-0 5

Vv

Il

b :
Fa I [f(0))12dx

D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 calcule el volumen del s6lido
de revolucién generado cuando la regién acotada por lacurvay = x2, el eje x
y las rectas x = 1 y x = 2 se gira alrededor del eje x. Refiérase a la figura
14, la cual muestra la regién y un elemento rectangular de 4rea. La figura 15
presenta el sélido de revolucién y un elemento de volumen. La medida del
volumen del disco estd dado por

AV = gwH2Ax

aw* Ax
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FIGURA 15
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—_— y =3
¥ (1, w) (8(w), w)
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A',-yxr o a
> y=1
Yi-1 \
0 + X

8 = Y20 - 4y + 1

FIGURA 16

5\
A 4

Entonces
n
V= lim 2 Tw* Ax

lfall»o ;=

2
= nf xtdx

1
— ¢l .5\
R

— 3
= 3

Conclusion: El volumen del sélido de revolucién es %n’unidades cibicas.

A fin de apoyar la evaluacién analitica de la integral definida se calcula
en la graficadora

NINT(zx4, 1,2) = 19.47787445

el cual es el mismo valor, con diez digitos significativos, que el valor exacto
de la respuesta anterior. |

Cuando el eje de revolucién y una frontera de la region girada son el
eje y o cualquier recta paralela al eje x o al eje y, se aplica un teorema se-
mejante al teorema 4.9.2.

> EJEMPLO 2 Calcule el volumen del sélido de revolucién ge-
nerado al girar alrededor de la recta x = 1 la regién limitada por la curva

(x - 1)? =20 - 4y
ylasrectasx = 1,y = 1,y = 3yaladerechadex = 1.

Solucidn La figura 16 muestra la regién y un elemento rectangular
de drea. El sélido de revolucién y un elemento de volumen se presentan en
la figura 17.

Al resolver la ecuacion de la curva para x se obtiene

x = 20 -4y +1

. Sea g(y) = /20 — 4y + 1. Se toma una particién del intervalo [1, 3]

del eje y. Si A;V unidades ciibicas es el volumen del i-ésimo disco, entonces

AV = mlgw) - 1P Ay

rl(J20 = dw; + ) - 112 A,y

720 — 4wy A,y

Si V unidades cibicas es el volumen del sélido de revolucién, entonces

lim (20 — 4w;) Ay
llall=0 2 e

Vv

i=1

3
nf (20 - 4y)dy
1

= n[20y - 22| >
= 760 - 18) — (20 - 2)]
= 247': I

{
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i (W,')

FIGURA 20

g(w,')

Conclusién: El volumen del sélido de revolucién es 247 unidades
ciibicas.

Ahora suponga que el eje de revolucién no es una frentera de la regién
que se girard. Sean f y g dos funciones continuas en [a, b] tales que
f(x) = g(x) = 0 paratoda x en [a, b]. Sea R la regi6n limitada por las cur-
vas y = f(x) y y = g(x) y las rectas x = ay x = b. La regién R y el
i-ésimo rectdngulo se muestran en la figura 18, y el sélido de revolucién
se presenta en la figura 19. Cuando el i-ésimo rectdngulo se gira alrededor
del eje x, se obtiene un anillo circular como el de la figura 20. La diferen-
cia de las 4reas de las dos regiones circulares es (z[f(w;)]2 — m[g(w;)]?)
unidades cuadradas y el espesor es de A;x unidades. Si A;V unidades ciibi-
cas es el volumen de la arandela, entonces

AV = a(f W) - ew)?) Aix

La suma de las medidas de los voliimenes de las arandelas generadas al
girar los elementos rectangulares de 4rea alrededor del eje x es

n n

YAV = Y aLfw)l? - [gwp)I) Apx

i=1
Esta es una suma de Riemann de la forma (1), donde (A w;) = alfw))? -
ft[g(w,-)]2. De la definicién 4.9.1, el nimero de unidades cibicas del volu-
men del sélido de revolucién es el limite de esta suma de Riemann cuando
I|A|| se aproxima a cero. El limite existe puesto que f2 — g2 es continua en
[a, b] ya que f'y g son continuas en ese intervalo. En consecuencia, se tiene
el teorema siguiente.

4.9.3 Teorema

Sean f'y g dos funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b] tales
que f(x) = g(x) = 0 para toda x en [a, b]. Si V unidades cibicas
es el volumen del sélido de revolucién generado al girar alrededor
del eje x la regién limitada por las curvas y = f(x) yy = g(x) y las
rectasx = ayx = b, entonces

v

Z ([ f(wW)P - [g(w)]?) Aix

Hﬂll—w ial

?rj ([f@P - [g0P) dx

1l

Como antes, cuando el eje de revolucién es el eje y o cualquier recta
paralela al eje x o0 al eje y, se aplica un teorema semejante al anterior.

P EJEMPLO 3  cCalcule ¢l volumen del sdlido generado al girar
alrededor del eje x la regién acotada por la pardbola y = x2 + 1
ylarectay = x + 3,

Solucidon Los puntos de interseccién de las dos curvas son (-1, 2) y
(2, 5). La figura 21 muestra la regién y un elemento rectangular de 4rea.
El s6lido de revolucién y un elemento de volumen se presentan en la
figura 22.

Sif(x) = x + 3yg) = x2 + 1, entonces la medida del volumen de
la arandela circular es

AV = m([fw))? = [gw))?) Aux
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R Si V unidades ctbicas es el volumen del sélido, entonces

n

V= lim 3 alfw)P - [gw)P) Aux

flafl-0 5

2
= ﬂf (LfO1? - (g1 dx

1

2
= nj [x + 3)2 — (2 + 1)2)dx

1
-1,2)

2
= nJ (-x% = x2 + 6x + 8)dx
-1

= L5 1,3 2 2
= n:[ 3 X 3 X+ 3x +8x]_l

=al-Z2-8+12416) - (L+1+3-8)

— u7
= 5”

Conclusion: El volumen del sélido de revolucién es %n unidades

FIGURA 21 cubicas. 4

> EJEMPLO 4 Calcule el volumen del sélido generado al girar
alrededor de la recta x = -4 la regién limitada por las dos pardbolas
x=y-yYyx=y2-3
Solucidn  Las curvas se intersectan en los puntos (-2,-1)y (-3, 3). La
regién y un elemento rectangular de drea se muestran en la figura 23. La fi-
gura 24 presenta el sélido de revolucién asi como un elemento de volumen,
el cual es una arandela.

Sean F(y) = y — y2 y G(y) = y2 — 3. El nimero de unidades cu-
bicas del volumen de la arandela circular es

AV = n([4 + Fw)l2 ~ [4 + Gw)H) Ay

Por tanto,

n

V= lim Y m(4+Fw) -[4+Gw)?) Ay
lall-0 5

32
= nf [(4 +y-y)2 -4 +y2-3)2dy
-1

302

= n'f (-2y3 - 9y2 + 8y + 15)dy
-1

=7 [—%y“ -3y + 4y? 4 15y]i:2

875

=%

G(w), w, F(w), w)) 1 .. . ., .

(Gwd. ) L w Conclusién: El volumen del sélido de revolucidn es %n unidades
=2,-1) D ctbicas. L]

Los ejemplos anteriores g6 han presentado a propésito, de modo que
el célculo pueda efectuarse ficilmente a mano. En el ejemplo siguiente,
FIGURA 23 que no corresponde a este caso, se necesitard la graficadora.

Go)=y* -3 y FO)=y~y?
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£ e P Ry
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FIGURA 24

[~ 6, 6] por [-4, 4]
fx) = sen wsz + 4

g =4 - x?

FIGURA 25

FIGURA 26

» EJEMPLO 5 Calcule con cuatro digitos significativos el vo-
lumen del sélido de revolucién generado al girar alrededor del eje x la regién
acotada por las grificas de

fx) =sen vx2 +4 y gx) =4 - x?

Solucidn  Se trazan las grificas de las dos ecuaciones en el rectangulo
de inspeccién de [-6, 6] por [—4, 4], como se muestra en la figura 25. Debi-
do a la simetria con respecto al eje y, se obtendrd un medio del volumen
requerido al girar alrededor del eje x la regi6n limitada por las curvas en el
primer cuadrante. Se necesita tomar una particién del intervalo [0, b], donde
b es la coordenada x del punto de interseccién de las dos curvas en el primer
cuadrante. Se obtiene b empleando el proceso de interseccién (infersect) o
rastreo (trace) y aumento (zoom in) de la graficadora, resultando, con cua-
tro digitos significativos, b = 1.905.

Cada elemento de volumen es una arandela. Si V unidades ciibicas es
el volumen requerido, entonces

n

7=l B RGP - o) A

i=1

1.905
=7 f n(lgx)? - [f)]P) dx
0

1.905
= nf [(4 - x2)? —sen®x2 + 4 ]dx
0

Al evaluar la integral definida mediante NINT en la graficadora se obtiene

ANINT((4 — x22 — sen2+/x2 + 4),0, 1.905) = 50.129

Entonces
v _
7 = 50.129
V = 100.26

Conclusiéon: El volumen del sélido de revolucién, con cuatro digitos
significativos, es 100.3 unidades cibicas. 4

~ Como se ha visto, la obtencién de volimenes mediante los métodos
de discos y de arandelas son casos especiales del célculo de volimenes del
método de rebanado. A continuacién se dara otro ejemplo de determinacién
de un volumen por medio del método de rebanado.

> EJEMPLO 6 Se corta una cuiia de un cilindro circular recto,
cuyo radio es r centimetros, mediante dos planos, uno perpendicular al eje del
cilindro y el otro intersecta al primero a lo largo de un didmetro de la seccién
plana circular formando un dngulo de 60°. Calcule el volumen de la cuiia.

Solucién  La cuiia se muestra en la figura 26. El plano xy se considera
como el plano perpendicular al eje del cilindro y el origen est4 en el punto
de perpendicularidad. Entonces, una ecuacién de la seccién plana circular
es x2 + y2 = r2 Toda seccién plana de la cufia, perpendicular al eje x, es
un tridngulo rectangulo. Un elemento de volumen es un cilindro recto que
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tiene una altura de A;x centimetros, y el drea de su base estd dada por
%\/3[ f(wi)]2 centimetros cuadrados, donde f(x) se obtiene al resolver la
ecuacién de la circunferencia para y y considerando y = f(x). Por tanto, se

. Ty Py . Py 1
tiene f(x) = vr? — x2 . Asi, si V centimetros ciibicos es el volumen de la
cuiia, entonces

V = lim

jm g & 730 — ) Aux
U=

ol

r
= %N@J (r2 - x¥dx

_ 1. mal2, 1.3}
= 332 - 52
= %N@ﬂ
Conclusién: El volumen de la cufia es % J3r3 em3. |

EJERCICIOS 4.9

En los ejercicios 1y 2, deduzca la formula para el volumen
del sélido mediante el método de rebanado.

1. Una esfera de radio r unidades.

2. Un cono circular recto de altura k& unidades y radio de la
base de a unidades.

3. Determine el volumen del sélido de revolucién generado
cuando la regién limitada por la curvay = x3, el eje x y
lasrectas x = 1y x = 2, se gira alrededor del eje x.

4. Calcule el volumen del sélido de revolucién generado
cuando la regién acotada por la curvay = x2 + 1, el eje
xylasrectasx = 2yx = 3, se gira alrededor del eje x.

En los ejercicios 5 a 12, calcule el volumen del sdlido de
revolucion generado cuando la region de la figura se gira
alrededor de la recta indicada. Una ecuacion de la curva de
la figura es y* = x3. y

5. OAC alrededor del eje x.

6. OAC alrededor de larecta AC.

7. OAC alrededor de larecta BC. .

8. OAC alrededor del eje y.

9. OBC alrededor del eje y.
10. OBC alrededor de la recta BC.
11. OBC alrededor de larecta AC.
12. OBC alrededor del eje x.

En los ejercicios 13 a 16, calcule el volumen del sélido de re-
volucion generado al girar alrededor de la recta indicada la
region acotada por la curvay = x, el ejexylarectax = 4.

13. Larectax = 4.
15. Elejey.

14. Eleje x.
16. Larectay = 2.

17. Obtenga la férmula del volumen de una esfera al girar
alrededor del eje x la region limitada por la circunferen-
ciax? + y2 = rlyelejex.

18. Deduzca la férmula para el volumen de un cono circular
recto de altura de 4 unidades y cuyo radio de la base mide
a unidades al girar la regién limitada por un tridngulo
rectangulo alrededor de uno de sus catetos.

19. Obtenga la férmula para el volumen de un cono circular
recto truncado que se obtiene al girar el segmento recti-
Iineo que va de (0, b) a (h, a) alrededor del eje x.

20. Calcule mediante el método de rebanado el volumen de
un tetraedro que tiene tres caras mutuamente perpen-
diculares y tres aristas mutuamente perpendiculares cuyas
longitudes son de 3, 4 y 7 pulg, respectivamente.

21. Laregidn acotada por la curvay = sec x, el ¢je x, el eje y
y larecta x = %n, se gira alrededor del eje x. Calcule el
volumen del sélido generado.

22. Calcule el volumen del sélido de revolucién generado
cuando la regién limitada por lacurvay = csc x,elejexy
las rectas x = %n yx = %n, se gira alrededor del eje x.

23. Obtenga el volumen del sélido de revolucién generado si
la region acotada por un arco de la curva senoidal se gira
alrededor del eje x. Sugerencia: emplee la identidad
sen’x = %(1 - ¢os 2x).

24. La region limitada por el eje y y las curvas y = sen x y
y = cos x para 0 < x < lx, se gira alrededor del
eje x. Calcule el volumen del sélido generado. Sugeren-
cia: utilice la identidad cos?x — sen®x = cos 2x.

25. Determine el volumen del sélido generado si la regién
del ejercicio 23 se gira alrededorde larectay = 1.

26. Obtenga el volumen del sélido generado si la regién
del ejercicio 24 se gira alrededor de larectay = 1.

27. La regién acotada por la curva y = cot x, la recta

Lz y el eje x se gira alrededor del eje x. Calcule
el volumen del s6lido generade:

X =

28. La regi6n limitada por la curva y = tan x, la rec-
tax = lmy el eje x se gira alrededor del eje x. Deter-
mine e} volumen del sélido generado.
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29,

31.

32.

33.

3s.

&

37

38.

39

40.

Obtenga el volumen del sélido generado al girar alrededor
de la recta x = —4 la regién limitada por esa misma recta
yla pardbola x = 4 + 6y — 2y :

. Calcule el volumen del sélido generado al girar alrededor

del eje x la regi6n acotada por la pardbola y? =
larectay = x.

4x y

Obtenga el volumen del sélido generado al girar la regién
del ejercicio 30 alrededor de larectax = 4.

Determine el volumen del sélido generado al girar alre-
dedor del eje y la regién acotada por la recta que pasa por
los puntos (1,3) y (3,7) ylasrectas y =3,y = 7 y
x =0

Calcule el volumen del sélido generado al girar alrededor
de larectay = -3 la regién limitada por las dos parédbolas

y=x2yy=1+x-x2

. Obtenga el volumen del sélido generado al girar alrededor

del eje x la regién acotada por el lazo (o bucle) de la
curva cuya ecuacién es 2y2 = x(x2 - 4.

Determine el volumen del sélido generado cuando la re-
gién limitada por el bucle (o lazo) de la curva que tiene
la ecuacién x2y? = (x2 - 9)(1 — x?), se gira alrededor
del eje x.

Un tanque petrolero tiene la forma de una esfera con un
diametro de 60 pie. ;Cudnto petréleo contiene el tanque si
la profundidad del petrSleo es de 25 pie?

La regién acotada por la curva y = csc x y las rectas
y=2x= tnyx= 2 se gira alrededor del cje x.
Calcule el volumen del sélido generado.

La regién del primer cuadrante limitada por la curva
y = secx,elejeyylarectay = 2, se gira alrededor del
eje x. Determine el volumen del sélido generado.

Al girar alrededor del eje x la regi6én limitada por
lacurvay = +2x + 4,elejex,elejeyylarectax = ¢
(¢ > 0), se gener6 un sélido de revolucién. ;Para qué
valor de' ¢ el volumen del sélido serd de 127 unidades
cubicas?

La regién del primer cuadrante acotada por los ejes
coordenados, la recta y = 1 y la curva y = cot x, se
gira alrededor del eje x. Obtenga el volumen del sélido
generado.

En los ejercicios 41 a 50, utilice la graficadora para calcular
el volumen del sélido generado al girar la region dada alrede-
dor del eje indicado. Exprese la respuesta con cuatro digitos
significativos.

41.

42.

43.

La regién limitada por la grifica de y = ¥x° + 4, el
eje x, el eje y y larectax = 2, alrededor del eje x.

La regién acotada por la grifica de y = ¥x* - 5, el
eje xy lasrectasx = 2yx = 3, alrededor del eje x

La regién limitada por la grifica de y = Y= +4, @
ejeyylarectay = 3, alrededor del eje y.

La regién acotada por la gréfica de y = x% - 5, el
ejex,elejeyylarectay = 4, alrededor del eje y.

45.

47.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

La regi6n limitada por la gréficade y = senx? elejeyy
1,six € [0, Yn/2), alrededor del eje x.

La regién ‘acotada por la gréfica de,y = tan x2, el eje y
ylarectay = I,six € [0, yx /2] alrededor de la recta
y=1

larectay =

2.
La regi6n del ejercicio 46 alrededor de larectay = 1.

La region del ejercicio 45 alrededor de la recta y

La regién acotada por las gréificas de y = sen x + 2,
y = tanx,y el gje y, alrededor del eje x.

La regi6n limitada por las gréficas de y = x% — 1

yy= cos(x? + 2), alrededor del eje x.

La base de un s6lido es la regi6n acotada por una elipse
que tiene la ecuacién 3x2 + y2 = 6. Calcule el volu-
men del sélido si todas las secciones planas perpen-
diculares al eje x son cuadrados.

La base de un sélido es la regi6én limitada por la hipérbola
25x* - 4y* = 100 y la recta x = 4. Calcule el volumen
del sélido si todas las secciones planas perpendiculares al
eje x son cuadrados.

La base de un sélido es la regién acotada por una circunfe-
rencia que tiene un radio de 7 cm. Calcule el yolumen del
sélido si todas las secciones planas perpendiculares a un
digmetro fijo de la base son tridngulos équildteros.

La base de un sélido es la regién del ejercicio 52. Calcule
el volumen del s6lido si todas las secciones planas perpen-
diculares al eje x son tridngulos equildteros.

La base de un sélido es la regién del ejercicio 53. Calcule
el volumen del sélido si todas las secciones planas perpen-
diculares a un didmetro fijo de la base son tridngulos isés-
celes cuya altura es igual a la distancia de la seccién plana
al centro de la circunferencia. El lado que estd sobre la
base del sélido no es uno de los lados iguales del tridngulo.

La base de un sélido es la regién limitada por una cir-
cunferencia con un radio de r unidades, y todas las seccio-
nes planas perpendiculares a un didmetro fijo de la base
son tridngulos rectdngulos isésceles que tienen la hipote-
nusa en el plano de la base. Calcule el volumen del sélido.
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57.

58.

59.

61.

Resuelva ¢l ejercicio 56 si los tridngulos rectdngulos isés-
celes tienen un cateto en el plano de la base.

plano que pasa por un didmetro de la base del cilindro
y que forma un 4ngulo de 45° con el plano de la base.

La base de un s6lido es la régién limitada por una cir- Calcule el volumen de la cufia.

cunferencia con un radio de 4 pulg, y cada seccién plana
perpendicular a un didmetro fijo de la base es un tridngulo
isésceles que tiene una altura de 10 pulg y cuya base es
una cuerda de la circunferéncia.

La base de un sélido es la regién acotada por la curva
x = Zﬁ y lasrectas x+ y = 0 y y = 9. Calcule el
volumen del sélido si todas las secciones planas perpen-
diculares al eje y son cuadrados que tiene una diagonal
con un extremo en larecta x + y = 0y el otro extremo
enlacurvax = 2.Jy.

Dos cilindros circulares rectos, cada uno de radio de r
unidades, tienen ejes que son perpendiculares. Calcule el

1 . . - ‘
volumen de la porcién comiin de los dos cilindros 62. De un sélido que tiene forma de cono circular recto cuyo

radio de la base es de 5 pie y cuya altura mide 20 pie, se
corta una cuiia mediante dos semiplanos que pasan por el
f eje del cono. El 4ngulo formado por los dos semiplanos

mide 30°. Calcule el volumen de la cuiia.

.
men del sélido limitado por un paraboloide de revolucién
y un plano perpendicular a su eje si el plano estd a 10 cm
[ del vértice, y si la secci6n plana de interseccién es un
Dos cilindros Interseccién de los cilindros circulo que tiene un radio de 6 cm.

63. Al girar la pardbola y2 = 4px alrededor del eje x se

obtiene un paraboloide de revolucién. Calcule. el volu-

Explique la relacién entre célculo de volimenes mediante
el método de rebanado y célculo de volimenes por medio
de los métodos de discos y de arandelas.

De un sélido que tiene forma de cilindro circular recto
de r centimetros de radio, se corta una cufta mediante un

0
4.10 VOLUMENES DE SOLIDOS MEDIANTE EL METODO DE

CAPAS CILINDRICAS

En la secci6n anterior se determiné el volumen de un sélido de revolucién
tomando los elementos rectangulares de 4drea perpendiculares al eje de revo-
lucién, y los elementos de volumen obtenidos fueron discos o arandelas. Para
¥ algunos sélidos de revolucién este método puede no ser factible. Por ejem-
1,2) plo, suponga que se desea calcular el volumen exacto del sélido de revolu-
e cién obtenido al girar alrededor del eje y la regién limitada por la gréfica
dey = 3x ~ x3,elejey y larectay = 2. Esta regién se muestra en la fi-
gura 1. Si un elemento de é4rea es perpendicular al eje y como se presenta
en la figura, el elemento de volumen es un disco, y determinar el volumen
del sélido de revolucién implica una integral de la forma foz A(y) dy. Pero
para obtener una férmula de A(y) se necesita resolver la ecuacién cuibica
y = 3x — x3, para.x en términos de y, lo cual es una tarea muy laboriosa. De
modo que ahora se estudiard un procedimiento alternativo para calcular el
volumen de un sélido de revolucién, el cual es més ficil de aplicar en éste
y algunos otros casos.

y=2

El método implica considerar los elementos rectangulares de 4rea
paralelos al eje dé revolucién. Después, cuando un elemento de 4rea se
gira alrededor del eje de revolucién se obtiene una capa cilindrica. Una
capa cilindrica es un sélido contenido entre dos cilindros que tienen el

FIGURA 1
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FIGURA 2

y=fx)

FIGURA 3

mismo centro y €l mismo eje. En la figura 2 se muestra una capa cilindrica
de éstas.

Si la’capa cilindrica tiene un radio interior de r| unidades, un radio
exterior de r, unidades y una altura de 4 unidades, entonces su volumen V
unidades cibicas estd dado por

V = 71'7'22}1 - ﬂ'r]zh (1)

Sea R la regién limitada por la curva y = f(x), el eje x y las rectas
x = ay x = b, donde f es continua en [a, b] y f(x) = 0 para toda x en
[a, b]; ademds, suponga que a = 0. La regién R se muestra en la figura 3.
Si R se gira alrededor del eje y, se genera un sélido de revolucién S. Dicho
sélido se muestra en la figura 4. Para calcular el volumen de S cuando se
toman los elementos rectangulares de 4rea paralelos al eje y, se procede en
la siguiente manera.

Sea A una particién del intervalo cerrado [a, b] dada por

a=x<x<n<...<x  <x,=0b

Sea m; el punto medio del i-ésimo subintervalo [x;_;, x;]. Entonces se
tiene que m; = }(x;_; + x;). Considere el rectingulo cuya altura es f(m;)
unidades y cuyo ancho es de A;x unidades. Si este rectdngulo se gira alre-
dedor del eje y, se obtiene una capa cilindrica. La figura 4 muestra la capa
cilindrica generada por el elemento rectangular de drea.

Si A;V proporciona la medida del volumen de esta capa cilindrica, en-
tonces se tiene de la férmula (1), donde r| = x;_|, ry = x; y h = f(m;),
de modo que

AV = mxfim) — mxi_2f(m;)
AY = m(x? - xi%) fmy)
AV = mx; — x;)xG + x_) f(my)

Como x; — x;_| = A;x, y puesto que x; + x;,_; = 2m;, entonces al sus-
tituir en la ecuacién anterior se tiene

A,-V = 2n'm,-f(m,~) A,'x

Si los n elementos rectangulares de drea se giran alrededor del eje
y, se obtienen n capas cilindricas. La suma de las medidas de sus vold-
menes es

Z AV = Z 2nm; f(m;) Ajx
i=1 i=1

la cual es una suma de Riemann. El limite de esta suma de Riemann cuan-
do ” A ” se aproxima a cero existe porque f es continua en [a, b], de modo
que también lo es la funcién cuyos valores son 2 x f(x). El limite es la in-
tegral definida f: 27xf(x) dx, y proporciona el volumen del sélido de re-
volucién. Este resultado se resume en el teorema siguiente.

4.10.1 Teorema

Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b], donde
a = 0. Suponga que f(x) = 0 para toda x en [a, b]. Si R es la regién
limitada por la curvay = f(x), eleje x y lasrectas x = a y x = b,
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(i

FIGURA 5

FIGURA 6

A\

si § es el s6lido de revolucién que se obtiene al girar R alrededor del
eje y, y si V unidades ciibicas gs el volumen de S, entonces
lim Y 2mm, £ (mp) Agx

lfall-o 35

14

a

b ;
2::J. xf(x) dx
SRR g

Aunque la validez de este teorema puede resultar obvia debido a las
explicaciones anteriores, la demostracién requiere probar que se obtie-
ne el mismo volumen mediante el método de discos del teorema 4.9.2. En
el nimero de febrero de 1984 de la revista American Mathematical Monthly
(Vol. 91, No. 2), Charles A. Cable de Allegheny College proporciona una
demostracién utilizando integracién por partes, tema de la seccién 7.1.

La férmula de 1a medida del volumen de una capa cilindrica es fécil
de recordar observando que 27m;, f(m;) y A;x son, respectivamente, las
medidas de la circunferencia que tiene como radio el promedio de los ra-
dios interno y externo (o radio medio) de la capa, la altura de la capa, y el
espesor de la capa. De este modo, el volumen de la capa es

2#(radio medio)(altura)(espesor)

p EJEMPLO 1 La regién limitada por la curva y = x2, el eje x
y larecta x = 2 se gira alrededor del eje y. Calcule el volumen del sélido
generado. Considere los elementos de drea paralelos al eje de revolucién.

Solucién La figura 5 muestra la regién y un elemento rectangular de
drea. La figura 6 muestra el sélido de revolucién y la capa cilfndrica obte-
nida al girar el elemento rectangular de drea alrededor del eje y.

El elemento de volumen es una capa cilindrica cuyo volumen es

A,’V 27rmi(m,~2) A,’X

275"1[3 Aix

De este modo,

v

n
lim Y 2mm? Ax

llall-o i=1

2
27:J x3dx
0

2n(y 24

= 8rn

Conclusion: El volumen del sélido de revolucién es de 87 unidades
cibicas. |

En el siguiente ejemplo se calcula el volumen del sélido de revolucién
discutido al principio de esta seccién.
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y
A 2_f(mi) 1,2 y=2
p 3 I—
flx)=3x-x3
1+
Ax
FIGURA 7

FIGURA 8
x=2
xX= .\/;
41 2,4
3
(«/-"Tg,m,-)
y=1
0 2 > x
m.+3
~14
-2
3 y=-3
FIGURA 9

P EJEMPLO 2  Determine el volumen del s6lido de revolucién
generado al girar alrededor del eje y la regién limitada por la gréfica de
y = 3x - x3,elejeyylarectay = 2.

Solucién Sea f(x) = 3x — x3. La figura 7 muestra la regién y un ele-
mento rectangular de 4rea paralelo al eje y. El sélido de revolucién y una
capa cilindrica, elemento de volumen, se presentan en la figura 8. El radio
medio de la capa cilindrica es m; unidades, la altura es [2 — f(m;)] unidades
y el espesor es A;x unidades. Por tanto, si A;V unidades cibicas es el volu-
men de la capa cilfndrica, entonces

AV = 2mnm[2 - fm)] Ax

De modo que si V unidades ciibicas es el volumen del s6lido de revolucién,
entonces

V= lim Y 2zml2 - f(m)) Aix
lall=0 ;3
1
= ZIrJ- x[2 - f(x)]dx
0
i
= 27tf x2 - 3x + x¥dx
0
1
= 27rf (x - 3x2 + x%dx
0
s
= 27r[x2 -3+ x_]
51
=2n(1 -1+ é)
= %7[
Conclusién: El volumen del s6lido es %;r unidades cibicas. |

> EJEMPLO 3  La regi6n limitada por la curva y = x2 y las
rectas y = 1 y x = 2 se gira alrededor de la recta y = —3. Obtenga
el volumen del s6lido generado al considerar los elementos rectangulares de
drea paralelos al eje de revolucién.

Solucién  La regi6n y un elemento rectangular de 4rea se muestran en
la figura 9.

La ecuacién de la curva es y = x2. Al resolver esta ecuacién para x
se obtiene x = *./y. Como x > 0 para la regi6n dada, entonces x = /y.

El s6lido de revolucién y una capa cilindrica, elemento de volumen, se
muestran en la figura 10. El radio exterior de la capa cilindrica es (y; + 3)
unidades, mientras que el radio interior es (y;_; + 3) unidades. En conse-
cuencia, el radio medio es (m; + 3) unidades. Como la altura y el espesor
de la capa cilindrica son, respectivamente, (2 — /m; ) unidades y A;y
unidades, entonces

AV = 2n(m; + 3)2 ~ Jm) Ay
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FIGURA 10

=

[-6, 6] por [-4, 4]
f(x) = sen x2 4+ 4
gx) =4 - x?

FIGURA 11

En consecuencia, si V umdades cibicas es el volumen del sélido de revo-
lucién, entonces

4

lim 2275(m, +3)(2 - W)A,y

fajl>o 73

4 s .
f 27(y + 3)2~ Jy)dy
. ‘

W

4
2nf -y + 2y - 3y12 4+ 6)dy
1

[}

4
275[—%)'5/2 +y2 - 2y52 4 Gy]l
= 6
=37

Conclusién: El volumen del s6lido es ? 7 unidades cibicas. |

} EJEMPLO 4 Calcule con cuatro digitos significativos el vo-
lumen del sélido generado al girar la regi6n del ejemplo 5 de la seccién 4.9
alrededor del eje y.

Solucién  En la figura 11 se repite la figura 25 de la seccién 4.9, la cual
muestra las gréficas de

fx) =senVx2 +4 y gx) =4 - x?

trazadas en el rectdngulo de inspeccién de [-6, 6] por [-4, 4]. Debido a la
simetrfa con respecto al eje y, se obtiene el sélido completo al girar Gnica-
mente la region acotada por las curvas en el primer cuadrante. Por tanto, se
toma una particién del intervalo {0, 1.905]. Con elementos rectangulares
de 4rea paralelos al eje de revolucién se obtienen como elementos de volu-
men, capas cilindricas que tiene un radio medio de m; unidades, una altura
de {g(m;) — f(m;)] unidades y un espesor de A;x unidades. Por tanto,
si A;V unidades ciibicas es el volumen del s6lido de revolucién, entonces

AV = 2amlglmy) ~ f(m;)] Aix

De modo que si V unidades ctibicas es el volumen del sélido de revolucién,
entonces

V= 2 2mm;[g(m;) — f(m)] Apx

HAI!—» il

1.905
= f 2mx[g(x) — fx)] dx
0

1.905
=J 27x[(4 — x%) — senvx? + 4]dx
0
Al evaluar la integral definida con cuatro digitos significativos en la grafi-
cadora se obtiene
NINTQ 7x(4 ~ x2 — sen+/x2 + 4),0,-1.905) = 17.41

Conclusién: El volumen del sélido con cuatro digitos significativos es
17.41 unidades ciibicas.
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EJERCICIOS 4.10

1-12. Resuelva los ejercicios 5 a 16 de la seccién 4.9 median-
te el método de capas cilindricas.

En la figura adjunta, la region limitada por el eje x, la recta
x =-1ylacurvay = x* se denota por Ry; la region acotada
por las curvas y = x>y y? = x se representa mediante Ry, y
la region limitada por el eje y, la recta’y = 1 y la curva
y2 = x se denota por Ry, En los ejercicios 13 a 20, calcule el
volumen del sélido generado cuando la region indicada se

gira alrededor de la recta dada.

13. R, se gira alrededor del eje y; los elementos rectangulares
son paralelos al eje de revolucién.

14. Igual que en el gjercicio 13, pero los elementos rectangu-
lares son perpendiculares al eje de revolucién.

15. R, se gira alrededor del eje x; los elementos rectangulares
son paralelos al eje de revoluci6n.

16. Igual que en el ejercicio 15, pero los elementos rectangu-
lares son perpendiculares al eje de revolucion.

17. R; se gira alrededor de la recta y = 2; los elementos
rectangulares son paralelos al eje de revolucién.

18. lgual que en el ejercicio 17, pero los elementos rectangu-
lares son perpendiculares al eje de revolucion.

19. R, se gira alrededor de la recta x = -2; los elementos
rectangulares son paralelos al eje de revolucién.

20. lgual que en el ejercicio 19, pero los elementos rectangu-
lares son perpendiculares al eje de revolucion.

En los ejercicios 21 a 24, la region acotada por las curvas

x = y2-2yx =6 - y®se gira alrededor del eje indica-

do. Determine el volumen del sélido generado.

21. Elejex. 22. Elejey.

23. Larectax = 2. 24. Larectay = 2.

25. Obtenga el volumen del sélido generado si la region limi-
tada por la pardbola y2 = 4px(p > )y larectax = p,
se gira alrededor de larecta x = p.

26. Determine el volumen del sélido generado si la regi6n
del ejercicio 25 se gira alrededor del eje y.

27. Calcule el volumen del sélido generado al girar alrededor
3

del eje y la regi6n limitada por la grificade y = 3x - x7,

elejexylarectax = 1.

28. Obtenga el volumen del sélido generado al girar la regién
del ejercicio 27 alrededor de larectax = 1.

29. Determine el volumen del sélido generado al girar la re-
gion del ejemplo 2 alrededor de larectax = 1.

30. Calcule el volumen del sélido generado al girar alrededor
del eje y la regioén acotada por la grifica de y = 4x —

gx% elejex elejeyylarectax = 2.

31. Obtenga el volumen del sélido generado al girar la regi6n
del ejercicio 30 alrededor de larectax = 2.

32. Determine el volumen del sélido generado al girar la
regi6n limitada por la gréficade y = 4x — %x“, el eje y
ylarectay = 6 alrededorde larectax = 2.

33. Calcule el volumen del s6lido generado al girar la regi6n
del ejercicio 32 alrededor del eje y.

34. Obtenga el volumen del sélido generado al girar alrede-
dor del eje x la regién acotada por las curvas y = 3y
x = y>. Considere los elementos rectangulares de 4rea
paralelos al eje de revolucidn.

35. Determine el volumen del sélido generado al girar alre-
dedor de la recta y = 1 laregi6n limitada por esa recta y
la pardbola x> = 4y. Considere los elementos rectan-
gulares de drea paralelos al eje de revolucién.

36. Calcule el volumen del sélido generado al girar alrededor
del eje y la regién acotada por la curva P yzl3 =qa?B,

37. Obtenga el volumen del sélido generado al girar alrede-
dor del eje y la regi6n limitada por la curva y = sen x2,
elejex ylasrectasx = -liﬁ y x = Jm.

38. Determine el volumen del s6lido generado al girar alre-
dedor del eje y la regién del primer cuadrante acotada p