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Caracteristicas

Motivacion del capitulo

Cada motivacién explora los conceptos que aparecen en el capitulo aprove-
chando alguna situacién del mundo real. A una breve introduccion le siguen
unas cuantas cuestiones, cuya respuesta queda en suspenso, que guian los pasos
del estudiante hacia los contenidos principales del capitulo.

Contenido de la seccién

Cada seccién comienza con un listado de los tépicos cubiertos en ella. Esta
informacién ayudard a los profesores en su planificacién de las clases y a los
alumnos en el estudio y sintesis de las cuestiones tratadas en la seccion.

Exploraciones

Antes de que el estudiante se enfrente a ciertos temas, los proyectos de explora-
cién le penmitirdn descubrir los conceptos por si mismo, facilitando la memori-
zaci6n de los resultados. Estas exploraciones pueden ser omitidas, si el profe-
sor lo estima conveniente, sin pérdida de continuidad en la exposicion.

Ejemplos

Con el fin de acrecentar la utilidad del libro como herramienta de estudio, esta
sexta edicién contiene unos 1.000 ejemplos, cada uno de ellos encabezado por
un titulo que facilita su bisqueda. Muchos de estos ejemplos detallados inclu-
yen soluciones gréficas, analiticas y/o numéricas que proporcionan una vision
mds amplia de las nociones matemadticas involucradas. Cuando es necesario,
acompafian a los pasos de la solucién comentarios explicativos.

Graficas

Esta sexta edicion presenta unas 3.500 figuras generadas por ordenador, lo que
garantiza su realismo, precisién y claridad; este nuevo arte de disefio grafico
ayudard al estudiante a visualizar los conceptos matemdticos sin dificultad. Las
superficies y sélidos de figuras tridimensionales complicadas se han creado
usando transparencia, perspectiva, iluminacion y sombras, de forma que ad-
quieran un aspecto lo mds realista posible.

ix
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Resumenes

Muchas secciones incluyen un resumen que identifica las ideas y procedimien-
tos mds importantes expuestos en ella. En algunos casos, toda una seccién
compendia los contenidos anteriores.

Definiciones y teoremas

Las definiciones y los teoremas se presentan enmarcados para realzar sus enun-
ciados.

L]

Se insta constantemente a los estudiantes a que utilicen calculadora numérica,
gréfica o programable, como instrumento para la exploracién y resolucién de
problemas. Encontraran abundantes oportunidades de ejecutar cdlculos com-
plicados, de visualizar nociones teéricas, de descubrir caminos alternativos y
de verificar resultados obtenidos por otros métodos de resolucién. A pesar de
todo lo cual, no es necesario que el estudiante disponga de calculadora gréfica
0 programable para poder usar este texto de manera aficaz. Ademads de ensalzar
las ventajas de las calculadoras, el libro dedica especial atencién a su posible
mal uso o a las posibles interpretaciones erréneas de sus resultados.

Notas historicas

Dispersas a lo largo del texto se han insertado notas histéricas que ayudan a
comprender la evolucién del Cdlculo en el pasado.

Notas

Acompafian a las definiciones, teoremas y ejemplos abundantes notas instructi-
vas que pretenden insistir en aspectos complementarios o describir generaliza-
ciones.

Advertencias

Las advertencias ponen en guardia a los estudiantes para que eviten errores
comunes, se fijen en como se resuelven situaciones especiales o c6mo se inter-
pretan correctamente los conceptos tedricos.

Ejercicios

El libro contiene 10.000 ejercicios. Cada coleccion de ejercicios esta graduada,
progresando desde simples problemas de resolucién sencilla, para adquirir
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prictica, hasta otros mas dificiles, referidos a aplicaciones o demostraciones.
El amplio espectro de ejercicios incluye muchos de enunciados realistas, orien-
tados hacia el uso de la informatica, retos que exigen reflexién y, con frecuen-
cia, interesantes. Al final de cada capitulo hay ejercicios de repaso. Al final del
libro pueden verse las soluciones de los ejercicios impares (y algunos mas).
Como ayuda para el profesor, en muchos ejercicios se indica el tipo de aplica-
cién (por ejemplo, Punto de indiferencia) o el tipo de ejercicio (por ejemplo,
Para pensar o Aproximacion).

Para pensar

Estos ejercicios plantean cuestiones que obligan a la reflexién y permiten, en
consecuencia, profundizar en la teoria.

Aplicaciones

Se ha incluido una variada gama de problemas aplicados que ponen de mani-
fiesto, con toda nitidez, las posibilidades de uso que las matemadticas encuen-
tran en el mundo real.

Modelos matematicos

Estos nuevos problemas de entrada multiple piden a los estudiantes que hallen
e interpreten modelos matematicos que ajustan datos provenientes de experien-
cias en el mundo real. A menudo, las cuestiones se refuerzan mediante calculos
o gréficas efectuados con calculadora.

Proyectos para las secciones

Nuevos en esta edicion, los proyectos que aparecen al término de ciertas sec-
ciones sugieren el analisis de aplicaciones de interés, y pueden ser asignados a
un solo estudiante o a un grupo de ellos, en un trabajo interactivo en equipo.
Redaccion

Para lograr que los estudiantes perfeccionen sus capacidades 16gicas y se vayan
sintiendo més cémodos en discusiones matematicas, el libro contiene ahora
numerosos ejercicios que piden explicar algo en una breve redaccién.

Uso de calculadoras

Como es natural, en esta sexta edicién son muchisimos los ejercicios que re-

quieren el uso de calculadora. La diversidad de sus posibles aplicaciones es
impresionante: realizacién de simples operaciones aritméticas, célculos esta-
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disticos de regresién, representacion grafica de ecuaciones, funciones, curvas o
superficies, manejo de programas informaticos de célculo simbdlico, etc.

En principio, seria necesario especificar, en cada momento y en cada apar-
tado de todos y cada uno de los ejercicios, el tipo de maquina de calculo (arit-
mética, grafica, programable, ordenador) recomendable. Ahora bien, eso signi-
ficarfa miles de llamadas de atencion al respecto, casi todas ellas superfluas, ya
que es bien evidente que para representar la grafica de una funcién no sirve una
calculadora aritmética sencilla.

Por esa razén, hemos tomado la decisién de hablar, en todos los casos,
simplemente de «calculadora». El sentido comtn del lector le dictard, a buen
seguro, la eleccion del tipo de maquina calculadora mas adecuada a cada situa-
cion, dentro de sus posibilidades.

{Verdadero o falso?

Para ayudar a la comprensién de la estructura logica del Calculo, se proponen
una serie de cuestiones bajo el titulo de «;Verdadero o falso?» al final de
muchos listados de ejercicios. Esta clase de ejercicios centra la atencién del
estudiante en los conceptos, en algunos errores frecuentes y en los enunciados
correctos de definiciones y teoremas.

Referencias a revistas

Las referencias a articulos en revistas de gran difusién permitiran al estudiante
darse cuenta de que el Célculo es un campo dindmico, en continua evolucién.
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MOTIVACION DEL CAPITULO

Orbita

808

70 Vir B

La exploracion de nuevos planetas

Los planetas fuera de nuestro propio sistema solar son dificiles de encontrar
porque son demasiado insignificantes en comparacion con sus estrellas proge-
nitoras. Para descubrir estos planetas, los astrénomos se apoyan en la influen-
cia que pueden ejercer sobre la estrella. La atraccién gravitatoria de un planeta
en Orbita arrastra la estrella de un lado a otro segun el planeta gira alrededor de
ella. Este balanceo produce un sutil desplazamiento hacia el rojo o hacia el azul
en la luz de la estrella, conocido como efecto Doppler. Con ayuda de un espec-
trometro, los astronomos pueden registrar las variaciones por efecto Doppler
en una estrella, y usar los resultados para averiguar detalles concernientes al
objeto en orbita.

Fue esta técnica la que permitié a Geoffrey Marcy y Paul Butler, de la
Universidad Estatal de San Francisco, identificar un objeto girando alrededor
de la estrella 70 Virginis. Ellos sostienen la teoria de que se trata de un gran
planeta, de masa 6,6 veces la de Jupiter, aunque existe una pequeiia probabili-
dad de que sea una enana marron. Marcy y Butler han calculado que el planeta,
bautizado como Vir B, completa una orbita cada 116,6 dias.

Segin los astronomos, la Orbita del planeta es una elipse con una excentri-
cidad de 0,4 y una longitud del eje mayor de 0,86 UA. (Una unidad astronomi-
ca, UA, es la distancia media de la Tierra al Sol, del orden de 93 millones de
millas.) En un sistema de coordenadas rectangulares y centrada en el origen, la
ecuacion de esta elipse es

2 2

X i y

=1
0,1849 0,1553

como ilustra la figura de la izquierda.



PARA MAS INFORMACION
Sobre el descubrimiento del planeta
70 Vir B véase el articulo
«Searching for Other Worlds»,

de la edicién de Time del 5 de
febrero de 1996.

En lugar de usar coordenadas rectangulares (cartesianas) y centrar la 6rbita
en el origen, los astrénomos estiman mds conveniente usar coordenadas pola-
res. Tomando el Sol como punto de referencia principal o polo, cada punto
queda determinado por su distancia r al Sol y su dngulo 6 desde el eje horizon-
tal. Con la estrella 70 Virginis como polo, la 6rbita del nuevo planeta es

0,3612

f=——— Ecuacién polar de la érbita de 70 Vir B
1-0,4cos 6

La segunda ley de Kepler nos permite establecer la relacion

1 (# 0,3612 2 40
t  drea del segmento 2 1-04cos0

&

Periodo  drea de la elipse 0,5324

que puede resolverse para hallar el tiempo ¢ (en dias) que invierte este planeta
concreto en moverse por su Orbita de 8 = a 0 = f.

CUESTIONES

1. Introduzca la ecuacion polar de la érbita de 70 Vir B en una calculadora en
modo polar. Represente la ecuacién en una ventana en la que 0 varfe de O a
n. Después, represente de nuevo la ecuacién con () variando de 0 a 27, y
con @ variando de 0 a 4z. ;Qué observa?

2. Cuando 6 varia de 0 a 7 el planeta recorre la mitad de su 6rbita. Empezan-
do por 6 = 0, ;qué valor de 8 corresponde a un cuarto de 6rbita? Explique
Su respuesta.

3. Utilice el resuitado de la cuestién 2 para estimar el tiempo que invierte el
planeta en viajar desde ¢ = O hasta un cuarto de su 6rbita. Después, estime
el tiempo que tarda en recorrer el segundo cuarto de 6rbita. ;Son iguales
estos tiempos? Describa el movimiento de este planeta. ;Cudndo tiene
velocidad méaxima? ;Y velocidad minima?
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contenpo = L | Conicas y Célculo
Secciones cdnicas =
Pardbolas =

; Secciones conicas
Elipses =

Hipérbolas = Cada seccién cénica (o, simplemente, cénica) puede describirse como la inter-
seccién de un plano y un cono de dos hojas. En la Figura 9.1 puede apreciarse
que para las cuatro cénicas bdsicas, el plano no pasa por el vértice del cono.
Cuando el plano pasa por el vértice, la figura resultante es una cénica degene-
rada, como las que muestra la Figura 9.2.

Circulo Elipse Hipérbola

FIGURA 9.1
Secciones conicas.

tWiemﬁ'una prese 4 pfﬁ hir ite en- Punto Recta Dos rectas que se cortan
desarrollo del Caleufo. - . FIGURA 9.2
' P Cénicas degeneradas.

900



Seccion 9.1

PARA MAS INFORMACION
Para aprender mas acerca de las
actividades matemdticas de Hypatia,
puede consultarse el articulo
«Hypatia and Her Mathematics», de
Michael A. B. Deakin, en The
American Mathematical Monthly,
marzo 1994.

Directriz '
Parébola

FIGURA 9.3

Cénicas y Célculo 901

Existen varias formas de introducir las conicas. Se puede comenzar, como
hacian los griegos, definiendo las cénicas en términos de intersecciones de
planos y conos, o bien definirlas algebraicamente en términos de la ecuacién
general de segundo grado

Ax*+ Bxy + Cy? + Dx+ Ey+ F=0 Ecuacién general de segundo grado

No obstante, el enfoque que mejor se ajusta a nuestras necesidades es un tercero,
en el que cada una de las cénicas se define como un lugar geométrico o colec-
cién de puntos que satisfacen una cierta propiedad geométrica. Por ejemplo, la
circunferencia puede definirse como la coleccion de todos los puntos (x, y) del
plano que equidistan de uno fijo (h, k). Esta definicién en forma de lugar geomé-
trico conduce facilmente a la ecuacién canénica de una circunferencia,

x-h*+(y-k2=r? Ecuaci6n canénica de una circunferencia

Pardbolas

Una parabola es el conjunto de todos los puntos (x, y) que son equidistantes de
una recta fija (directriz) y un punto fijo (foeo) no perteneciente a esa recta. El
punto medio entre el foco y la directriz es el vértice, y la recta que pasa por el
foco y el vértice es el eje de la pardbola.

EJEMPLO 1 Determinacion del foco de una pardbola

2

Hallar el foco de la pardbola de ecuacién y = ~% x> — x + %
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FIGURA 9.4
Pardbola con eje vertical, p < 0.

xi=d4py

S

i
Latus rectum

-2p.p) WX

S o o x
. O.p)
Longitud del latus rectum: 4p
Longitud del arco: 4.59p

FIGURA 9.5
Lalongitud del latus rectum es menor que Ja del arco
interceptado.

Cénicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Solucion:  Para hallar el foco, llevamos la ecuacion a forma canénica comple-
tando el cuadrado.

Ecuacién original

1(1 2 )
=—(l-2x-x
=3

1
Sacar factor >

2y=1-(x*+ 2x)
2y=2-(x*+2x+ 1)

Agrupar términos

Sumar y restar 1 en el lado derecho

X+ 2x+1==2y+2
(4 D=2y - 1)

Forma canénica

Comparando esta ecuacién con (x — h)? = 4p(y - k), se puede concluir que

Puesto que p es negativo, la pardbola se abre hacia abajo, como ilustra la Figu-
ra 9.4. Por tanto, su foco estd a p unidades del vértice, o sea

(h,k+p)= <—1, ;) Foco O

Un segmento que pasa por el foco de una pardbola y tiene sus extremos en
la parabola se denomina cuerda focal. La cuerda focal perpendicular al eje de
la parabola es el latus rectum (lado recto). En el préximo ejemplo, determina-
mos la longitud del latus rectum y la del correspondiente arco interceptado.

EJEMPLO 2 Longitud de una cuerda focal y del arco correspondiente

Hallar la longitud del latus rectum de la pardbola dada por x* = 4py. A continua-
cién, calcular la longitud del arco de parabola que intercepta el latus rectum.

Solucion:  Como el latus rectum pasa por el foco (0, p) y es perpendicular al eje y,
las coordenadas de sus extremos son (~x, p) y (x, p). Sustituyendo y por p en la
ecuacién de la pardbola resuita

x* = dp(p) x=#2p

Asi pues, los puntos terminales del latus rectum son (=2p, p) y (2p, p), de
manera que su longitud es 4p (Figura 9.5). Por su parte, Ia longitud del arco
interceptado viene dada por:



Seccion 9.1

Foco A rmr-mormccsecomemmen hat
luminoso

FIGURA 9.6
Reflector parabdlico: la luz se refleja en rayos
paralelos.

Cénicas y Célculo 903

2p
5= 1+ (y)dx
~2p
2p 2
=2 1+ (1) ax
0 2p
1 (2
= 4p? + x? dx
P Jo

1 2r

=% /4p? + x* + 4p? In |x + J4p? + x?| Teorema 7.2
P 0
1

=% [2p/8p” + 4p* In 2p + /8p?) - 4p® In (2p)]

= 2p[ /2 +1n (1 + /2]

~ 4,59p O

Una propiedad muy utilizada de la pardbola es su propiedad de reflexion.
En Fisica, una superficie se llama reflectante si la recta tangente en cualquier
punto forma dngulos iguales con cada rayo incidente y el correspondiente rayo
reflejado. El d4ngulo con el rayo incidente se conoce como dangulo de inciden-
cia y el dngulo con el rayo emergente, angulo de reflexiéon. Un ejemplo de
superficie reflectante es un espejo plano.

Otro tipo de superficie reflectante es la generada por revolucién de una
parédbola alrededor de su eje. Una propiedad especial de los reflectores parabé-
licos es que permiten dirigir hacia el foco todos los rayos que inciden paralelos
al eje —en este principio se basa el disefio de los espejos parabélicos de los
telescopios de reflexion—. Reciprocamente, todos los rayos de luz que emanan
del foco del reflector parabdlico utilizado en una linterna son paralelos, como
muestra la Figura 9.6.

Elipses

Mais de un milenio después del final del periodo de Alejandria de la Matemati-
ca griega, en la civilizacién occidental comenzé por fin un Renacimiento de la
Matemaética y de los descubrimientos cientificos. Una de las principales figuras
en este resurgir fue el astrénomo polaco Nicolas Copérnico. En su trabajo So-
bre las revoluciones de las esferas celestes, Copérnico afirmé que todos los
planetas, incluida la Tierra, giraban alrededor del Sol en 6rbitas circulares.
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FIGURA 9.8

Cénicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares

Aunque algunas de las afirmaciones de Copérnico eran erréneas, la controver-
sia provocada por su teorfa heliocéntrica motivé a los astrénomos a buscar un
modelo matemdtico capaz de explicar los movimientos observados del Sol y
los planetas.

El primero en encontrar el modelo correcto fue el astrénomo alemdn Johan-
nes Kepler (1571-1630). Kepler descubrié que los planetas se mueven alrede-
dor del Sol en érbitas elipticas, con el Sol no como centro sino como un foco de
la 6rbita.

El uso de las elipses para explicar el movimiento de los planetas es tan s6lo
una de sus multiples aplicaciones précticas y estéticas. Como hicimos con las
pardbolas, iniciaremos el estudio de este segundo tipo de cénica definiéndolo
como lugar geométrico. Ahora, sin embargo, utilizaremos dos focos en lugar
de uno.

Una elipse es el conjunto de todos los puntos (x, y) cuya suma de distan-
cias a dos puntos fijos distintos (focos) es constante (Figura 9.7). La recta que
une los focos corta a la elipse en dos puntos llamados vértices. La cuerda que
une los vértices es el eje mayor, y su punto medio es el centro de la elipse.
La cuerda perpendicular al eje mayor por el centro es el eje menor de la
elipse.

1
™Eje menor
1
1
1

FIGURA 9.7

| Nota. Se puede visualizar la definicién de una elipse imaginando dos chinchetas cla-
vadas en los focos, como ilustra la Figura 9.8. Si se sujetan a las chinchetas los extremos
de una cuerda de longitud fija y se tensa la cuerda con un ldpiz, la curva trazada por el
ldpiz serd una elipse.
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=D g2}
7t ol
Yy
4

Vértice

2
L]

/ Foco

§ x
-4 2 4
Vértice

FIGURA 9.9
Elipse con eje mayor vertical.
| Nota. Si el término constante

F = -8 de la ecuacién del Ejemplo 3
hubiera sido mayor o igual que 8,
habriamos obtenido uno de los si-
guientes casos degenerados:

I. F =8, tnico punto, (1, -2):

(=D 2
4 16

0

2. F > 8, no hay puntos solucién:

(x-1? (y+2)?
+ <
4 16

0

Perigeo

Apogeo
FIGURA 9.10

Conicas y Céleulo 905

EJEMPLO 3 Completando cuadrados

Hallar el centro, los vértices y los focos de la elipse dada por
4x? +y2 - 8x+4y-8=0

Solucion:  Completando el cuadrado, podemos escribir la ecuacién de la elipse
en forma candnica

4x? +y2 - 8x+4y-8=0 Ecuacién original
4> - 8x+y* +4y =38

A4t -2+ D+ (P +4y+4)=8+4+4
4- 12+ (y+2)? =16

-1+

+ =1 Forma canénica
4 16

Asi pues, el eje mayor es paralelo al eje y,conh=1,k=-2,a=4,b=2y
c=./16 - 4 =2./3. Por tanto, se obtiene lo siguiente.

Centro: (1, =-2) (h, k)
Vértices: (1, -6)y (1, 2) (h, k £ a)
Focos:  (1,-2-2./3) y (1,-2+2/3) (k=0
La gréfica de la elipse se muestra en la Figura 9.9. O

EJEMPLO 4 La érbita de la Luna

La Luna describe una 6rbita eliptica alrededor de la Tierra con el centro de la
Tierra en uno de los focos (Figura 9.10). Los ejes mayor y menor de la 6rbita
tienen longitudes de 768.806 km y 767.746 km. Hallar las distancias maximay
minima (apogeo y perigeo) del centro de la Tierra al centro de la Luna.

Solucion:  Comenzamos despejando a y b.
2a = 768.806 Longitud del eje mayor
a = 384.403 Despejar a
2b = 767.746 Longitud del eje menor
b =383.873 Despejar b

Ahora, usando estos valords, calculamos ¢ como sigue.
c=./a?-b?
~ 20.179

En consecuencia, la distancia mixima del centro de la Tierra al centro de la
Luna es

404.582 km

Q
+
o
X2

y la distancia minima es

364.224 km O

a
I

o

1%
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El Teorema 9.2 presentaba una propiedad de reflexion de las parabolas. Las
elipses poseen una propiedad similar. El Ejercicio 72 pide demostrar el si-
guiente teorema.

: :PROPIEDAD DE REFLEXXON DE UNA ELIPSE -

- Sea P un punto de una elipse. Larecta tangente a 1a ehpse enel pu

4ngulos iguales con las rectas que pasan por Py 1os focos

PARA MAS INFORMACION
Sobre aplicaciones de las
propiedades de reflexion de las
conicas véase el articulo «Parabolic
Mirrors, Elliptic and Hyperbolic
Lenses», de Mohsen Maesumi, en
The American Mathematical
Monthly, junio-julio 1992.
También puede consultarse el
articulo «The Geometry of
Microwave Antennas», de William
R. Parzynski, Mathematics
Teacher, abril 1984.

Focos
A

a) € cs pequeiio
7

Focos

S0

by %cs casi 1
FIGURA 9.11

.. R ¢
La excentricidad es el cociente -
a

Una de las razones por las que los astrénomos tenian dificultad en detectar
las 6rbitas de los planetas con elipses es que los focos de las 6rbitas planetarias
estan relativamente proximos al centro del Sol, 1o que hace que las Grbitas sean
casi circulares. Para medir el achatamiento de una elipse, empleamos el con-
cepto de excentricidad.

DEF]NICION DE LA EXCENTRICIDAD DE UNA ELIPSE ’
La excentrxcndad de una elipse VIene dada por el cocmnte

L
e=~
a

Para ver c6mo se usa este cociente para describir la forma de una elipse,
observemos que como los focos de una elipse estdn situados en el eje mayor,
entre los vértices y el centro, es

O<c<e

En una elipse casi circular, los focos estdn proximos al centro'y el cociente c/a
es pequefio, y en una elipse con gran elongacion, los focos estédn cerca de los
vértices y el cociente ¢/a es proximo a 1, como muestra la Figura 9.11. Obser-
vemos que 0 < e < | para toda elipse.

La 6rbita de la Luna tiene una excentricidad e = 0,0549, y las excentricida-
des de las nueve 6rbitas planetarias son las siguientes:

Mercurio: e = 0,2056 Marte: e = 0,0934 Urano: = 0,0460
Venus: e = 0,0068 Jupiter: e = 0,0484 Neptuno: e = 0,0082
Tierra: e = 0,0167 Saturno: e = 0,0543 Plutén: e =0,2481

Por integracién se puede probar que el drea de unaelipse es A = nab. Asi, el
4rea de la elipse (x*/a®) + (¥*/b*) = 1 viene dada por

A=4Ju é«/az—xidx

a’ cos? 0.d0 Sustitucién trigonométrica x = a sen

Sin embargo, no resulta tan sencillo determinar la longitud de una elipse. El
siguiente ejemplo muestra como utilizar la excentricidad para plantear una «in-
tegral eliptica» para la longitud de una elipse.
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Cénicas y Célculo 907

EJIEMPLO 5 Cdlculo de la longitud de una elipse

Demostrar que la longitud de la elipse (x*/a®) + (y*/b*) = 1 es

n/2 . .
4aJ 1= ¢e*sen? 0d0 o=t
4]

Solucion:  Como la elipse dada es simétrica respecto a los ejes x e y, su longitud

C es cuatro veces la longitud de y = (b/a)./a* — x* en el primer cuadrante. La
funcién y es derivable en todo x del intervalo [0, a] excepto en x = a. Por tanto,
la longitud viene dada por la siguiente integral impropia

~ a b2x2
J1+ () de=4 4 o
+ (y) J‘ + aZ(aZ _

2
0 x7)

d a
C=lim 4f l+(y’)2dx—_—4j
d—a” 0

o]

Usando la sustitucion trigonométrica x = a sen 0, se obtiene

/2 bZA 20
C=4 /1+az%r—:2—0(a0050)d0
J O B

fr/2
=4 \/az cos? 0 + b? sen? 040
Jo
/2
=4 \/az(l — sen? 0) + b* sen? 0 d0
JO
fr/2

=4 \/az - (a® - b*) sen? 0d0
0

Puesto que e? = c¢?/a* = (a* - b?)/a?, podemos reescribir esta integral como
/2
C=4aj 1 - ¢* sen® 0d0 O
0

Se ha dedicado mucho tiempo al estudio de las integrales elipticas. General-
mente, tales integrales no tienen primitivas elementales. Para hallar la longitud de
una elipse, es necesario recurrir, en general, a alguna técnica de aproximacion.

EJEMPLO 6  Estimacion del valor de una integral eliptica

Usar la integral eliptica del Ejemplo 5 para estimar la longitud de la elipse
(x%/25) + (y*/16) = 1.

Solucion:  Como e? = c?/a? = (a? - b?)/a* = 9/25, resulta ser

/2 9 sen? 0

C = (4)(5) j 1-
0 25

do

Aplicando la regla de Simpson con n = 4, se obtiene

C

X

20(2)(41_1)[1 + 4(0,9733) + 2(0,9055) + 4(0,8323) + 0,8]

1

28,36 O
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d, — d, es constante
dy—d =2a
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FIGURA 9.12

Asintota -

Asintota "~

FIGURA 9.3

Cbnicas, ecuaciones parameétricas y coordenadas polares

Hipérbolas

La definicién de una hipérbola es similar a la de una elipse. En una elipse, la suma
de las distancias de un punto de la elipse a los focos es una cantidad fija, mientras
que en una hipérbola, lo que es fijo es la diferencia entre esas distancias.

Una hipérbola es el conjunto de los puntos (x, y) para los cuales la diferen-
cia de sus distancias a dos puntos fijos distintos (focos) es constante (Figu-
ra 9.12). La recta que pasa por los dos focos corta a la hipérbola en dos puntos
llamados vértices. El segmento que une los vértices es el eje transversal, y su
punto medio es el centro de la hipérbola. Una propiedad caracteristica de la
hipérbola es que su grafica tiene dos ramas separadas.

" Para esbozar la grafica de una hipérbola, conviene determinar sus asintotas,
como ilustra la Figura 9.13. Cada hipérbola posee dos asintotas que se cortan en
el centro de la hipérbola. Las asintotas pasan por los vértices de un rectingulo
de dimensiones 2a y 2b, centrado en (h, k). El segmento de longitud 2b que une
(h, k + b) y (h, k — b) se conoce como el eje conjugado de la hipérbola.

En la Figura 9.13, puede verse que las asintotas coinciden con las diagona-
les de un recténgulo de dimensiones 2a y 2b, centrado en (h, k). Esto nos
proporciona una manera rdpida de dibujar las asintotas, lo que a su vez ayuda a
esbozar la hipérbola.
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ficar la grafica obt,eni;dé enel

Ejemplo 7, despejando y de
la ecuacién original y repre-
sentando i e

V1= A /4x2—— 16 |

¥, -4~ 16

Cénicas y Célculo 909

EJEMPLO 7 Uso de las asintotas para esbozar una hipérbola

Dibujar la hipérbola cuya ecuacién es 4x* — y* = 16.

Solucién: Comenzamos escribiendo la ecuacién en forma candnica.
X2 y2 1
227427

Fl eje transversal es horizontal y los vértices estan en (-2, 0) y (2, 0). Los extre-
mos del eje conjugado son (0, -4) y (0, 4). Usando estos cuatro puntos, podemos
dibujar el rectangulo de la Figura 9.14a. Tras trazar las asintotas por las esquinas
de este rectangulo, podemos completar el esbozo de la Figura 9.14b.

a) ’ \

FIGURA 9.14 (T

Como en la elipse, la excentricidad de una hipérbola es e = c/a. Dado que
¢ > a en las hipérbolas, se tiene que e > 1. Si la excentricidad es grande, las
ramas de la hipérbola son casi rectas. Si la excentricidad es proxima a 1, las
ramas son mds puntiagudas, como muestra la Figura 9.15.

y y
La excentricidad \i La excentricidad
es proxima a 1
. Foco
W Vémce/, PPy
TiZmeles Il x
c —— |
e=7 a !
b
—_
P
FIGURA 9.15

La siguiente aplicacion, desarrollada durante la Segunda Guerra Mundial,
muestra cémo se pueden aprovechar las propiedades de las hipérbolas en el
radar o en otros sistemas de deteccion.
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4,000 |
3.000

2,000
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2¢ - 5.280
dody = 2a= 2200
FIGURA 9.16
El lugar geométrico de los puntos que estin
2.200 pies mds cerca de A que de B es una rama de
la hipérbola con ¢ = 2.640 y a = 1.100.

Cénicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

EJEMPLO 8 Un sistema de deteccidn hiperbdlico

Dos micréfonos, separados 1 milla entre si, registran una explosién. El micro-
fono A recibe el sonido 2 segundos antes que el micréfono B. ;Dénde se produ-
jo la explosién?

Solucion:  Suponiendo que el sonido viaja a 1.100 pies por segundo, sabemos
que la explosién tuvo lugar 2.200 pies mas lejos de B que de A, como ilustra la
Figura 9.16. El lugar geométrico de los puntos que estdn 2.200 pies mas cerca
de A que de B es una rama de la hipérbola (x*/a®) - (y*/b®) = 1, donde

1 milla 5.280 pies
¢ = =

2 2

= 2.640 pies

2.200 pies
a=———""

= 1.100 pi
5 pies

Por consiguiente,
b? = c* — a? = 5.759.600
y podemos concluir que la explosién se produjo en algtin punto de la rama
derecha de la hipérbola de ecuacion
2 2

AN S O
1.210.000  5.759.600

En el Ejemplo 8, s6lo se ha podido determinar la hipérbola en la cual tuvo
lugar la explosion, pero no la localizaci6n exacta de dicha explosion. Sin em-
bargo, si se hubiera registrado el sonido en una tercera posicion C, se habrian
determinado otras dos hipérbolas. La localizacién exacta de la explosion seria
el punto de interseccién de las tres hipérbolas.

Otra interesante aplicacién de las cénicas estd relacionada con las Grbitas
de los cometas en nuestro sistema solar. De los 610 cometas identificados hasta
1970, 245 tienen 6rbitas elipticas, 295 parabélicas y 70 hiperbélicas. Todas las
Grbitas tienen un foco en el centro del Sol y un vértice en el punto en que el
cometa estd més cercano al Sol. Sin duda, muchos de los cometas con 6rbitas
parabdlicas o hiperbdlicas no han sido identificados, ya que atraviesan nuestro
sistema solar tan sélo una vez. Unicamente los cometas con 6rbitas elipticas,
como el cometa Halley, permanecen en nuestro sistema solar.

El tipo de 6rbita de un cometa puede determinarse como sigue:

v<./2GM/p

1. Elipse:
2. Pardbola: v=./2GM/p

3. Hipérbola: >  /2GM/p

En estas tres férmulas, p es la distancia entre un vértice y un foco de la Orbita
(en metros), v la velocidad del cometa en el vértice (en metros por segundo),
M ~ 1,991 x 10°° kg la masa del Sol, y G = 6,67 x 10" m3kg - s* la
constante de gravitacion.



Ejercicios de la Seccion 9.1

Ejercicios de la Seccién 9.1

911

En los Ejercicios 1-8, asociar a cada ecuacion su grafica.

a)

c)
e)
g)
1L y>=4dx 2. x* =38y
- 2)? 1)?
5 adi=20y-2 4 ST DT
16 4
2 2 2 2
5. {—+y—=1 6. x—+’l:1
9 4 9 9
2 2 1_22 2
7. 1oy g, Loy
16 1 9 4

En los Ejercicios 9-16, hallar el vértice, el foco y la directriz
de la pardbola y esbozar su grifica.
9, yr=—6x 10.
1. x+3)+(y-2)"=0 12
13, y*-4y-4x=0 14.
15. 2 +4x+4y-4=0 16.

2 +8y=0

x-D*+8(xy+2)=0
y2+ 6y +8x+25=0
vi4dy+8x~12=0

™ En los Ejercicios 17-20, hallar el vértice, el foco y la direc-

triz de la pardbola. A continuacién, representar la pardbola
en una calculadora.

17. v +x+y=0 18. y= -t (x> +4x-2)

19. y*—4x-4=0 20, x> -2x+8 +9=0

En los Ejercicios 21-28, encontrar una ecuacion de la pardbola.

21. Vértice: (3, 2) 22. Vértice: (-1, 2)
Foco: (1, 2) Foco: (-1, 0)
23. Vértice: (0, 4) 24. Foco: 2, 2)

Directriz: y = -2 Directriz: x = =2

25. 26.

2,4

27. Eleje es paralelo al eje y; la grafica pasa por los puntos
0,3),3, 4y 11).

28. Directriz: y = —2; extremos del latus rectum: (0, 2) y
8,2).

29. Panelsolar Se construye un panel solar para calentar
agua con una hoja de acero inoxidable a la que se da
forma de pardbola (véase figura). El agua fluird a tra-
vés de una tuberfa situada en el foco de la pardbola. ;A
qué distancia estd la tuberfa del vértice?

§ e {3 1Y) e ¢

FIGURAE29

FIGURA E30

30. Deformacién de una viga Una viga de 16 metros de
largo con soportes simples sostiene una carga concen-
trada en su centro (véase figura). La deformacion de la
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31.

32,

33.

3.

35.

Capitulo 9

viga en su centro es de 3 cm. Supongamos que la viga

deformada es parabdlica.

a) Hallar una ecuacién de la pardbola. (Tomar como
origen el centro de la pardbola.)

b) (A qué distancia del centro de la viga se produce
una deformacién de 1 cm?

Hallar una ecuacién de la recta tangente a la pardbola
y = ax® en x = x,. Demostrar que la x-interseccién de
esta recta tangente es (xy/2, 0).

a) Probar que dos tangentes distintas cualesquiera de
una parabola se cortan.

b) Comprobar el resultado del apartado a) hallando el
punto de interseccidn de las rectas tangentes a la pa-
rabola x? ~4x—-4y=0 en los puntos (0, 0) y (6, 3).

a) Demostrar que si dos tangentes a una pardbola se
cortan perpendicularmente, el punto de intersec-
cién estd en la directriz.

b) Verificar el resultado del apartado a) probando que
las rectas tangentes a la pardbola x*> — 4x -~ 4y + 8=0
en los puntos (-2, 5) y (3, 3) se cortan perpendicular-
mente, y que el punto de interseccién estd en la di-
rectriz.

Hallar el punto de la grifica de x* = 8y que estd més
proximo al foco.

Recepcion de radio y television En las dreas monta-
fiosas, la recepcién de radio y television resulta a veces
pobre. Consideremos un caso idealizado en el que la
grifica de la pardbola y = x - x? representa una colina,
hay un emisor situado en el punto (-1, 1) y un receptor
al otro lado de la colina, en el punto (x,, 0). ;A qué
distancia de la colina puede estar el receptor sin que
obstruya la recepcién?

Un modelo matemdtico 1a siguiente tabla muestra el
consumo per capita de leche entera C (en libras) en
Estados Unidos durante unos afios. (Fuente: U.S. De-
partment of Agriculture.)

Ao | 1970 | 1975 | 1980 | 1985 | 1990 | 1993

C 2135|1749 | 141,71 119,7 | 87,6 | 77,8

a) Utilizando una calculadora programada para el
calculo de regresiones, encontrar un modelo cua-
dratico que ajuste los datos donde ¢ sea el tiempo
en afios, y t = 0 corresponda a 1970.

b) Representar los datos y el modelo con una calcula-
dora gréfica.

¢) Usar el modelo para estimar el afio en el que el
consumo fue minimo.

37.

FIGURAE37

38.

39.

40.

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Arquitectura Una vidriera de una iglesia estd limita-
da por una pardbola en su parte superior y por un arco
de circunferencia en su parte inferior (véase figura).
Hallar la superficie de la vidriera.

¥
Cable de sujecion
vertical

(60, 20)

FIGURAE39

Longitud de arco Hallar la longitud de arco de la pa-
rdbola 4x — y> = O en el intervalo 0 < y < 4.

Disefio de puentes Cada uno de los cables de suje-
cién de un puente colgante se halla suspendido (con
forma de pardbola) entre dos torres separadas 120 me-
tros entre si y tienen una altura de 20 metros sobre una
autopista (véase figura). Los cables tocan la autopista
en el punto medio entre las torres.

a) Hallar una ecuacién de la figura parabdlica de

cada cable.
b) Hallar la longitud de cada cable de sujecion.

Area Laforma de una antena de recepcion de sefiales
de satélite se obtiene por revolucién de la pardbola

x2 =20y

alrededor del eje y. Comprobar que, si el radio de la
antena es r pies, su superficie viene dada por

i x\ n 2,372
2§ x [1 4+ |—) dx=—[(100 + r*)** = 1.000]
. 10 15

En los Ejercicios 41-46, hallar el centro, los focos, los vérti-
ces y la excentricidad de la elipse, y esbozar su gréfica.

41.
42,

43.

44,

4s.
46.

XX+ 4yt =4
5x2 + 7y =70
-1 (y-5)?°
AR L
9 25
42
(x+2)2+(y+ ) =1
1/4
9x% + 4y + 36x — 24y + 36 =0

16x? + 25y = 32x + 50y + 31 = 0
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A En los Ejercicios 47-50, hallar el centro, los focos y los vértices
de la elipse. Representar la elipse en una calculadora. (Explicar
c6mo se ha usado la calculadora para obtener la grafica.)

47. 12x7 +20y? = 12x + 40y - 37 =0

48, 36x% + 9y + 48x — 36y + 43 = 0

49. 2 +2y? - 3x+4y+025=0

50. 2% +y?+48x-64y+3,12=0

En los Ejercicios 51-56, hallar una ecuacion de la elipse.

51. Centro: (0, 0)
Foco: (2, 0)
Vértice: (3, 0)
52. Vértices: (0, 2), 4, 2)
Excentricidad: %
53. Vértices: (3, 1), (3, 9)
Longitud del eje menor: 6
54. Focos: (0, +5)
Longitud del eje mayor: 14
55. Centro: (0, 0)
Eje mayor: horizontal
Puntos de 1a elipse: (3, 1), (4, 0)
56. Centro: (1, 2)
Eje mayor: vertical
Puntos de la elipse: (1, 6), (3, 2)

57. Dibujar la elipse formada por todos los puntos (x, y)
cuya suma de distancias a dos puntos fijos es 16 unida-
des, estando los focos situados en los centros de los dos
conjuntos de circunferencias concéntricas de la figura.

I

58. Redaccién En la pagina 904 se sugiri6 que puede di-
bujarse una elipse usando dos chinchetas, una cuerda
de longitud fija (mayor que la distancia entre las chin-
chetas) y un lapiz. Si se sujetan los extremos de la cuer-
da alas chinchetas y se mantiene tensa la cuerda con el
lapiz, la trayectoria descrita por el 14piz serd una elipse.
a) (Cudl es la longitud de la cuerda en términos de a?
b) Explicar por qué la trayectoria es una elipse.

913

59. Construccion de un arco semieliptico Se va a cons-
truir un arco de chimenea en forma de semielipse. La
abertura debe tener una altura de 2 pies en la parte cen-
tral y una anchura de 5 pies en la base (véase figura). El
contratista dibuja el perfil de la elipse mediante el méto-
do del Ejercicio 58. ;Dénde deberfan situarse las chin-
chetas y cudl deberia ser la longitud del trozo de cuerda?

60. Orbitade la Tierra La Tierra se mueve en una 6rbita
eliptica, con el Sol en uno de los focos. La longitud del
semieje mayor es 14.957.000 km y la excentricidad
0,0167. Hallar la menor distancia (perihelio) y la ma-
yor distancia (afelio) de la Tierra al Sol.

61. Orbita de un satélite Probar que, si el apogeo y el
perigeo de la 6rbita eliptica de un satélite terrestre son
Ay P, la excentricidad de la 6rbita es

62. Explorer 18 El 26 de noviembre de 1963, EE.UU. lan-
26 el Explorer 18. Sus puntos mds bajo y mds alto sobre
la superficie de la Tierra fueron 119 millas y 122.000
millas. Hallar la excentricidad de su érbita eliptica.

63. El cometa Halley El cometa probablemente mds fa-
moso de todos, el Halley, tiene una 6rbita eliptica con
el Sol en uno de los focos. Su distancia méxima del Sol
es aproximadamente 35,34 UA (unidad astronémica
& 92,956 x 10° millas), y su distancia minima es apro-
ximadamente 0,59 UA. Hallar la excentricidad de la
orbita.

64. La ecuacién de una elipse centrada en el origen puede
escribirse como

xl y2

R A
a® a*(1 - e?)

Probar que cuando e — 0, y a permanece fijo, la elipse
tiende a una circunferencia.

En los Ejercicios 65 y 66, determinar los puntos en los que
dy/dx es cero o no estd definida para localizar los extremos
de los ejes mayor y menor de la elipse.

65. 16x* + 9y% + 96x + 36y + 36 =0

66. 9x% +4y” + 36x - 24y + 36 =0
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67.

68.

Capitulo 9

Una particula se mueve en el sentido de las agujas del
reloj por la trayectoria eliptica x2/100 + y*/25=1.La
particula deja la drbita en el punto (-8, 3) y vigja a lo
largo de una recta tangente a la elipse. {En qué punto
cruzard el eje y?

Volumen FEl tanque de agua en un camién de bombe-
ros tiene una longitud de 16 pies y sus secciones trans-
versales son elipses. Hallar el volumen de agua conteni-
da en el tanque parcialmente leno que muestra la figura.

Area y volumen  En los Ejercicios 69 y 70, hallar @) el area
de la regi6n limitada por la elipse, b) el volumen y el drea
superficial del sélido generado por revolucidn de esta region
alrededor de su eje mayor (elipsoide de revolucién prolato),
y ¢) el volumen y el drea superficial del sélido generado por
revolucion de la regién airededor de su eje menor (elipsoide
de revolucion oblongo).

72.

FIGULRAET2

2 >,
e JY__‘I ° Recta

22 22
X* oy X )

s 700 C 4l =1

4 1 16 9
Longitud de arco Usando integracion numérica, esti-
mar con una precision de dos cifras decimales la inte-
gral eliptica que representa la longitud de la elipse.

[¥)

=

y2
4

=1
16

<]

Probar que la recta tangente a una elipse en un punto P
forma dngulos iguales con las rectas que unen P conlos
focos (véase figura). |[Ayuda: 1) Calcular la pendiente
de la recta tangente en P, 2) calcular las pendientes de
las rectas que unen P con los focos, y 3) aplicar la for-
mula de la tangente del dngulo entre dos rectas. ]

Vv

'

tangente

P (. p0)

FIGURAET3

73.

&% 74,

Cénicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Geometria FEl drea de la elipse de la figura es el doble
del drea del circulo. {Cudl es la longitud del eje mayor?

Conjetura
@) Probar que la ecuacion de una elipse se puede es-
cribir como

(-mP -k
a? a*(1 - €?)

b) Usando una calculadora, representar la elipse

-2 (-3,

+ =
4 4(1 - €?)

parae =095, ¢ = 0,75,e=05,¢=025ye= 0.

¢) Utilizar los resultados del apartado b) para formu-
lar una conjetura acerca de la variacion de la forma
de la elipse cuando e tiende a 0.

En los Ejercicios 75-82, hallar el centro, los focos y los vérti-
ces de la hipérbola, y esbozar su grafica usando las asintotas
como ayuda.

75.

76.

71.

78.

79.
80.
81.
82.

2
X
2
=
"
= v
36 4
=D G+
4 T
G+ @G-

144 25
9x2 - y> - 36x -6y + 18=0
y2-9x? +36x-72=0
x2 - 9y? +2x - 54y -80=0
9x2 —4y? + 54x + 8y + 78 =0

A En los Ejercicios 83-86, hallar el centro, los focos y los vérti-

ces de la hipérbola. Representar la hipérbola y sus asintotas
en una calculadora.

83.
84.
85.
86.

9y? — x2 + 2x + 54y + 62=0
9x2 - y2 + 54x + 10y + 55 =0
3x2 -2y —6x-12y-27=0
3y - xt+6x-12y=0
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En los Ejercicios 87-94, hallar una ecuacién de la hipérbola.

87.

- 89.

91.

93.

9s.

96.

97.

98.

99.

Vértices: (x1, 0) 88. Vértices: (0, +3)
Asintotas: y = +3x Asintotas: y = £3x
Vértices: (2, £3) 90. Vértices: (2, +3)
Punto de la gréfica: (0, 5) Focos: (2, £5)
Centro: (0, 0) 92. Centro: (0, 0)
Vértice: (0, 2) Vértice: (3, 0)
Foco: (0, 4) Foco: (5, 0)
Vértices: (0, 2), (6,2) 94. Foco: (10, 0)

Asintotas: y = % X Asintotas: y = i?;x

y=4-3%x

Encontrar una ecuacién de la hipérbola tal que, para
cualquiera de sus puntos, la diferencia entre sus distan-
cias a los puntos (2, 2) y (10, 2) es 6.

Esbozar la grifica de una hipérbola que consiste en to-
dos los puntos (x, y) tales que la diferencia de distan-
cias de (x, y) a dos puntos fijos es 10 unidades, estando
los focos situados en los centros de los dos conjuntos
de circunferencias concéntricas de la figura.

LS ‘\\
XS ]
Q‘ﬂm\ﬂ

”Q@* w““‘\‘\

GO
08 “u ’»

#ss
G
NW%“%J

(

N
BT 7
QMmNVO%hMu’/
NS L 17

Hallar una ecuacién de la hipérbola tal que, para cual-
quiera de sus puntos, la diferencia entre sus distancias a
los puntos (-3, 0) y (-3, 3) es 2.

Consideremos una hipérbola centrada en el origen y con
eje transversal horizontal. Utilizando la definicién de la
hipérbola, obtener la forma canénica de su ecuacién.

Localizacion del sonido Se dispara un rifle situado
en el punto (~c, 0) contra un blanco situado en el punto
(¢, 0). Una persona oye simultdneamente el sonido del
disparo del rifle y el del impacto de la bala en el blan-
co. Demostrar que esta persona se encuentra en una
rama de la hipérbola dada por

y2 y2

- =1
cvifoy A - v)jvl

donde v, es la velocidad inicial de la bala y v, es la
velocidad del sonido = 1.100 pies por segundo.

100.

FIGURA E.100
101.

915

Navegacion El sistema LORAN (long distance ra-
dio navigation) para aviones y barcos utiliza pulsos
sincronizados emitidos por estaciones muy separadas
entre si. Los pulsos viajan a la velocidad de la luz
(186.000 millas/s). La diferencia entre los tiempos de
llegada de estos pulsos a un avién o barco es constan-
te en una hipérbola que tiene las estaciones emisoras
como focos. Supongamos que dos estaciones, separa-
das 300 millas entre si, estdn situadas en un sistema de
coordenadas rectangulares en (~150, 0) y (150, 0) y
que un barco viaja a lo largo de la trayectoria de coor-
denadas (x, 75) (véase figura). Calcular la coordenada
x de la posicién del barco si la diferencia entre los
tiempos de recepcion de los pulsos procedentes de las
estaciones emisoras es 1.000 microsegundos (0,001 s).

Espejo

FIGURA E.101

Espejo hiperbélico Los espejos hiperbdlicos (em-
pleados en algunos telescopios) tienen la propiedad de
que cada rayo dirigido a un foco se refleja hacia el otro
foco. El espejo de la figura tiene ecuacién (x%/36) —
- (y*/64) = 1. ;En qué punto del espejo se reflejard la
luz procedente del punto (0, 10) hacia el otro foco?

En los Ejercicios 102 y 103, hallar ecuaciones de a) las rec-
tas tangentes y b) las rectas normales a la hipérbola para el
valor dado de x.

102.

104.

105.

2 5 y2 xl
——y'=1,x=6 103, —-—=1,x=4
9 4 2
Probar que la ecuacién de la recta tangente a

x2 2
5=l
a’ b?
en el punto (x4, y,) es
Yot _Yo¥_
a®  b?
Demostrar que la elipse
2 2y? |
A
a’®  b?
y la hipérbola
x? 2y |
ad-b* b

se cortan perpendicularmente.
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En los Ejercicios 106-112, determi-

Cénicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

112.

nar si la afirmacién es cierta o falsa. Si es falsa, explicar por

qué o dar un ejemplo que demuestre su falsedad.

106.
107.

108.

109.

110.

111,

113.

Es posible que una pardbola y su directriz se corten.

El punto de la pardbola mas préximo al foco es el

vértice.
Si C es la longitud de la elipse
2 2

x>y

a?

entonces 2nb < C < 27a.

La grafica de

ol =

es una elipse.

SiD # 0o E # 0, la grifica de

vi-x*+Dx+Eyv=0

es una hipérbola.

Si las asintotas de la hipérbola

se cortan perpendicularmente, entonces a = b.

CONTENIDO =

Curvas planas y ecuaciones paraméricas ®
Eliminacién def pardmetro =

Determinacidn de ecuaciones paramélricas ®

Los problemas de Ja tautocrona y la braquistocrona

*+E§=1,b<a

Toda recta tangente a una hipérbola corta a ésta sdlo
en el punto de tangencia.

Probar que la gréfica de la ecuacion
A+ Cy? +Dx+Ey+ F=0

es una de las siguientes (excepto en casos degene-
rados).

Conica Condicidn

a) Circulo A=C

b) Pardbola A =0 o C =0 (pero no ambas)
¢) Elipse AC>0

d) Hipérbola AC <0

En los Ejercicios 114-123, clasificar la grafica de la ecuacion
como circunferencia, pardbola, elipse o hipérbola.

114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.
121.
122.
123.

9.2

x4+ 4y? —6x+ 16y +21=0
402 - y?2 —4x-3=0
y2—4y-4x=0

25x% — 10x — 200y — 119.=0
4xr + 4y* ~ 16y + 15=10

vy -dy=x+5

9x% + 9y? = 36x + 6y + 34=10
2x(x=y)=y(3 -y ~2x)
3 - 1P =64+ 2(y+ 1)?
9(x + 3)% = 36 — 4(y - 2)?

Curvas planas y ecuaciones paramétricas

Curvas planas y ecuaciones paramétricas

Hasta ahora hemos estado representando cada grafica por una ecuacién en dos
variables. En esta seccién estudiaremos situaciones en las que se usan fres
variables para representar una curva en €l plano.

Consideremos la trayectoria que sigue un objeto lanzado al aire con un
angulo de 45°. Si su velocidad inicial es 48 pies/s, el objeto describe la trayec-

toria parabdlica dada por

x2

y=——=+x

72

Ecuacién rectangular
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Ecuacion récmhg,tﬂar: :

_.,_\-4‘ i
YI T A

(24V2,24V2 - 16)

e \
0.07 9 18 27 36 45 54 63 72

Ecuaciones paramétmas

x= 249/—t St
y»—fét?-ik- 24f 7

FIGURA 9.17
Movimiento curvilineo: dos variables de posicidn
y una de tiempo.

Curvas planas y ecuaciones parameélricas 917

como ilustra la Figura 9.17. Ahora bien, esta ecuacién no cuenta toda la histo-
ria. Aunque nos dice ddnde ha estado el objeto, no nos dice cudndo ha estado
en un punto (x, y) dado. Para determinar este instante, podemos introducir una
tercera variable ¢, denominada pardametro. Expresando x e y como funciones
de 1, obtenemos las ecuaciones paramétricas

X = 24\/6 t Ecuacion paramétrica de x

y= -161> + 24./21¢ Ecuaciones paramétricas de y

A partir de este conjunto de ecuaciones, podemos determinar que en el instante
t = 0 el objeto estaba en el punto (0, 0). Andlogamente, en el instante t = 1
estaba en el punto (24\/5, 24\/5 - 16), etc. (Veremos c6mo determinar este
tipo particular de ecuaciones paramétricas —las ecuaciones del movimiento—
mds adelante, en la Seccién 11.3.)

En este problema de movimiento concreto, x € y son funciones continuas
de 1, y la trayectoria resultante recibe el nombre de curva plana.

' DEFINICION DE CURVA PLANA

Sify gson func:ones conunuas de ten un mtervalo I Tas ecuamones
: x'=f(t>; e y= g(t)

se denomman ecuaciones parametr:cas y t se llama el parametro. El
' conjunto de puntos (x y) obtemdo cuando r-varfaen el intervale  se llama
la gréfica de las cuaciones paramétricas. El par formado por las ecuacio-
“nes paramémcas ysu gréflca rembe el nombre de curva plana, y se deno-
ta por C :

| Nota A veces es importante distinguir entre la grafica (el conjunto de puntos) y la
curva (los puntos junto con las ecuaciones paramétricas que los definen). Cuando asi
sea, haremos la distincién explicita. En caso contrario, denotaremos por C tanto la
grafica como la curva.

Para trazar (a mano) una curva dada por un par de ecuaciones paramétricas,
podemos ir marcando puntos en el plano xy. Cada par de coordenadas (x, y)
estd determinado por un valor seleccionado del pardmetro ¢. Marcando los pun-
tos resultantes para valores crecientes de f, se traza la curva en un sentido
concreto. Esto se llama la orientacién de la curva.

EJEMPLO 1 Trazado de una curva

Dibujar Ia curva descrita por las ecuaciones paramétricas

t
x=12-4 ¢ y=— -2<1r<3
2
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FIGURA 9.18

FIGURA 9.19
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Solucion:  Para valores de ¢ en el intervalo dado, las ecuaciones paramétricas
proporcionan los puntos (x, y) de la tabla.

t -2 -1 0 1 2 3

x 0 -3 -4 -3 0 5

=
—
SS9

y -1 -5 0

Marcando los puntos en orden creciente de ¢ y usando la continuidad de f'y g, se
obtiene la curva C de la Figura 9.18. Observemos que las flechas sobre la curva
indican la orientacién cuando 7 crece desde -2 hasta 3. W

| Nota. Aplicando el criterio de la recta vertical, vemos que la grafica de la Figura 9.18
no define a y como funci6n de x. Esto saca a relucir una de las ventajas de las ecuaciones
paramétricas: pueden emplearse para describir curvas mds generales que las graficas de
las funciones.

Ocurre a menudo que dos conjuntos diferentes de ecuaciones paramétricas
tienen la misma gréfica. Por ejemplo, las ecuaciones paramétricas

x=4*-4 e y=t -1 <1<

LW

poseen la misma gréfica que las del Ejemplo 1. No obstante, comparando los
valores de 7 en las Figuras 9.18 y 9.19, puede verse que la segunda gréfica se
recorre mas rapidamente (considerando a f como el tiempo) que la primera. De
este modo, en las aplicaciones pueden usarse distintas ecuaciones paramétricas
para representar las diversas velocidades con las que los objetos recorren una
trayectoria dada.

Eliminacién del parimetro

Se [lama eliminar el pardmetro a encontrar una ecuacion rectangular que
represente la grafica de unas ecuaciones paramétricas. Por ejemplo, es posi-



Seccion 9.2

Curvas planas y ecuaciones parameétricas

919

ble eliminar el pardmetro de las ecuaciones paramétricas del Ejerplo 1 como

sigue:
Ecuaciones Despejar ten Sustituiren la Ecuacién
L. T .., [t .. [
paramétricas una ecuacion otra ecuacion rectangular
x=t*-4 t=2y x=02y* -4 x=4y? -4
y=1t/2

Una vez eliminado el pardmetro, se reconoce la ecuacién x = 4y? — 4 como la de
una pardbola de eje horizontal y vértice en (-4, 0), como indica la Figura 9.18.
Los rangos de x e y implicitos en las ecuaciones paramétricas pueden alte-
rarse al pasar a forma rectangular. En tal caso, debe ajustarse el dominio de la
ecuacién rectangular para que su grifica coincida con la de las ecuaciones
paramétricas. El préximo ejemplo muestra una de estas situaciones.

EJEMPLO 2 Ajuste del dominio después de eliminar el pardmetro

Dibujar la curva de ecuaciones

x |
X=——
NAERS

y=t+1

s> 1

eliminando el pardmetro y ajustando el dominio de la ecuacién rectangular
resultante.

Solucion:  Comenzamos despejando ¢ de una de las ecuaciones paramétricas. Por
ejemplo, podemos despejar ¢ de la primera ecuacién como sigue:

1
X = —— Ecuacion paramétrica de x
. NIED
! |
\ xl=—— Elevar al cuadrado
oy t+1
-2 -1 1 2
1
-l r+ 1 = )
X
-2 1 - X2 .
I=—- I = 3 Despejar ¢
-3 X X
Ahora, sustituyendo en la ecuacién paramétrica de y se obtiene
t
FIGURA9.20 y=—— Ecuacién paramétrica de v
t+1
v (1 - x?)/x? Susttuir 1 por (1 — x2)x°
Y= 5 usttuir 7 por — X“)Xx"
[(1- xz)/xz] + 1
y=1- x? Simplificar
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La ecuacién rectangular, y =1 - x2 estd definida para todo valor de x, pero en
la ecuacién paramétrica de x puede verse que la curva sélo estd definida
cuando t > —1. Esto implica que debemos restringir el dominio de x a los
valores positivos, como muestra la Figura 9.20. O

El pardmetro de un conjunto de ecuaciones paramétricas no tiene por qué
ser el tiempo. En el siguiente ejemplo se usa un dngulo como parédmetro.

EJEMPLO 3 Uso de la trigonometria para eliminar un pardmetro

Trazar la curva representada por
x=3cos® e y=4senf, 0<0<2n
Solucién:  Primero despejamos cos 6 y sen @ en las ecuaciones:

X
cos 0 = 5 y sen 0= % Despejar cos 0 y sen 00

A continuacién, utilizamos la identidad sen? 6 + cos? 0 = 1 para llegar a una
ecuacién que sélo involucre a x e y.

cos? 0 + sen? 0 =1 Jdentidad trigonométrica
2 2

X

—-] + ) = 1 Sustituir

3 4
Xy .
—+—=1 Ecuacién rectangular
9 16

Esta ecuacién rectangular permite ver que la grifica es una elipse centrada
en (0, 0), con vértices en (0, 4) y (0, -4) y eje menor de longitud 2b = 6
(Figura 9.21). La elipse se traza en sentido contrario al de las agujas del reloj
cuando @ varfa de 0 a 27.

Mediante la técnica del Ejemplo 3, podemos concluir que la gréfica de las
ecuaciones paramétricas

x=h+acosl e y=k+bsen, 0<0<12n
es la elipse (trazada en sentido antihorario)

(x-m? (y-k?
et =1
a b

La gréfica de las ecuaciones paramétricas

x=h+asen® e y=k+bcosb, 0<0<2n
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es también la elipse (trazada en sentido horario)

(x-h? (y-h?
a2 + b2

=1

Si tiene acceso a una calculadora grafica, intente usarla en modo paramétrico
para dibujar varias elipses.

En los Ejemplos 2 y 3 es importante darse cuenta de que eliminar el pari-
metro supone sobre todo una ayuda para el trazado de la curva. Si las ecuacio-
nes paramétricas representan la trayectoria de un objeto en movimiento, la
grifica sola no es suficiente para describir el movimiento. Se necesitan las
ecuaciones paramétricas para poder determinar la posicion, el sentido de movi-
miento y la velocidad en un instante dado.

Determinacion de ecuaciones paramétricas

Los tres primeros ejemplos de esta seccion ilustraban técnicas para el trazado de
grificas dadas mediante ecuaciones paramétricas. Nos ocuparemos ahora del
problema inverso. ;Cémo determinar ecuaciones paramétricas para una grafica
dada o una descripcidn fisica dada? Por el Ejemplo 1 sabemos que tal representa-
¢ion no es tnica. El siguiente ejemplo, en el que se hallan dos representaciones
paramétricas diferentes de una misma gréfica, insiste en este punto.

EJEMPLO 4 Biisqueda de ecuaciones paramétricas de una grdfica dada

Hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas que representen la gréfica de
y =1 - x?, usando cada uno de los siguientes pardmetros.

d
x a) t=x b) La pendiente m = d‘y en el punto (x, y).
by

Solucién:
a) Haciendo x = ¢ resultan las ecuaciones paramétricas

x=t e y=1-x2=1-¢

b) Para expresar x e y en funci6n del pardmetro m, podemos proceder asi:

d
m=l=—2x Derivar y = 1 - x?
dx
m
X = Despejar x
FIGURA 9.2 2

Esto proporciona una ecuacién paramétrica para x. Con el fin de obtener
otra para y, sustituimos x por —m/2 en la ecuacién original.

2

y=1-x Ecuacidn rectangular original
m\2
y=1- —5 Sustituir x por —m/2
mZ
y=1- T Simplificar
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Asi pues, las ecuaciones paramétricas son

En la Figura 9.22 puede observarse que la curva resultante tiene una orien-
tacién de derecha a izquierda, determinada por los valores crecientes de la
pendiente m. En la parte a), 1a curva tendria la orientacién opuesta. ]

EJEMPLO 5 Ecuaciones paramétricas de una cicloide

Determinar la curva descrita por un punto P situado en la circunferencia de un
circulo de radio a que rueda por una recta en el plano. Tal curva se denomina
cicloide.

Solucion:  Denotemos por el pardmetro 6 la rotacion del circulo y supongamos
que el punto P = (x, y) parte del origen. Cuando ) = 0, P estd en el origen.
Cuando 0 = 7, P estd en un maximo: (na, 2a). Cuando 8 = 27, P retorna al eje x,
en (2ma, 0). En la Figura 9.23, puede verse que £ APC = 180° - ¢). Por tanto,

disputas emre Ios matemaﬁcos que sele sen 8 = sen (180° — 0) = sen (L APC) = AC BD
ha llamado la Helena de la Geometria» y a a
«la manzana de Ia discordian.

cos § = —cos (180° - 0)) = —cos (L APC) = —

de donde se sigue que

PARA MAS INFORMACION AP=-acos§ y BD=asen§

sobre las cicloides véase el articulo ) . o
«The Geometry of Rolling Curves», Puesto que el circulo rueda por el eje x, sabemos que OD = PD = a(). Ademds,

de John Bloom y Lee Whitt, en The ~ como BA = DC = a, tenemos que
American Mathematical Monthly,
junio-julio 1981. x=0D-BD =all —asen(

y=BA+AP=a-acos 0
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En consecuencia, las ecuaciones paramétricas son

x=a@-senf) ¢ y=a(l - cos)

(37a, 2a)

]
]
D 7a (2712, 0) 3na (47a, 0)

FIGURA9Z [

La cicloide de la Figura 9.23 presenta puntos angulosos en los valores
x = 2nma. Observemos que las derivadas x'(8) e y'(6) son ambas nulas en los
puntos con 0 = 2nxn

x(0) = a(0 ~ sen 0) y(6) = a(l - cos 6)
xX'(0)=a~-acos 0 V(0)=asen 0
x'(2nn) =0 v(@2nr) =0

Entre estos puntos, se dice que la cicloide es suave.

Los problemas de la tautocrona y la braquistocrona

El tipo de curva descrito en el Ejemplo 5 esté relacionado con dos de los pro-
blemas mas famosos en la historia del Cdlculo. El primero, el problema de la
tautocrona, surgié con el descubrimiento de Galileo de que el tiempo requeri-
do para completar una oscilacién de un péndulo es aproximadamente el mismo
si efectiia un movimiento largo a velocidades altas o uno corto a velocidades
mas bajas (Figura 9.24). En una época tardia de su vida, Galileo (1564-1642)
FIGURA 924 se dio cuenta de que podia utilizar este principio para construir un reloj. Sin

Eliempo que requiere para completar una oscilacion embargo, no fue capaz de dominar la mecénica de su construccion real. Chris-
un péndulo que parte del punto C es solo tian Huygens (1629-1695) fue el primero en disefiar y construir un modelo
aproximadamente ¢l mismo que cuando parte de A. capaz de funcionar. En su trabajo con los péndulos, Huygens observé que éstos
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JAMES BERNOULL (1654-1706)

James {0 Jacques) Bern'ouili, el hkérmanoy

varios matemancos de pﬂ mera fila ¢
familia smza Bemouth Los !ogros '

ocupar un lugar prommente
desarrollo inigial del Calcuto. .
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no invierten exactamente ¢! mismo tiempo en completar oscilaciones de longi-
tudes variables. (Esto no afecta a un reloj de péndulo, ya que la longitud del
arco circular se mantiene constante dando al péndulo un ligero impulso cada
vez que pasa por el punto més bajo.) Al estudiar el problema, Huygens descu-
brié que una bola rodando adelante y atrds por una cicloide invertida completa
cada ciclo en exactamente el mismo tiempo.

FIGURA 9.25
Una cicloide invertida es la trayectoria por la cual una bola desciende en el tiempo mis corto.

El segundo problema, planteado por John Bernoulli en 1696, es el proble-
ma de la braquistocrona (en griego, braquis = corto y cronos = tiempo). El
problema consistia en determinar la trayectoria descendente por la que una
particula deslizard desde un punto A hasta otro B en el riempo mds corto. Va-
rios matemdticos aceptaron el reto y, el afio siguiente, Newton, Leibniz,
L’Hopital, John Bernoulli y James Bernoulli resolvieron el problema. La solu-
cién no resulta ser una linea recta desde A hasta B, sino una cicloide invertida
que pasa por A y B, como ilustra la Figura 9.25. Lo més chocante de la solucién
es que una particula que parte del reposo en cualquier otro punto Centre Ay B
(Figura 9.26) tarda exactamente el mismo tiempo en llegar a B.

FIGURA 9.26
Una bola que parte de € tarda el mismo tiempo en llegar a B que una que parte de A.

PARA MAS INFORMACION Una demostracién del famoso problema de

Ja braquistocrona puede verse en el articulo «A New Minimization Proof for
the Brachistochrone», de Gary Lawlor, en The American Mathematical Monthly,
marzo 1996.
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11.
13.
14.
1s.

2
. r
x:[“’y:-~

2

t
x:t—l,y:—1

x=2t,y=|t-2|

8.

10.

12.

x=r+ty=1 -1

1
x=l+-y=t-1
ty

x=lt-1|,y=t+2

x=sec O, y=cos 0,0 < O<nf2,n/2<0 <

x=1g* 0,y =sec? 0

x=3cos0,y=3senf 16.

x=cos 0, y=3sen(

En los Ejercicios 17-27, usar una calculadora para dibujar la

curva representada por las ecuaciones paramétricas (indican-
do su sentido). Eliminar el pardmetro y escribir la ecuacién

rectangular correspondiente.

17.
19.

21.
23.

x=4sen20,y=2cos26 18.
20.

x=44+2cos b

y=-1+sen#f
x=secH, y=tgh

x=cos’ 0, y=sen>f

1. Consideremos las ecuaciones x = \ﬂ ey=1-¢

a) Completar la tabla.

t 0 1 2 3 4
x
y

by Dibujar los puntos (x, y) generados en la tabla y
esbozar una gréfica de las ecuaciones paramétri-
cas, indicando su orientacién.

¢) Con ayuda de una calculadora, comprobar la grafi-
ca del apartado b).

d) Hallar la ecuacion rectangular eliminando el para-
metro. Comparar la grifica del apartado b) con la
de la ecuacién rectangular.

2. Consideremos las ecuaciones paramétricas x = 4 cos” ¢

ey=2sen .

a) Completar la tabla.

0 S I T i
2 4 4 2

x

y

b) Dibujar los puntos (x, y) generados en la tabla y
esbozar una grafica de las ecuaciones paramétri-
cas. Indicar la orientacién de la grafica.

¢) Usando una calculadora, comprobar la grafica del
apartado b).

d) Hallar la ecuacion rectangular eliminando el pard-
metro. Comparar la grifica del apartado ) con la
de la ecuacién rectangular.

e) Sise tomaran valores de 6 en el intervalo [n/2, 3r/2}
para confeccionar la tabla del apartado a), ;serfa
diferente la grafica del apartado b)? Explicar la
respuesta.

En los Ejercicios 3-16, esbozar la curva representada por
las ecuaciones paramétricas (indicando su sentido) y escri-
bir la ecuacidn rectangular correspondiente eliminando el
pardmetro.

3o x=3r-1,y=2t+1 4., x=3-2t,y=2+73¢t

6. x=Yty=1-1

5. x=t+1,y=1¢

25, x=In2y=1¢

27. x=e¥, y=e

22.
24,
26.

Comparacion de curvas planas
determinar las diferencias entre las curvas correspondientes
a las ecuaciones paramétricas. ;Son iguales las graficas?
.Son iguales las orientaciones? ;Son suaves las curvas?

28. a)
)
29. a)
c)
30. a)
31. o

x=1
y=2t+1
x=e !
y=2e"'+1
x=2cos 8
y=2sen

-

x = cos (]
y=2sen? 0
0<O<m

x=t+1l,y=¢

b)

d)

b)

d)

b)

b)

x=cos (), y=2sen 20
x=4+2cos b
y=-1+2sen0
x=4secl, y=31g0

x=ty=3Int

En los Ejercicios 28-31,

x=cos
y=2cos ( +1
x=¢é

y=2e+1

x = /4 - 1/)t]

y=1/t

x=-/4-e¥
y=¢

x = cos (-6)

y =2 sen® (-0)
O0<f<m

x=—t+ Ly=(t)?
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Conjetura
@) Utilizando una calculadora, dibujar las curvas re-
presentadas por Jos dos conjuntos de ecuaciones

paramétricas.
x=4cost x =4 cos (-1)
y=3sent y =3 sen (-1)

b) Describir cémo varfa la gréfica cuando se cambia
el signo del pardmetro.

¢) Formular una conjetura acerca de la variacion de
la grifica de unas ecuaciones paramétricas cuando
se cambia el signo del pardmetro.

d) Comprobar la conjetura con otras ecuaciones pa-
ramétricas.

Redaccion Revisar los Ejercicios 28-32 y describir
en unas lineas cémo pueden ser diferentes las gréficas
de curvas representadas por distintas ecuaciones para-
métricas, incluso si al climinar el pardmetro en cada
conjunto resulta la misma ecuacion rectangular.

En los Ejercicios 34-37, eliminar el pardmetro y obtener la
forma candnica de la ecuacién rectangular.

34.

3.
36.

37.

Recta que pasa por (xy, y;) Y (xz, ¥,):
X =y 4 00y =X,y =y + 102 = Y0
Circulo: x =h +rcos 0, y=k + rsen0
Elipse: x=h + acos 6
y=k+ bsent
Hipérbola: x = h + a sec 0
y=k+btgt

En los Ejercicios 38-45, usar los resultados de los Ejerci-
cios 34-37 para encontrar unas ecuaciones paramétricas de la
recta o conica.

38.
39.
40.
41.
42,
43.
44,
45.

Recta: Pasa por (0, 0) y (5, -2)

Recta: Pasa por (1, 4) y (5, -2)

Circulo: Centro (2, 1); Radio: 4

Circulo: Centro: (-3, 1); Radio: 3

Elipse: Vértices: (x5, 0); Focos: (=4, 0)

Elipse: Vértices: (4, 7), (4, -3); Focos: (4, 5), (4, -1)
Hipérbola: Vértices: (x4, 0); Focos: (x5, 0)
Hipérbola: Vértices: (0, +1); Focos: (0, £2)

En los Ejercicios 46-49, hallar dos conjuntos diferentes de
ecuaciones paramétricas para la ecuacion rectangular dada.

46.

48.

1
y=3x-2 47. y=-

y=x

Cnicas, ecuaciones paramélricas y coordenadas polares

En los Ejercicios 50-57, utilizar una calculadora para dibujar
Ja curva representada por las ecuaciones paramétricas. Indi-
car el sentido de recorrido de 1a curva. Identificar todos los
puntos en los que la curva no es suave.

50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.

Cicloide: x = 2(0 — sen 0), y = 2(1 = cos 0)
Cicloide: x=6 +sen 0, y =1 — cos 0

Cicloide prolata: x = 0 — 3 sen #, y =1 — 3 cos 0
Cicloide prolata: x = 20 — 4 sen 0, y = 2 — 4 cos 0
Hipocicloide: x = 3 cos® 0, y = 3 sen> 0

Cicloide corta: x = 20 —sen 0,y =2 - cos 0
Hechicera de Agnesi: x =2ctg 0, y=2 sen? 0
Folio de Descartes: x = 3t/(1 + £3), y = 322/(1 + %)

En los Ejercicios 58-61, asociar cada conjunto de ecnaciones
paramétricas con su grafica.

a)
c)
58. Curvas de Lissajous: x = 4 cos 0, y =2 sen 20
59. Evoluta de la elipse: x = cos® 0, y = 2 sen® 0
60. Involuta del circulo: x = cos 8 + 0 sen 0,
y=sen 0 - 6 cos
61. Serpentina: x = ctg 0, y = 4 sen 0 cos 0
62. Cicloide corta Un disco de radio a rueda sin deslizar a lo
largo de una recta. La curva descrita por un punto P situado
a b unidades del centro (b < a) se denomina cicloide corta
(véase figura). Usando el dngulo 6 como pardmetro, encon-
trar ecuaciones paramétricas para esta curva.
¥ y
4
2q4+-P 2 (am, a+b) 34

YEIY -

FIGURAE.63

—
(0,a—h)

A -
1IN 4
FIGURA E64
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63. Epicicloide Un circulo de radio | rueda sin deslizar
alrededor de otro circulo de radio 2. La curva descrita
por un punto de la circunferencia del circulo mds pe-
queflo se llama epicicloide (véase Figura E.63). Usan-
do como pardmetro el dngulo 0, encontrar ecuaciones
paramétricas para esta curva.

¢Verdadero o falso? En los Ejercicios 64-67, determinar si
la afirmacién es correcta. Si no lo es, explicar por qué o dar
un ejemplo que demuestre su falsedad.

64. Los dos conjuntos de ecuaciones paramétricas x = ¢,
y=t*+1yx=3ty=92+ | corresponden a una
misma ecuacién rectangular.

65. La grafica de las ecuaciones paramétricas x = > e y = 7
es larecta y = x.

66. Siy es funcion de 7 y x es funcién de ¢, entonces y es
funcién de x.

67. Sif(t,) =0y g(t,) =0, entonces la curva representada
por las ecuaciones paramétricas x = f(#), y = g(¢) pasa
por el origen.

Movimiento de un proyectil En el Ejercicio 68, se consi-
dera un proyectil lanzado desde una altura de & pies sobre el
suelo, formando un dngulo 0 con la horizontal. Si la veloci-
dad inicial es v, pies por segundo, la trayectoria del proyectil
puede describirse mediante las ecuaciones paramétricas

x=(vgcos B e y=h+ (vysen O~ 164

Mo 68. La trayectoria de un proyectil admite la ecuacién rec-

tangular
y=5+x - 0,005x2

a) Eliminar el pardmetro ¢ de la funcién de posicion
para el movimiento del proyectil y comprobar que
la ecuacidn rectangular es

16 sec? 00
vy x4+ (tgDx + h
0

b) Usar el resultado del apartado «) para determinar
h, v, y 0. Hallar las ecuaciones paramétricas de la
trayectoria.

¢) Representar con una calculadora la ecuacién rec-
tangular de la trayectoria del proyectil. Confirmar
la respuesta del apartado b) dibujando la curva re-
presentada por las ecuaciones paraméiricas.

d) Con ayuda de una calculadora, estimar la altura
mdaxima y el alcance del proyectil.

69. Consideremos la curva de ecuaciones paramétricas
=""" e =
x(t e y)=——=
1+12 ’ b+ £
Dibujar esta curva en el plano xv. Usar la gréfica para
probar que (£ — 1)? + (20)% = (£* + 1)?. lustrar la fér-
mulaconr=2yt=3.
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tics Journal noviembre 1984 pa
permiso de los autores
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CONTENIDO =

Pendiente y rectas tangentes =
Longitud de arco =

Area de una superficie de revolucion =

30

10 20 30

FIGURA 9.27
En el instante 1, el dngulo de elevacion del proyectil
es 4, ta pendiente de la recta tangente en ese punto.

FIGURA 9.28
La pendiente de la recta secante por los puntos
(fie), gl y (fle+ Ar), glt + An) es Ay/Ax.

(dnicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

9.3
Ecuaciones paramétricas y Cdlculo

Pendiente y rectas tangentes

Ahora que sabemos representar una grifica en el plano mediante ecuaciones
paramétricas, es natural preguntarnos cémo aplicar el Calculo al estudio de cur-
vas planas. Para empezar, fijémonos de nuevo en el proyectil representado por
las ecuaciones paramétricas

x=24/2 e y=-16+24./2

que muestra la Figura 9.27. Por lo visto en la Seccién 9.2, estas ecuaciones nos
permiten localizar la posicion del proyectil en un instante dado. También sabe-
mos que el objeto se ha lanzado con un 4ngulo inicial de 45°. Pero, ;cémo
podemos hallar el dngulo 6 que determina la direccién del objeto en cualquier
otro instante ¢? El siguiente teorema responde esta pregunta proporcionando una
férmula de la pendiente de la recta tangente en funcion de ¢.

Demostracion:

En la Figura 9.28, consideremos At > 0 y sean:
Ay=g(t+ A -g) y Ax=f+A)-f@)
Como Ax — 0 cuando Ar — 0 podemos escribir
dy 1m Ay
o im =2
dx Ax >0 Ax
lim 8¢+ AD -8
= lim ———————=
a0 f(t+ AN - f(0)
Dividiendo el numerador y el denominador por At, podemos usar la derivabili-
dad de fy g para concluir que

dy o 180+ AD - g@)/Ar
dx a0 [f(t + A - f(D)]/Ar
(U Ar) - g(1)
A0 At
g SO+ A -0
m --—)
At -0 At
AU
;'
_ dy/dt
" dx/dt




Seccidn 9.3 Ecuaciones paramétricas y Cilculo 929

EJEMPLO 1 Derivacion en forma paramétrica

Hallar dy/dx para la curva dada por x = sen r e y = cos 7.
ADVERTENCIA La curva del y
Ejemplo 1 es una circunferencia. Solucidn:

Usando la formula dy dy/dt -sent

= = = ~tg ¢ O
dy dx dx/dt cost g
— =gt
d
! Dado que dy/dx es funcién de ¢, podemos aplicar el Teorema 9.7 reiterada-
hallar su pendiente en los puntos mente para calcular derivadas de orden superior. Por ejemplo,
(L, 0) y (0, 1).
d|dy
d*y d|dy] dt|dx ,
—S=—||=— Segunda derivada
dx* dx [ dx dx/dt
d|d?
Ay d[d*>]| dt|dx® _
E = a _E = W Tercera derivada

EJEMPLO 2 Determinacion de la pendiente y la concavidad

Dada la curva de ecuaciones

3 t=4
m=8 1
x=\/} e y=-(=-4), t=20
5 4
hallar su pendiente y su concavidad en el punto (2, 3).
I
/ Solucién:  Puesto que
/ X
+ AR E lezdy/dlz (1/2) _
/ dx dx/dt  (1/2) 12
14
!

la segunda derivada es

»W;/t' - ) )
y=H -4y -
— ldy/dx] — [£¥%]
FIGURA 9.9 d’y _di v _di Gt
La grifica s concava hacia arriba en 2, 3), cuando £ =4, dx? dx/dt dv/di (2 3

En (x, y) = (2, 3), se tiene t = 4, y la pendiente es

dy ,
— =¥ =38
oW

Ademas, cuando ¢ = 4, la segunda derivada es

d2
) 34y =120
dx

5 =

luego la grafica es concava hacia arriba en (2, 3), como corrobora la Figura 9.29. [J
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x=X-msent
y=2-meost

" Recta tangente (7= 71/2)

:Recta tangente (1 ——/2)

FIGURA 9.30
La cicloide larga tiene dos rectas tangentes
en el punto (0, 2).

Conicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares

Puesto que las ecuaciones paramétricas x = f(#) e y = g(¢) no definen nece-
sariamente y como funcién de x, una curva plana puede cortarse a s{ misma. En
tales puntos, la curva puede tener mds de una recta tangente, como ilustra el
siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3 Una curva con dos tangentes en un punto

La cicloide larga de ecuaciones
x=2t—msent e y=2-mcost

se corta a si misma en el punto (0, 2) (Figura 9.30). Hallar las ecuaciones de las
dos rectas tangentes en ese punto.

Solucion:  Puestoque x=0ey=2enr=+n2y

dy dy/di  msent

dx dxjdt 2 - mcos t

tenemos que dy/dx = —m/2 en t = -n/2 y dy/dx = 7/2 en t = n/2. Por tanto, las
dos rectas tangentes en (0, 2) son

b n
y-2=-<)x Recta tangente en t = ——
2 2
s n
y—2= <§>x Recta tangente en ¢ = 5 O

St dy/dt =0y dx/dt # 0 enr =ty la curva representada por x = f(1) e
y = g(1) posee una tangente horizontal en (f(t,), g(t,)). Asi, en el Ejemplo 3, la
curva tiene una tangente horizontal en el punto (0, 2 — 7) (cuando ¢ = 0).
Andlogamente, si dx/dt = 0 y dy/dt # 0 en t = t,, la curva representada por
x = f(1) e y = g(t) tiene una tangente vertical en (f(t,), g(t,)).

Longitud de arco

Hemos visto como utilizar las ecuaciones paramétricas para describir la trayec-
toria de una particula que se mueve en el plano. Desarrollaremos ahora una
formula para calcular la distancia recorrida por la particula a lo largo de su
trayectoria.

Recordemos de la Seccién 6.4 que la férmula para la longitud de arco de
una curva dada por y = A(x) sobre el intervalo [x,, x,les

Yy Xy 2
s:j 1+ [h’(x)]zdxzf 11+ <g> dx



Seccion 9.3

Ecuaciones paramétricas y Céleulo 931

Si C viene representada por las ecuaciones x =f(f) e y = g(1), a < 1 < b, y si
dx/dt = f'(¢) > 0, se obtiene

Xy d 2 (x, ) 2
5= L+ (2) an= N EUCANN
X dx J Yo dx/dt

[ \/(dx/dr)z + (dy/dt)* dx
/. (dx/dt)* dt

b d 2 2
= ) I dy dt
Ja dt dt

b

= [f'(OF? + [g'(0) dt

x=f)ey=g®no tiene autointersecciones
tonces la longitud de arco de C en el intervalo

- o
f NIFOP + EOrd

| Nota. Al aplicar la férmula de la longitud de arco a una curva, hay que asegurarse de
que la curva se recorre sélo una vez en el intervalo de integracién. Por ejemplo, la
circunferencia dada por.x = cos ¢, y = sen f se recorre una vez en el intervalo 0 < ¢ < 27,
pero dos veces en el intervalo 0 < ¢ < 4n.

En la seccién precedente vimos que si un circulo rueda a lo largo de una
recta, cada punto de su circunferencia describe una trayectoria denominada
cicloide. Si el circulo rueda alrededor de otro, la trayectoria del punto se llama
epicicloide. El siguiente ejemplo muestra cémo calcular la longitud de arco de
una epicicloide.

EJEMPLO 4 Calculo de una longitud de arco

Un circulo de radio 1 rueda alrededor de otro mayor, de radio 4 (Figura 9.31).
La epicicloide descrita por un punto de la circunferencia del circulo mds pe-
quefio viene dada por

x=5cost—-cos5f e y=5sent- senSt

Hallar la distancia recorrida por el punto en una vuelta completa alrededor del
circulo mayor.

Solucién: ~ Antes de aplicar el Teorema 9.8, observemos (Figura 9.31) que la
curva tiene puntos angulosos cuando ¢t = 0 o t = n/2. Entre estos puntos, dx/dt y
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X =5008.8 008 5t
y=Ssent-senSt

FIGURA 9.3

Cada punto de! circulo pequefio describe
una epicicloide cuando éste rueda alrededor
del efreulo grande.

0,5 pulgadas
[

0,001
pulgadas

FIGURA 9.32
Se necesitan unos 982 pies de cinta para llenar
el carrete,

Cénicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares

dy/dt no se anulan simultineamente. Asi pues, la porcién de curva de ¢ = 0
at=n/2 es suave. Para hallar la distancia total recorrida por el punto, podemos
calcular la longitud de arco de la porcién de curva del primer cuadrante y
multiplicarla por 4.

w2 d 2 2
SINEEOE
o dt dt

2
=4 j \/(—5 sen t + 5 sen 5£)% + (S cos t — 5 cos 51)2 dt
(o]

fr/2
=20 \/2—2sentsen 5t - 2 cos t cos S5tdt
v O

/2

=20 2~ 2 cos 4tdt

v O

fr/2

=20 \/4 sen? 2t dt

JO

Pr/2

=40 sen 2t dt

v O

B /2
= -20] cos 21]

0

=40

Para la epicicloide de la Figura 9.31, parece correcta una longitud de arco de 40,
ya que la circunferencia de un circulo de radio 6 es 2nr = 127 ~ 37.7. O

EJEMPLO 5 Longitud de una cinta magnetofonica

Una cinta magnetofdénica de 0,001 pulgadas de grosor se enrolla en un carrete
cuyos radios interior y exterior son de 0,5 y 2 pulgadas, respectivamente.
(Cuanta cinta se necesita para llenar el carrete?

Solucién: ~ Para construir un modelo de este problema, supongamos que al enro-
llar la cinta, su distancia r al centro crece linealmente a razén de 0,001 por
vuelta, esto es,

> 1.000r < 0 < 4.000%

0
r=(0,001) — =
27 2.000%

donde 8 se mide en radianes. Podemos determinar las coordenadas del punto
(x, y) correspondiente a un radio dado, que son

x=rcosf e y=rsenf

Sustituyendo r obtenemos las ecuaciones paramétricas

0 0
x=|———Jcos8 ¢ y= sen 6
2.0007 2.000%




Seccion 9.3

Nota. La gréfica de r = a0 se lla-
ma espiral de Arquimedes. La
grifica de r = §/2.000n (Ejemplo 5)
es de este tipo.

ADVERTENCIA Es ficil
recordar estas férmulas si se piensa
en la diferencial de la longitud

de arco como

(dx> <dv>
ds = —_— dt
dt dt

De ese modo las férmulas se escriben

b
1. S=2=n J g ds

a

b
2. S=2n j f(t) ds

Ecuaciones paramétricas y Célculo 933

Aplicando la férmula de la longitud de arco, se obtiene que la longitud total de
cinta es

4.000n d 2
=L ) )
1.000r do ao

1 4.000n
j /(=0 sen 0 + cos 0) + (6 cos 0 + sen 0)*d0)

T 2.0007 J; 000n
1 4.000n
= > 000n J; soo 0%+ 1d0 Tablas de integracin (apéndice), férmula 26
1 . . 4.0007
0./0 1 +1 0 1
2000”( )[ Fleinos ’ |looon

~ 11.781 pulgadas ~ 982 pies

PARA MAS INFORMACION  Sobre las matemiticas de una cinta magnetofénica
puede consultarse el articulo «Tape Counters», de Richard L. Roth, en The American
Mathematical Monthly, agosto-septiembre 1992. U]

Puede estimarse la longitud de la cinta del Ejemplo 5 sumando las longitu-
des de piezas circulares de cinta. La mas pequefa tendria radio 0,501 y la mas
grande, 2.

s = 27(0,501) + 27(0,502) + 27(0,503) + ---
1.500
Y 27(0,5 + 0,0015)

i=1
= 27[1.500(0,5) + 0,001(1.500)(1.501)/2]
~ 11.786 pulgadas

+ 2n(2,000)

Area de una superficie de revolucion

Utilizando la férmula del drea de una superficie de revolucion en forma rectan-
gular es posible encontrar una férmula del drea de la superficie en forma para-
métrica.

TEOREMA 99

AREA DE UNA SUPERFiC]E DE REVOLUCI@N
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FIGURA 933
El drea de esta superficie de revolucién es Yz,

Ejercicios de la Seccion 9.3

Conicas, ecuaciones parameétricas y coordenadas polares

EJEMPLO 6 Determinaciin del drea de una superficie de revolucion

Sea C el arco de la circunferencia
x2+y?=9

de (3, 0) a (3/2, 3\/5/2), mostrado en la Figura 9.33. Hallar el drea de la
superficie generada por revolucién de C alrededor del eje x.

Solucicn:  Podemos representar C mediante las ecuaciones paramétricas

x=3cost e y=3sent, 0<1t<n3

(Se puede determinar el intervalo de valores de ¢ observando que ¢ = O corres-
ponde ax =3y r=n/3 corresponde a x = 3/2.) En este intervalo C es suave y no
negativa, por lo que podemos aplicar el Teorema 9.9 para obtener el 4rea.
Fn/3

S=12n (3 sen 1)./(=3 sen 17 + (3 cos 1)* dt

JO
rfn/3

=6m sen t\/9(sen2 t+cos?f)dt
JO
fr/3

=6m 3 sen tdrt

JO

/3
—ISTI[COS t]
o
1
—18n< - l>
2

97 O

I

En los Ejercicios 1-10, determinar dy/dx y d*y/dx? y evaluar
cada una de ellas en el valor indicado del pardmetro.

Ecuaciones paramétricas

1. x=2,v=31-1

20 a=Jnv=3-1

3. x=t+1,y=12+3¢
4. x=r+3t,y=1+1
5. x=2cosl,y=2sen ()

6. x=cos0,y=3senl

7. x=2+secO,y=1+21gh
8. x= \/;, y= \/ﬁ

9. x=cos®0,y=sen’0

10. x=0-sen®,y=1-cos0

En los Ejercicios 11 y 12, encontrar una ecuacién de la recta
tangente en cada uno de los puntos indicados de la curva.

Punio 1. x=2ctg ¥ 12 x=2-3cosf
=3 y=2sen? 0 y=3+2sen0
t=1
r=-1 v y
= ; +3%

1=0 6 67 o (22

n
f== _2.3) 47

: e
0=0 j 2 ™(-1,3)

t et n } x !

s 4 2 2 4 1 Y

0= P 1123456
-2

r=2
0= z « En los Ejercicios 13-16, a) dibujar la curva definida por

4 las ecuaciones paramétricas con ayuda de una calculadora,
0==n b) utilizar la calculadora para hallar dx/dt, dy/dt y dy/dx en



Ejercicios de Ia Seccidn 9.3

el valor del pardmetro que se especifica, ¢) encontrar una
ecuacion de la recta tangente a la curva en el valor indicado
del pardmetro, y d) confirmar el resultado de c) representan-
do la recta tangente en la calculadora.

Ecuaciones paramétricas Pardmetro
13 x=2t,y=1"-1 t=2
1
14 x=r-1,y=—+1 =1
1
15, x=t*-t+2,y=£-3¢ t=-1
3
16. x=4cosf,y=3sent ():Zn

En los Ejercicios 17 y 18, hallar todos los puntos de tangen-
cia vertical u horizontal (si existe alguno) a la porcién de
curva mostrada.

17. Involuta de un circulo: 18. x =26
x=cos f + 0sen 0 y=2(1 - cos )

y=sen (- 0cos 0

F S S S S
2 4 6 8 1012

Mo En los Ejercicios 19-28, hallar todos los puntos de tangencia
vertical u horizontal (si existe alguno) a la curva. Represen-
tar la curva en una calculadora y verificar los resultados.

19. ,>(=l—t,y=t2

20, x=t+1,y=1%+3t

M. x=1-t,y=1 -3t

22, x=tz—t+2,y=t3—3t
23. x=3cosf,y=3senl

24, x=cos 0, y=2sen 20

25, x=4+2cos 0 26. x=4cos*(
y=-1+sen{ y=2sen(
27, x=sec B, y=tg0 28. x=cos? 0, y=cos

935

29. Para pensar Esbozar la grifica de una curva de ecua-
ciones paramétricas x = g(f) e y = f(¢) tales que dx/dt > 0
y dy/dt < () para todo nimero real .

30. Parapensar Esbozar la grafica de una curva de ecua-
ciones paramétricas x = g(f) e y =f(¢) tales que dw/dt <0
y dy/dt < 0 para todo nimero real ¢.

Longitud de arco  En los Ejercicios 31-36, calcular la lon-
gitud de arco de la curva dada en el intervalo indicado.

Ecuaciones paramétricas Intervalo
3. x=e 'cost,y=¢ 'sent Ostgg
3. x=ty=42-1 1 <<l
33 x=14y=2t 0<r<2
34, x=arcsent,y=In 1l -1 0<t<}
35 x=/t,y=3-1 0<r< |
36. X:t,y=£+—lv, 1 <r<2
S0 68

Longitud de arco  En los Ejercicios 37-40, calcular la lon-
gitud de arco de la curva en el intervalo |0, 2x].

37. Hipocicloide: x = a cos® 6, y = a sen’®

38. Circunferencia: x =a cos 0, y = a sen ()

39. Arco de cicloide: x = a(f — sen 0), y = a(l — cos 0)

40. Involuta de circunferencia: x = cos 0 + 0 sen 0,
y=sen 0 — 0 cos ()

41. Trayectoria de un proyectil Las siguientes ecuacio-
nes paramétricas proporcionan un modelo para la tra-
yectoria de un proyectil.

X =(90 cos 309 e y=(90sen 30°) — 161

donde x e y se miden en pies. Usando una calculadora,

efectuar lo siguiente.

a) Representar grificamente la trayectoria del pro-
yectil.

b) Estimar el alcance del proyectil.

¢) Con un programa de integracion, estimar la longi-
tud de arco de la trayectoria. Comparar el resulta-
do con el alcance del proyectil.

Perimetro de una elipse Utilizando un programa de
integracion, estimar el perimetro de la elipse dada por
las ecuaciones paramétricas x = 3 cos 0 e y = 4 sen 0.
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" 43, Redaccién

a) Con ayuda de una calculadora, representar grafi-
camente los siguientes conjuntos de ecuaciones
paramétricas

X=1t-sent x =2t - sen (2f)
y=1-cos (21)

0<r<nn

y=1-rcost
0<r<2n

by Comparar las dos gréficas del apartado a). Si la
curva representa el movimiento de una particula y
t el tiempo, ;qué se puede inferir acerca de la velo-
cidad media de la particula en las trayectorias re-
presentadas por los dos conjuntos de ecuaciones
paramétricas?

¢) Sindibujar la curva, determinar el tiempo requeri-
do por una particula para recorrer la misma trayec-
toria que en los apartados a) y b) si esta dltima estd
descrita por

x=%r-sen((n e y=1-cos (31

™~ 44. Folium de Descartes Dadas las ecuaciones paramé-

tricas

41 4¢%

X=—" vy
1+7 T+

usar una calculadora para llevar a cabo lo siguiente.

a) Dibujar la curva descrita por las ecuaciones para-
métricas.

b) Hallar los puntos de tangencia horizontal a la curva.

¢) Utilizando un programa de integracion, estimar la
longitud de arco del lazo cerrado. (Ayvuda: Usar la
simetria e integrar sobre el intervalo 0 < ¢ < 1)

Area de una superficie En los Ejercicios 45-50, calcular el
drea de la superficie generada por revolucion de la curva
alrededor del eje indicado.

45, x=6y=2t,0<1r<4, a) eex b) ejey

46, x=1y=4-2,0<t <2, a) ejex b) ejey
7
47. x=4cosl,y=4sen 0,0 <0 <—2—’ eje v

48. x=r,y=1+2,1<1<2, ejey
49. x=acos®0,yv=asen* 0,0 <0 < 7n, ejex
50. x=acosl,y=bsen0,0 <0 <2n, a) ejex
bh) ejey
51. Area de una superficie Se suprime una porcién de
una esfera de radio r cortando un cono circular con vér-

tice en el centro de la esfera. Hallar el drea sustraida de
la esfera si el dngulo del cono en el vértice es 20.

Cénicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

52. Utilizando integracién por sustitucién, demostrar que si y
es una funcién continua de x en el intervaloa < x < b,
donde x = f(#) e y = g(1), entonces

b 1y
f ydx = f g f(Hde

donde f(z,) = a, f(t,) =b y g y f' son ambas continuas
en [t,, 1,].

Centroide En los Ejercicios 53 y 54, determinar el centroi-
de de la region limitada por la grafica de las ecuaciones para-
métricas y los ejes de coordenadas. (Aplicar el resultado del
Ejercicio 52.)

53. x=y=4-1 54. x=Ja-t,y=
Volumen En los Ejercicios 55 y 56, hallar el volumen del
solido obtenido por revolucion de la region limitada por la
grafica de las ecuaciones en torno al eje x. (Aplicar el resul-
tado del ejercicio 52.)

55. x=3cos0,y=3senl 56. x=cos0,y=3sent

Area En los Ejercicios 57 y 58, hallar el drea de la region.
(Aplicar el resultado del Ejercicio 52.)

57. x=2sen’ 0 58. x=2ctg 0
y=2sen’ 0tg 0 y=2sen? 0
s
0<H<5 O<fO<m
¥ ¥y

2 - 12

e B B T S
¥
v

Areas de curvas cerradas simples  En los Ejercicios 59-64,
usar un programa de integracion simbdlica y el resultado del
Ejercicio 52, para asignar a cada curva cerrada su 4rea. (Es-
tos ejercicios se han adaptado del articulo «The Surveyor’s
Area Formula» de Bart Braden, publicado en College Ma-
thematics Journal, septiembre de 1986, con permiso del
autor.)

b) 3 ma? ¢) 2ma’?

e) 2nab ) 6na®

a) Sab

d) mnab



59. Elipse: (0 < ¢ < 2m)
x=bcost

y=asent

Ejercicios de la Seccion 9.3

60. Astroide: (0 <t < 2n)

X=(lCOS3I

y=asen’t

937

a) En el Ejercicio 67 de la Seccion 7.4, se demostréd
que la trayectoria del peso admite como modelo la
ecuacién rectangular

12 - /144 - 2
. y=—l2ln<-————\/j~——i>—</l44—x2

4 X
) donde 0 < x < 12. Usando una calculadora, repre-
‘h sentar graficamente la ecuacién rectangular.
b) Representar graficamente con una calculadora las

61, Cardioide: (0 < ¢ < 2m) 62. Delta: (0 <t < 2m)

x=2acost—-acos?2t

ecuaciones paramétricas
! t
x=12sh— e y=t-12th—
12 ’ 12

donde r = 0. ;Cémo estd relacionada esta grafica
con la del apartado a)? ;Qué grifica piensa que
representa mejor la trayectoria?
y=2asent-asen?2t ¢) Utilizar las ecuaciones paramétricas de la tractriz
para comprobar que la distancia de la y-intersec-
cién de la recta tangente al punto de tangencia es
independiente de la localizacién de dicho punto.

x=2acost+acos?2t

y=2asent-asen?2t

¥
4

1

Control del trdfico aéreo Un controlador detecta dos
aviones volando uno hacia el otro a la misma altitud (véase
figura). Sus trayectorias de vuelo son S 20° Oy S 45° E.
Uno de los aviones se encuentra a 150 millas del punto Py
lleva una velocidad de 375 millas por hora. El otro estd a
190 millas de P con una velocidad de 450 millas por hora.
a) Encontrar ecuaciones paramétricas de la trayecto-

ria de cada avién en las que ¢ sea el tiempo en

63. Lemniscata: (0 < 1 < 2m) 64, Ligima: (0 <t < 2n)

x=asen2t x=2acost—asen2t horas y 1 = 0 represente el instante en que el con-
y=bsent y=hsent trolador aéreo detecta los aviones.

b) Usar el resultado del apartado a) para expresar la

y y distancia entre los aviones en funcion de t.

5t i ¢) Dibujar la funcién del apartado 5) en una calculado-

b ra. ; Cudndo serd minima la distancia entre los avio-

nes? Si los aviones deben mantener una separacién

T M X X de al menos 3 millas, ;se cumple el requisito?
v

N 65, Utilizando una calculadora, dibujar la curva dada por 190 millas 150 millas

2
e -1t 2t Y .
68. Sean x = g(t) e y = f(r) las ecuaciones paramétricas de
una curva plana C. Interpretar el teorema del valor me-

dio generalizado en este caso.

> =20 <1 <20

s

y=—s
t+12 7 1+

a) Describir la grifica y confirmar analiticamente el
resultado.

b) Discutir la velocidad a la que se recorre la curva
cuando se incrementa ¢ de —20 a 20.

¢Verdadero o falso? En los Ejercicios 69 y 70, determinar
si el enunciado es correcto. Si no lo es, explicar por qué o dar
N un ejemplo que muestre su falsedad.

66. Tractriz Una persona camina desde el origen a lo lar- L _ 2 aa e
go del semieje y positivo arrastrando un peso sujeto al 69. Six=f®ey=g), entonces d°y/dx* = g"()/"(0)
extremo de una cuerda de 12 metros. Inicialmente, el

peso estd situado en el punto (12, 0).

70. Lacurvadada por x =3, y = ¢ tiene tangente horizontal
en el origen porque dy/dt =0ent=0.
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Coordenadas polares y gréficas en polares

Cambio de coordenadas =
Grficas en polares =
Pendiente y rectas tangentes =
Gréficas en polares especiales

6 = Angulo dirigido

Eje

polar

FIGURA 9.34
Coordenadas polares.

Coordenadas polares

Hasta ahora, hemos representado las graficas como colecciones de puntos (x, y)
en el sistema de coordenadas rectangulares. Las ecuaciones de estas gréficas se
han dado en forma rectangular o paramétrica. En esta seccidn, introduciremos un
sistema de coordenadas denominado sistema de coordenadas polares.

Para construir el sistema de coordenadas polares en el plano, fijamos un
punto O, llamado el polo (o el origen), y trazamos desde O un rayo inicial
llamado el eje polar (Figura 9.34). Entonces, se puede asignar a cada punto en el
plano unas coordenadas polares (r, §), como sigue.

r = distancia dirigida de O a P
0 = dngulo dirigido, en sentido antihorario, del eje polar al segmento OP

La Figura 9.35 muestra tres puntos en el sistema de coordenadas polares. Obser-
vemos que, en este sistema, es conveniente localizar los puntos respecto a un
reticulo de circunferencias concéntricas y rectas radiales que pasan por el polo.

by 5
VOGN
(B (S (S
a) b) )
FIGURA 9.35

En coordenadas rectangulares, cada punto (x, y) tiene una representacion
unica. Esto no ocurre en coordenadas polares. Por ejemplo, las coordenadas
(r, ) y (r, 2m + 0) representan un mismo punto [véase b) y c) en la Figura 9.35].
Asimismo, como r es una distancia dirigida, las coordenadas (r, 0) y (-r, 6 + 7)
representan un mismo punto. En general, el punto (r, 6) puede expresarse como

(r, ) = (r, 0 + 2nn)
0 como

(r,=(r,0+Q2n+ Hm)

siendo n un entero arbitrario. Ademds, el polo estd representado por (0, 6), donde
0 es cualquier dngulo.
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y (r, &)
(x, y)

Polo 6

X
Eje polar
(eje x)
FIGURA 9.36
Relacidn entre coordenadas polares y rectangulares.

(Origen) *
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Cambio de coordenadas

Para establecer la relacién entre las coordenadas polares y las rectangulares,
hagamos coincidir el eje polar con el semieje x positivo y el polo con el origen,
seguiin muestra la Figura 9.36. Puesto que (x, y) estd sobre una circunferencia de
radio r, se sigue que r* = x> + y*. Ademds, para r > 0, la definicién de las
funciones trigonométricas implica que

tgf):)—}’ cos =2 y sen 0 =2
x r ¥

El lector puede comprobar que si r < 0, se verifican las mismas relaciones.

¥
2
F 4
r,® :(\5, o
1 [ ]
6= =22
+ } t x
24 1 2
(5 )=(2,0)
1
72 wder
FIGURA 9.37

Para pasar de coordenadas polares a rectangulares,
hacemos x=rcos e y = rsen 0,

y
_[
2e 9= (2’ E)
1) =(0,2
(r,(?‘):(\/i?’%) (x5 »=(0,2)
. 1+
my=CL1
t i X
-2 -1 1 2
FIGURA 9.38

Para pasar de coordenadas rectangulares a polares
hacemos tg 0= yx yr=/xt + ¥,

EJEMPLO 1 Cambio de coordenadas polares a rectangulares

a) Para el punto (r, 0) = (2, n),
x=rcosfl=2cosn=-2 ¢ y=rsenf=2senn=0

Asf pues, las coordenadas rectangulares son (x, y) = (-2, 0).

b) Para el punto (r, 0) = (\/5, 7/6),
3 3
x:ﬁcos%:i e y= 3seng=%

(Véase Figura 9.37.)

Por tanto, las coordenadas rectangulares son (x, v) = (3/2, \/5/2). 4

EJEMPLO 2 Cambio de coordenadas rectangulares a polares

a) Para el punto del segundo cuadrante (x, y) = (-1, 1),

Y

3
tg===-1 =2F
X

4

Dado que 0 se ha escogido en el mismo cuadrante que (x, y), debemos tomar
un valor de r positivo.

= STy

= JEDP ()2
-2

Esto implica que un conjunto de coordenadas polares es (r, ) = (\/E, 3n/4).

b) Como el punto (x, y) = (0, 2) esta en el eje y positivo, elegimos 0 =72y r=2,
de modo que un conjunto de coordenadas polares es (r, 0) = (2, 7/2). [

0

(Véase Figura 9.38.)
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ng Representar a - mano
iy las gréficas de ecua-
ciones en polares complicadas
puede resultar tedioso. La tec-
nologfa, sin embargo, -alivia
esta tarea. Si“puede disponer
de un programa gréfico en
modo - polar, -intente utilizarlo
para representar las gréficas de
la colecci6n de gjercicios. Si su
calculadora no estd provista de
un modo polar; pero: si de un
modo paramétrico, puede di-
bujar la gréfica de r = £(0) ex-
presando la ecuacién como

x = {6 cos 0
=f(0) sen ; 

Por ejemplo,-la grifica de
r=4%0, que se muestra en la
Figura 9.40, se ‘obtuvo con
una calculadora-grifica en
modo paramétrico. Para re-
presentar- la -gréfica, infro-
dujimos las' ecuaciones pa-
ramétricas

X = —I—GCQSH
2

—iﬂsen()
Y=3

¢ hicimos variar § de -=4m a
4. Estacurva es de la forma
r = a#, y recibe el nombre de
espiral de Arquimedes.

FIGURA 940
Espiral de-Arquimedes:

Cénicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Gréficas en polares

Una forma de representar la grafica de una ecuacion en polares consiste en pasar a
coordenadas rectangulares y después dibujar la gréfica de la ecuacién rectangular.

EJEMPLO 3 Representacion grdfica de ecuaciones en polares

Describir la grafica de cada una de las siguientes ecuaciones en polares. Verifi-
car cada descripcién pasando a una ecuacién rectangular.

T
a r=2 b) ():; ¢) r=secf
Solucién:  (Véase Figura 9.39.)
7T T
ba z
.
y 3 \k Wi 72
Iy
3w 3 3
2 2 2
a) Circulo: #=2 b) Recta radial: 6 :”3— ¢) Recta vertical: r=sec 8
FIGURA 9.39

a) La gréfica de la ecuacion polar r= 2 estd formada por todos los puntos que
distan 2 unidades del polo. En otras palabras, la grifica es una circunferen-
cia de radio 2 centrada en el origen. Podemos confirmarlo usando la rela-
cién r? = x* + y? para obtener la ecuacién rectangular

x>+ y2 =22 Ecuacion rectangular

b) La gréfica de la ecuacién polar 0 = m/3 contiene todos los puntos de la
semirrecta radial que forma un dngulo de 7/3 con el semieje x positivo.
Podemos confirmarlo usando la relacién tg § = y/x para obtener la ecua-

cién rectangular

v

¢) La gréfica de la ecuacion polar r = sec { no es evidente por simple inspec-
cién, por lo que podemos comenzar por pasarla a forma rectangular usan-
do la relacién r cos 0 = x.

Ecuacién rectangular

r=sec 0 Ecuacién polar
rcos 0 =1
x=1 Ecuacién rectangular

A la vista de la ecuacion rectangular, deducimos que la gréfica es una
recta vertical. O
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EJEMPLO 4 Representacion de una grdfica en polares

| Nota.  Un método para represen-

tar a mano la gréfica de r =2 cos 36 Con ayuda de una calculadora, representar la grdfica de » = 2 cos 30.
consiste en confeccionar una tabla
de valores Solucion.  Comenzamos por escribir la ecuacién en forma paramétrica.

x=2cos30cosl) e y=2cos30senb

o))
Wi
o84
w

Tras algunos ensayos, encontramos que la curva completa, que se llama curva
rosa (o simplemente rosa), puede dibujarse haciendo variar 6 de 0 a 7, como
rl2] 021002 muestra la Figura 9.41. Si intenta reproducir esta grifica con una calculadora,
encontrard que, al hacer variar 0 de 0 a 27, lo que ocurre realmente es que la
curva se recorre dos veces.

Extendiendo la tabla y marcando
los puntos, obtendrd la curva del
Ejemplo 4.

T ()
3
2
z 2n 2z St S
25653 3505) 65()5:1
FIGURA 941 O

Si tiene acceso a algin programa gréfico, trate de usarlo para experimentar
con otras rosas (son de la forma r = a cos n0 o r = a sen nf). Por ejemplo, la
Figura 9.42 muestra las graficas de otras dos rosas.

o i

r= 0500826

0203 O,

FIGURA 9.42
Rosas.
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T
2
i Recta tangente
/\ &
0
FIGURA 943

Recta tangente a una curva en polares.

Cénicas, ecuaciones paramélricas y coordenadas polares

Pendiente y rectas tangentes
Para determinar la pendiente de una recta tangente a una grafica en polares,

consideremos una funcién derivable r = f(6). Para pasar a polares, utilizamos
las ecuaciones paramétricas

x=rcos B=f(@)cos e y=rsen8=f(0)senl
Usando la forma paramétrica de dy/dx dada en el Teorema 9.7, tenemos que

dy dy/dd  f(0) cos 0+ f'(6) sen 0

dx  dx/d0~ —f(6) sen 6 + f'(0) cos 0

lo que permite establecer el siguiente teorema.

A partir del Teorema 9.11, podemos hacer las siguientes observaciones.

. d . .
1. Las soluciones de d—z = 0 conducen a tangentes horizontales, siempre

& #0

ue — .
4 40

d
2. Las soluciones de d_; = 0 conducen a tangentes verticales, siempre

dy

ue — # 0.
4 40

Si dy/df y dx/df se anulan simultineamente, no se puede extraer ninguna
conclusién sobre las rectas tangentes.

EJEMPLO 5 Rectas tangentes horizontales o verticales

Hallar las tangentes horizontales y las verticales de r =sen 6, 0 < 6 < .
Solucién:  Primero escribimos la ecuacién en forma paramétrica.

x=rcosf=senfcos0 e y=rsenf=sen0senl=sen’0
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JL
2r
3

2.2 (27
i 00 . 0

w

3
FIGURA 9.44

Tangentes horizontales y verticales de = sen f.

T
2
3
7 t t 0
1%
3
2
FIGURA 945

Tangentes horizontales y verticales de r=2(1 - cos ).

Coordenadas polares y gréficas en polares 943

A continuacidn, derivamos x e y con respecto a 6 e igualamos a 0 cada derivada.

d.
O o cos? - sen® B =cos20=0 =D
do

%:286n00059=sen20=0 6:0,—27'E

Por tanto, la grafica posee tangentes verticales en (\/5/2, n/4)y (ﬁ/2, 3n/4),
y tangentes horizontales en (0, 0) y (1, 7/2), como vemos en la Figura 9.44. []

EJEMPLO 6  Rectas tangentes horizontales o verticales

Hallar Ias tangentes horizontales y las verticales a la grifica de = 2(1 - cos 0).
Solucion:  Derivamos y = r sen 8 e igualamos dy/d0 a 0:

y=rsen fl =2(1 - cos 0) sen

d
d_z =2[(1 - cos B)(cos 8) + sen H(sen 0)]
=-2Q2cos 0+ Dcos0~1)=0

Entonces, cos 6 = ~4 y cos 0 = 1, y podemos concluir que dy/df) = 0 en 0 = 27/3,
4n/3 y 0. Andlogamente, usando x = r cos 6, se tiene

x=rcos 0=2cos#-2cos?8

d
E)—é:—Zsen9+4cos()sen0=2sen0(2005()—1)=O

Asi pues, sen § =00 cos 0 = 4> luego dx/df =0en 0 =0, n, n/3 y Sn/3. De estos
resultados y de la Figura 9.45, concluimos que la gréfica tiene tangentes hori-
zontales en (3, 2n/3) y (3, 47/3), y tangentes verticales en (1, 7/3), (1, 57/3) y
(4, n). Esta gréfica recibe el nombre de cardioide. Observemos que las dos
derivadas (dy/d0 y dx/d6) se anulan en 6 = 0. A partir de esta Unica informa-
cién no podemos saber si la gréfica tiene tangente horizontal o vertical en el
polo. En la Figura 9.45, sin embargo, vemos que la gréfica tiene un punto
ctispide (o punto anguloso) en el polo. O

El Teorema 9.11 tiene una importante consecuencia. Supongamos que la
gréfica de r = f(0)) pasa por el polo cuando 6 = o y que f'() # 0. Entonces, la
férmula de dy/dx se simplifica como sigue:

ﬂ_f’(oc) sen o + f(o0) cos oc_f/(oc) sen o+ 0 sena
dx_f’(oz) cos o — f(a) sen oc_f’(oc) cosa—0 cosa

tg o

Por consiguiente, la recta § = « es tangente a la grafica en el polo (0, «).
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’1
fiB)=2cos38 2
/ /
T 0
A 2
7
/’/
3
2

FIGURA 9.46

Esta rosa tiene tres rectas tangentes (0 = /6, 0 = /2
y 0 = Sn/6) en el polo.

Caracoles

r=azxbcosb
r=azxbsen0

(a>0,b>0)

Rosas

n pétalos si n es impar
2n pétalos si n es par

n=2)

Circulos y lemniscatas

Cénicas, ecuaciones paramélricas y coordenadas polares

El Teorema 9.12 es dtil porque establece que se pueden usar los ceros de
r = f(0) para hallar las rectas tangentes en el polo. Observemos que, debido a
que una curva puede pasar por el polo més de una vez, puede tener mds de una
recta tangente en el polo. Por ejemplo, la rosa

f(0) =2 cos 30

posee tres rectas tangentes en el polo (Figura 9.46). En esta curva, f(8) =2 cos 30

se anula cuando 0 es /6, 7/2 y 57/6. Ademds, la derivada f'(6) = =6 sen 30 no
es 0 para estos valores de 6.

Gréficas en polares especiales

Varios tipos importantes de gréficas tienen ecuaciones que son mds sencillas
en forma polar que en forma rectangular. Por ejemplo, la ecuacién de una
circunferencia de radio a centrada en el origen es simplemente r = a. Més
adelante llegaremos a apreciar esta ventaja. Por ahora, resumiremos otros tipos
de graficas cuyas ecuaciones son mds sencillas en forma polar. (Las conicas se
considerardn en la Seccién 9.6.)

T ™ T 7
2 2 2 2
S
' |
i
| | i )
3 3m 3n 3
2 2 2 2
s 4. @ a
< = i >
b 1 b | | b 2 b 22
Caracol con bucle interior ~ Cardioide (forma de corazon) ~ Caracol con hoyuelo Caracol convexo

z
2

z
2
|

Y S ]
I n=2
3
2
r=acosnf r=asennf r=asennf
Rosa Rosa Rosa
z T g z
2 2 2
| Ol |
h a
F:5 T - 7 F:4 X
= I, -0
. ‘ | ; —
[ a i ;4
3n 3 3z 3
2 2 2 2
r=acosf r=asen r=d"sen20 rt=d’cos 20

Circulo Circulo Lemniscata Lemniscata
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Las rosas descritas anteriormente son dk,f;yla forma r = a cos nf),
o r=a sen nf, donde n es un entero mayor o igual que 2. Intente

representar con una calculadora la'gréﬁca de r=acosnf oder=asennd
para algunos valores no enteros de n. ;Son también rosas estas graficas? Por
ejemplo, trate de representar la grifica de r=cos 36,0 < 6 < 67.

PARA MAS INFORMACION Sobre las tosas y otras curvas relacionadas véase el
articulo «A Rose is a Rose...» de Peter M. Maurer, publicado en The American
Mathematical Monthly, agosto-septiembre de 1987. (La grifica adjunta, generada
por ordenador, es el resultado de un algoritmo que Maurer llama «La Rosa».)

Ejercicios de la Seccién 9.4

En los Ejercicios 1-6, representar el punto dado en coordena- Razonamiento grdfico

das polares y hallar las coordenadas cartesianas correspon- a) Usando coordenadas cartesianas en la pantalla de
dientes. una calculadora, situar el cursor en cualquier pun-
to fuera de los ejes. Desplazarlo horizontalmente y
1. (4, 3n/6) 2. (-1, 5n/4) describir los cambios que experimentan las coor-
denadas mostradas de los puntos. Repetir el proce-

3. (=4 -n/3) 4. (0, -7n/6) so desplazando el cursor verticalmente.

b) Repetir el apartado a), usando coordenadas pola-
res en la pantalla de la calculadora.
¢) (Por qué son diferentes los resultados de a) y b)?

5. (J2,2,36) 6. (=3,-1,57)

o En los Ejercicios 7-10, utilizar una calculadora para encon-

trar las coordenadas cartesianas del punto dado en coordena- En los Ejercicios 21-28, pasar la ecuacion rectangular a for-
das polares. Representar el punto. ma polar y esbozar su grafica.
2 2_ 2 2 2 -
7. (5, 3n/4) 8. (=2, 1171/6) 2. F+yi=a 22 4y’ -2ax=0
23, y=4 24. x=10
9. (-35,2)5) 10. (8,25, 1,3)
25. 3x-y+2=0 26. xy=4
En los Ejercicios 11-14 se dan las coordenadas cartesianas 27. y*=9x 28. (2 +yH2-9(x?-yH)=0

de un punto. Representar el punto y determinar dos pares de

coordenadas polares del mismo con 0 < 0 < 27. En los Ejercicios 29-36, pasar la ecuacién polar a forma rec-

tangular y esbozar su grifica.

. (L, H 12. (0, -5) 29. r=3 30. r=-2
13. (-3, 4) 14. 3, -1 31. r=senl 32. r=3cos ¥
5
f En los Ejercicios 15-18, usar una calculadora para hallar 33. r=20 4. 0=20
unas coordenadas polares del punto dado en coordenadas 6
cartesianas. 35. r=3sect 36. r=2cosec ()
37. Pasar la ecuacién
15 (3,-2) 16. (3./2,32)

r=2(hcos 0+ k sen 0)
17. 3% 18. (0, -5)
a forma rectangular y comprobar que corresponde a
19. Representar el punto (4, 3,5) si estd dado en coordena- una circunferencia. Hallar el radio y las coordenadas

das a) cartesianas y b) polares. cartesianas del centro.
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38. Formula de la distancia
a) Verificar que la férmula de la distancia entre
los dos puntos en coordenadas polares (r,, 0,) y
(ry, 0,) es

d=Jri+r3=2rr,cos (0, =0,

by Describir la posicion relativa de los puntos si
), =0,. Simplificar la férmula de la distancia
para este caso. (Es la simplificaciéon esperada?
Explicar la respuesta.

¢) Simplificar la férmula de la distancia para
0, — 0, =90". (Es la simplificacién esperada?
Explicar la respuesta.

d) Seleccionar dos puntos del sistema de coordena-
das polares y hallar la distancia entre ellos. Des-
pués, escoger representaciones polares distintas
de los mismos puntos y aplicar de nuevo la fér-
mula de la distancia. Discutir el resultado.

En los Ejercicios 39-42, usar el resultado del Ejercicio 38
para estimar la distancia entre los dos puntos dados en coor-

denadas polares.
T
40. 10, o) 3. m

39. (4 — )12 -
3 6
(4.2.5), (12, D

41. (2.05), (7. 1.2) 42.
En los Ejercicios 43 y 44, hallar dy/dx y las pendientes de
las rectas tangentes mostradas en la grifica de la ecuacion

cn polares.

43, r=2+3senl 44.

r=2(1 -sen0)

L
2

e

En los Ejercicios 45-48, usar una calculadora para a) represen-
tar graficamente la ecuacion, b) trazar la recta tangente en el
valor de () dado, y ¢) hallar dy/dx en cse valor de (. (Ayuda:
Tomar ¢l incremento de los valores de () igual a 7/24.)

45. 1'_3(l—cos()).():72£ 46. r=3-2cos0,0=0

b b
47. r=3senl), 0= 48. r=4,0=—
3 4

Cénicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

En los Ejercicios 49 y 50, hallar los puntos de tangencia hori-
zontal y vertical (si existen) de la curva en polares.

49, r=1+sent 50. r=asen(

En los Ejercicios 51 y 52, hallar los puntos de tangencia hori-
zontal (si existen) de la curva en polares.

51. r=2cosec 0+ 3 52. r=asenfcos? @

¢ En los Ejercicios 53-56, usar una calculadora para represen-

tar graficamente la ecuacién y hallar todos los puntos de tan-
gencia horizontal.

53. r=4sen 0 cos® 0 54.
55. r=2cosec 0+ 5 56.

r =3 cos 20 sec

r=2cos (30 -2)

En los Ejercicios 57-62 esbozar la grafica de la ecuacién y
determinar las tangentes en el polo.

57. r=3senf 58. r=3(-cos )
59. r=2cos 36 60. r=-sen 50
61. r=3sen20 62. r=3cos 20

En los Ejercicios 63-70, esbozar la grafica de la ecuacion.

63. r=3-2cos? 64. r=5-4senl
6

65. r=3cosec 66. r=———
2 sen 6 — 3 cos 0
1

67. r=20 68. r=-
0

69. r?=4cos 20 70. r*=4sen

* En los Bjercicios 71-80, representar en una calculadora la

grifica de la ecuacién. Hallar un intervalo de valores de 0
sobre el cual la grafica se recorra solo una vez.

71. r=3-4cosl 72. r=2(1 -2sen ()
73. r=2+senf( 74, r=4+3cosl
2 2
75, r= 76. r=-—
I +cos 0 4 -3 sen(
30 50
77. r=2cos|— 78. r=3sen{—
2 2
I

79. r*=4sen?20 80. rP=-
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A En los Ejercicios 81-84, representar en una calculadora la
grifica de la ecuacion y probar que la recta indicada es una
asintota de la gréfica.

| 81.
82.
83.
84.
85.

87.

88.

Nombre de la grdfica  Ecuacién polar Asintota
Concoide r=2-secf x=-1
Concoide r=2+cosecf y=1
Espiral hiperbélica r=2/0 y=2
Estrofoide r=2cos20sech x=-2

Esbozar la grifica de r = 4 sen § en cada intervalo.

i 4 n T
@) 0<0<- b -<b<n o --<0<-

2 2 2 2
Para pensar Utilizando una calculadora, representar
graficamente la ecuacién r = 6[1 + cos (€ — ¢)] para
a)$=0,b) p=n/4y c) ¢p=mn/2. Usar las gréficas para
describir el efecto del dngulo ¢. Escribir la ecuacién en
funcién de sen € en el apartado ¢).

Comprobar que si se gira la curva de ecuacién r = f ()
un 4ngulo ¢ alrededor del polo, la curva resultante ad-
mite la ecuacién r = f(0 - ¢).

Si la ecuacién en polares de una curva es de la forma
r=f(sen (), demostrar que la ecuacion pasa a ser de la
forma:

a) r=f(-cos 0) si se efectda sobre la curva una rota-
cién alrededor del polo de 7/2 radianes en sentido
antihorario.

b) r=f(-sen 0) si se efectda sobre la curva una rota-
cién alrededor del polo de n radianes en sentido
antihorario.

¢) r=f(cos 0) si se efectia sobre la curva una rota-
cién alrededor del polo de 37/2 radianes en sentido
antihorario.

En los Ejercicios 89-92, aplicar los resultados de los Ejerci-
cios 87 y 88.

A g9,

v 90,

91.

Escribir una ecuacién para el caracol r =2 — sen  una

vez ha girado el dngulo indicado. Verificar los resulta-

dos representando en una calculadora el caracol girado.
) T b) 4 ) 4 3n

a) - = c) = —

4 2 2
Escribir una ecuacién para la rosa r = 2 sen 20 una vez
ha girado el angulo indicado. Verificar los resultados
representando en una calculadora la rosa girada.

N
ay - = ) — s
6 2 3

Esbozar la gréfica de cada ecuacién

b) r=1-—sen<9—z>
4

a) r=1-send

92.
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Demostrar que la tangente del dangulo ¥(0 < ¢ < 7/2)
entre la recta radial y la recta tangente en el punto (r, (/)
de la grifica de r = f(6) (véase figura) viene dada por
g ¥ = |r/(dr/d)|.

Curva polar

r=116)

Recta tangente

>’/Recta radial
o P= )

0
Eje polar

\
AY
S

En los Ejercicios 93-98, usar el resultado del Ejercicio 92
para hallar el dngulo ¥ entre las rectas radial y tangente a la
gréfica para el valor de 6 indicado. Usando una calculadora,
representar graficamente la ecuacion en polares, la recta ra-
dial y la recta tangente para el valor de ¢ indicado. Identifi-
car el dngulo .

93.
9.
95.
96.

97.

Ecuacidn polar Valor de 0
r=2(1 - cos ) O0=mn
r=3(1 - cos 6) 0 =3n/4
r=2cos 30 0 =mn/6
r=4sen 20 0 =mn/6
r= 1—:%—‘050 0=2n/3
r=5 0 =n/6

La curva mariposa Con ayuda de una calculadora,
obtener la curva mostrada abajo, de ecuacién

cos

0
r=e>%-2cos 40 + sen® —
12

(En qué intervalo debe variar 6 para producir la curva?

Z

2
AN, N\
L \\5\\\\\\)%

PARA MAS INFORMACION Sobre esta curva, puede
consultarse el articulo «A Study in Step Size», de Temple
H. Fay, en Mathematics Magazine, abril de 1997.
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¢Verdadero o falso?

Capitulo 9

En los Ejercicios 100-103, determi-

nar si la afirmacion es correcta. Si es falsa, explicar por qué o
dar un ejemplo que demuestre su falsedad.

100.

101.

102.

Puntos de interseccion de grificas en polares

Si (r;, 6,) y (r5, 0,) son coordenadas polares de un
mismo punto, entonces |r,| = {r;|.

Si(r, 8,)y (r, 8,) son coordenadas polares de un mis-
mo punto, entonces 8, = 0, + 27n para algun entero 7.

Si x > 0 entonces el punto de coordenadas cartesia-
nas (x, y) puede representarse por las coordenadas po-

lares (r, 0), siendo r = /x? + y? y 0 = arctg (¥/x).

9.5

103.

104.

Cénicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Las ecuaciones en polares r = sen 20 y r = —sen 26
tienen la misma grafica.

De corazén a campana Usando una calculadora, re-
presentar la ecuacion

r=cos 50 + ncos

para 0 < 0 <7y losenteros n==5an=>5. ;Qué
valores de n producen el «corazén» de la curva? ;Qué
valores de n producen la «campana»? Esta curva,
creada por Michael W. Chamberlin, aparecid en el
nimero de enero de 1994 de The College Mathema-
tics Journal.

CONTENIDO
Area de una region en polares =

Longitud de arco en polares =
Area de una superficie de revolucién =

Area y longitud de arco en coordenadas polares

Area de una regién en polares

El proceso que culmina en una férmula para el drea de una region polar es

paralelo al del drea en coordenadas cartesianas, pero utiliza sectores circulares
en lugar de rectdngulos como elementos bdsicos. Observemos, en la Figu-
ra 9.47, que el drea de un sector circular de radio r viene dada por 1 0r? enel
supuesto de que 6 se mida en radianes.

Consideremos la ecuacién r = f(0), con f continua y no negativa en el

FIGURA 9.47
Fl frea de un sector circular es A = § r%

Angulo central del i-ésimo sector =

intervalo & < 0 < . La Figura 9.48 muestra la regi6n acotada por la grafica y
por las rectas radiales 0 = « y 0 = f5. Para hallar el drea de esta region, dividimos
el intervalo [«, 8] en n subintervalos iguales.

u=0,<0,<0,<--<0,_1<0,=8
Aproximamos el drea de la region por la suma de las dreas de los n sectores.

Radio del i-ésimo sector = f(0;)

B2 _ ag

1
Ax Y <5> AOLF(0)1?

i=1

FIGURA 948
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Tomando el limite cuando n — <0 se obtiene

2. [F0)1°A0
i=1

o] =

A = lim
n— o

—

#
I 2
—2L Lf(D]° db

lo que lleva a enunciar el siguiente teorema.

| Not. La misma f6érmula sirve para calcular el drea de la region acotada por la grafica
de una funcién continua no positiva. Sin embargo, la férmula no es necesariamente
vélida si f toma valores tanto positivos como negativos en el intervalo [, f3].

EJEMPLO 1 Area de una regidn en polares

Hallar el drea de un pétalo de la rosa de ecuacién r = 3 cos 30.

Solucion:  En la Figura 9.49 vemos que el pétalo de la derecha se recorre cuando
0 crece de —/6 a m/6. Asi pues, el drea es

(" I
A=§f r2d()=—J (3 cos 36)% db

N

FIGURA 9.49 /e
El drea del pétalo de la rosa situado entre las rectas 9 ™% 1 + cos 60 40
radiales 0 = -n/6 y 8 = /6 es In/. T2 | 2l 2
9 sen 607 9 /n n\ 3=
=—|0+ = |—+—]=— N
4 6 | .6 4\6 6) 4

Para hallar el drea de la regién interior a los tres pétalos de la rosa del
Ejemplo 1, no es correcto integrar entre 0 y 2. Haciéndolo, se obtendria 97/2,
que es el doble del drea buscada. Esta duplicacién se produce porque la rosa se
recorre dos veces cuando 6 crece de 0 a 27
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(ST

FIGURA 9.50
El drea comprendida entre los lazos interior y exterior
es aproximadamente 8,34,

[SIE

Caracol: 7=1 =2 cos 8

Cireulo:
=T

FIGURA 9.51
Tres puntos de interseccion: (1, 2/2),
(-1, 00, (1, 3n/2).

Cdnicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares

EJEMPLO 2 Calculo del drea limitada por una curva

Hallar el drea de la regién comprendida entre los lazos interior y exterior del
caracol r =1 - 2 sen 6.

Solucion:  En la Figura 9.50 observamos que el lazo interior se recorre cuando 0
crece de 7/6 a 57/6. Por tanto, el drea limitada por el lazo interior es

1 f5n/6
A1=§ (1 - 2 sen 0)*d0
J1/6
1 *57n/6
=3 (1 - 4 sen 0 + 4 sen” 6)do
J /6
f5n/6
L [1 _4senf+ 4<‘——1 cos 26)}10
2 J/6 2
1 f5r/6
=5 (3 - 4 sen 8 — 2 cos 20) d6
J /6

Sn/6

1

3 [30+ 4 cos 6 — sen 20]

n/6

=1 (271—3\/5):7:—#

o

De forma similar, integrando de 57/6 a 137/6 obtenemos que el drea limitada

por el lazo exterior es A, = 21 + (3\/3/2). El 4rea de la regién comprendida
entre ambos lazos es la diferencia entre A, y A,.

A=A2-A1=<2n+§—2\@>-<n-¥>=n+3ﬁz8,34 O

Puntos de interseccion de gréficas en polares

Dado que cada punto admite diversas representaciones en coordenadas polares,

hay que tener cuidado al determinar los puntos de interseccion de dos graficas en

polares. Por ejemplo, consideremos los puntos de interseccién de las graficas de
r=1-2cosf y r=1

(Figura 9.51). Si intentdramos, como hacemos con las ecuaciones rectangula-

res, hallar los puntos de interseccién resolviendo las dos ecuaciones simulta-
neamente, obtendriamos

r=1-2cos 0 Primera ecuacion
I=1-2cos0 Sustituir 7 = 1 de la segunda ecuacion en la primera
cos =0 Simplificar
n 3n
0=-—> Despejar 0
2 2
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PARA MAS INFORMACION
Sobre el uso de calculadoras en la
bisqueda de puntos de interseccion
puede verse en el articulo «Finding
Points of Intersection of Polar-
Coordinate Graphs», de Warren
W. Esty, en Mathematics Teacher,
septiembre de 1991.

FIGURA 9.52
Las trayectorias de los satélites pueden cortarse
sin que se produzcan colisiones.

Cireulo: Cardioide:
7 =605 rE2 20086
FIGURA 9.53

; Nota.  Con el fin de comprobar el
resultado obtenido en el Ejemplo 3,
observemos que el drea de la regién
circular es nr? = 9. Parece, pues,
razonable que el drea de la regién
situada dentro de la circunferencia
y de la cardioide sea 5n.

Area y longitud de arco en coordenadas polares 951

Los correspondientes puntos de interseccién son (1, n/2) y (1, 37/2). Sin em-
bargo, en la Figura 9.51, puede verse que existe un tercer punto de interseccion
que no aparecia al resolver las ecuaciones simultineamente. (Esta es una de las
razones por las que insistimos en que se esboce una gréfica cuando se trate de
hallar el drea de una regién en polares). El motivo por el que no se encontrd el
tercer punto es que no aparece con las mismas coordenadas en ambas grificas.
En la grifica de r = 1, corresponde a las coordenadas (1, 7r), mientras que en la
de r =1 — 2 cos 6, sus coordenadas son (-1, 0).

El problema de determinar los puntos de interseccién de dos gréficas en
polares puede compararse con el de hallar los puntos de colision de dos satéli-
tes terrestres cuyas orbitas se cortan entre si, como ilustra la Figura 9.52. Los
satélites no chocardn si alcanzan los puntos de interseccion en instantes (valo-
res de 0) diferentes. Solamente se produciran colisiones en los puntos de inter-
seccion que son «puntos simultdneos» —aquellos que se alcanzan en un mismo
instante (valor de 0).
| Nota. Como el polo puede representarse por (0, 0), siendo 6 cualquier dngulo, debe
analizarse por separado cuando se buscan puntos de interseccién.

EJEMPLO 3 Area de la region comprendida entre dos curvas
Hallar el drea de la regién comun a las dos regiones limitadas por las siguientes
curvas:

r=-6cos Circulo

r=2-2cos @ Cardioide
Solucien:  Dado que ambas curvas son simétricas respecto al eje x, podemos
trabajar en el semiplano superior, como muestra la Figura 9.53. La zona som-
breada mds oscura esta limitada por la circunferencia y la recta radial 0 = 27/3.
Como Ia circunferencia tiene coordenadas (0, 7/2) en el polo, integramos entre
n/2'y 21/3 para obtener el drea de esta region. La zona mds oscura est4 acotada
por las rectas radiales 0 = 2n/3 y 0 = 7 y por la cardioide. Por tanto, podemos
calcular su drea integrando entre 27/3 y n. La suma de las dos integrales nos da
el drea de la region comun situada por encima de la recta radial f/ = 1

Region entre el circulo
y la recta radial ¢ = 27/3

Region entre la cardioide y las
reclas radiales 0 =2n/3y ==

A1 [ I \
§=4J (=6 cos ())2d()+J (2 = 2 cos 0)*d0

nj2 2n/3

2n/3 1 T
18J cosz()d()+j
72 2 o

27/3 n
9J (1 + cos 20)(1()+J

n/2 2n/3

sen 20 >3 20 |7
+ senz } + [36) —4sen 0+ sen2 :|

/2 2n/3

2 3 /3
=9<~n—\f—§>+<3n—2n+2 3+—VZ~>

(4 - 8cos 0+ 4 cos® 0)do

It

(3 — 4 cos 0+ cos 20)db

1l

Finalmente, multiplicando por 2, concluimos que el 4rea total es 57. U
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| Nota Al aplicar la férmula de la
longitud de arco a una curva en po-
lares, uno debe asegurarse de que la
curva se recorre solo una vez en
el intervalo de integracién. Por
ejemplo, la rosa dada por r = cos 30
sc recorre una vez en el intervalo
0 < 0 < . pero dos veces en el

Cénicas, ecuaciones paramétticas y coordenadas polares

Para poder apreciar la ventaja del uso de coordenadas polares en el Ejem-
plo 3, consideremos la integral que da el drea en coordenadas cartesianas:

=j3/zﬁ./l—2x—x2—2x+2dx+J
—a

Con ayuda de un programa de integracion, puede probarse que se obtiene el
mismo resultado que en el Ejemplo 3.

—x? - 6xdx

-3/2

Longitud de arco en polares

Es posible obtener la f6rmula para la longitud de arco en polares a partir de la
férmula de la longitud de arco de una curva descrita mediante ecuaciones para-

intervalo 0 < 0 < 2m. métricas (véase Ejercicio 58).
. TEOREMAYM ;LGNGHUD DE ARCO EN POLARES .
e ~ Seafuna funcuin cuya derlvada es contmua en un ir La
:de la gréfica de P f (0) desde 6 ak asta 9[ '
j /[f(G)]"‘ + Ef (6)] = f
W u
EJEMPLO 4 Cdleulo de la longitud de una curva en polares
T
r=2l2e0s0 2 Hallar la longitud del arco desde 6 = 0 hasta 0 = 2n de la cardioide

()

FIGURA 9.54
La longitud de arco de esta cardioide es 16.

r=f((h=2-2cos
que se muestra en la Figura 9.54.

Solucion:  Como f(6) = 2 sen (), podemos calcular la longitud de arco como sigue.

i
s = j VIO + [ f(D]* db

2n
= j (2 - 2 cos )% + (2 sen 0)>df
0

2n
=2ﬁj 1 - cos 0df
0

= [
= 2\/5 J 2 sen? 3 do
0

Férmuta de la longitud de arco

2n 0 0
=4 sen — d0 sen— = Opara 0 < 0 < 2
0 2 2
0 2n
= 8[—005 4]
21
=81+ 1)

=16
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En el quinto paso de la resolucion, es legitimo escribir
\/E?en2 (0/2) = \/5 sen (6/2)

en lugar de /2 sen” (0/2) = \/5 [sen (0/2)] ya que sen (0/2) = 0 para
0 <6 <2 O

| Nota. A lavistade la Figura 9.54, parece que la respuesta es razonable, por compa-
racion con la longitud de una circunferencia. Por ejemplo, una circunferencia de radio
5/2 tiene una longitud de 57 ~ 15,7.

Area de una superficie de revolucion

La versién en coordenadas polares de las férmulas para el drea de una su-
perficie de revolucién pueden obtenerse a partir de las correspondientes
versiones paramétricas dadas en el Teorema 9.9, empleando las ecuaciones
x=rcosfey=rsen.

‘mm, i

En torno 4 'la recta 8=

Nota. Al aplicar el Teorema 9.15,
es necesario comprobar que la grafi-
cade r=£(0) se recorre s6lo una vez
en el intervalo o < 6 < f. Por
ejemplo, la circunferencia de ecua-
cién r = cos 0 se recorre una vez en
el intervalo 0 < 0 < =,

EJEMPLO 5 Area de una superficie de revolucion

Hallar el 4rea de la superficie generada por la circunferencia r = f()) = cos 6 al
girar en torno a la recta 0 = n/2 (Figura 9.55).

NI
[

pigos B

)
‘ h FIGURA 955

El drea de este toro es 7.
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Solucion: Podemos aplicar la segunda férmula del Teorema 9.15 con =
= —sen 8. Puesto que la circunferencia se recorre una vez cuando 0 crece de 0
a 7, tenemos

r8
S=2n | f(8) cos O./[f( ) + [f(0)]*dO
Ja
=21 | cos O(cos 6)./cos? O + sen* 04
JO
=2x | cos?20do
Jo

=7rj (1 + cos 26)d0

0
sen 20 |"
=n| 0+ = n? O
2 do
Ejercicios de la Seccién 9.5
En los Ejercicios 1y 2, hallar el drea de la region limitada En los Ejercicios 13-22, encontrar los puntos de interseccion
por la grafica de la ecuacién en polares a) mediante una for- de las graficas de las ecuaciones.
mula geométrica y b) por integracion.
1 . = 6 1 . =
1. r=8sen 0 2 r=3cos 3. r=1+cos 4. r=3(1+send)
r=1-cosf r=3(1 - sen 6)
En los Ejercicios 3-8, calcular el drea de la region.
F:4 4
3. Un pétalo de r =2 cos 30 2 2
4, Un pétalo de r =4 sen 20
5. Un pétalo de r = cos 20 0 5 0
6. Un pétalo de r = cos 50
7. Interiorde r=1-sen ¢
8. Interior de r = 1 — sen 0 (por encima del eje polar) 15. r=1+cosf 16. r=2-3cos 0
r=1-senf r=cos 0
% En los Ejercicios 9-12, representar la grafica con ayuda de
una calculadora y hallar el drea de la regi6n indicada. p i
Z .4
9. Bucle interior de r =1 + 2 cos 0 -
10. Bucle interior de r =3 + 4 sen 0 0 0

11. Entre los bucles de r = 1 + 2 cos 0

12. Entre los bucles de r = 2(1 + 2 sen 0)



17.

19.

21.

Ejercicios de Ia Seccicn 9.5

r=4-5sen( 18. r=1+cos @
r=3send r=3cosl
4
r=- 2. ="
2 4
r=2 r=2
r=4 sen 20 22, r=3+sen(
r=2 r=2 cosec 0

A En los Ejercicios 23 y 24, utilizar una calculadora para esti-
mar los puntos de interseccién de las graficas de las ecuacio-
nes en polares. Confirmar los resultados analiticamente.

23.

r=2+3cosf 24. r=3(1-cos )
sec 0 6
r= V= —————
2 1 -cos @

M Redaccién En los Ejercicios 25 y 26, determinar el punto
de interseccion de las grificas de las ecuaciones en polares
con ayuda de una calculadora. Explique por qué el polo no es
un punto de interseccién obtenido por la solucién de las
ecuaciones en forma simultdnea.

25,

r=cos fl 26.
r=2-3senf

r=4senf
r=2(1 +sen )

Ao Enlos Ejercicios 27-32, representar graficamente en una cal-
culadora la ecuacién en polares y hallar el drea de la regién

indicada.

27. Interior cominde r=4sen 20y r =2

28. Interior comin de r = 3(1 + sen 8) y » = 3(1 ~ sen 6)
29. Interior cominde r=3~2senf8yr=-3+2sen
30. Interior cominde r=3~2senfyr=3-2cos 0
31. Interior cominde r=4senfyr=2

32. Dentrode r =3 sen 0y fuera de r =2 — sen 6.

En los Ejercicios 33-36, hallar el drea de la regién.

3.
4.
35.

Dentro de r = a(l + cos 6) y fuera de r = a cos 0
Dentro de r = 2a cos 6 y fuerade r = a

Interior comiinde r =a(l + cos ) y r=a sen 0

36.

38.

39.

40.

955
Region limitada por las graficas de

ab

r=——y
asen § + b cos 0

T
0=0y 0="
Y UE5

Radiacion de una antena La radiacién de una ante-
na transmisora no es uniforme en todas las direccio-
nes. La intensidad de una antena concreta admite el
modelo

r=acos? 0

a) Pasar la ecuacién a forma rectangular.

b) Representar en una calculadora la grifica del mo-
deloparaa=4ya=6.

¢) Hallar el drea de la region geogrifica comprendida
entre las dos curvas del apartado b).

Area El drea que queda dentro de una o més de las
circunferencias entrelazadas

r=2acos 0, r=2asenf y r=a

se divide en siete regiones. Hallar el 4rea de cada re-
gion.

Conjetura Hallar el drea de la regién acotada por
r=a cos(nf) para n = 1, 2, 3, .... Usar los resultados

para formular una conjetura acerca de dicho drea sin es
pary si n es impar.

Area Esbozar la estrofoide

r=sec 0 -2cos 0, -E<9<E
2 2

Pasar esta ecuacién a coordenadas cartesianas. Calcu-
lar el 4rea limitada por el lazo.

En los Ejercicios 41-44, determinar la longitud de la gréfica
sobre el intervalo indicado.

41.

42.

43.
44.

Ecuacién polar Intervalo
r=a 0<0<2n
r=2acos —ESO\E
2 2
r=1+sen0 0<0<2x
r=5(1 +cos ) 0<0<2n
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™\ En los Ejercicios 45-50, usar una calculadora para represen-

tar graficamente la ecuacion en polares sobre el intervalo
indicado. Mediante un programa de integracién, estimar la
longitud de la grifica con una precision de dos decimales.

Ecuacion polar Intervalo

5. r=20 0<0<”
2
i

46. r=sec () 0<0< 3

1
47. 1‘:6 n<0<2n
48. r=¢" 0<0<m

49. r=sen (3 cos () 0

N
N
]

50. r=2sen (2cos )

[l
N
N
=

En los Ejercicios 51-54, hallar el drea de la superficie gene-
rada por revolucién de la curva alrededor de la recta dada.

Ecuacion polar  Intervalo Eje de revolucion

n .

51. r=2cos 0<0< 5 Eje polar
7 i

52. r=acosl 0<i<=- 0=
2 2

53, r=e 0<0<t 0==
2 2

54. r=a(l +cos®) 0<8@<n Ejepolar

En los Ejercicios 55 y 56, utilizar un programa de integra-
¢i6n para estimar con dos cifras decimales exactas el drea de
la superficie generada por revolucion de la curva alrededor
del eje polar.

Ecuacion polar Intervalo
55. r=4cos 20 o
0<0<—
4
56. r=10 00

57. Area de un toro Hallar el drea del toro generado
por la circunferencia r = a al girar en torno de la recta
r=bsec 0, donde 0 < a <b. [Ayuda: Obtener la integral
que proporciona el drea de la superficie generada por
revolucién de la grafica de r = (0) alrededor de la recta
r=bsec 0.]

Cnicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

58. Aplicando la férmula de 1a longitud de arco de una cur-
va en forma paramétrica, obtener la férmula de la lon-
gitud de arco de una curva en polares.

8 59. Area aproximada Consideremos la circunferencia de

ecuacion r = 8 cos 0.

a) Hallar el drea del circulo correspondiente.

b) Completar la tabla dando el area A del sector cir-
cular entre () = 0 y cada valor de ¢/ de la tabla.

¢) Utilizar la tabla del apartado b) para estimar los
valores de @ para los cuales el sector circular re-
presenta §- 3 y 3 del drea total del cfrculo.

d) Con ayuda de una calculadora, estimar, con una
precisién de dos cifras decimales, los dngulos 0
para los cuales el sector circular representa }- 3 y 3
del area total del circulo.

¢) ;Dependen los resultados del apartado d) del ra-
dio del circulo? Explicar la respuesta.

;Verdadero o falso? En los Ejercicios 60-63, averiguar si
el enunciado es correcto. Si no lo es, explicar por qué o dar
un ejemplo que demuestre su falsedad.

60. El drea de la region limitada por la circunferencia
r = sen 6 viene dada por la integral definida

l 2n
— j sen? 0.d0
2

0

61. Sif(0)>0y g(0) <0 paratodo 0, las grificas de r = f()
y r = g(0) no se cortan.

62. Sif(0) = g(0) para 0 =0, n/2 y 37/2, las gréficas de
r=f(0)y r= g0 tienen al menos cuatro puntos de
interseccion.

63. Sin esun entero par, el drea de la region limitada por
r=sen (n6) es el doble que el drea de 1a regién limitada
por r = sen [(n + 1)B].
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Ecuaciones de las conicas en polares

En este capitulo hemos visto que las ecuaciones rectangulares de las elipses y
las hipérbolas adoptan formas sencillas cuando se toma el origen en sus cen-
tros. Pero ocurre que existen numerosas aplicaciones importantes de las coni-
cas en las que resulta mas conveniente usar uno de los focos como el punto de
referencia (el origen) del sistema de coordenadas. Por ejemplo, el Sol estd
situado en uno de los focos de la érbita de la Tierra. Andlogamente, la fuente de
luz en un reflector parabdlico estd en su foco. En esta seccion, veremos que las
ecuaciones en polares de las conicas adoptan formas sencillas si uno de los
focos esta localizado en el polo.

El siguiente teorema utiliza el concepto de excentricidad, definido en la
Seccién 9.1, para clasificar los tres tipos basicos de cénicas. En el apéndice se
da una demostracion de este teorema.

: TEOREMA 916 CLASIFICACIéN DE LAS CONICAS SEGUN LA EXCENT RICIDAD

_El lugar geornétnco de los puntos del plano cuya razén de dlStanClaS aun
punto fijo (foco) y a una recta fija (dzrectnz )es constante es una conica. La
'razon constante ees la excentrtczdad de ia conica.

1. La cémca es una elipse si () <e< 1
2. La cémca s una parabola si e & 1

3. La cénica es una hipérbola si e > 1.

E

Directriz 2 Directriz Directriz
1

e 1| B

7 Vo f
0 ¢- Q?P//\ 041f
i i N F=(0,0) '
: : 0 e
! ! \ P el
i i o
Pardbola: e = | Elipse: 0 <e < | Hipérbola: e > |
PF = PQ PF | PF PF o
PO~ PO Py
FIGURA 9.56

En la Figura 9.56, puede observarse que para cada tipo de cénica el polo
corresponde al punto fijo (foco) de la definicién. La ventaja de esta localiza-
cién puede verse en la demostracion del siguiente teorema.
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d Demostracién:  Probaremos el caso r = ed/(1 + e cos #) con d > 0. En la Figu-
| ra 9.57, consideremos una directriz vertical situada d unidades a la derecha del
! foco F = (0, 0). Si P = (r, ) es un punto de la grifica de r = ed/(1 + e cos 0),
Pa(n®) . 4 0 puede probarse que la distancia entre Py la directriz es
NN |
RN ! r(1 + e cos 0) ¥
P00 0 PQ=|d—x|=|d—rcosH|=—e—w—rcos(J=;
EDimm_Z Como la distancia entre P y el polo es simplemente PF = |r|, el cociente entre
' PFy PQes PF/PQ =|r|/|r/e| = |e| = e y, de acuerdo con el Teorema 9.16, la
FIGURA957  gréfica de la ecuacién debe ser una conica. Las demostraciones de los otros
casos son similares. O
Los cuatro tipos de ecuaciones indicados del Teorema 9.17 admiten la si-
guiente clasificacion, donde d > 0.
. . . ed
a) Directriz horizontal sobre el polo: r=———0-
1 +esenf
d
b) Directriz horizontal bajo el polo: r= S —
1-esenf
d
¢) Directriz vertical a la derecha del polo: r= S
1 +ecosf
d
d) Directriz vertical a la izquierda del polo: r= S
1-ecosf
La Figura 9.58 ilustra estas cuatro posibilidades para una parabola.
¥ v y y

Directriz Directriz

1
1
Directriz y=d \ i
———————————————————— i x=d x=—d
t
! x
:
1
)
1
]
I
1

" Directiz | | y=-d /

a) b) c) d)

FIGURA 9.58
Los cuatro tipos de ecuaciones en polares de una pardbola.
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EJEMPLO 1 Determinacion de una cénica a partir de su ecuacion

15
3-2cos @

Esbozar la grafica de la cénica dada por r =

(15,0)

H O
\ s 10 como

FIGURA 9.59
La grifica de la conica es na elipse con ¢ = §-

Solucion:  Con el fin de determinar el tipo de conica, escribimos la ecuacién

Directriz

AN

15
yr=-———-
3-2cos @

a 5
T 1-(2/3)cos 6

Por tanto, la grafica es una elipse con e = 2/3. Podemos esbozar su mitad superior
marcando puntos desde 6 = 0 hasta 8 = 7 (Figura 9.59). Después, utilizando la
simetria respecto al eje polar, podemos dibujar la mitad inferior. O]

En la elipse de la Figura 9.59, el eje mayor es horizontal y los vértices estdn
en (15, 0) y (3, n). Asi pues, la longitud del eje mayor es 2a = 18. Para hallar la
longitud del eje menor, se puede recurrir a las ecuaciones e = c/a y b* =a* - ¢*
y concluir que

b2=0a’-c?*=a% - (ea)’ = a¥(1 - &%) Elipse

Como e = %> resulta ser

o]

asi que b = /45 = 3,/5. En consecuencia, la longitud del eje menor es
2b = 6\/3. Un andlisis analogo para las hipérbolas da

b2 =c?-a?=(ea)* - a® = ad*@* - 1) Hipérbola

EJEMPLO 2 Grdfica de una cdnica a partir de su ecuacion en polares

32
3 +5senb

Esbozar la gréifica de la ecuacién en polares r =

Solucion:  Dividiendo numerador y denominador por 3 resulta

FIGURA 9.60 e _L
La gréfica de 1a o6nica es una hipérbola con e = 3- 1+ (5/3) sen 6
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JOHANNES KEPLER (1571-1630)
Kepler formuld sus tres leyes a partir de.
los datos extensivos recopilados porel -

astrénomo danés Tycho Brahe y de la
observacion directa dela drbita de Marte,

Cénicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Como e =3 > 1, la gréifica es una hipérbola. Dado que d = *#- la directriz es la
recta y = 32. El eje transversal estd en la recta = /2 y los vértices en

s 3n
(r, 0) = (4, E) y (r,0)= <—16, 7)

Como la longitud del eje transversal es 12, vemos que a = 6. Para hallar b,

escribimos
5 2
br=a**-1)= 62[<2> - l:| = 64

Por consiguiente, b = 8. Finalmente, podemos usar a y b para determinar las
asintotas de la hipérbola y obtener €l dibujo aproximado de la Figura 9.60. [J

Leyes de Kepler

Las leyes de Kepler, que deben su nombre al astrénomo alemédn Johannes Ke-
pler, describen las érbitas de los planetas alrededor del Sol.

1. Cada planeta se mueve en una Grbita eliptica con el Sol en uno de los
focos.

2. El rayo del Sol al planeta barre areas iguales de la elipse en tiempos
iguales.

3. Bl cuadrado del periodo es proporcional al cubo de la distancia media
entre el planeta y el Sol*.

Aunque Kepler las obtuvo empiricamente, estas leyes fueron validadas
posteriormente por Newton. De hecho, Newton fue capaz de demostrar que
cada una de las leyes puede deducirse de un conjunto de leyes universales del
movimiento y de la gravitacién que gobiernan el movimiento de todos los
cuerpos celestes, incluyendo cometas y satélites. Esto se ilustra en el siguiente
ejemplo, relativo al cometa que lleva el nombre del matemdtico y fisico inglés
Edmund Halley (1656-1742).

EJEMPLO 3 El cometa Halley

El cometa Halley describe una 6rbita eliptica de excentricidad e ~ 0,97. La
longitud del eje mayor de la 6rbita es aproximadamente 36,18 unidades astro-
némicas (una unidad astronémica se define como la distancia media entre la
Tierra y el Sol, 93 millones de millas.) Hallar una ecuacién en polares de la
érbita. ;Cudnto se acerca el cometa Halley al Sol?

Solucién:  Utilizando un eje vertical, podemos escoger una ecuacion de la forma

ed
ryr=-—
(1 + e sen 0)

* Si sc usa la Tierra como referencia con un perfodo de un afio y una distancia de una unidad
astronémica, la constante de proporcionalidad es 1. Por ejemplo, como Marte tiene una distancia media
al Sol de D = 1,523 UA, su periodo P viene dado por D* = P, Asf pues, el perfodo de Marte es P=1,88.
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L
2
Sol 4
-4 0
Tierra
Cometa
Halley
3
2
FIGURA 9.61
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Puesto que los vértices de la elipse se dan en 6 = /2 y 8 = 37/2, la longitud del
eje mayor es la suma de los valores de r en los vértices, como muestra la Figu-
ra 9.61. Esto es,

_ 0974 . 0,97d
T1+097 1-097

36,18 ~ 32,83d

2a

Por tanto, d =~ 1,102y ed =~ (0,97)(1,102) ~ 1,069. Introduciendo este valor
en la ecuacién, se obtiene

1,069
r=——
1 + 0,97 sen ¢

donde r se mide en unidades astronémicas. Para hallar el punto mas préximo al
Sol (el foco), podemos escribir ¢ = ea ~ (0,97)(18,09) =~ 17,55. Como ces la
distancia entre el foco y el centro, el punto mds préximo es

18,09 - 17,55
0,54 UA
50.000.000 mi 0

a-—-c

o

X

2

La segunda ley de Kepler establece que cuando un planeta se mueve alrede-
dor del Sol, un rayo desde el Sol hasta el planeta barre areas iguales en tiempos
iguales. Esta ley también se aplica a los cometas y asteroides con Orbitas elipti-
cas. Por ejemplo, la Figura 9.62 muestra la 6rbita del asteroide Apolo alrededor
del Sol. Aplicando la segunda ley de Kepler a este asteroide, vemos que cuanto
mds cerca esta del Sol, mayor es su velocidad, ya que un rayo corto debe mover-
se rdpidamente para barrer tanto drea como un rayo largo.

FIGURA 9.62
Un rayo del Sol al asteroide barre dreas iguales en tiempos iguales.

EJEMPLO 4 El asteroide Apolo

El asteroide Apolo tiene un periodo de 478 dias terrestres, y su orbita se descri-
be aproximadamente por la elipse

1 9
r_1+(5/9)cos9_9+500s0

donde r se mide en unidades astronémicas. ;Cuanto tiempo invierte Apolo en
desplazarse desde la posicién dada por 6 = —n/2 a 6 = n/2 (Figura 9.63)?
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Apolo ;

FIGURA 9.63

Cénicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Solucién: ~ Comenzamos por hallar el 4rea barrida cuando 0 crece de —n/2 a 7/2
1 B
A== J r?do
2 Ja

l /2 9 2
== —— | dO
2 J_ 2 \9+ 5cos 6

Empleando la sustitucién u = tg (6/2), discutida en la Seccién 7.6, obtenemos

81 [ -Ssen 0 18 /56 g (0/2):|"/2

112 9+5c050+ /56arcg 14

Dado que el eje mayor de la elipse tiene longitud 2a = 81/28 y su excentricidad es
e =5/9, deducimos que b = a./1 — e =9/, /56. Por tanto, €l 4rea de la elipse es

=~ 0,90429

—z/2

p 81 9
Area de la elipse = nab = n<7><—~> = 5,46507

56\/%

Como el tiempo requerido para completar la 6rbita es 478 dias, de la segunda
ley de Kepler se sigue que el tiempo necesario para desplazarse de la posicidn
0 = -1/2 ala 6 = n/2 viene dado por

t _ drea del segmento eliptico  0,90429

478~ drea de la elipse ™ 5,46507
lo que implica t ~ 79 dias. O
Ejercicios de la Seccién 9.6
"\ Razonamiento grdfico En los Ejercicios 1-4, representar b) Representar asimismo la ecuacién para e = 1.

en una calculadora la ecuacion en polares sia) e =1, b) e=0,5

y ¢) e = 1,5. Identificar la cénica.

Identificar la cénica.
¢) Representar la ecuacién parae = 1,1, e = 15 y
e = 2. Identificar la cénica y discutir como varia su

20 90 forma cuandoe —» 1+ y e — 0.
1. r=— 2. r=—— .
1 +ecosl) 1 -ecosf 6. Consideremos la ecuacién en polares
3 2e 4 2e ;= 4
. F = . = —
1 -esenf 1 +esenf 1-04cos 0
A 5. Consideremos la ecuacion en polares a) Identificar la cénica sin representar graficamente

4
,

la ecuacién.
b) Sin representar graficamente las siguientes ecua-
ciones, describir en qué difiere cada una de la

a)

=1+esen0

Usando una calculadora, representar la ecuacién
parae =0,1,e=025¢=0,5¢=0,75y e =09.
Identificar la cénica y discutir cémo varia su for-
ma cuandoe — 1~ ye — 0,

c)

ecuacién en polares dada arriba.

4 4
r = ) r =
1 + 0,4 cos 0 1-04sen0

Comprobar graficamente los resultados del aparta-
do b).
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En los Ejercicios 7-12, asociar a cada ecuacion en polares su

gréfica.

a)

2
7. r=—— 8.
1 - cos @
3
9, r=—— 10.
1-2senf
6
1. r=— 12.
2-senl

(TR
S
o’

2
r:7
2 -cos @

2
Yy =
1 +sen @

2

y=——
2+3cos b

A Enlos Ejercicios 13-22, esbozar e identificar la grafica. Con-
firmar los resultados con ayuda de una calculadora.

-1
13.

= 14.
" 1 -sen @
6
15, r=—— 16.
2+ cos b
17. r2+senf) =4 18.
5
19 r=——— 20.
-1+ 2cos 8
3
21. 22.

yfr=-——
2+ 6send

6
r =
1 + cos 6
3
r=-——
3+2senfd
r(3-2cos @) =6
-3
y =
2+ 4senf
4

y =
1 +2cos @

963

~ En los Ejercicios 23-26, representar en una calculadora la

ecuacion en polares. Identificar la gréfica.

3 -3
23, r=—— 24, r=———
-4 +2senf 2+4senf

-1 2
25, r=— 26, r=—+—
1-cos 0 2+ 3sen(

« En los Ejercicios 27-30, representar la cénica con ayuda de

una calculadora. Describir en qué difiere la gréfica de la del
ejercicio indicado.

-1

27. r=————————— (Véase Ejercicio 13.)
1 - sen (0 — n/4)
6 S
28, r=——————— (Véase Ejercicio 14.)
1 + cos (0 — 7/3)
6 L
29, r=—————— (Véase Ejercicio 15.)
2 + cos (0 + ©/6)
-3
30. (Véase Ejercicio 20.)

r=2+4sen(0+2n/3)

31. Escribir la ecuacién de la elipse obtenida por rota-
cién de n/4, en sentido antihorario, de la pardbola
r=5/(5+ 3 cos 0).

32. Escribir la ecuacién de la pardbola obtenida por ro-
taciéon de n/6, en sentido horario, de la paribola
r=2/(1 + sen 0).

En los Ejercicios 33-44, hallar una ecuacién en polares de la
c6nica con su foco en el polo. (Por conveniencia, la ecuacién
de la directriz se da en forma rectangular.)

Conica Excentricidad Directriz
33. Paribola e=1 x=-1
34. Parabola e=1 y=1
35. Elipse e=1% y=1
36. Elipse e=3 y=-2
37. Hipérbola e=12 x=1
38. Hiperbola e=3 x=-1
Coénica Vértices
39. Pardbola (1, -7/2)
40. Paribola (5, )
41. Elipse (2, 0), (8, n)
42. Elipse (2, n/2), (4, 31/2)

43. Hipérbola
44. Hipérbola

(1, 3n/2), (9, 3n/2)
(2, 0), (10,0)
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45.

46.

Capitulo 9

Demostrar que la ecuacién en polares de la elipse

+:==1

x2 yZ
a2 hZ

€S8

b2

2 _
1 - e?cos? 0

r

Demostrar que la ecuacién en polares de la hipérbola

N

2
=1

®|‘<
)

th
¥

es
2
2 -b

A
| - % cos? @

En los Ejercicios 47-50, utilizar los resultados de los Ejerci-
cios 45 y 46 para escribir la ecuacién de la cénica en polares.

47.
48.

49.

Elipse: foco en (4, 0); vértices en (5, 0), (5, ).

Hipérbola: foco en (5, 0); vértices en (4, 0), (4, m).
2

2 2
oY o 50. ~ 4+y2=1
9 16 4

En los Ejercicios 51 y 52, usar un programa de integracion
para estimar con dos cifras decimales exactas el drea de la
regién limitada por la gréfica de la ecuacién en polares.

51.

53.

3 5 2
r—2—c0s9 " TS 3 2 sen 0
Explorer 18 El 26 de noviembre de 1963, EE.UU.
lanz6 el Explorer 18. Sus puntos mas alto y mds bajo
sobre la superficie de la Tierra fueron 119 millas y
122.000 millas (véase figura). El centro de la Tierra es
el foco de la 6rbita. Hallar 1a ecuacién en polares de la
6rbita y la distancia entre la superficie de la Tierra y el
satélite cuando 6 = 60°. (Suponer que el radio de la
Tierra es 4.000 millas.)

+-------¢

54.

Cénicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Mouvimiento planetario Los planetas describen Orbitas

elipticas con el Sol en uno de los focos. Supongamos que

el foco esta situado en el polo y el eje mayor en el eje

polar, y que la longitud del eje mayor es 2a (véase figura).

a) Probar que la ecuacion en polares de la 6rbita vie-
ne dada por

(1 -¢e>a
r=—-——“
1-ecosf

donde e es la excentricidad.

b) Usar el resultado del apartado a) para probar que
la distancia minima (distancia del perihelio) del
Sol al planeta es r = a(l — ) y la distancia maxima
(distancia del afelio) es r =a(l + e).

Planeta

-0

1
1
1
1
i
J

En los Ejercicios 55-58, utilizar el resultado del Ejercicio 54
para hallar la ecuacién en polares del planeta, asi como las
distancias del perihelio y de] afelio.

55.

56.

57.

58.

Tierra a = 92,957 x 10° millas
e =0,0167
Saturno a=1427 x 10° km
e = 0,0543
Plutén a = 5,900 x 10° km
e = 0,2481
Mercurio a = 36,0 x 10 millas
e = 0,206

Movimiento planetario En el Ejercicio 57, se halld la
ecuacién en polares de la Orbita eliptica de Plutén.
Usando la ecuacién y un programa de integracion:

a) Estimar el drea barrida por un rayo del Sol al pla-
neta cuando f crece de 0 a /9. Utilizar este resul-
tado para calcular cudntos afios tarda el planeta en
recorrer este arco si el periodo de una revolucién
alrededor del Sol es 248 afios.

b) Mediante ensayo y error, estimar el dngulo o tal
que el drea barrida por un rayo del Sol al planeta
cuando 0 crece de = hasta « sea igual al drea en-
contrada en el apartado a) (véase figura en la pagi-
na siguiente). ;Barre el rayo un dngulo mayor o
menor para generar el mismo drea? ;Por qué?



Ejercicios de repaso del Capitulo 9

¢) Estimar las distancias recorridas por el planeta en los
apartados a) y b). Utilizar estas distancias para calcu-
lar aproximadamente el niimero medio de kilémetros
que viaja el planeta por afio en los dos casos.

A
2
T
]
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60. ;Qué seccidn cénica representa la siguiente ecuacién?
r=asen +bcos b

61. Probar que las graficas de la siguientes ecuaciones se
cortan perpendicularmente.

ed ed
V= ——-
1 -sen(

=
1 +sen 6

En los Ejercicios 1-4, asociar a cada ecuacién su grifica.

a) b) i
P
2 4
c) d) "
4
M{}«H-&—»x
4 - 2 4
L 4x?+y*=4 2. 4x?-y?=4
3. yi=-4x 4. y* - 4x?=4

A En los Ejercicios 5-10, analizar cada ecuacién y esbozar su
grifica. Confirmar los resultados con una calculadora.

16x* + 16y* — 16x + 24y -3 =0

v - 12y - 8x+20=0

3x2 -2y + 24x + 12y + 24 =0

4t +y?P-16x+15=0

3+ 297 - 12x+ 12y +29=0

10. 4 -4y —4x+8y - 11=0

© g = 2w

Enlos Ejercicios 11y 12, hallar una ecuacién de la pardbola.

11, Vértice: (0, 2)

Directriz: x = =3

12. Vértice: (4, 2)
Foco: (4, 0)

En los Ejercicios 13 y 14, hallar una ecuacién de la elipse.

13.  Vértices: (-3, 0), (7, 0); Focos: (0, 0), (4, 0).
14. Centro: (0, 0); Puntos solucién: (1, 2), (2, 0).

En los Ejercicios 15 y 16, estimar el perimetro de la elipse
con una calculadora.

2 2 2 2
15—+l =1 16 S+l =1

9 4 4 25
17. Hallarla ecuacién de una recta que es tangente a la para-

bola y = x* ~ 2x + 2 y perpendicular a la recta y = x - 2.
y

18. Antena de recepcion de un satélite La seccién
de una gran antena parabdlica admite el modelo
y=x%/200,-100 < x < 100. El equipo de recepcion y
transmision estd situado en el foco. Hallar @) las coor-
denadas del foco, b) el 4rea de la antena.

19. Consideremos un camién de bomberos con un tanque de
agua de 16 pies de longitud cuyas secciones verticales
son elipses descritas por la ecuacién x%/16 + y*/9 = 1.
a) Calcular el volumen del tanque.

b) Hallar la fuerza ejercida sobre el fondo del tanque
cuando estd lleno de agua. (La densidad del agua
es 62,4 libras por pie cibico.)

¢) Hallar la profundidad del agua si el tanque estd
lleno a 3/4 de su capacidad y el camidn estd al
nivel del suelo.

d) Estimar el area de la superficie del tanque.

20. Consideremos la regién acotada por la elipse
— +-— =1, excentricidad e = ¢/a

a) Probar que su drea es nab.
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b) Probar que el s6lido generado al hacerla girar en
torno al eje menor de la elipse (elipsoide de revo-
lucién oblongo) tiene un volumen de V = 4na’b/3
y que el drea de su superficie es

, <b2> <1 + e)
S=2na*+xn|l—)In
e 1-e

¢) Probar que el sélido generado por revolucion de la
regién alrededor del eje mayor de la elipse (elip-
soide de revolucién prolato) tiene un volumen de
V = 4rab?/3 y que el drea de su superficie es

b
S=2nb?+ 2n<£l7> arcsen e
e

d) Utilizando los resultados de los apartados b) y ©),
hallar los volimenes y 4reas de los esferoides pro-

lato y oblongo generados por revolucion de la re-
gi6n limitada por la grifica de

J T
oY o
9 4

alrededor del eje apropiado.

En los Ejercicios 21-30, a) hallar dy/dx y todos los puntos de
tangencia horizontal, b) eliminar el pardmetro cuando sea
posible, y ¢) esbozar la curva representada por las ecuaciones

paramétricas.
21, x=1+4y=2-3t 22 x=t+4y=r
i
23. x=;,y=2t+3 24. x=?y=t2
1
25, x=—— 26. x=2t-1
2r+ 1
3 1 _ 1
Ry YR Ty
27. x=3+2cos b 28. x=6cos 0
y=2+5sen? y=6sen
29. x=cos’f 30. x=¢'
v=4sen® y=e !

En los Ejercicios 31 y 32, usar una calculadora para a) dibu-
jar la curva definida por las ecuaciones paramétricas, b) ha-
llar dx/d0, dy/d6 y dy/dx para 6 = /6, y c) dibujar la recta
tangente a la curva en 0 = n/6.

31.

x=20-senf

y=2-cos

x=ctg 0 32.
y = sen 20

Cénicas, ecuaciones parameétticas y coordenadas polares

En los Ejercicios 33-36, encontrar una representacion para-
métrica de la recta o conica.

33.
34.
35.

36.
37,

39.

40.

Recta que pasa por (-2, 6) y (3, 2).
Circunferencia de centro en (5, 3) y radio 2.

Elipse de centro (-3, 4), eje mayor horizontal de longi-
tud 8 y eje menor de longitud 6.

Hipérbola: Vértices en (0, £4); foco en (0, +5).

Motor retatorio El motor rotatorio fue desarrollado
por Felix Wankel en los afios cincuenta (véase pigina
276). Su rotor, en forma de tridngulo equildtero modifi-
cado, se mueve en una camara que, en dos dimensio-
nes, es una epitrocoide. Con ayuda de una calculadora,
representar graficamente el modelo para la cdmara
dado por las ecuaciones paramétricas

x=cos30+5cosf e y=sen30+5senb

Hipocicloides
ramétricas

Una hipocicloide tiene ecuaciones pa-

x=(a—b)cost+bcos<

a-b
t
)
a-b
y=(a—b)sent—bsen< 5 t)

Representarla, usando una calculadora, para los si-
guientes valores de a 'y b.

a) a=2,b=1b) a=3,b=1 ¢ a=4,b=1
d) a=10,b=1¢) a=3,b=2f) a=4,b=3

Cicloides

Eliminar el pardmetro de
x=a@-sen® e y=a(l-cosb)

para demostrar que la ecuacion rectangular de una ci-
cloide es

y>:1:./2ay—y2

Involuta de una circunferencia La involuta de una
circunferencia es la curva descrita por el extremo P de
una cuerda que se mantiene tensa mientras se va desen-
rrollando de una polea que no gira (véase figura). Probar
gue una representacion paramétrica de la involuta es

X = a arccos <

x=r(cos 0+ 80senf) e y=r(sen0 - 0cosb)
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En los Ejercicios 41 y 42, hallar 1a longitud de la curva repre- &% En los Ejercicios 75 y 76, a) hallar las tangentes en el polo,

sentada por las ecuaciones paramétricas sobre el intervalo dado.

41, x=r(cos 0+ Osenf) 42. x=6cos @
y = r(sen 6 = 0 cos 0)
0<8<n

y=6sen(
0<0<nm

En los Ejercicios 43 y 44, se dan las coordenadas cartesianas
de un punto. Representar el punto y hallar dos conjuntos de
coordenadas polares del mismo para 0 < 6 < 27

43, (4,-4) 4. (-1,3)

En los Ejercicios 45-52, pasar la ecuacién en polares a forma
rectangular.

45, r=3cos 8 46. r=10
1
47. r=-2( (7] 48. =
4 (I'+ cos 6) d 2 —cos
7
49, r?=cos?20 50. r=4sec (() - §>
3n

52. O0=—
4

51. r=4cos 20 secl
En los Ejercicios 53-56, pasar ]a ecuacion rectangular a for-
ma polar.

53, (P+yHi=axy 54, x?+y?-4x=0
¥\ v\

55. x*+y*= a2<arctg —> 56. (x*+ y2)<arctg > =a’
X x

En los Ejercicios 57-70, dibujar aproximadamente la gréfica
de la ecuacién en polares.

7
57. r=4 58. 0=—
12
59, r=-secl 60. r =3 cosecf
6l. r=-2(1 +cos®) 62. r=3-4cosf
63. r=4-3cos b 64. r=20
65. r=-3cos 20 66. r = cos 50
67. r*=4sen’20 68. % =cos20
2 4
69, r=—— 70. r=———
1 - sen 6 5-3cosf

A+ Enlos Ejercicios 71-74, representar la grafica de la ecuacion
en polares en una calculadora.
3
=
cos (0 - n/4)
73. r=4cos20sech 74. r=4(sec 6 - cos 0)

71 72. r=2sen 0 cos? 0

b) hallar todos los puntos de tangencia horizontal o vertical,
y ¢) usando una calculadora, representar la grifica de la
ecuacién y dibujar una recta tangente a la grafica en 6 = n/6.

75. r=1-2cosf 76. r*=4sen20
En los Ejercicios 77 y 78, demostrar que las graificas de las
ecuaciones en polares son ortogonales en los puntos de inter-

seccién. Confirmar los resultados graficamente con ayuda de

una calculadora.
77. r=1+cos 0 78. r=asen0
r=1-cos 0 r=acos

79. Hallar el dngulo entre la circunferencia r=3 sen 6 y el ca-
racol r=4 — 5 sen 6 en el punto de interseccion (3/2, /6).

80 Verdadero o falso? Existe una dnica representacion
en coordenadas polares para cada punto del plano. (Ex-
plicar la respuesta.)

En los Ejercicios 81-88, utilizar una calculadora para repre-
sentar gridficamente la ecuacidén en polares. Plantear una in-
tegral para hallar el 4rea de la region indicada y usar un pro-
grama de integracion para estimar el valor de la integral con
una precision de dos cifras decimales.

81. Interiorde r=2 + cos 0
82. Interior de r =5(1 — sen 0)
83. Interior de r = sen 0 cos?® 0
84. Interior de r = 4 sen 30
85. Interior de r> = 4 sen 20
86. Interior comiin a r =3y r> = 18 sen 20
87. Interior cominar=4cosyr=2
88. Regi6n limitada porel eje polary r=¢’para 0 < 6 < 7.
En los Ejercicios 89 y 90, hallar la longitud de la curva dada
por la ecuacién en polares.
89. r=a(l - cos 0) 90. r=acos?260
En los Ejercicios 91-96, encontrar una ecuacién en polares
para la recta o la cénica.
91. Circulo Centro: (5, 7/2)
Punto solucién: (0, 0)

92. Recta Punto solucién: (0, 0)

Pendiente: \/§
Vértice: (2, n)

Foco: (0, 0)

Vértice: (2, n/2)
Foco: (0, 0)

Vértices: (5, 0), (1, n)
Un foco: (0, 0)

Vértices: (1, 0), (7, O)
Un foco: (0, 0)

93. Paribola

94. Paribola

95. Elipse

96. Hipérbola
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MOTIVACION DEL CAPITULO

Los puentes més antiguos todavia en
uso son similares en disefio al puente
Clapper, en Devon (Inglaterra), que se
supone construido en el siglo xiiI.

Joseph Strauss disefid en
1930 el Golden Gate de San
Francisco, considerado adn
hoy como una de las obras
maestras de la ingenieria
civil.
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Puentes suspendidos

Los puentes existen desde el momento mismo en que el hombre primitivo colo-
O un tronco para poder cruzar un rio. El puente mas antiguo del que se tiene
noticia estaba construido con losas de piedra. Desde siempre, los ingenieros se
han ocupado en la construccién de puentes cada vez mayores, mas resistentes y
mas estéticos.

Uno de los disefios més frecuentes es el de los puentes suspendidos, sobre
todo en situaciones que requieren un puente largo de una pieza. La calzada
pende de cables soportados por torres fijas. Los puentes suspendidos de disefio
adecuado, como el Golden Gate o el de Brooklyn, son utilizables durante mu-
chos afios. Por el contrario, un disefio defectuoso puede terminar en tragedia.
Para que un puente suspendido sea estable, las fuerzas que actdan sobre sus
cables principales han de estar en equilibrio. El deseado equilibrio se consigue
con cables parabolicos.

T,

Las fuerzas que actan sobre los cables principales se han representado en la
figura como segmentos dirigidos que indican a la vez la magnitud y la direccion
de las fuerzas. En el centro del cable parabdlico, la tensién T,, es horizontal. T es
la tension en el punto D, dirigida segiin la tangente en D. La carga, uniforme-
mente distribuida, que soporta la seccion CD viene representada por W.



CUESTIONES

1.

Las fuerzas ejercidas sobre el cable estdn relacionadas por un «tridngulo
de fuerzas», como ilustra la figura de la derecha en la pdgina anterior.
Relacione, usando funciones trigonométricas, las magnitudes |[T,||, [T},
y |IW]| de los vectores T, T, y W.

El cable principal del Golden Gate estd suspendido, en cada extremo, de
torres de 520 pies sobre la calzada, que mide 4.200 pies. El punto mds
bajo, en el centro del cable, est 6 pies por encima de la calzada. Supuesto
que el cable cuelga en forma de pardbola, halle una ecuacién que describa
su forma.

Con esa ecuacion, calcule el angulo agudo 6 de la tensién T en un punto
que dista horizontalmente 400 pies del centro del puente. Exprese la mag-
nitud de T en términos de T, y W.

Calcule el dngulo y la magnitud de T en un punto que dista horizontalmen-
te 200 pies del centro.

En general, ;donde cabe esperar que sea médxima la tensién T? ;Y dénde
minima? Explique las respuestas.

969
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Un segmento dirigido.
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FIGURA 10.2
Segmentos dirigidos equivalentes.

Vectores y geometria
del espacio

10.1
Vectores en el plano

Expresion de un vector en componentes

Muchas magnitudes geométricas o fisicas, como 4rea, volumen, temperatura,
masa y tiempo, se pueden caracterizar mediante nimeros reales en una escala
adecuada de medida. Se les denomina magnitudes escalares, y el ndmero real
asociado con cada una de ellas se llama un escalar.

Otras magnitudes, como fuerza, velocidad y aceleraci6n, involucran un va-
lor numérico y una direccién, de modo que no se pueden representar completa-
mente por un nimero real. Como muestra la Figura 10.1, para representar tales
magnitudes se utiliza un segmento (recto) dirigido. La longitud del segmento
dirigido PQ, con punto inicial P y punto final Q, se denota por ||PQ||. Seg-
mentos como los de la Figura 10.2, de igual longitud y direccidn, se dice que
son equivalentes. El conjunto de todos los segmentos dirigidos equivalentes
a un segmento dirigido dado PQ es un vector en el plano y se denota por
V= ITQ En los libros suelen utilizarse letras en negrita, u, v, W, ... para denotar
los vectores. Sin embargo, cuando se escribe a mano suelen denotarse colocan-
do sobre las letras una flecha, digamos 4, 6, y W.

Es importante tener presente que un vector en el plano admite representa-
ci6én mediante muchos segmentos dirigidos distintos, concretamente todos los
que tienen su misma longitud y apuntan en su misma direccion.

EJEMPLO T Representacidn de vectores por segmentos dirigidos

Sea v el vector representado por el segmento dirigido que va de (0, 0) a
(3, 2), y u el representado por el segmento dirigido que va de (1, 2) a (4, 4).
Probar que v = u.

Solucién;  En la Figura 10.3 se han denotado por P(0, 0) y QQ3, 2) los puntos
inicial y final de v, y por R(l, 2) y\S(4, 4) los de u. La férmula de la distancia
nos permite verificar que PQ y RS tienen la misma longitud, ya que
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y
4 G as
3 u
9+ (1,2) (240
R
1 v
AR T
FIGURA 103
Los vectores u y v son iguales.
y
4 A
34
v v)
a 0
1 v
v=(v, v)
0.0 . . .
¥ 1 X
P 1 2 3 4
FIGURA 104

Posicidn candnica de un vector.
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0?2 =13
Ji3

Ademads, ambos segmentos tienen la misma direccién, porque apuntan hacia la
derecha y hacia arriba sobre rectas de igual pendiente:

IPQll = /B - 0 + 2 -
IRSII= /(4 - D? + 4 - 2)% =

Longitud de PO

Longitud de RS

—x 20 2
Pendiente de PQ = ———— = —

. 4-2 2
Pendiente de RS = —— ==
4 3

Como PQ y RS tienen la misma longitud y la misma direccién, concluimos que
los dos vectores son iguales, es decir,

v=u 1

El segmento dirigido con punto inicial en el origen suele resultar el repre-
sentante més conveniente de un conjunto de segmentos dirigidos equivalentes
como el de la Figura 10.3. Este representante de v se dice que estd en posicién
candnica. Un segmento dirigido cuyo punto inicial es el origen puede caracte-
rizarse dando sélo las coordenadas de su punto final Q(v,, v,), como indica la
Figura 10.4.

DEFINICION DE LAS CONENTES DE UN VECTOR EN EL PLANO

Esta definicion implica que dos vectores u = {u,, u,> y v = <{v,, v, son
iguales siy s6lo siu, = v, yu, =,

Para pasar de segmentos dirigidos a componentes, o viceversa, deben se-
guirse estos procedimientos:

I. Si P(py, p,) y Qqy. q,) son los puntos inicial y final de un segmento
dirigido, la expresién en componentes del vector v, representado por PQ es
vy, v,) =4¢, - p1. g, — p,». Ademis, la longitud de v es

IVl = (a, - p)? + (g2 — po)?

= /v + v}

Longitud de un vector
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y
Q2,5 6°
L]
4 -
t } t X
6 4 -2 2 4 6
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v
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46 e
P3,-7
%
FIGURA 10.5

Expresion en componentes de v: v = (-3, 12).

FIGURA 10.6
La multiplicacidn escalar de v.

Vectores y geometria del espacio

2. Siv=<{v,, v,), v puede ser representado por el segmento dirigido, en
posicién canénica, que va de P(0, 0) a Q(v,, v,).
La longitud de v se llama también norma de v. Si |lvll = 1, se dice que
v es un vector unitario. Por otra parte, ||v|| = 0 si y s6lo si v es el vector
cero 0.

EJEMPLO 2 Componentes y longitud de un vector

Hallar la expresién en componentes y calcular la longitud del vector v con
punto inicial (3, =7) y punto final (-2, 5).

Solucion:  Denotemos P(3, =7) = (py, p2) ¥ Q(-2,5) = (g, q,). Entonces, las
componentes de v = (v, v,) son

vy=¢, -p;1=-2-3=-5
vy =q, —py=5-(-1=12
Asi pues, como muestra la Figura 10.5, v = (-5, 12>, y la longitud de v es
Ivll = /(=57 + 122

=./169
=13 O

Operaciones con vectores

Grificamente, el producto de un vector v por un escalar k es un vector que
tiene longitud igual a k veces la de v (Figura 10.6). Si k es positivo, kv apunta
en la misma direccién que v. Si k es negativo, kv apunta en la direccién opuesta
aladev.

Para sumar dos vectores graficamente, se colocan (sin cambiar sus longitu-
des y direcciones) con el punto inicial de uno coincidiendo con el punto final
del otro, como en la Figura 10.7. El vector u + v, llamado vector resultante, es
la diagonal de un paralelogramo que tiene a u 'y v como lados adyacentes.

La Figura 10.8 ilustra la equivalencia de las definiciones geométrica y alge-
braica de la suma de vectores y de la multiplicacién por un escalar y presenta (a
la derecha) una interpretacién geométrica de u - v.
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/ Y/

/V/’ ]

Para hallaru + v 1) Hacer coincidir el punto inicial ~ 2) Hacer coincidir el punto inicial
de v con el punto final de u, de u con el punto final de v
o bien
FIGURA 10.7
(kuy, k) g

(v, U+ Vo)

kuy -v
_______ L
(), up) o‘/

u+(-v) v

kuy
Vector suma Multiplicacion escalar Vector diferencia

FIGURA 108

EJEMPLO 3 Operaciones con vctores

Dados v = (-2, 5> y w = {3, 4), calcular los vectores

1
a) Ev by w-v c) V+2w

Solucion:

1 1 1 5
@ v <5<—2),5(5)>=<—1,5>

by w—v=~{w, -0, w, —0,0={3-(-2),4-5>=4{5,-1>

¢) Alser 2w = (6, 8, se obtiene

V+2w={-2,5>+<6,8>=(-2+6,5+8>=4,13> O

La suma de vectores y el producto por un escalar comparten muchas pro-
piedades con la aritmética ordinaria, como pone de manifiesto el préximo teo-
rema.



974

Capitulo 10

Vectores v geometria del espacio

TEOREMA 10.1  PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES CON VECTORES

~ Sean u, vy W vectores en el plano, y sean

I
7
3.
5. c(du) = (cd)u
6.
7
8

‘w+v=v+iu

WHV)+W=U+(V+W  Propied

L u+r(w=0

e+du= ‘cu¢+‘ du
. c@+v) =cu+cv
. l@=u0m=0

~ EMMY NOETHER (1832-1935)
La matemética alemana Emmy Noethier
contribuyd decisivamente at
conocimiento de los sistemas de
 axiomas y esta considerada lamujermds
relevante en Ia historia reciente de la
Matemética. K

Demostracion:  La demostracién de la propiedad asociativa para la suma de vec-
tores utiliza la propiedad andloga para la suma de nimeros reales.
+v)+w=[uy, uyy + {0y, 0] + {wy, Wy
={uy + vy, Uy + Uy + Wy, Wy
=(u, + 0+ wy, (Uy + Uy) + Wy
=up+ (U] + wy), Uy + (U, + wy))
=Luy, Uy + {0+ W, Uy + W) =u+ (VW)

Del mismo modo, la demostracion de la propiedad distributiva se apoya en su
homénima para nimeros reales.

(c + du=(c+ d)uy, uyy
= {(c + dyuy, (¢ + du,)
= {cu, + duy, cu, + duy)

= {cuy, cityy + {duy, du,y =cu + dua

Las demds se demuestran de forma similar. O

Cualquier conjunto de vectores (con un conjunto acompafiante de escalares)
que satisfaga las propiedades enunciadas en el Teorema 10.1 constituye un
espacio vectorial. Esas ocho propiedades son los axiomas de la estructura de
espacio vectorial. Asi pues, ese teorema establece que el conjunto de todos los
vectores en el plano (junto con el conjunto de los nimeros reales) es un espacio
vectorial. Para mds informacion acerca de los espacios vectoriales, puede verse
el libro Elementary Linear Algebra, 3." edicién, de Larson y Edwards (Boston:
Houghton Mifflin Company, 1996).
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PARA MAS INFORMACION
Sobre Emmy Noether, véase el
articulo «<Emmy Noether, Greatest
Woman Mathematician» de Clark
Kimberling en The Mathematics
Teacher, marzo 1982.

Vectores en el plano 975

Demostracion:  Como cv = {cv,, cv,), se tiene que

llevll = |I<cvy, cvpdll =+ (6'1’1)2 + (CU2)2

= /vt + o3

= /i + 03)

= |cj/v? + 03
= el [IvII U
En muchas aplicaciones de los vectores es necesario hallar un vector unita-

rio en la direccion de un vector conocido. El préximo teorema ensefia cémo
lograrlo.

Demostracion: ~ Por ser 1/][v]|, es positivo y u = (1/|}v]])v, concluimos que u tiene
la misma direccién que v. Para ver que ||u]| = 1, basta observar que

o

1
= ‘m‘ lIvll

1
lIvii

=1

(vl

Por tanto, u tiene longitud | y la misma direccion que v. O

El vector u del Teorema 10.3 se dice que es un vector unitario en la
direccién de v. El proceso de multiplicar v por 1/]|v|| para obtener un vector
unitario se llama nermalizacién de v.
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FIGURA 10.9
Desigualdad triangular.
y
A
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i=(1,0)
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FIGURA 10.10

Vectores unitarios canonicos i, j.

Vectores y geomelria del espacio

EJEMPLO 4 Construccién de un vector unitario

Hallar un vector unitario en la direccion de v=<{-2,5) y comprobar que tiene
longitud 1.

Solucién:  De acuerdo con el Teorema 10.3, el vector unitario en la direccion de v es
\ (=2, 5> B 1 (2.5 = -2 5
M~ JC22 + 32 J29 <\/25 @>

Este vector tiene, en efecto, longitud 1, ya que

CRICENCEE SN

En general, la longitud de una suma de vectores no s igual a la suma de sus
longitudes, como se aprecia en la Figura 10.9. Considerando a u'y v como
lados de un tridngulo, podemos ver que la longitud del tercer lado es |ju + vil, y
se tiene

il < [l + livil

La igualdad ocurre cuando los vectores u y v tienen la misma direccion. Este
resultado se conoce como la desigualdad triangular para vectores (véase el
Ejercicio 67 de la Seccion 10.3).

Vectores unitarios canonicos

Los vectores unitarios <1, 0> y €0, 1) se llaman vectores unitarios canénicos
del plano y se denotan por

i=d,0) y i= <0, 11 Vectores unitarios canénicos

En términos de estos vectores, que se muestran en la Figura 10.10, se puede
expresar cualquier vector del plano como sigue:

v = vy, U= <0, 0) + <0, v,) = v, {1, 0% + 1,40, 1) = vi + |
El vector v = v,i + v,j se llama una combinacién lineal de i y j. Los escalares

v, y v, se llaman, respectivamente, componente horizontal y componente
vertical de v.

EJEMPLO 5 Expresion de un vector como combinacidn lineal de vectores unitarios

Sea u el vector con punto inicial (2, =5) y punto final (=1, 3), yseav=2i- j
Escribir los siguientes vectores como combinacién lineal de iy J.

a u b) w=2u-3v
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e 1"“\\ (cos 6, sen 6)

FIGURA 10.11
El dngulo 6 desde el semieje x positivo
hasta el vector u.

FIGURA 10.12

La fuerza resultante sobre el barco

es aproximadamente de 752 libras en la
direccion del semigje x positivo.
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Solucion:
a) w=<qy = py, gy~ P =X-1-2,3-(-5))=(-3,8)=-3i+ 8§
by w=2u-3v=2(-3i+ &)~ 32i-j)
= -6i + 16j — 6i + 3j
=-12i + 19j [l
Si u es un vector unitario y 6 el dngulo, en sentido antihorario, desde el

semieje x positivo hasta u, el punto final de u est4 en el circulo unidad (Figu-

ra 10.11) y se tiene
u = {cos 6, sen 6> = cosbi + sen Oj Vector unitario

Ademas, cualquier otro vector no nulo v que forme con el semieje x positivo un
dngulo ¢ tiene la misma direccién que u, de manera que

v = ||v[|[{cos 0, sen 0 = [|v|| cos 0 + ||v|| sen 6j

EJEMPLO 6  Expresion de un vector conocidas su longitud y su direccidn

El vector v tiene longitud 3 y forma un dngulo de 30° (= /6 radianes) con el
semieje x positivo. Escribir v como combinacién lineal de i y j.

Solucion:  Puesto que el dngulo entre v y el semieje x positivo es 6 = 1/6, pode-

mos escribir

v = ||v|| cos @i + ||v|]| sen 8j = 3 cos gi + 3 sen gj

3./3. 3
_3v3. 3. 0
> 1+ 2J
Aplicaciones de los vectores

Los vectores encuentran abundantes aplicaciones en Fisica e Ingenieria. Cerra-
mos la seccién con un par de ejemplos.

EJEMPLO 7 Fuerza resultante

Dos remolcadores arrastran un barco, como muestra la Figura 10.12, ejercien-
do cada uno de ellos una fuerza de 400 libras. ;Cual es la fuerza resultante
sobre el barco?

Solucién: A la vista de la Figura 10.12, podemos representar las fuerzas ejerci-
das por los dos remolcadores por

F, = 400{cos 20°, sen 20°)
= 400 cos (20°)i + 400 sen (20°)j
F, = 400{cos (-20°), sen (-20°)>
=400 cos (20°)i — 400 sen (20°)j
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Direccion con viento

FIGURA 10.13
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La fuerza resultante se obtiene sumando esas dos fuerzas.

F=F +F,
= 400 cos (20°)i + 400 sen (20°)j + 400 cos (20°)i — 400 sen (20%j
= 800 cos (20°)i
~ 7521

Asf pues, la fuerza resultante es de aproximadamente 752 libras en la direccion
del semieje x positivo. O

EJEMPLO 8 Célculo de la velocidad

Un avién se mueve a altitud constante y con influencia despreciable del viento
en direccién 30° norte-oeste (véase Figura 10.13) a una velocidad de 500 mi-
llas/h. Al llegar a cierto punto, €l avién encuentra un viento que sopla a
70 millas/h en direccién 45° norte-este. ;Cudl es la velocidad resultante y su
direccion?

Solucién: La Figura 10.13 indica que podemos representar la velocidad del
avién por el vector

v, = 500 cos (120°)i + 500 sen (120%j
La velocidad del viento, a su vez, se puede representar por e} vector
v, =70 cos (45%i + 70 sen (45%j
La velocidad resultante del avidn es

V=V, +V,
= 500 cos (120°)i + 500 sen (120°)j + 70 cos (45°)i + 70 sen (45°))
~ 200,51 + 482,5j

Con el fin de hallar la magnitud y direccién del vector v, escribimos
v = ||v]i(cos 8i + sen 0j). Como

IVl & /(=200,5)% + (482.5)% ~ 522,5
podemos escribir

-200,5,
i+ ——
5225 522,5

482,5, ) ons
j) & 522,5[cos (112,6%)i + sen (112,6j]

- 522,5<

La nueva velocidad del avién, por influencia del viento, es de unas 522,5 mi-
llas/h y en una direccién que forma un dngulo de 112,6° con el semieje x
positivo. O
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En los Ejercicios 1-4, a) expresar el vector v en componen-
tes, y b) dibujar v con punto inicial en el origen.

1. y 2. y
4 4 )
4~ .3) 4 ; ,
3- . 37
2+
2 / 1 L
! oo «~~~‘L~+~,- et X
.,WTM,FW;,_A_; S . 12 456
a4 L2345 2k G.-2)
3 ¥ 4 ¥
) A
1,3
BN O S S T S .
4 2 2 4
ot o 2 ﬂ
(4. 2) 6.-2) NG
-4 1 i
-6 B R S e Rt 2

En los Ejercicios 5-12, se dan los puntos inicial y final de un
vector v. a) Dibujar el segmento dirigido asociado a v, b)
expresar v en componentes, y ¢) dibujar el vector con su pun-
to inicial en el origen.

Punto inicial Punto final

5 (1,2 5,5
6. (3,-5) )
7. (10,2) (6, ~1)
8. (0,-4) (=5, -1)
9. (6,2) (6, 6)
10. (7,-1) -3,-1)

34
1§ N
(3

12. (0,12, 0,60)

1
- 3
(0,84, 1,25)

En los Ejercicios 13 y 14, dibujar el miiltiplo escalar de v.
7 2
13. v=¢(2,3> a)2v b) -3v o) Ev d) gv
1
4. v=<(-1,5> a)4v b) —Ev ¢) Ov d) -6v

En los Ejercicios 15-18, usar la figura para dibujar el vector
indicado.

S R — e ol
=
<

15. -u 16. 2u

17. u-v 18. u+2v

En los Ejercicios 19-22, hallar el vector v, siendo u =
{2, -1> y w=1, 2. lustrar las operaciones graficamente.

3
19. v:iu 20, v=u+w

2. v=u+2w 22. v=u-2w

En los Ejercicios 23-28, determinar a y » de manera que
v=au+ bw,siendou=<1,2>yw=<1-1)

23. v=,1) 24. v=10,3)
25. v=43,0) 26. v=4(3,3)
27. v=(1,1) 28. v=<(-1,7)

En los Ejercicios 29 y 30, se dan un vector v y su punto
inicial. Hallar su punto final.

29. v ={-1, 3>, punto inicial (4, 2)
30. v =<4, -9> punto inicial (3, 2)

En los Ejercicios 31-36, calcular la longitud de v.

31. v=(4,3) 32. v=(12,-5)
33. v=06i-15j 34. v=-10i + 3j
35. v=4j 36. v=i-j

En los Ejercicios 37-40, calcular

a lul b vl o [u+v|
u v P u+ v
(bl [Ivll ' [l + vl
37. u=<1,-1 38. u=4<,1)
v=24{3-3>

v=<{(-1,2>
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1
39. u= <1, 5> 40. u=2,-4)

V=<2,3> V=<5,5>

En los Ejercicios 41 y 42, verificar la desigualdad triangular
para los vectores u y v.

41, u=<, 1>
v={<(5,4>

42. u=<{-3,2)
v={1,-2)

En los Ejercicios 43-46, hallar el vector v cuya magnitud se
especifica y con la misma direccién que u.

Magnitud Direccion
43. |vll=4 u={1,1)
44. |lv||=4 u=<-1,1)
45. Yivll=2 u=(/3,3
46. |lv||=3 u =<0, 3)

En los Ejercicios 47-50, hallar un vector unitario a) paralelo
a, y b) normal a la gréfica de f(x) en el punto indicado.

Funcién Punto
47. fx)=x> a1, 1
48. f(x) = x° (-2, -8)
49. f(x)=/25 - & (3, 4)
50. fix)=tgx <E 1)
Y

En los Ejercicios 51-54, expresar v en componentes, cono-
ciendo su magnitud y el dngulo que forma con el semieje x
positivo.

Magnitud Angulo
51, lv||=3 0=0°
52, |ivll=1 0 =45°
53. |vii=2 0 = 150°
54. vl=1 0=35°

En los Ejercicios 55-58, expresar en componentes u + v, da-
das las longitudes de u y v asf como los 4dngulos que uy v
forman con el semieje x positivo.

55. Jjull=1,6,=0° 56. |jull=4,0,=0°
livll = 3, 6, = 45° vl =2, 6, = 60°

57. |uli=2,6,=4 58. |lull=5,0,=-05
livll =1, 6, =2 livll =5, 6, =0,5

Vectores y geometria del espacio

En los Ejercicios 59 y 60, expresar v en componentes, dadas
las magnitudes de u y de u + v, asi como los dngulos que uy
u + v forman con el semieje x positivo.

59, luj=1,0=45° 60. |jul| =4, 0=30°

llu + vl = /2, 6= 90° la+v]=6,0=120°

61. Programacién Escribir un programa que, dadas las
longitudes y los dngulos que forman u y v con el semie-
je x positivo, calcule

a u+v

by u+v

¢) El 4ngulo que forma u + v con el semieje x po-
sitivo.

62. Usando el programa del ejercicio anterior, calcular la
longitud y la direccién de la resultante de los vectores.

y

En los Ejercicios 63 y 64, usar calculadora gréfica para hallar
la longitud y la direccién de la resultante de los vectores.

63.

65. Para pensar Dos fuerzas de igual magnitud actdan
sobre un mismo punto.

a) Sila magnitud de la resultante es la suma de sus
magnitudes, enunciar una conjetura sobre el dngu-
lo entre ellas.

b) Silaresultante de las dos fuerzas es 0, enunciar una
conjetura acerca del dngulo que forman entre sf.

¢) (Puede ser la magnitud de la resultante mayor que
la suma de las magnitudes de las dos fuerzas? Ex-
plicar la respuesta.

8 66. Razonamiento grifico Consideremos las dos fuerzas

F, = <20,0) y F, = 10 <{cos 0, sen 0.

a) Hallar ||F; + F,|l.

b) Calcular la magnitud de la resultante en funcién
de 0. Representar en una calculadora la funcién
para0 < 0 < 2z
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68.

69.

Ejercicios de la Seccin 10.1

¢) Usar esa grafica para determinar el recorrido de la
funcién. ;Cudl es el mdximo y en qué valor de 6 se
alcanza? ;Cual es el minimo y en qué valor de 6 se
alcanza?

d) Explicar por qué la magnitud de la resultante nun-
caes{.

Andlisis numérico y grdfico Sobre la alcayata de la

figura actdan dos fuerzas de 180 y 250 newtons que

forman entre si un angulo de 6 grados.

a) Si 8 = 30° hallar la direccién y magnitud de la
fuerza resultante (suma de vectores).

b) Expresar la magnitud M de la resultante y su direc-
ci6én o en funcién de 6, con 0° < 6 < 180°.

¢) Usar una calculadora para completar la tabla.

0 | 0° |30°|60°|90° |120° |150° | 180°

d) Representar en la calculadora las funciones M y a.
e) Explicar por qué sélo una de esas dos funciones
decrece al crecer 6.

y

Fuerza resultante Calcular la magnitud y la direc-
cién de la fuerza resultante de las que se muestran en la
figura adjunta.

500 libras

200 libras

Fuerza resultante Tres fuerzas de 75, 100 y 125 li-
bras actian sobre un objeto formando dngulos respecti-
vos de 30°, 45° y 120° con el semieje x positivo. Calcu-
lar la magnitud y direccién de la resultante.

70.

71.

72.

B 73.

981

Fuerza resultante Tres fuerzas de 300, 180 y 250
newtons actian sobre un punto formando dngulos res-
pectivos de ~30°, 45° y 135° con el semieje x positivo.
Calcular la magnitud y direccién de la resultante.

Tres vértices de un paralelogramo son (1, 2), (3, 1) y
(8, 4). Hallar los tres candidatos a cuarto vértice (véase
figura).

¥

6

5

4 °(8,4)

3

5t e

i °3,1)
I A s i s S o e e 7
4~3—2—1~|~12345678910

Usando vectores, hallar los puntos de triseccién del
segmento que une los puntos (1, 2) y (7, 5).

Andlisis numérico y grifico Una pelota que pesa una
libra se aparta del mdstil de sujecién (véase figura) me-
diante una fuerza horizontal u hasta que la cuerda for-
ma un dngulo 6 con el méstil.

a) Calcular la tension resultante en la cuerda y la
magnitud de u para 8 = 30°.

b) Escribir la tensién T de la cuerda y 1a magnitud de
u en funcién de 6. Determinar el dominio de esas
dos funciones.

¢) Usar una calculadora para completar la tabla.

0 | 0° | 10° | 20° | 30° [ 40° | 50° | 60°

T

[full

d) Representar en la calculadora las graficas de las
dos funciones para 0° < 0 < 60°.

e) Comparar Ty ||u|| cuando € crece.

f) Calcular, si es posible, 9h’rr/12 Ty elinllz Hul|. ¢ Espe-

raba estos resultados? Explique la respuesta.
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M 74,

75.

76.
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Andlisis numérico y grdfico Una gabarra cargada es
arrastrada por dos remolcadores y la fuerza resultante
es de 6.000 libras en la direccién del eje de la gabarra
(véase figura). El cable de cada remolcador forma un
dngulo 0 con ese eje.

a) Calcular la tension en los cables de los remolcado-
res para 0 = 20°.

b) Expresar la tensién T de cada uno de ellos como
funcién de 6 y determinar el dominio de la fun-
cion.

¢) Completar la tabla con ayuda de una calcula-
dora.

0 | 10°20° | 30° | 40” { 50° | 60°

d) Representar en la calculadora la funcién obte-
nida.
¢) Explicar por qué la tensién crece al crecer 6.

Movimiento de un proyectil Un rifle, que imprime a
la bala una velocidad inicial de 1.200 pies/s, se dispara
con un angulo de elevacién de 6°. Hallar las compo-
nentes horizontal y vertical de la velocidad.

Carga compartida Dos trabajadores transportan una

carga de 100 libras tirando de dos cuerdas en la dispo-

sicién que indica la figura.

a) Si la fuerza resultante es vertical, hallar la tensién
en cada una de las dos cuerdas.

b) Calcular la componente vertical de la fuerza de
cada trabajador.

77. Navegacion aérea Un avién vuela en direccion

32° norte-oeste con una velocidad relativa al aire de

Vectores y geometria del espacio

78.

79.

80.

81.

82.

83.

¢ Verdadero o falso?

900 km/h. El viento sopla del sudoeste a 100 km/h
(véase figura). ;Cudl es la verdadera direccién de vuelo
y la velocidad respecto del suelo?

Navegacion aérea Un avidén vuela hacia el este con
velocidad constante, respecto del suelo, de 450 mi-
llas/h y de repente encuentra un viento que sopla del
noroeste a 50 millas/h. Hallar la velocidad y direccién
del avion con las que conseguird mantener la velocidad
respecto del suelo y la direccién este que llevaba.

SiF,+F,+F,;=0hallar T, y T,.
F, = -3.600j, F, = T,(cos 35°% ~ sen 35%j).
F; = T(cos 92° + sen 92°)

Demostrar que u = (cos 0)i — (sen 6)j y v = (sen 0)i +
+ (cos 6)j son vectores unitarios para cualquier valor
del dngulo 6.

Geometria  Usando vectores, probar que el segmento
que une los puntos medios de dos lados de un tridngulo es
paralelo al tercer lado y tiene longitud mitad de la de éste.

Geometria Usando vectores, demostrar que las dia-
gonales de un paralelogramo se cortan en sus puntos
medios.

Demostrar que el vector w = |juj|v + ||v|]ju biseca el
anguloentreuyv. ~

En los Ejercicios 84-89, discutir si el

enunciado es correcto. Si no lo es, explicar la razén o dar un
ejemplo que muestre su falsedad.

84,

85.

86.
87.

88.
89.

Si uy v tienen la misma magnitud y direccién, enton-
cesu=v.

Si u es un vector unitario en la direccién de v, entonces
v = |[v]ja.

Si u = ai + bj es un vector unitario, entonces a* + b%= 1.
Siv=uadi+bj=0, entonces a = -b.
Si a = b, entonces ||ai + bj|| = \/Ea.

Siuy v tienen la misma magnitud y direcciones opues-
tas, entonces u + v = 0.
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Sistema de coordenadas en tres dimensiones.
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10.2
Coordenadas y vectores en el espacio

Coordenadas en el espacio

Hasta ahora hemos manejado casi exclusivamente sistemas de coordenadas en
dos dimensiones. Buena parte de lo que resta por hacer exige sistemas de coor-
denadas en tres dimensiones.

Antes de extender el concepto de vector a tres dimensiones, introducimos
un sistema de coordenadas tridimensional, colocando un eje z perpendicular
enel origen a los ejes x e y. La Figura 10.14 muestra los tres semiejes positivos.
Tomados por parejas, los ejes coordenados determinan tres planos coordena-
dos: el plano xy, el plano xz y el plano yz. Estos tres planos dividen el espacio
en ocho octantes. El primer octante es aquel en el cual las tres coordenadas son
positivas. En este sistema tridimensional, un punto P del espacio viene deter-
minado por un trio ordenado (x, y, z), donde

x = distancia dirigida de P al plano yz
y = distancia dirigida de P al plano xz

z = distancia dirigida de P al plano xy

La Figura 10.15 muestra varios puntos localizados en el espacio.

5,4)
!
x
S
_ S y
FIGURA 10.15

En un sistema de coordenadas tridimensional los puntos se representan por trios ordenados.

Un sistema de coordenadas tridimensional puede ser de orientacion levo-
giro o dextrégiro. Para determinar la orientacién de un sistema, imagine que
estd de pie con los brazos sefialando las direcciones de los semiejes positivos x
€y, y con el eje z hacia arriba, como en la Figura 10.16. El sistema es dextrégi-
ro o levégiro dependiendo de qué mano sefiala el semieje x positivo. En este
libro trabajaremos unicamente con sistemas dextrégiros.

Muchas de las férmulas vilidas en el sistema de coordenadas bidimensio-
nal se pueden generalizar a tres dimensiones. Por ejemplo, para calcular la
distancia entre dos puntos en el espacio, basta aplicar dos veces el teorema de
Pitdgoras, como muestra la Figura 10.17. Con ello se obtiene la férmula para la
distancia entre los puntos (x;, ¥, z,) ¥ (x5, ¥5 25).
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05,9, 2,)

LZZ—le

V4
XL y,2)

V=3 + (-3

FIGURA 10.17
Distancia entre dos puntos en el espacio.

¥
(x,,%,,2)

FIGURA 10.18

Vectores y geometria del espacio

Férmula de la distancia

d=\/(x2 - x4y -y H (g - )

EJEMPLO I Distancia entre dos puntos en el espacio

La distancia entre los puntos (2, -1, 3) y (1, 0, -2) es

d=(0 =22+ 0+ 1)> + (-2 - 3)?

=/1+1+ 25
=\/ﬁ
=3./3 O

Una esfera con centro en (x,, y,, Zo) y radio r se define como el conjunto de
puntos (x, y, z) cuya distancia a (x,, yo, Zo) es r. Usando la férmula de la
distancia podemos hallar la ecuacién canénica de una esfera de radio r cen-
trada en (x4, ¥, Zo) - Si (%, y, 2) es un punto arbitrario de la esfera, la ecuacion
de la esfera es

(x ~ Xo)2 +(y - yo)z +(z - Z0)2 =r? Ecuacién de la esfera

como muestra la Figura 10.18. Ademas, el punto medio del segmento recto que
une los puntos (x,, ¥;, 2,) ¥ (x5, ¥,, 2,) tiene por coordenadas

Regla del punto medio

Yt X Y+ Y2 %4 + 2
2 2 2

EJEMPLO 2 Ecuacion de una esfera

Hallar la ecuacion candnica de la esfera que tiene al segmento que une (5, -2, 3)
y (0, 4, =3) como uno de sus didmetros.

Solucion:  Por la regla del punto medio, el centro de esa esfera es

5+0-2+43-3) (5
2 2 AV

De la férmula de la distancia se deduce que su radio es

A . . i
r—\/<0—5> +@-1 +(-3-0)_\/%_T
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FIGURA 10.19
Los vectores unitarios candnicos en el espacio.

z

09,9 q)

PPy 513*P3>
FIGURA 10.20
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Por tanto, la ecuacién candnica de la esfera es

2
<—§> +(y—1)2+(z—0)2=¥ O

Vectores en el espacio

En el espacio los vectores se denotan por trios ordenados v = {v,, v,, v3). El
vector cero se denota por 0 = <0, 0, 0. Usando los vectores unitarios i = {1, 0, 0,
i=40,1,0>y k=1{0,0, 1> en la direccién positiva del eje z, la notacion
canonica en términos de vectores unitarios para v es

v =0+ v,j + 03k
(véase la Figura 10.19). Si v se representa mediante un segmento recto orienta-
do que vade P(p,, p,, p3) a Q(q,, g5 g3), como en la Figura 10.20, su expre-

sion en componentes se obtiene restando las coordenadas del punto inicial de
las del punto final:

V=L, Uy 039 =gy = Py 42 = P2 93 = P3)

| Nota. Las propiedades de 1a suma y del producto por un escalar expuestas en el Teore-
ma 10.1 siguen siendo vilidas para vectores en el espacio.

EJEMPLO 3 Expresion en componentes de un vector en el espacio

Hallar la expresion en componentes y la longitud de un vector v con punto
inicial (-2, 3, 1) y punto final (0, -4, 4). Hallar un vector unitario en la direc-
cién de v.
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FIGURA 10.21
Vectores paralelos.
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Solucion:  La expresion de v en componentes viene dada por

v=4q; = P1 92 — P2 43 ~py={0-(-2),-4-3,4- 1>
=<2,-7,3>

asi que su longitud es

Ml = /@7 + 1% + ()= /62

El vector unitario en la direccién del v es

v 1

T e

2,-7,3) 0

De la definicién del producto por un escalar se sigue que los multiplos
escalares positivos de un vector no nulo v tienen la misma direccion que v,
mientras que los miltiplos negativos tienen direccién opuesta a la de v. En
general, dos vectores u y v son paralelos si existe algiin escalar ¢ tal que u =cv.

En la Figura 10.21, los vectores u, v y W son paralelos, ya que u = 2v
y W=-V.

EJEMPLO 4 Vectores paralelos

El vector w tiene punto inicial (2, -1, 3) y punto final (-4, 7, 5). Cudl de estos
vectores es paralelo a w?

a) u={_3,-4,-1> by v={2,-16,4)
Solucién:  En forma de componentes, el vector w se escribe

w={-4-27~(-1),5-3>=(-6,8,2)

1 1
a) Comou=<(3,-4,-1>=- 3 {-6,8,2>=- 3 w, podemos concluir que u es

paralelo a w.
b) En este caso necesitariamos un escalar ¢ tal que

{12, - 16, 4> = (-6, 8, 2>
12=-6¢c - c=-2
~16= 8 —>c=-2
4= 2c>c= 2

Como ninglin ¢ satisface las tres condiciones exigidas, los vectores no son pa-
ralelos. 0
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FIGURA 10.22
Los puntos P, Q' y R son colineales.

FIGURA 10.23
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EJEMPLO 5 Puntos colineales

Determinar si los puntos P(1, -2, 3), (2, 1, 0), y R(4, 7, —6) estan sobre una
misma recta.

Solucién:  Las expresiones en componentes de PQ y PR son

PO=¢2-1,1-(=2),0-3>=<1,3,-3>

PR=(4-1,7-(-2),-6-3>=(3,9,-9

Estos dos vectores tienen un punto inicial comdn. Por tanto, P, Q' y R estan
sobre una misma recta si y s6lo si PQ' y PR son paralelos. Y lo son, ya que
PR = 3PQ, como se ilustra en la Figura 10.22.

EJEMPLO 6  Notacion de vectores unitarios candonicos

a) Expresar el vector v = 4i — Sk en componentes.
b) Calcular el punto final del vector v = 7i — j + 3k, cuyo punto inicial es
P(-2,3,5).

Solucion:
a) Como falta j, su componente es 0, luego
v=4i-5k=2{4,0,-5)

b) Hemos de encontrar un g(q,, q,, q5), tal que v = P@ =7i-j+ 3k. Eso
implicaque g, - (-2)=7,q, - 3=-1,y g5 -5 =3. La soluci6n de esas tres
ecuaciones es g, =5, g, =2, y g5 = 8. Por tanto, Q es (5, 2, 8). O

Aplicaciones

EJEMPLO 7 Magnitud de una fuerza

Una cdmara de television de 120 libras estd colocada sobre un tripode (Figu-
ra 10.23). Representar en forma de vector la fuerza ejercida sobre cada una de
las patas del tripode, suponiendo que el peso se distribuye uniformemente entre
las tres.

Solucion: ~ Sean los vectores F,, F, y F; que representan las fuerzas ejercidas
sobre los tres puntos de apoyo. De la Figura 10.23 se pueden deducir las direc-

cionesde F, F, y Fy:

PO, =<0-0,-1-0,0-4)=<0,-1,-4)
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Puesto que las tres patas tienen la misma longitud y la fuerza se reparte uni-
formemente entre ellas, ||F,|| = ||F,|| = ||F,||. Por tanto, existe una constante c
tal que

31 \/5 1
F = O, _l, -4 R F, = \[_, — —4 s F, = — s —3 —
1= ’ 2 C<2 2 > y o5 C< 2 2 >

dado que la fuerza total ejercida por la cdmara es F = —120Kk, de
F=F +F,+F,

se sigue que F;, F, y F; tienen cada uno de ellos una componente vertical
igual a -40. Eso implica que c(-4) = -40, luego ¢ = 10. En consecuencia, las
fuerzas ejercidas sobre las tres patas del tripode vienen representadas por los
vectores

F, = <0, -10, 40>

F, = (5./3, 5, -40)
F, = (-5./3, 5, -40) O

En los Ejercicios 1-4, situar los puntos en un sistema de 8. El punto estd siete unidades delante del plano yz,
coordenadas tridimensional.

1. a (2,1,3)
2. a (3,-2,5)

3. a (5,-2,2)
4. a) 0 4,-5

by (-1,2,1)

b) <34 2
4=

b) (5,-2,-2)
by (4,0,5)

dos a la izquierda del plano xz y una por debajo del
plano xy.

9. El punto estd en el eje x, diez unidades delante del pla-
no yz.

10. El punto estd en el plano yz, tres unidades a la derecha
el plano xz y dos por encima del plano xy.

11. Para pensar [Cudl es la coordenada z de cualquier
punto del plano xy?

En los Ejercicios 5 y 6, aproximar las coordenadas de los

puntos.

12. Para pensar [Cudl es la coordenada x de cualquier
punto del plano yz?

En los Ejercicios 13-16, determinar la localizacién de los
puntos que satisfacen las condiciones impuestas.

13. xy>0,z=-3

14. xy<0,z=4

15. xyz<0

16. xyz>0

En los Ejercicios 7-10, hallar las coordenadas del punto.

En los Ejercicios 17-20, calcular las longitudes de los lados

7. El punto estd tres unidades detrés del plano yz, cuatro a del tridngulo cuyos vértices se especifican y discutir si el
la derecha del plano xz y cinco sobre el plano xy. tridngulo es recto, isésceles o ninguna de las dos cosas.
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17. (0,0,0),(2,2,1),(2,-4,4)

18. (5.3,4),(7.1,3),(3,5,3)

19. (1,-3,-2),(5,-1,2),(-1, 1, 2)
20. (5,0,0),(0,2,0), (0,0, -3)

21. Para pensar El tridngulo del Ejercicio 17 se traslada
cinco unidades hacia arriba por el eje z. Calcular las
coordenadas del tridngulo trasladado.

22. Parapensar El trisngulo del Ejercicio 18 se traslada
tres unidades hacia la derecha por el eje y. Calcular las
coordenadas del tridngulo trasladado.

En los Ejercicios 23 y 24, hallar las coordenadas del punto
medio del segmento que une los dos puntos dados.

23 (5,-9,7),(-2,3,3) 24. (4,0,-6),(8,8,20)

En los Ejercicios 25-28, escribir en forma candnica la ecua-
cién de la esfera.

25. Centro (0, 2, 5) y radio 2.
26. Centro (4, -1, 1) y radio 5.
27. Puntos terminales de un didmetro: (2, 0, 0) y (0, 6, 0).

28. Centro (-2, 1, 1) y tangente al plano xy.

En los Ejercicios 29-32, completar el cuadrado para escribir
laecuacién de la esfera en forma canénica. Hallar el centro y
el radio de la esfera.

29, 2+y+22-+6y+8+1=0
30, 2+ +22+9x-2y+10z+19=0
3, 92 +9y2+ 922 —6x+ 18y +1=0

3. 4+ dy?+ 4722 —dx—32y + 82+ 33=0

En los Ejercicios 33-36, a) expresar en componentes el vec-
tor v, y b) dibujar el vector con el origen como punto inicial.

33.
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35. 36.

En los Ejercicios 37 y 38 se dan los puntos inicial y final de
un vector. a) Dibujar el segmento dirigido, b) expresar el
vector en componentes, y ¢) dibujar el vector con el origen
como punto inicial.

37. Punto inicial: (-1, 2, 3)
Punto final: (3, 3, 4)

38. Punto inicial: (2, -1, -2)
Punto final: (-4, 3, 7)

En los Ejercicios 39 y 40, se dan un vector v y su punto
inicial. determinar el punto final.

39. v=4(3,-5,6)
Punto inicial: (0, 6, 2)

1 1
4. v=/(0,-, -
23

2
Punto inicial: <3, 0, - 5)

En los Ejercicios 41 y 42, dibujar cada mltiplo escalar de v.

41. v=<1,2,2>
3
a) 2v b) -v <) EV d) Ov
42, v=42,-2, 1>

1 5
- b) 2 - d)y -
a) -v ) 2v c) 2v ) 2v

En los Ejercicios 43-48, calcular el vector z, siendou =1, 2,
D, v=<(2,2, -1, yw=<{4,0, -4

43, z=u-v

4, z=u-Vv+2w

45, z=2u+4v-w
1

46. z=5u-3v--w
2

47. 2z-3u=w

48. 2u+v-w+3z=0
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8 En los Ejercicios 49-52, averiguar cudl de los vectores es % 69. Programacién Se dan las expresiones en componen-
paralelo a z. Confirmar los resultados mediante una grifica tes de dos vectores u y v. Escribir un programa que
en calculadora. produzca como resultado: a) la expresién en compo-

nentes de w + v, b) |ju + v||, ¢) ||, y 4) ||v]].
9. 22,2 -5 )l (1, ) llall, y d) {Ivll

4 10 & 70. Aplicar el programa escrito en el ejercicio precedente a
a) {-6,-4,10) b) <2’ 3 ‘?> los vectores u = (-1, 3, 4> y v = (5, 4,5, -6)
) <6.4,10) d) <1,-4,2) En los Ejercicios 71 y 72, determinar los valores de ¢ que
1, 2, 3 satisfacen la ecuacién, siendou=i+2j+3kyv=2i+2j-k
50. z=-i--j+-k
2 3 4
4 3 71. ||CVH =5
a) 6i-4j+ 9k by -i+-j--k
37 2 72. |lcuf| =3
12i + 9k d i 9k
©) o ) Zl B 8 En los Ejercicios 73-76, hallar el vector v de longitud y di-

reccién dadas.
51. ztiene punto inicial (1, -1, 3) y punto terminal (-2, 3, 5)

a) -6i+ 8j+4k b) 4j + 2k Magnitud Direccion
52. ztiene punto inicial (3, 2, —1) y punto terminal (-1, -3, 5)
a) <0, 5’ —6> b) <8, 10, _12> 73. 10 u= <0, 3, 3>
En los Ejercicios 53-56, usar vectores para decidir si los 7.3 u=<L LD
puntos son colineales. 3
75. = u=<2,-215
53. (0,-2,-5),(3,4,4), 2,2 1) 2
54. (1,-1,5), (0,1, 6), (3, -1, 3) 76. /5 u=(-4,62)
55. (1,2,4),(2,5,0), (0, 1, 5) o o
56. (0,0,0,), (1,3, -2), (2. -6, 4) En los Ejercicios 77 y 78, dibujar el vector v y expresarlo en
componentes.

En los Ejercicios 57 y 58, usar vectores para probar que los
puntos son vértices de un paralelogramo. 77. vestden el plano yz, tiene longitud 2 y forma un 4ngulo
de 30° con el semieje y positivo.
57. (2,9, 1), (3,11, 4), (0, 10, 2), (1, 12, 5)
78. vestien el plano xz, tiene longitud 5 y forma un 4ngulo
38 (1L1,3).0,-1,-2), (11,2, -9). 3, 4. -4) de 45° con el semieje z positivo.
En los Ejercicios 59-64, hallar 1a longitud de v.
En los Ejercicios 79 y 80, usar vectores para hallar el punto

59. v=140,0,0> que estd a dos tercios del camino de P a Q.
60. v=<1,0,3>

6. v=i-2j-3k
62. v=-4i+3j+7k
63. Punto inicial de: v: (1, -3, 4) 81. Seanu=i+jv=j+kyws=au+bv

Punto final de v: (1, 0, —1) a) Dibyjaruy v.
b) Siw =0, probar que a y b deben ser nulos ambos.

79. P@4,3,0), o, -3,3)
80. P(1,2,95), (6, 8, 2)

64. Punto inicial de: v: (0, -1, 0) c¢) Hallar a y b de manera que w =i + 2i + k.
Punto final de v: (1, 2, -2) d) Probar que ninguna eleccién de a y b hace posible

En los Ejercicios 65-68, hallar un vector unitario a) en la que w =i+ 2j + 3k.

direccion de u, y b) en la direccién opuesta a la de u. 82. Parapensar Los puntos inicial y final de un vector v

65. u =2 -1,2) son (xy, ¥y, 29) ¥ (%, ¥, 2). Describir el conjunto de todos
T los puntos (x, y, z) tales que ||v|| = 4.

66. u = <608

Investigacion numérica, grdfica y analitica Los fo-
67. w=<32-5 cos de un auditorio son discos de 24 libras y de 18 pul-
68. u=<8,00) gadas de radio. Cada disco esta colgado de tres cables



84

8.

Ejercicios de Ia Seccion 10.2

igualmente espaciados de L pulgadas de longitud (véa-

se figura).

a) Expresar la tensién T de cada cable como funcién
de L. Especificar el dominio de esa funcién.

b) Con ayuda de una calculadora y el modelo del
apartado a), completar la tabla.

0 12025303540 45|50

T

¢) Representar en la calculadora el modelo y deter-
minar las asintotas de su grafica.

d) Comprobar analiticamente las asintotas obtenidas.

e) Calcular la longitud minima que pueden tener los
cables si la mdxima tensién que pueden soportar
es de 10 libras.

18 pulgadas

Parapensar Supongamos que cada uno de los cables
del Ejercicio 83 tiene una longitud fija x = a y que el
radio de cada disco es r,, pulgadas. Enunciar una conje-
tura acerca del limite

lim T

ro—a
y justificar la respuesta.

Diagonal de un cubo Expresar en componentes el
vector unitario v en la direccién de la diagonal del cubo
de la figura.

z

* ivii=1

86.

87.

88.

89.

991

Cable de anclaje El cable de anclaje de una torre de
100 pies de altura soporta una tensién de 550 libras.
Con los datos de la figura, expresar en componentes el
vector F que representa la tensién del cable.

Cargas suspendidas Calcular la tensién en cada uno
de los cables de la figura si el peso del embalaje es de
500 newtons.

Construccion de edificios Un muro de hormigén pre-
colado es mantenido temporalmente en posicién verti-
cal por cuerdas, como indica la figura. Calcular la fuer-
za total ejercida sobre la sujecién A si las tensiones en
AB y AC son de 420 y 650 libras, respectivamente.

-
1ten} () PICS gt

Escribir una ecuacién cuya grifica coincida con el con-
junto de puntos P(x, y, z) que distan de A0, -1, 1) do-
ble que de B(l, 2, 0).
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10.3
El producto escalar de dos vectores

El producto escalar

Hasta ahora hemos estudiado dos operaciones con vectores, la suma y la multi-
plicacién por un escalar, que producen como resultado un vector. En esta sec-
cion introducimos una tercera operacion, el producto escalar, cuyo resultado
no es un vector, sino un escalar (un nimero).

| Nota El producto escalar se llama también producto interno.

0REMA 104 PROPIEDADES DEL PRODUCT

u, vy w vectores en el pl

Demostracién:  Para probar la primera propiedad, tomamos u = {u,, u,, U3)y
v = {v,, v,, v;». Entonces

UV =U,U; + Uyly + Usly
= DUy + Uy, + U3l

=v-u
En cuanto a la quinta, sea v = {v,, v,, v;). Entonces

v v=0l+ 05+ 03

=(Jv? + v3 + vd)?

= |Ivl|?

Las demostraciones de las restantes propiedades se dejan al cuidado del lector. [
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Origen

FIGURA 10.24
Angulo entre dos vectores.
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EJEMPLO I Cilculo de productos escalares

Dados u = {2, -2>, v= (5, 8>, y w = (-4, 3>, calcular
a u-v b)) (u-v)w ) u-(2v) d)y |w|}?

Solucién:
@) w-v=(2,-2>¢58)=2(5 + (-2)8) = -6

b) (u-v)W=-6¢-4,3> = (24, -18>

¢) uw-(2v)=2(u-v)=2-6)=-12

d) |Iwll?=w-w=<(-4,3>(-4,3) = (-49)(-4) + 3)(3) = 25

Notese que el resultado del apartado b) es un vector, mientras que los resulta-
dos restantes son escalares. U

Angulo entre dos vectores

El dngulo entre dos vectores es el dngulo 0, 0 < 6 < & entre sus respectivos
vectores en posicién canénica (Figura 10.24). El proximo teorema ensefia c¢6-
mo calcularlo mediante el producto escalar. (Téngase en cuenta que no estd
definido el dngulo entre el vector cero y otro vector.)

Demostracién: ~ Consideremos el tridngulo formado por los vectores u, vy v — u
(Figura 10.24). Por la ley de los cosenos,

v = uli® = [juli? + |[v{I* = 2]jull|Iv|| cos 6

Por las propiedades del producto escalar, el miembro de la izquierda se puede
transformar asi:

v-ull?=(v-u)-(v-u
=(v-w-v-(v-u)-u
=V'V-—u'v-v-u+u-u

= [IVII> = 2u - v + [jul?
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| Nota. Las palabras «perpendicu-
lar», «ortogonal» y «normal» signi-
fican esencialmente lo mismo: for-
mar é4ngulo recto. Sin embargo,
suele decirse que dos vectores son
ortogonales, que dos rectas o pla-
nos son perpendiculares y que un
vector es normal a una recta o a un
plano.

Vectores y geometria del espacio

y sustituyendo en la ley de los cosenos obtenemos finalmente
[IVII? = 20 v + [ull? jall® + [IVII* = 2[vI[lIv]] cos 6
—2u - v = -2||u]|||vl| cos O
u-v

cos 0 = ——— il

I} {vlf

Si se conoce el angulo entre dos vectores, reescribiendo el Teorema 10.5
como

u'vs ||u|| ||VH cos 0 Forma alternativa del producto escalar

se dispone de un nuevo método para calcular el producto escalar. Es facil darse
cuenta de que, al ser |ju|| y ||v|| siempre positivos, u - v y cos 0 tendrédn siempre
el mismo signo. La Figura 10.25 muestra las posibles orientaciones de dos
vectores.

Direccion u-v<y u-v=0 u-v>0 Misma

opuesta direccion

0 a\ ¢ u u
— L ’ 0 u

u v v MY v v

0=n n2 <O <m 0=mn/2 0<0<n?2 0=0
cos = -1 -1 <cosf <0 cos =0 0 <cosf <1 cos =1
FIGURA 10.25

De esta definicién se sigue que el vector cero es ortogonal a todo vector u,
ya que 0 - u = 0. Ademds, para 0 < 0 < 7, vemos que cos 0 = 0 si y s6losi
0 = 7/2. Por tanto, el Teorema 10.5 nos lleva a la conclusién de que dos vecto-
res no nulos son ortogonales si y sélo si el dngulo entre ellos es 7/2.

EJEMPLO 2 Angulo entre dos vectores

Dados u = (3, -1, 2>, v=¢{-4,0,2>, w= (1, -1, =2, y z = <2, 0, =),
calcular el dngulo entre cada uno de los pares de vectores siguientes.

a uyyv b) uyw c) VYyZ
Solucion:

-12 -
&) cos 0= v 12 + 4 8

u - -4
Illvil /14,20 2/14/5 /70

J70

Como u ' v < 0, § = arccos ~ 2,069 radianes
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FIGURA 10.26
Angulos directores.
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_u'w_3+1—4_ 0
Sl /146 2 /84

Comou w=0,uywson ortogonales. Ademas, 0 = n/2.

by cos @ =0

V'Z -8+0-2 -10

c) cosf= = = =-1
Iviilizl - /20/5 /100
En consecuencia, 0 = 7. Nétese que v y z son paralelos, con v = -2z, O

Cosenos directores

Para un vector en el plano hemos visto que es conveniente medir la direccion
en términos del dngulo, medido en sentido contrario al de giro de las agujas de
un reloj, desde el semieje x positivo hasta el vector. En el espacio es conve-
niente medirla en términos de los dngulos entre el vector v (no nulo) y los tres
vectores unitarios i, j y k, como muestra la Figura 10.26. Los angulos a, f, y
son los dngulos de direccién (o angulos directores) de v, y COs a, o8 f3, coS p
son los cosenos directores de v. De

v - i = [|v]|[li]| cos a = [|v]| cos «

voi= vy, 0, 050 <1, 0,0) =,

se sigue que cos a = v,/||v||. Por un argumento similar con los vectores Jykse
obtiene

cos o = —L o es el dngulo entre v e i
[Iv]
v,

s f=—= B es el dngulo entre v y j
[Iv]
Us

S Y= ”V—H y es el dngulo entre v y k

Por consiguiente, cualquier vector v no nulo en el espacio, tiene la forma nor-
malizada

v v v v
— = -Lj4 254+ 3 k=cos o + cos fij + cos vk
vIEIvIE v vl

y como v/||v|| es un vector unitario, resulta

cos® o + cos? B+ cos? y = 1
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EJEMPLO 3 Cdlculo de los dngulos directores

Calcular los cosenos y angulos directores del vector v = 2i + 3j + 4k y com-

probar que cos? « + cos® f + cos® y = 1.

a=Anguloentrevei
B =Anguloentre vy j
y = Angulo entre vy k

[ SRV I
Y

v=2i+3j+4k
B

1

]
]
'
|
'

) FIGURA 10.27
Angulos directores de v.

FIGURA 10.28
La fuerza de la gravedad empuja la lancha
hacia abajo y contra la rampa.

Solucion:
Como ||v|]| = /2% + 32 + 4% = \/E, tenemos
2
CoS o= —— = —— o ~ 68,2°
vl /29
3 o)
cos ff=—=—= p = 56,1
vl /29
4
— y &~ 42,0°

La suma de los cuadrados de los cosenos directores es

9 16
2 2 2 —_ _ -
cos® o + cos” f§ + cos ))_29+29+29
_2
T 29
=1
(Véase Figura 10.27.) 0

Proyecciones y vectores componentes

Ya hemos tenido ocasién de sumar vectores para producir un nuevo vector.
Muchas aplicaciones a la Fisica o a 1a Ingenieria plantean el problema inver-
so: descomponer un vector como suma de vectores componentes. La utili-
dad de este procedimiento se comprenderd mejor recurriendo a un ejemplo
fisico.

Consideremos la lancha sobre una rampa inclinada de la Figura 10.28. La
fuerza de la gravedad F empuja la lancha hacia abajo y contra la rampa.
Estas dos fuerzas, w, y w,, son ortogonales y se llaman los vectores compo-
nentes de F.

F= W+ W, Vectores componentes de F

Las fuerzas w, y w, ayudan a analizar el efecto de la gravedad sobre la lancha.
Por ejemplo, w, indica la fuerza necesaria para evitar que la lancha descienda
por la rampa y w, lo que deben soportar los neumaticos.
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y
4.6
of e
51 .
W S~ (7,4
4t (7,49
7
3+ (2.3) /
/
a A u ,’,
I+ //'
+ L i/l A .
TINE 3 s 67
- W, //
24 ¢
(3,-2)
FIGURA 10.30
U=W, +W,

| Nota. Notese la distincién entre
los términos «componente» y «vec-
tor componente». Por ejemplo,
usando los vectores unitarios cand-
nicos con W = uyi + u,j, u, es la
componente de u en la direccién de
iyu ies el vector componente de u
en la direccién de i.
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8 es agudo 8 es obtuso

'
'
'
|
1
1
'
1
W, u )
1
0
1
1
1
'
I
i
'

w;
w,

FIGURA 10.29
Wy = proy,u = proyeccion de u sobre v = vector componente de u en la direccin de v.
W, = vector componente de u ortogonal a v.

EJEMPLO 4 Cdlculo del vector componente de u ortogonal a v

Calcular el vector componente de u = {7, 4 ortogonal a v = {2, 33, siendo
w, =proyu=<{4,6>y

u=<{7,4>=w, +w,

Solucidn: - Como u = w, + w,, donde w, es paralelo a v, se sigue que w, es el
vector componente de u ortogonal a v. Asf pues,

Wy =u—w, =7, 4> - {4, 65 = (3, -2)

Compruebe como ejercicio que w, es ortogonal a v, tal como muestra la Figu-
ra 10.30. U

El Ejemplo 4 pone de manifiesto que es facil hallar el vector componente w,
una vez conocida la proyeccién w, de u sobre v. Para calcular esta proyeccién
el teorema siguiente utiliza el producto escalar (para su demostracién véase el
Ejercicio 68).
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FIGURA 1031
U= W +W,

\
,
\
\‘\‘ l
¥ F

w, = proy,(F)

FIGURA 10.32

Vectores y geometria del espacio

La proyeccién de u sobre v se puede escribir como un muiltiplo escalar de
un vector unitario en la direccion de v:

u-v u-v u-v
vz =\ T o k= = 0
<HVHZ>V ( v >nvn O v = lulfcos

El niimero k se llama la componente de u en la direccién de v.

EJEMPLO 5 Descomposicion de un vector en vectores componentes

Hallar la proyeccién de u sobre v y el vector componente de u ortogonal a v,
para los vectores u =3i - 5§+ 2ky v=Ti +j - 2k. (Véase Figura 10.31)

Solucion:  La proyeccién de u sobre v es

u-v 12 14 2 4
(YN o ()i o2k = —ioj- =k
i <||v||2>v <54>('” =giteITg

El vector componente de u ortogonal a v es el vector

4, 2, 4 13, 47, 22
w2=u—w1=(3i—5j+2k)—<?i+§j—§k)=§—i—3j+3kD

EJEMPLO 6 Cdlculo de una fuerza

Una lancha de 600 libras se encuentra sobre una rampa con 30° de inclina-
cién (Figura 10.32). ;Qué fuerza es necesaria para evitar que la lancha rue-
de cuesta abajo?

Solucion:  Como la fuerza de la gravedad es vertical y hacia abajo, puede repre-
sentarse por el vector F = —-600j. Para hallar la fuerza requerida para impedir
que la lancha descienda por la rampa, proyectamos F sobre un vector unitario v
en la direccién de la rampa:

J3,

v = cos 30° + sen 30°j = 71 + EJ Vector unitario en la direccién de la rampa

Por tanto, la proyeccion de F sobre v es

w, = proyF = < e >v =F - v)v=(- 600)< ) = —300<\—é§i + %J)

La magnitud de esta fuerza es 300, asi que la fuerza pedida es de 300 libras.

g



Seccion 10.3

FIGURA 10.34

El producto escalar de dos vectores 999

Trabajo

El trabajo W realizado por una fuerza constante F que actia a lo largo de la
recta de movimiento de un objeto viene dado por

W = (magnitud de la fuerza) (distancia) = |[F|| IIP_Q||

como se muestra en la Figura 10.33a. Si la fuerza constante F no esté dirigida
en la direccién del movimiento, la Figura 10.33b indica que el trabajo W reali-
zado por la fuerza es

-

W = [lproy 5 FIl | POl = (cos O)IIF|||IPQ]| = F - PO

Trabajo = |F | | PQ)| Trabajo = [lproyF|| I1PQ)

a) La fuerza actta en la direccidon del movimiento b) La fuerza actia formando un angulo 6 con la
direccion del movimiento

FIGURA 10.33

Resumimos esta nocion de trabajo en el cuadro siguiente.

EJEMPLO 7 Trabajo

Para cerrar una puerta corredera, una persona tira de una cuerda con una fuerza
constante de 50 libras con un 4ngulo de 60° (Figura 10.34). Calcular el trabajo
realizado para mover la puerta 12 pies hasta que queda cerrada.

Solucion:  Por proyeccion podemos hallar el trabajo realizado haciendo

W = lproy ., FIl|IPQl|
= cos (60°) [IF|| |PO]|

1
=5(30)12)

= 300 libras-pies U
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Ejercicios de la Seccion 10.3

En los Ejercicios 1-6, calculara) w-v,b) u-u,¢) |juf? Usando el Ejercicio 19 hallar el dngulo entre los vec-

d)y (u-viv,ye) u-(2v) tores
a) u=_3,4),v=_{175)
1. u=¢3,4> 2. u=4512) by u=<(8,-4,25v=<252)
v=4_2.-% V=432 En los Ejercicios 21-28, averiguar si u y v son ortogonales,
3. u=(2 23,4 4 u=i paralelos o ninguna de ambas cosas.
v=1<0,6,5> v=i 2. u=d4, 00, v=<1,1>
T e s 3 1
5. u=2i-j+k 6. u=2i+j~-2k 22, u=<2,18>,V=<2,—g>
v=i-k v=i-3j+2k
1 2
7. Ingresos El vector u = {3.240, 1.450, 2.235) da el 23. u=<{4,3)v= <§, -§>
nimero de unidades de los productos X, Y, Z'y el vec-

tor v = (2,22, 1,85, 3,25) da el precio, en ddlares, por
unidad de cada uno de esos productos. Calcular el
producto escalar u - v y explicar qué informacion

1
24. u:—g(i—2j),v:2i—4j

ofrece. 25. u=j+6k 26. u=-2i+3j-k
8. (Verdadero o falso? Siu-v=u-wyu # 0, enton- v=i-2j-k v=2i+j-k
ces (es necesari/amente ciertg que v = w? Si es falso, 27. u=<2,-3, 1> 28. u={(cos 8, sen 0, -1)
explicar por qué o dar un ejemplo que demuestre su
falsedad. v=<-1,~1,-1> v = {sen 6, —cos 4, 0)

29. Probar, usando vectores, que las diagonales de un rom-

En los Ejercicios 9 y 10, calcular u - v bo son perpendiculares.

9. llulj =8, vl = 5, y el 4dngulo entre wy v es n/3. 30. Angulo de enlace Consideremos un tetraedro regular

con vértices (0, 0, 0), (k, k, 0), (k, 0, k) y (0O, k, k), donde

k denota un nimero real positivo.

. a) Dibujar el tetraedro.

En los Ejercicios 11-18, hallar el dngulo 0 entre los vec- b) Calcular la longitud de sus aristas.

tores. ¢) Hallar, mediante el producto escalar, el dngulo en-
tre dos aristas.

1. u=L<1,1),v=42,-2) d) Calcular el dngulo entre los segmentos que van del

12. u=q, 15 v=<2-15 c/entroide (k/2, k/2, k/2) a dos vértices. Este es el
dngulo de enlace para una molécula tal como

10. |jul| = 40, ||v|| = 25, y el dngulo entre u 'y v es 57/6.

n 7 CH,, o PbCl,, cuya estructura tiene forma de te-
13. u=3i+j 14. u=cos 3 i+ sen 3 ] traedro.
Vv =-2i+ 4 3\, 3\ . 31. Parapensar [Qué se puede decir acerca del dngulo
v=Ccos|— J1+ sen T J entre dos vectores no nulos u y v, si

a) u-v=0? b) u-v>0? ¢) u-v<0?
15 u=<L 1L 1 16. u=2i+3j+k 32. ;Verdadero o falso? Siuy v son ortogonales a w,
v=42, 1, -1 v=—3i+2j (es u + v ortogonal a w? En caso afirmativo, demos-
trarlo. En caso negativo, explicar por qué es falso o dar

17. u=3i+4j 18, u=2i-3j+k un ejemplo que confirme su falsedad.
v=-2j+3k v=i-2j+k 33. Consideremos los vectores u = {cos a, sen o, 0}y

v ={cos f8, sen 8, 0>, donde & > 5. Calcular su produc-
to escalar y usarlo para demostrar la identidad

Programaciéon Escribir un programa que, dados dos
vectores u y v en forma de componentes, calcule
a) |la]|, b) ||v||, y ¢) el dngulo entre u y v. cos (o — f8) = cos a cos f§ + sen o sen f§
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34. Hallar los vectores tangentes unitarios a las curvas
¥, =x*ey®=x"'%en sus puntos de interseccién. Calcu-
lar los dngulos entre las curvas en esos puntos.

En los Ejercicios 35-38, hallar los cosenos directores de u y
verificar que la suma de sus cuadrados es 1.

3. u=i+2j+2k 36. u=3i-j+5k
37. u=<0,6,-4> 38. u=<4a b ¢

% En los Ejercicios 39 y 40, usar una calculadora grifica para
hallar la magnitud y los dngulos directores de la resultante de
las fuerzas F, y F, con puntos iniciales en el origen. Se dan
la magnitud y el punto terminal de cada vector.

Vector Magnitud Punto final
39. F, 50 1b (10, 5, 3)

F, 80 Ib (12,7, -5)
40. F, 300 N (-20, -10, 5)

F, 100 N (5, 15, 0)

41. Hallar el dngulo entre la diagonal de un cubo y una de
sus aristas.

42. Hallar el dngulo entre la diagonal de un cubo y la dia-
gonal de una de sus caras.

43.  Cables que soportan carga Una carga estd suspendi-
da de tres cables, como muestra la figura. Calcular los
dngulos directores del cable OA.

(-4,-6,10)
B

(0, 10, 10)

44. Cables que soportan carga Hallar el peso de la carga
en el Ejercicio 43 si la tensidn en el cable OA es de 200
newtons.

En los Ejercicios 45-48, a) proyectar u sobre v, y b) calcular
el vector componente de u ortogonal a v.

45. u=<{2,3>v=¢{51> 46. u={2,-3>,v=_3,2>

7. u=4,1,2> 48. u=<0,41
v=40,3,4> v=1<0,2,3>

% 49. Programacion Dados dos vectores u y v en forma de
componentes, escribir un programa que exprese en
componentes la proyeccién de u sobre v.

1001

Usar el programa del ejercicio anterior para calcular la
proyeccién de u sobre v.

a) u=4_3,4>,v=48,2>

b) u=4{56,2>v=1<(~1,34>

Para pensar  En los Ejercicios 51 y 52, usar la figura
para hallar mentalmente la proyeccién de u sobre v.
(Se dan las coordenadas de los puntos terminales en
posicién canénica.) Verificar los resultados analitica-
mente.

51. y 52.
4t (6.4)

ot x

53. Para pensar a) ;Qué se puede decir de dos vectores
uy v sabiendo que la proyeccién de u sobre v es u? b)
(Y sies 0?7

54. Para pensar Si la proyeccién de u sobre v tiene la
misma longitud que la proyeccién de v sobre u, jes
cierto que ||u]| = [|v||?

En los Ejercicios 55-58, hallar dos vectores en direcciones
opuestas que sean ortogonales al vector u. (La solucién no es
dnica.)

1, 2
55. u=-i--j 56. u=-8i+3j
2 3

57. u=4¢3,1,-2> 58. u=1<0,-3,6>

59. Fuerzade los frenos Un camién de 32.000 libras estd
aparcado en una calle con 15° de pendiente (figura).
Supuesto que la tinica fuerza actuante es la de la grave-
dad, calcular a) la fuerza requerida para impedir que el
camion ruede cuesta abajo, y &) la fuerza perpendicular
al suelo.

Peso = 32.000 libras

60. Cables que soportan carga Calcular la magnitud de
la proyeccién del cable OA de la figura de la pagina
siguiente sobre el semieje z positivo.
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61.

62.

(5.-5,20) z T(fs, -5, 20)

Trabajo Se arrastra 10 pies por el suelo un objeto
aplicando una fuerza de 85 libras. Calcular el trabajo
realizado si la direccién de la fuerza forma un dngulo

Trabajo En los Ejercicios 63 y 64, calcular el trabajo reali-
zado al mover la particula de P a Q si la magnitud y la direc-

de 60° con la horizontal, como indica la figura.

85 libras

cién de la fuerza vienen dadas por v.

63. P0,0,0), 04,7,.5,v=<14,8)
64. P(l1,3,0), O(=3,5, 10), v=-2i + 3j + 6k
65. Demostrar que |[u = vi|> = [ju|[* + |V[? - 2u - v.

66. Probar la designaldad de Cauchy-Schwarz [ju - v|| <
< [lulflivil

67. Demostrar la desigualdad triangular |[u + v|| < [jul] + [jvll

Trabajo Un vagén de juguete es arrastrado por un 68. Demostrar el Teorema 10.6.
nifio que tira con una fuerza de 15 libras de una varilla

que forma 30° con la horizontal (véase figura). Calcu-

lar el trabajo realizado al arrastrarlo 50 pies.

CONTENIDO =
El producto vectorial =
El producto mixto (o producto escalar triple) =

104
El producto vectorial de dos vectores en el espacio

El producto vectorial

En muchos problemas de Fisica, Ingenieria y Geometria se hace necesario cal-
cular un vector ortogonal a dos vectores dados. En esta seccion presentamos un
producto que produce un vector asi. Se denomina producto vectorial y se
define facilmente utilizando los vectores unitarios canénicos.

EFINIC éN DEL PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORESEN H ESPACIO

producto vectonal den y vesel vector

, u X v *(u2v3 - usvz)l (u ”3 = u3 1)3 + (u‘vz_ ,

| Nota. Esta definicién es aplicable solamente a vectores en tres dimensiones. El pro-
ducto vectorial de vectores en el plano no estd definido.

Una manera conveniente de calcular u x v consiste en usar determinantes.
(Esta forma de determinante 3 x 3 se usa s6lo como ayuda para memorizar la
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férmula del producto vectorial, pero no es técnicamente un determinante, ya
que sus entradas no son niimeros reales.)

UWXV=|U U, Ul <« Colocar «u» en la fila 2
vy Uy Uy « Colocar «v» en la fila 3

Uy U

k

Uy Uy

Uy U;

= (a0 — Uz~ (ugv3 — u3vy)j + (U0, - uyv )k

Notese el signo negativo que antecede a la componente j. Cada uno de estos
determinantes 2 x 2 se calcula, como es bien sabido, haciendo

’ X | =ad - bc

EJEMPLO 1 Calculo del producto vectorial

Dadosu=1i-2j+kyv=3i+j- 2k, hallar:

a uxy b) vxu c) VXV

Solucion:

S [ L Y
3 1 -2

=@ -Di-(-2-3)j+{ +6k

=3i+5j+ 7k
.
» ';2 b2l 32 31,
i X = - = —_
vxu 2 o' Pt 2
1 -2 1

=(1-4i-B+2j+(=6- Dk
=-3i-5j- 7k

Nétese que este resultado es el negativo del obtenido en el apartado a).

i j k
¢) vxv=3 1 -2/=0 ]
31 =2
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Los resultados del Ejemplo 1 sugieren algunas propiedades algebraicas

NOTACION PARA EL PRODUCTO . .
z , interesantes del producto vectorial, como u x v=—(vx u), y v x v = 0. Estas
ESGALAR %ﬂg&;ﬁﬂ 0DucTO propiedades, y varias mds, se resumen en el préximo teorema.

La notacion utilizada para estos dos pro- : o , s
ductos fue introducida por el fisico es- TEOREMA 10.7  PROPIED
tadounidense. Jogiah. Willard  Gibbs .
{1839-1903). A comienzos.de los 1880,
Gibbs elabord el «cdlculo vectorials para

representar magnitudes fisicas. Este sis-

tema fue el punto de partida de la teoria-
de los cuaterniones de Hamilton,. .~~~

Sean u, v, w vectore

Demostracign:  Para demostrar la propiedad 1, consideremos u = u i + u,j +u;ky
v =i+ v,j +v;k. Entonces,

ux V= (U — U0~ (U035 — u30)j + (g0, — uvk

VX U= (Vyly — U3, — (Vg — U3up)j + (04, — vu)K

de manera que u x v = ~(v x u ). Las restantes se dejan como ejercicio {(véanse
Ejercicios 45-48). O

La propiedad 1 del Teorema 10.7 nos pone sobre aviso de que el producto
vectorial no es conmutativo. En particular, esta propiedad indica que los vecto-
res u x vy v x u tienen igual longitud pero direcciones opuestas. El préximo
teorema recoge otras propiedades geométricas del producto vectorial.

Demostracién:  Para probar la propiedad 2, observemos que de cos 6 = (u - v)/
[lajl [[v]]), se sigue que

llul[[Ivlisen 6 = [l [Ivll\/1 ~ cos* 0

/ G
= [ - -7
v [hull?v1?
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FIGURA 10.35
Los vectores u y v son
lados adyacentes de un paralelogramo.

" Plano determinado poru y v

FIGURA 10.36
Sistemas dextrdgiros.

El producto vectorial de dos vectores en el espacio 1005

= JIPV? = (@ - v)?

= \/(uf + U3 + ui + 03 + vd) - W, + Uy, + ugry)?

= \/(uzv3 = u30,)? + (uyvy ~ uy0)? + (ugv, — Uy’
= |lu x v
Para demostrar la propiedad 4, nos referiremos al paralelogramo de la Figu-
ra 10.35, con lados adyacentes u y v. Puesto que la altura del paralelogramo es
[lv]] sen 6, el drea es
Area = (base)(altura)
= |ul[|Iv]] sen 6
= [lu x v||

Se deja como ejercicio probar las propiedades 1 y 3 (véase Ejerci-
cios 49 y 50). O

| Nota. De las propiedades 1y 2 del Teorema 10.8 se deduce que si n es un vector
unitario ortogonal a u y v, entonces

u x v =(|[u]|[[v|| sen )n

Ambos, u x vy v x u, son perpendiculares al plano determinado poruy v.
Una forma de recordar la orientacién de los vectores u, v, y u x v consiste en
compararlos con los vectores i, j, y k =i x j, como sugiere la Figura 10.36. Los
tres vectores u, v, y u x v forman un sistema dextrdgiro, mientras que u, v y
vV X u constituyen un sistema levdgiro.

EJEMPLO 2 Utilizacion del producto vectorial

Hallar un vector unitario ortogonal a
u=i-4j+k y v =2i+ 3j

Solucién:  El producto vectorial u x v, como muestra la Figura 10.37, es ortogo-
nal tanto a u como a v.

i j k

uxv=|1 -4 1

2 30
=-3i+2j+ 11k

Como llu x v|| = \/(=3)? + 22 + 11%=./134, un vector unitario ortogonal a
uyves

ux v 3

2 11
__ . . K
[l x vl ,/1341 +./134J * /134
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z

3,211

e (2,3.0)

FIGURA 10.37
El vector u x v es ortogonal a ambos, u y v.

C=(2,4,7

D=(5,0,6) _.

i B=(2,6,1)
674/
Y 4=(52,0)

X

FIGURA 10.38
El drea del paralelogramo es aproximadamente 32,19.

(3
M

FIGURA 10.39
El momento de F respecto de P.

Vectores y geometria del espacio

| Nota. En el Ejemplo 2 podiamos haber utilizado v x u para construir un vector unita-
rio ortogonal a u y v. Con esa eleccidn, el resultado hubiera sido el negativo del obteni-
do en el ejemplo.

EJEMPLO 3 Aplicacion geométrica del producto vectorial

Probar que el cuadrilatero con vértices en los siguientes puntos es un paralelo-
gramo y calcular su drea.

A=(520
C=(,4,7)

B=(2,6,1
D=(5,0,6)

Solucién:  Bn la Figura 10.38 vemos que los lados del cuadrilatero corresponden
a los cuatro vectores siguientes:

CD =3i-4j - k=-AB

CB=0i+2j-6k=—AD

AB=-3i+4j+k
AD = 0i - 2j + 6k
Asi pues, AB es paralelo a CD y AD es paralelo a CB, y podemos concluir que

el cuadrilatero es un paralelogramo con AB y AD como lados adyacentes. Ade-
mds, como

i

AB x AD = |-3
0 -
=26i + 18j + 6k

N
N —

el drea de ese paralelogramo es

IAB x AD|| = \/1.036 ~ 32,19

El paralelogramo ;es un rectdngulo? Para decidir si lo es o no, calcule el dngu-
lo entre los vectores AB y AD. O

En Fisica el producto vectorial sirve para medir el momento M de una
fuerza F respecto de un punto P (Figura 10.39). Si el punto de aplicacién de
la fuerza es Q, el momento de F respecto de P viene dado por

M= @ x F Momento de F respecto de P
La magnitud del momento mide la tendencia del vector Pé a girar en sentido

antihorario (regla de la mano derecha) en torno a un eje dirigido a lo largo del
vector M.

EJEMPLO 4 Una aplicacion del producto vectorial

Se aplica una fuerza vertical de 50 libras al extremo de una palanca de 1 pic de
longitud, ligada a un eje en el punto P (Figura 10.40). Calcular el momento de
esa fuerza respecto del punto P cuando 6 = 60°.
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e
3 =

FIGURA 1040
Una fuerza vertical de 50 libras
se aplica en el punto Q.

| Nota. El valor de un determinan-
te queda multiplicado por -1 si se
intercambian dos de sus filas. Tras
dos de esos intercambios, el valor
del determinante queda invariable.
Por tanto, los siguientes productos
mixtos son iguales:

u-(Vvx w)=
v (wxu)=

w - (uxv)

VXw

[Iproj, o w

) FIGURA 10.41
Area de la base = J[u x .
Volumen de! paralelepipedo = [u - (v x w)).

El producto vectorial de dos vectores en ef espacio 1007

Solucién: ~ Si representamos la fuerza por el vector F = 50k y la palanca por

55 1 3
PQ = cos (60°)j + sen (607)k = —Z-J + %k

el momento de F respecto de P es

i j k
. 1 3
M=POxF=0 - NE
2 2
0 0 -50
La magnitud de este momento es de 25 libras-pie. O

| Nota. En el Ejemplo 4 el momento (tendencia de la palanca a girar en torno al eje)
depende del dngulo 0. El momento es 0 cuando 6 = 7/2 y maximo cuando 6 = 0.

El producto mixto (o producto escalar triple)

Dados tres vectores u, v, w en ¢l espacio, el producto escalaruy v x w
u-(vxw

se llama el producto mixto (o producto escalar triple) de u, v, w. La demos-
tracion del préximo teorema se deja como ejercicio (véase Ejercicio 53).

TEOREMA 109 EL PRODUCTO MIXTO.

El producto mixto de u = u
s

Si los vectores u, v, w no son coplanarios, su producto mixto da el volumen
del paralelepipedo (poliedro cuyas caras son paralelogramos) que tiene au, vy
w como lados adyacentes (Figura 10.41). Eso es lo que establece el teorema
siguiente.

TEOREMA 1010 INTERPRETACIO
El volumen de un pa;mae
et
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Demostracion:  En la Figura 10.41 se observa que

|[v x w|| = drea de la base y [[proy, . wul| = altura del paralelepipedo.
Por consiguiente, el volumen es

V = (altura)(drea de la base) = ||proy,, ,ull|[v x w||

_u-(vxw)

= (v xw) O

z EJEMPLO 5 Calculo de un volumen mediante el producto mixto

Calcular el volumen del paralelepipedo que tiene a u = 3i - 5§ + k, v = 2j - 2k,
y w=3i+ j + k como aristas adyacentes (véase Figura 10.42).

Solucion:  Del Teorema 10.10 se sigue que

0,2,-2)
FIGURA 10.42 V=l (vxw)
El paralelepipedo tiene volumen 36. 3 -5 1
=10 2 =2
3001 1
2 =2 0 -2 0 2
=3’1 1’_('5)‘3 1 +(1)'3 1‘
=34) + 5(6) = 1(-6)
=36 |

Del Teorema 10.10 se desprende que el volumen del paralelepipedo es 0 si y
s6lo si los tres vectores son coplanarios. Esto es, tres vectores u = {u, u,, U3,
v ={Uy, Uy 030, Yy W= <w,;, w,, w3» con el mismo punto inicial estdn en un
plano si y sélo si

Uy Uy U
u-(vxw) = v, v, v3/=0

W, W, wy

Ejercicios de la Seccién 10.4

En los Ejercicios 1-6, hallar el producto vectorial de los vec- 7. u=<(2,-3,1> 8. u=4<¢11,2)

tores unitarios y dibujar el resultado. v= <L 1) V<0105

o o 9. u={12,-3,0) 10. u=(-10,0, 65

3. jxk 4. kxj

5 ixk 6. Kxi v=<(-2,5,0) v={(7,00)
1. u=i+j+k 12. u=j+6k

En los Ejercicios 7-12, calcular u x v y probar que es ortogo-
nal tanto a u como a v. v=2i+j-k v=i-2j+k
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Para pensar  En los Ejercicios 13-16, usar los vectores u y 29. (0,0,0),(1,2,3),(-3,0,0)
v de la figura para dibujar un vector en la direccién del pro-

ducto vectorial indicado en un sistema dextrégiro. 30. (2,-3,4),0,1,2),(-1,2,0)

31. (1,3,5).,(3,3,0), (2,0, 5)
32, (1,2,0),(=2,1,0),(0,0,0

En los Ejercicios 33-36, calcular u - (v x w)

33. v=i 4. u=0,1,1)

v=j v={(2,1,0>

13 uxy 14. vxu w=Kk w=1<0,0,1)
15. (-v)xu 16. ux (uxv) 35. u=42,0,1 36. u=<.2,00>
& Enlos Ejercicios 17-20, usar una calculadora para hallar u x v v=X0,3,0) v=<_L 11
¥ un vector unitario ortogonal au y v. w=1<001> w=10,22>

. u=<4,-357) 18. u=(-8-6,4) Volumen En los Ejercicios 37 y 38, usar el producto mixto
v={(-1,8,4> v=<10,-12,-2> para calcular el volumen del paralelepipedo con lados adya-
centes u, v, w.

2
19. u=-3i+2j-5k 20. u="k
3 37 u=i+j 38. u=<1,31>
1 1 1 .
v=—i—§j+—k v=—i+6k v=j+k v=<0,5,5)
2 47710 2

w=i+k v=<4,04)
21, Programacién  Escribir un programa que, dados vec-
tores u y v en forma de componentes, calcule u x vy

flu x v

B 22, Usarel programa anterior para calcular u x vy |ju x v||
a) u=(8, 4,25 b) u=<{-2,6,10>
v=42,52) v=1¢385

% Area Enlos Ejercicios 23-26, calcular el drea del paralelo- .
*

gramo que tiene a los vectores dados como lados adyacentes.
Verificar el resultado con una calculadora.

Volumen En los Ejercicios 39 y 40, calcular el volumen

Bou=j 4. u=i+j+k del paralelepipedo con los vértices dados (véase figuras).
v=j+k v=j+k
39. (0,0,0),(3,0,0),(0,5, 1), 3,51
25, u=3,2, -1 6. = -1,0
Sou=G2-D %. u=<2, ’ (2,0,5),(5,0,5),(2,5,6), (5, 5, 6)
v={1,2,3) v=<-1,2,0)
, z
Area En los Ejercicios 27 y 28, comprobar que los puntos
son vértices de un paralelogramo y calcular su drea.
27 (1,1, 1),(2,3,4),(6,5,2),(7,7,5)
B 2-L1,65,1,4,0 1L 1,3,3,4
y
Area Enlos Ejercicios 29-32, calcular el 4rea del triangulo x ," >

cuyos vértices se especifican. (Ayuda: El area del tridngulo

40. (0,0,0), (1, 1,0),(1,0,2), (0, 1, 1)

1
lados ad tes es — .
conu y v como lados adyacentes es 2I|u x v|]) @ L2, (L3 (L2 D223
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41.

42.

Capitulo 10

Momento Un nifio frena una bicicleta aplicando una
fuerza hacia abajo de 20 libras sobre el pedal cuando la
manivela forma un dngulo de 40° con la horizontal (fi-
gura). Calcular el momento respecto de P si la manive-
la tiene 6 pulgadas de longitud.

Momento Tanto la magnitud como la direccion de la
fuerza sobre un cigiiefial cambian cuando éste va giran-
do. Calcular el momento sobre el cigiiefial con los da-
tos de la figura.

2.000 libras

Optimizacién Una fuerza de 200 libras actiia sobre el

soporte de la figura.

a) Hallar el vector AB y el vector F que representa la
fuerza (F ha de darse en términos de 6).

b) Calcular la mﬁnitud del momento respecto de A
calculando ||AB x FJl.

¢) Determinar, usando el resultado del apartado b), la
magnitud del momento cuando 8§ = 30°.

d) Hallar, usando el resultado de b), el 4dngulo §
cuando la magnitud del momento es méxima. Para
ese angulo, ;qué relacién hay entre los vectores F
y AB? ces 1a que esperaba? ;Por qué?

¢) Representar la funcién que da la magnitud del mo-
mento respecto de A para 0° < 6 < 180°. Hallar el
cero de la funcién en ese dominio e interpretar el
significado de ese cero en el contexto del problema.

Vectores y geometria del espacio

l+=——15 pulg.

Optimizacién Una fuerza de 60 libras actiia sobre la

llave inglesa de la figura.

a) Calcular la magnitud del momento respecto de 0
evaluando ||5K x F||. Representar en una calcula-
dora la funcién de 6 resultante.

b) Usar el resultado del apartado a) para determinar
la magnitud del momento cuando 0 = 45°.

¢) Definir el dngulo 6, usando el apartado @), cuando
la magnitud del momento sea méxima. (Es la res-
puesta que se esperaba? ;Por qué?

En los Ejercicios 45-52, demostrar la propiedad del producto
vectorial que se especifica.

45.
46.
47.
48.
49.
50.

51.
52.
53.
54.

55.

ux (v+w)=(uxv)+uxw).
c(ux v)=(cu) x v=1ux (cv).
uxu=90
u-(vxw=(mxv)w
uxvesortogonalauyav.

u x v =0 siy sélo si uy v son miltiplos escalares uno
de otro.

[ju x v|| = [[u]||]v]| si u y v son ortogonales.
ux (vxw) =@ -wyv-u-v)w
Demostrar el Teorema 10.9.

Parapensar Si se doblan las longitudes de dos vecto-
res, ;c6mo cambia la magnitud de su producto vecto-
rial? Explicar la respuesta.

Para pensar  Los vértices de un tridngulo en el espacio
SON (xy, ¥y, 20), (X2, Y2 23) (X3, ¥3, 25)- Explicar comose
puede hallar un vector perpendicular al tridngulo.
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56. ;Verdadero o falso?

57. Dados los vectores u = {cos «, sen o, 0> y v =<{cos f3,
sen B, 03, donde a > f, calcular su producto vectorial
.y usar el resultado para probar que

sen (o — f§) = sen o cos f§ — cos « sen f§

CONTENIDO =

Rectas en el espacio =

Planos en ¢l espacio =

Trazado de planos en el espacio =
Distancias entre puntos, rectas y planos =

Pix,v.z) ) E
Pov=leho
ed Ly
| i 4
* # .
S :
POy g
y
/

FIGURA 1043
Larecta L y su vector director v,

Se puede definir el producto vec- 58.
torial de dos vectores en el plano. Explicar la respuesta.

Rectas y planos en el espacio

1011

Redaccion Lea el articulo «Tooth Tables: Solu-
tion of a Dental Problem by Vector Algebra» de
Gary Hosler Meisters en Mathematics Magazine,
noviembre 1982. A continuacidn, escriba unas li-
neas explicando cémo se puede usar el dlgebra
vectorial en la construccién de implantes den-
tales.

10.5
Rectas y planos en el espacio

Rectas en el espacio

En el plano, se usaba la pendiente para expresar la ecuacién de una recta. En el
espacio es mds conveniente utilizar vectores para ello.

Enla Figura 10.43, consideremos la recta L que pasa por el punto P(x,, y,,
z;) y es paralela al vector v = (a, b, ¢). El vector v es ¢l vector de direccién (o
vector director) de la recta L, y a, b, ¢ son sus nimeros de direccién (o
nimeros directores). La recta L contiene pecisamente los puntos Q(x, y, z)
para los que el vector Pé es paralelo a v. Eso significa que P@ es un miiltiplo
escalar de v, de modo que PQ = tv, donde 7 es un escalar (un niimero real).

PO={x=x,y =y, 2-2,=<at bi, ety = v

Igualando las componentes correspondientes, se obtienen las ecuaciones para-
métricas de una recta en el espacio.

Si los nimeros directores a, b, ¢ son todos distintos de cero, se puede elimi-
nar el pardmetro 1, con lo que se obtienen las ecuaciones simétricas de la recta:

X=X Y-y

Z._Zl

= Ecuaciones simétricas
a b c

EJEMPLO | Ecuaciones paramétricas v simétricas de una recta

Hallar ecuaciones paramétricas y ecuaciones simétricas para la recta L que
pasa por el punto (1, ~2, 4) paralela a v = (2, 4, -4 ~
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v=(2,4,-4)

FIGURA 10.44
El vector v es paralelo a la recta L.

| Nota. Al variar t sobre la recta
real, las ecuaciones paramétricas
del Ejemplo 2 determinan los pun-
tos (x, y, z) de la recta. En particu-
lar, t =0y t = 1 dan los puntos origi-
nales (-2, 1,0) y (1, 3, 5).

FIGURA 1045

El vector normal n s ortogonal
a todos los vectores del PQ plano,

Vectores y geometria de] espacio

Solucién:  Para hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas de una recta usa-
mos las coordenadas x, = 1, y, = -2, z, =4 y los nimeros de direccion a = 2,b
=4y c= -4 (Figura 10.44).

x=1+2t, y= 2 4+4t,z=4-4 Ecuaciones paramétricas
Como a, b y ¢ son todos no nulos, un conjunto de ecuaciones simétricas es

x—l_y+2_z—4
2 4 0 -4

Ecuaciones simétricas O

Ni las ecuaciones paramétricas ni las simétricas de una recta son tinicas.
Asi, en el Ejemplo 1, tomando ¢ = 1 en las ecuaciones paramétricas se obtendria
el punto (3, 2, 0). Usando este punto y los nameros de direccion a = 2, b=4,
¢ = —4 se llega a unas ecuaciones paramétricas diferentes:

x=3+2t,y=2+4t,yz=-4

EJEMPLO 2 Ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por dos puntos

Hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los
puntos (-2, 1, ) y (1, 3, 5).

Solucién:  Con los puntos P(=2, 1, 0)y Q(1, 3, 5) construimos un vector director
de la recta, a saber

v=PO=(1-(=2),3-1,5-0)=¢3,2,5>=<a b ¢)

Usando los nimeros de direccién a = 3, b =2, ¢ =5 y el punto P(-2,1,0),
obtenemos las ecuaciones paramétricas

x==-2+3t,y=1+2t,yz="5t 0

Planos en el espacio

Hemos visto que una ecuacién para una recta en el espacio se puede obtener a
partir de un punto y de un vector paralelo a ella. Ahora veremos que una
ecuacién para un plano en el espacio se puede deducir a partir de un punto y un
vector normal (perpendicular) a €l

Consideremos el plano que contiene el punto P(x,, y;, ;) y con un vector
normal no nulo n = <a, b, ¢, como muestra la Figura 10.45. Este plano consta
de todos los puntos Q(x, y, z) para los que el vector PQ es perpendicular a n.
Usando el producto escalar, podemos escribir

n-}TQ:O
<a’b:C>'<x_xer")’1’Z_Z1>=0
a(x - x) +b(y —y)+clz-2)=0

La tercera ecuacién del plano se dice que estd en forma candnica.
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Reagrupando términos, se obtiene la forma general de la ecuacién de un
plano en el espacio:

ax+by +cz+d=0 Bcuacién general de un plano en el espacio

Dada la ecuacién general de un plano es facil hallar un vector normal a é].
Basta usar los coeficientes de x, y, z y escribir n = <{q, b, ¢).

EJEMPLO 3 Ecuacion de un plano en el espacio

Hallar la ecuacién general del plano que contiene los puntos (2, 1, 1), (0, 4, 1),
y (=2, 1, 4).

Solucion:  Para aplicar el Teorema 10.12 necesitamos un punto del plano y un
vector normal al plano. Hay tres opciones para elegir el punto, pero el vector
normal no nos ha sido dado. Con el fin de construir un vector normal, recurri-
mos al producto vectorial de los vectores que van del punto (2, 1, 1) a los
puntos (0,4, 1) y (-2, 1, 4) (Figura 10.46). Las expresiones de u 'y v en compo-
nentes son

u=40-24-1,1-1>=¢(23,0)
Vv=(=2-21~-14-1>={40 3>

as{ que

nN=uxyv
i jk
2 30

FIGURA 1046 4 0 3
El plane determinado poru y v.

9 + 6§ + 12k
=<a, b, ¢)
es normal al plano dado. Usando los nimeros de direccién de n y el punto
(xy, ¥ 7)) = (2, 1, 1), llegamos a la ecuacién del plano:
ax —x)+b(y-y)+cz-z)=0
Mx-2)+6(y- 1D+ 12z-1)=0 Forma canénica

9x+6y+ 122-36=0

3x+2y+4z-12=0 Forma general O
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FIGURA 1047
El 4ngulo 0 entre dos planos.

z

Recta
interseccion

Plano 1

FIGURA 1048
El 4ngulo entre los planos
¢s aproximadamente 53,55,

Vectores y geometrfa del espacio

| Nota. Compruebe que en el Ejemplo 3 cada uno de los tres puntos dados satisface la
ecuacion

Dos planos distintos en el espacio o son paralelos o se cortan en una recta.
Si se cortan, el dngulo entre ellos lo da el dngulo que forman sus vectores
normales (Figura 10.47). Asi pues, si los vectors n, y n, son normales a dos
planos que se cortan, el dngulo 6 entre los vectores normales es igual al dngulo
entre los dos planos y viene dado por

n, 'n
cosf):'—1 2|

— Angulo entre dos planos
[l [[ [[m, ]

En consecuencia, dos planos con vectores normales n; y n, son

1. perpendiculares sin; -n, =0.
2. paralelos si n, es un multiplo escalar de n,.

EJEMPLO 4 Recta interseccién de dos planos

Hallar el dngulo entre los planos

x=2y+z=0
2x+3y-2z=0

Ecuacion del plano |

Ecuacién del plano 2

y ecuaciones paramétricas de su recta interseccion (Figura 10.48).

Solucion:  Los vectores normales a los planos sonn, = {1,-2, 1> yn, =<2,3,-2).
Por consiguiente, el dngulo entre los planos viene dado por

_ Iny - my

= Coseno del dngulo entre m; y n,
[ ||,

-

IOV

~ 0,59409 0 ~ arccos 0,59409

Esto implica que el dngulo entre los dos planos es § = 53,55°. Podemos encon-
trar la recta interseccién resolviendo simultdneamente las dos ecuaciones li-
neales de los planos. Una manera de hacer esto consiste en multiplicar la pri-
mera ecuacién por -2 y sumar el resultado a la segunda ecuacion.

x-2y+z=0 [ -2x+4y-2z=0
2x + 3y -2z=0 2x+3y-2z=0
4
Ty-4z=0 [ y=7Z
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Sustituyendo y = 4z/7 en una de las ecuaciones originales, se ve que x = z/7.
Finalmente, haciendo ¢ = z/7 se obtienen las ecuaciones paramétricas
x=ty=4,yz=Tt Recta interseccion

de manera que 1, 4, 7 son nimeros directores para la recta interseccién. [

Hagamos notar que los nimeros directores en el Ejemplo 4 se pueden obte-
ner del producto vectorial de los dos vectores normales:

i j kK

n,xn,=(1 -2 1
2 3 -2
2ol L] 2l
Tl ' T 2Pl s
=i+4j+7k

Eso quiere decir que la recta interseccion de los dos planos es paralela al pro-
ducto vectorial de sus vectores normales.
Trazado de planos en el espacio

Si un plano corta a uno de los planos coordenados, la recta de interseccién se
llama la traza del plano dado en el plano coordenado. Para dibujar un plano en el
espacio, es util hallar sus puntos de interseccién con los ejes de coordenadas y sus
trazas en los planos de coordenadas. A titulo de ejemplo, consideremos el plano

3x+2y+4z=12 Ecuacién del plano
Haciendo z = O hallamos su traza en el plano xy, que resulta ser
3x+2y=12 Traza xy

Esta recta corta al eje x en (4, 0, 0) y al eje y en (0, 6, 0). En la Figura 10.49
continuamos este proceso hallando las trazas yz y xz, y sombreando la regién
triangular del primer octante.

X
Traza xy (z = 0): Traza yz (x = 0): Traza xz (y = O):
3x+2y=12 2y +4z=12 3x+4z=12
FIGURA 1049
Trazas del plano 3x + 2y + 4z =12.
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FIGURA 10.50

D= |iproy, PQ||

FIGURA 10.52
Distancia de un punto a un plano.

Vectores y geometria del espacio

Si en la ecuacién de un plano estd ausente alguna de las variables, como en
2x + z = 1, el plano es paralelo al eje de la variable ausente (Figura 10.50). Si
faltan dos variables en la ecuacién de un plano, éste es paralelo al plano coor-
denado de las dos variables ausentes (Figura 10.51).

Eiplanoax+d=0es El plano by +d =0 es Elplanocz+d=0es
paralelo al plano yz paralelo al plano xz paralelo al plano xy

FIGURA 103!

Distancias entre puntos, rectas y planos

Cerramos la seccién analizando dos tipos de problemas sobre distancias en el
espacio.

1. Calcular la distancia de un punto a un plano.
2. Calcular la distancia de un punto a una recta.

Sus soluciones ilustran ia versatilidad y la utilidad de los vectores en Geo-
metria analitica: el primer problema se resuelve mediante el producto escalary
el segundo mediante el producto vectorial.

La distancia D de un punto Q a un plano es la longitud del segmento mds
corto que une Q con el plano (Figura 10.52). Si P es un punto arbitrario del
plano, podemos hallar esa distancia proyectando el vector PQ sobre el vector
normal n. La longitud de esta proyeccién es la distancia buscada.

Para determinar un punto en el plano de ecuacién ax + by + cz +d=0
(a # 0), hacemos y = 0 y z = 0. De la ecuacién resultante, ax + d = 0, conclui-
mos que (-d/a, 0, 0) estd en ese plano.
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| Nota.  La eleccién del punto P en
el Ejemplo 5 es arbitraria. Conside-
re un punto distinto del plano y
compruebe que se obtiene la misma
distancia.

Jx-y+22-6=0

i
1
I
1
1
¢

bx-2y+dz+4=0

FIGURA 10.53
La distancia entre los planos paralelos
es aproximadamente 2,14.

Rectas y planos en el espacio 1017

EJEMPLO 5 Distancia de un punto a un plano

Calcular la distancia del punto Q(1, 5,~4) al plano
3x-y+2z=6

Solucién: Sabemos que n = (3,~1, 2) es normal al plano dado. Para encon-
trar un punto del plano, hacemos y = 0 y z = 0. El resultado es el punto
P2, 0, 0). El vector de P a Q viene dado por

N

PO=<{1-2,5-0,-4-0>
=<{-1,5,-4>
La férmula de la distancia en el Teorema 10.13 implica que

_IPO nl_[ZL 5 4 - B -1 D))

SO T Y - pay
F3-5-3
B

16

O

N

De acuerdo con el Teorema 10.13, 1a distancia del punto Q(x,, y,. zo) al
plano de ecuacién ax + by + cz + d=0es

_ laxg = x;) + b(yy = y1) + c(zg - z))

N

D

es decir

_laxg + by, + czo + d|

D —
Jat + b? o+ ?

Distancia punto-plano

donde P(x,, y,, z;) es un punto del plano y d = ~(ax, + by, + cz,).

EJEMPLO 6  Distancia entre dos planos paralelos

Calcular la distancia entre los planos paralelos
3x-y+2z-6=0 y 6x—2y+4z+4=0

Solucion:  Para hallar la distancia entre los dos planos, que se muestran en la
Figura 10.53, elegimos un punto del primero, digamos (x,, y,, z,) = (2, 0, 0).
Entonces, de la ecuacion del segundo plano resultaa =6,b=-2,c=4,yd=4,
asi que la distancia viene dada por

_laxg + by, + czy + d|

Jat + b+ c?

_16(2) + (=2)(0) + 4)0) + 4] 16 8

JE+ (2F + 4 /56 Jla

D

~ 214 [J
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La férmula de la distancia de un punto a una recta en el espacio recuerda la
de la distancia de un punto a un plano, salvo que el producto escalar queda
reemplazado por el producto vectorial y el vector normal n por un vector de
direccién de la recta.

ANCIA DE U UNTO A UNA RECTA EN EL ESPACIO

unto Q a una recta en el espacm vwne dada por

_IPD x uu
Huﬂ

m 'vector de du*ecczon de la recta y P un punto de: la recta

Puntg e 0 Demostracion:  En la Figura 10.54 vemos que la distancia D del punto Q ala recta
' verifica D = ||PQ|| sen 0, donde 0 es el angulo entre u 'y PQ Del Teorema 10.8
se sigue que

D~ 1P sen 6
’_Jj lull POl sen 0 = [lu x PQ|| = ||PQ x ul|
P 1) Recta
u - .
En consecuencia,
FIGURA 10.54
Distancia de un punto a una recta. . PO x u
D = ||PO]| sen 0 = HQIIHH 0
u

EJEMPLO 7 Distancia de un punto a una recta

Hallar la distancia del punto Q(3,~1, 4) a la recta dada por
x==2+3t, y==2t, y z=1+4¢

Solucion:  Usando los nimeros directores 3, -2, 4 sabemos que un vector de
direccion de la recta es

u={3-2,4 Vector de direccién
Para determinar un punto de la recta hacemos t = 0, con lo que se obtiene
0= P=(-2,0,1)
Asi pues,

PO=3-(-2),-1-0,4-1>=¢5,-1,3)

y podemos calcular el producto vectorial

) i j k
FIGURA 10,55 POxu=|5 -1 3|=2i-11j-7k=<2, -11,-7>
Ladistanciaentre el punto 0y la recta es \/E % 245. 3 -2 4
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Finalmente, del Teorema 10.14 concluimos que la distancia pedida es

D=||P”Q‘ x u||_,/174=\£z 245

(Véase Figura 10.55) O

Hul]

Ejercicios de la Seccion 10.5

e

En los Ejercicios 1 y 2, la figura muestra la grfica de una
recta dada por las ecuaciones paramétricas adjuntas. a) Di-
bujar una flecha sobre la recta que indique su orientacion. b)
Hallar las coordenadas de dos puntos, Py Q, de la recta y
considerar el vector PQ. ; Qué relacién hay entre las compo-
nentes de este vector y los coeficientes de ¢ en las ecuaciones
paramétricas? ;Cudl es la razén de tal relaciéon? ¢) Determi-
nar las coordenadas de los puntos de interseccién con los
planos de coordenadas. Si la recta no corta a uno de los pla-

nos de coordenadas explicar por qué.

L ox=1+3 2. x=2-73¢
y=2-1¢ y=2
7=2+ 5t z=1~1

En los Ejercicios 3-8, hallar ecuaciones a) paramétricas y b)
simétricas, para la recta que pasa por el punto y es paralela al

vector o recta indicados. (Para cada recta, expresar los nime- .

ros directores como enteros.)

Punto Paralela a
3. (0,0,0) v={1,23>
4, (0,0,0 5

( ) V= <—2,, I>

2
5. (=2,0,3) v =2i+4j-2k
6. (-2,0,3) v = 6i + 3j
7. (1,0, 1) x=3+3t,y=5-2t,z=-T+1¢
8. (3,5, 4) x—l_y+l_~ N
3 =2 0 °

En los Ejercicios 9 y 10, hallar ecuaciones a) paramétricas y
b) simétricas para la recta que pasa por los dos puntos. (Para
cada recta, expresar los ndmeros directores como enteros.)

2
3

[SNE S]

9. (5,-3,-2), <—

)

10. (1,0» l),(l’ 3~ _2)

En los Ejercicios L1 y 12, hallar ecuaciones paramétricas
para la recta.

11. La recta que pasa por el punto (2, 3, 4) y es paralela a
los planos xz e yz.

12. Larecta que pasa por el punto (2, 3, 4) y es perpendicu-
lar al plano 3x + 2y - z =

En los Ejercicios 13 y 14, determinar qué puntos estdn en la
recta L.

13. Larecta que pasa por el punto (-2, 3, 1) y es paralela al
vector v = 4i — k.
a) (2,3,0) b) (-6,3,2) ¢) (2,1,0) d) (6,3,-2)

14. Larecta que pasa por los puntos (2, 0, -3) y (4, 2, -2).

51 11
a) 4,1,-2) b) ( ,—4) c) (-1,-3,-4)

En los Ejercicios 15-18, averiguar si las rectas se cortan. En
caso afirmativo, hallar el punto de interseccién y el coseno
del angulo de interseccion.

15. X=4l+2,y=3,z:—[+l
x=25+2,y=2s+3,z=s5+1

16 x=-3t+1,yv=4t+1,2=2t+4
x=3s+1,y=2s+4,z2=-s+1

x y-2 lx—l z+ 3
=——=2+1,

X
17. - ‘
3 -1 4 ’ -3

En los Ejercicios 19 y 20, representar en una calculadora el
par de rectas y hallar su punto de interseccion.

19, x=2t+3,y=5r-2,z=-t+1
x=-2s+7, y=s5s+8,7=2s-1
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20, x=2t-1,y=-4t+10,z=1¢ 36. EIl plano que pasa por el punto (2, 2, 1) y contiene la
x=55-12,y=3s+11,z=-2s- 4 recta dada por

Producto vectorial En los Ejercicios 21 y 22, a) hallar las al
coordenadas de tres puntos P, Q y_R del plano y considerar 2 -1
los vectores PQ y PR. b) Hallar PQ x PR. (Qué relacién hay
entre las componentes del producto vectorial y los coeficien-
tes en la ecuacion del plano? ;Por qué?

37. El plano que pasa por los puntos (2,2, 1)y (-1, 1,-1)y
es perpendicular al plano 2x — 3y + z = 3.

38. El plano que pasa por los puntos (3,2, 1)y (3, 1, -5} y
21, 4x-3y-62=6 22, 2x+3y+4z=4 es perpendicular al plano 6x + 7y + 2z = 10.

39. Elplano que pasa por los puntos (1,-2,-1)y (2, 5,6)y
es paralelo al eje x.

40. El plano que pasa por los puntos (4,2, 1)y (-3,5,7)y
es paralelo al eje z.

En los Ejercicios 41-46, averiguar si los planos son parale-
los, perpendiculares o ninguna de ambas cosas. En los casos
en que no sean paralelos ni ortogonales, hallar el dngulo de

En los Ejercicios 23-28, hallar una ecuacién del plano que interseccitn.
pasa por el punto y es perpendicular al vector o recta dados. 4. Sx—3y+z=4 42, 3x+y-4z=3
Punto Perpendicular a X+dy+Te=1 9% -3y« 122=4
43. x-3y+6z=4 4. 3x+2y-2z=7
23, 2,1,2) n=i Sx+y-z=4 x-4y+2z=0
24. (1,0, -3) n=k 45. x-5y —z=1 46. 2x-z=1
Sx-25y-5z=-3 4x+y+8z=10
25. (3,2,2) n=2i+3j-k
A En los Ejercicios 47-52, marcar las intersecciones y dibujar
26. (0,0,0) n=-3i + 2k la gréfica del plano.
27. (0,0,06) x=l-ty=2+t2z=4-2 47. 4x+2y+ 67212 48. x4+ 6y+2:=6
8. 3.2, x;1=y+2:“33 49. 2x-y+37=4 50. 2x-y+z=4
- 5. y+z=5 52. x+2y=4
En los Ejercicios 29-40, hallar una ecuacién del plano. B Enlos Ejercicios 53-56, representar el plano en una calcula-
29. El plano que pasa por (0, 0, 0), (1, 2, 3) y (<2, 3, 3). dora.
30. El plano que pasa por (1, 2,-3), (2,3, 1),y (0, -2, -1). 53, 2x+y-z=6 $4. x-3z=3
31. El plano que pasa por (1, 2, 3), (3,2, 1), y (-1, =2, 2). 55. —Sx+4y-6z=-8 56 2,lx-47y-z=-3
32. El plano que pasa por el punto (1, 2, 3) paralelo al pla- En los Ejercicios 57 y 58, hallar ecuaciones paramétricas
n para la recta interseccion de los dos planos.
0 yz.
33. El plano que pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralelo al 57. 3x+2y-z=7 58. x-3y+6z=4
plano xy.

x-4y+2z=0 Sx+y-z=4
34. El plano que contiene al eje y y forma un dngulo de n/6

con el semieje x positivo. En los Ejercicios 59-62, hallar el punto de interseccion (si lo

hay) de la recta con el plano. Determinar asimismo si la recta
35. El plano que contiene las rectas de ecuaciones estd contenida en el plano.

x -1 x-2 y-1 z-2 I y+ @32 z+1
=y-4= = = 59. 2x-2 =12, x-—=——"=
2 YTTEEY T3 4 1 A R S 2
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-1 -3
60. +dy=-5_~=2_-2"7
4 2 6
-1 1
6l 2x+3y=10——=2" "_,_3
3 i)
-4 1 2
6. Sx+dp=17,1_—Y* 7
2 3 5

En los Ejercicios 63 y 64, calcular la distancia del punto al
plano.

63. (0,0,0)
2+ 3y+z=12
6d. (1,2,3)
-y+z=4

En los Ejercicios 65 y 66, calcular la distancia entre los
planos.

65. x-3y+4z=10

x-3y+4z=6
66. 2x—-4z=4
2x-4z=10

En los Ejercicios 67 y 68, hallar la distancia del punto a la
recta dada en forma paramétrica.

67. (1,5,-2);x=4t-2,y=3,z=-t+1
68. (4,1,-2),x=2t+2,y=2t,z=1t-3

69. Un modelo matemdtico El consumo per capita (en
libras) de distintos tipos de leche en EE.UU. viene re-
cogido en la tabla. Los consumos de leche desnatada,
semidesnatada y entera se denotan por las variables x,
y, z respectivamente. (Fuente: U.S. Department of
Agriculture.)

Afio | 1970 1975 1980 1985
x 11,6 11,5 11,6 12,6
y 29,8 53,2 70,1 83,3
z 2135 | 1749 | 141,7 | 1197
Afio | 1990 1991 1992 1993
x 22,9 23,9 25,0 26,7
y 98,3 99,7 99,4 97,1
z 87.6 84,7 81,5 77,8

& 70.

71.

72.

73.

1021
Un modelo para esos datos viene dado por

0,987x + 1,71y + 2 = 276

a) Completar una cuarta fila de la tabla usando ese
modelo para estimar z para valores dados de x € y.
Comparar las aproximaciones obtenidas con los
valores reales de z.

b) Segin este modelo, ;qué efecto tendrd un aumento
del consumo de dos tipos de leche en el consumo
del tipo restante?

¢) Dibujar las trazas del plano y su gréfica en el pri-
mer octante (puesto que x, y, z han de ser no nega-
tivas).

Optimizacién Consideremos la recta de ecuaciones
paramétricas

1
x=—t+3,y:§t+1,z=2t—1

y el punto (4, 3, s5) para un nimero real s arbitrario.

a) Expresar la distancia del punto a la recta en fun-
cién de s.

b) Representar esa funcién con ayuda de una calcula-
dora. Hallar, a la vista de la gréfica, el valor de s
que hace minima la distancia.

¢) Usar el zoom para ampliar varias veces la grifica
del apartado b). ;Parece que la gréfica tiene asin-
totas oblicuas? Explicar la respuesta. Si es asf, ha-
llar sus ecuaciones.

Para pensar

a) Describir y hallar una ecuacién de la superficie ge-
nerada por los puntos (x, y, z) que distan cuatro
unidades del punto (3, -2, 5).

b) Describir y hallar una ecuacién de la superficie ge-
nerada por los puntos (x, y, z) que distan cuatro
unidades del plano

4x -3y+z=10

Para pensar Consideremos dos vectores no nulos, u
y v. Describir la figura geométrica generada por los
puntos terminales de los siguientes vectores, donde s y
t denotan niimeros reales arbitrarios.

a) tv b) u+1tv ¢) su+tv

Diseio industrial Hallar el dngulo entre lados adya-
centes del contenedor de la figura de la pagina siguien-
te, al que vierte el cereal una cosechadora.
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8 pulg.

8 pulg.

8 pulg.

6 pulg.

74. Siay, by, ¢, ya,, by, ¢, son dos conjuntos de ndmeros
directores de una misma recta, probar que existe un es-
calar d tal que

ay=ayd, by =byd, yc, =c,d

¢Verdadero o falso? En los Ejercicios 75 y 76, discutir si
el enunciado es correcto o no. Si no lo es, explicar la razén o
dar un ejemplo que muestre su falsedad.

75. Siv=ai+ bj+ ¢k es cualquier vector en el
plano dado por a,x + b,y + ¢,z + d, = 0, entonces
aya, + bib, + ¢cic, =0

76.  Dos rectas cualesquiera en el espacio o se cortan o son

paralelas.

77. Consideremos el plano que pasa por los puntos P, R
y §. Demostrar que la distancia de un punto Q a ese
plano es

. . u
Distancia = —————— =

donde u = PR, v=PS,y w= PO

78. Probar que la distancia entre los planos paralelos
ax+by+ cz+d =0yax+by+cz+d,=0es

|dl - dz]

2

Distancia = —
at + b* + ¢?

PROYECTO PARA LA SECCION

En esta seccién hemos presenitado dos férmulas para cal-
cular distancias: de un punto a"an plano.y de un punto a
una recta. En este proyecto vaa analizar un tercer proble-
‘ma de distancias: la distancia entre dos rectas que se cru-
zan, esto es, dos rectas que ni se cortan ni son paralelas
(véase figura).

a) - Considere las dos rectas en el espacio

Lix=4+5,y=5+5z=1 ~ 4
L23x=4+ 5,y =6+ 85 7% T~3s

i) Prcbar que-no son paralelav L

i) - Probar que no se¢ cortan, de modo que son dos
‘rectas que se cruzan,

ili) - Demostrar que €sas dos rectas estén contenidas
en dos planos-paralelos. :

iv) “Calcular la dlstanma entre los dos planos del
apartado iii). Esta es, por definicion, Ia distan-
cia-entre las dos rectas que se.cruzan,

b) - Hallar, por el procedimiento anterlor la dlstancm
entre las rectas

Lix=2ty=41,z=61
Lyx=l=s,ys4d+57=~1+¢

¢) fdem para las rectas

Lix=3ty=2~1t z==14%F
Lyx=1+4s,y==2 45 7=~3 =35

d) . Escribir una férmula que permita calcular la distan-
cia entre las rectas que se ¢ruzan -

Lix=xi+at,y=sy +bit,z=z, + gt
L2:x=x2 + A8 Y =Yy F szvZ“‘-,Zz*'CzS,'
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Superficies de revolucién =

FIGURA 10.56
Las rectas generatrices son paralelas al eje z.

FIGURA 10.57
Cilindro: Las rectas generatrices cortan a C
y son paratelas a una recta dada.
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10.6
Superficies en el espacio

Superficies cilindricas

Las primeras cinco secciones de este capitulo estudiaban los preliminares vec-
toriales necesarios para afrontar el cdlculo vectorial y el célculo en el espacio. En
esta seccion y en la siguiente estudiaremos superficies y sistemas de coordenadas
alternativos en el espacio. Ya conocemos dos tipos especiales de superficies.

I. Esferas: (x — x)2 + (v = yo)? + (2 - z0)* = 1* Seccién 10.2

2. Planosiax + by + cz+d=0 Seccién 10.5

Un tercer tipo lo constituyen las superficies cilindricas (o simplemente
cilindros. Para definir lo que se entiende por un cilindro en general, considere-
mos el cilindro recto circular usual de la Figura 10.56. Podemos imaginar este
cilindro generado por una recta vertical que se mueve alrededor del circulo
x? + y* = a? del plano xy. Este circulo se llama la curva directriz (o curva

generatriz) del cilindro, como se especifica en la préxima definicién.

~Sea C una curva en un pla
_conjunto de toda
dro de curva dn-ectm '
recta generatriz del cilindr

| Nota. Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que C estd en uno de los planos
de coordenadas. Mds atin, en este libro restringiremos nuestra atencién a los cilindros
rectos, es decir, cilindros cuyas rectas generatrices son perpendiculares al plano de
coordenadas que contiene a C, como ilustra la Figura 10.57.

Para el cilindro circular recto de la Figura 10.56, la ecuacién de la curva
directriz es

X+ y2 =a Ecuacion de la curva directriz en el plano xy

Para hallar una ecuacién del cilindro observamos que cualquiera de las rectas
generatrices se puede seleccionar fijando valores de x e y, y haciendo variar z
por toda la recta real. En este sentido, el valor de z es arbitrario y, en conse-
cuencia, no aparece en la ecuacion. En otras palabras, la ecuacién de ese cilin-
dro coincide con la de su curva directriz.

X2+ y2 =a’ Ecuacioén de un cilindro en el espacio

ECUACION DE UN CILIND“ "

los otros dos, eje
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ADVERTENCIA En la tabla de
las paginas 1025 y 1026 se muestra
s6lo una de las posibles
orientaciones de cada cuddrica. Si
la superficie estuviera orientada a
lo largo de un eje distinto, su
ecuacién cambiaria en
concordancia, como ilustran los
Ejemplos 2 y 3. El hecho de que los
dos tipos de paraboloides tengan
una variable elevada a potencia
unidad ayuda a clasificar cuddricas.
Los otros cuatro tipos tienen
ecuaciones que son de segundo
grado en las tres variables.

Vectores y geometria del espacio

EJEMPLO I Grdficas de cilindros

Dibujar un esbozo de la superficie dada por cada una de las ecuaciones siguientes.

a) z=y* b) z=senx, 0<x<2n

Solucion:

a) Esla gréfica de un cilindro cuya curva directriz, z = ¥, es una pardbola en
el plano yz. Sus rectas generatrices son paralelas al eje x (Figura 10.58q).

b) Es la gréfica de un cilindro cuya curva directriz es la curva seno en el
plano xz. Sus generatrices son paralelas al eje y (Figura 10.58b).

Cilindro: 7=

a) Las generatrices son paralelas al eje x b) Las generatrices son paralelas al eje y

FIGURA 1038
Superficies cuddricas

El cuarto tipo basico de superficies en el espacio lo constituyen las superficies
cuddricas, andlogo tridimensional de las secciones cénicas.

La interseccion de una superficie con un plano se 1lama la traza de la super-
ficie en ese plano. Para visualizar una superficie en el espacio es conveniente
determinar de antemano sus trazas con planos elegidos astutamente. Las trazas de
las superficies cuddricas son cénicas. Estas trazas, junto con la forma canénica de
la ecuacion de cada cuddrica, se muestran en la tabla de las paginas 1025 y 1026,

Para clasificar una cuddrica, empezaremos escribiendo su ecuacién en for-
ma canénica y seguiremos hallando sus trazas en los planos de coordenadas o
en otros planos que sean paralelos a los planos coordenados.



TABLA 14.1. Superficies cuddricas

Superficies en el espacio

1025

Elipsoide
XZ y2 ZZ
PN
Traza Plano
Elipse Paralelo al plano xy
Elipse Paralelo al plano xz
Elipse Paralelo al plano yz

La superficie es una esfera si
a=b=c#0.

Trazixs T Traza'yy

Trazaxy

Hiperboloide de una hoja

8]
[N]
[

X y Z
dTpE !
Traza Plano
Elipse Paralelo al plano xy

Hipérbola Paralelo al plano xz
Hipérbola Paralelo al plano yz

El eje del hiperboloide corresponde a
la variable cuyo coeficiente es nega-
tivo.

Hipérbola Paralelo al plano xz
Hipérbola Paralelo al plano yz

El eje del hiperboloide corresponde a
la variable cuyo coeficiente es positi-
vo. No hay traza en el plano coorde-
nado perpendicular a este eje.

No'hay trazaty

y o

Trazaxz Trazaye
Hiperboloide de dos hojas
z 22 x? 2 Trazayz H Trava xz
i Rl |
Traza Plano
Elipse Paralelo al plano xy
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TABLA 14.1. Superficies cuddricas (Continuaciin)

Cono eliptico

X2 y2 Zz
P

Traza Plano

Elipse Paralelo al plano xy

Hipérbola Paralelo al plano xz
Hipérbola Paralelo al plano yz

El eje del cono corresponde a la va-
riable cuyo coeficiente es negativo.
Las trazas en los planos coordenados
paralelos a ese eje son rectas que se

cortan.
Paraboloide eliptico
z
XZ y?_

= ; -+ E
Traza Plano
Elipse Paralelo al plano xy
Pardbola Paralelo al plano xz
Parabola Paralelo al plano yz
El eje del paraboloide corresponde a
la variable elevada a la potencia uni-

dad.
Paraboloide hiperbdélico
y2 .XZ
T2
Traza Plano

Hipérbola Paralelo al plano xy
Parébola Paralelo al plano xz
Pardbola Paralelo al plano yz

El eje del paraboloide corresponde a
la variable elevada a la potencia uni-
dad.
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EJEMPLO 2 Grdfica de una superficie cuddrica

Clasificar y dibujar la superficie dada por 4x — 33+ 1222412 =0

Solucion:  Para empezar, escribimos su ecuacién en forma canénica.

A -3 4 12224 1220 Ecuacién original
) g
2 2
X y
—+—-72_1=0 Dividir por ~12
3 4 7
y2 x2 72
Z - ? - T =1 Forma canénica

De la tabla de las paginas 1025 y 1026 se sigue que la superficie es un hiperbo-
loide de dos hojas con el ¢je y como su eje. Para dibujarla, conviene hallar sus
trazas en los planos coordenados.

v 2
Traza xy (z = 0): Z -3 =1 Hipérbola
X2 22
Traza xz v = 0): ? + T =-1 No hay traza
y2 o g2
Traza yz (x = 0): i % =1 Hipérbola
La Figura 10.59 muestra su grafica. O

FIGURA 10.59
EJEMPLO 3 Grdfica de una superficie cuddrica

Clasificar y dibujar la superficie de ecuacién x — ¥ -4z =0.

Solucion:  Como x estd elevada a la potencia unidad, la superficie es un parabo-
loide, que ademds tiene como eje el eje x. En forma canénica su ecuacion es

X = yZ + 472 Forma canénica

Algunas trazas convenientes son:

Traza xy (z = 0): x=y2 Pardbola
Traza xz (y = 0): x =472 Pardbola
y2 o2

Paralela al plano yz (x = 4): T + T =1 Elpse

La superficie es un paraboloide eliptico (Figura 10.60), U
FIGURA 10.60 Hay ecuaciones de segundo grado en x, y, z que no representan ninguno de
los seis tipos bdsicos de superficies cuddricas. He aqui un par de ejemplos.
X%+ y2 +2°=0 Un iinico punto
x?+ y2 =1 Cilindro circular recto

La ecuacién canénica de una cuddrica que no estd centrada en el origen se
puede encontrar completando el cuadrado, como ensefia el Ejempio 4.
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EJEMPLO 4 Una supetficie cuddrica no centradu en el origen

Clasificar y dibujar la superficie dada por
2+ 29+ —4x+4y-27+43=0
Solucion:  Completando el cuadrado en cada variable obtenemos
P =dx+ )+20%+ 29+ Y+ (22 -272+ )=-3
-+ D +20°+ 29+ D+ (P =-22+ 1) =-3+4+2+1
(=22 +20y+ D>+ (z-1)*=4
x=-2? +D* @-D°
+ +

=1
4 2 4
FIGURA 10.61 A la vista de esta ecuacién, ya podemos concluir que se trata de un elipsoide
Un elipsoide centrado en (2, -1, 1). centrado en el punto (2, -1, 1). Su gréfica puede verse en la Figura 10.61. [

Creado con Mathematica

jar la grifica de una superficie con uno
rdctica, especialmente porque hay que sabe
stién para elegir la porcién y la perspecti
ede mejorar la presentacién mediante un g
oloide eliptico de la figura se estd viendo ¢
zado para ver el paraboloide hiperb

* Algunos programas informéticos de represcntacién tridimensional exigen introducir la su-
perficie mediante ecuaciones paramétricas (Seccién 14.5).
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FIGURA 10.62
Una superficie de revolucién.
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Superficies de revolucion

El quinto tipo especial de superficies que vamos a estudiar es el de las deno-
minadas superficies de revolucién. En la Seccién 6.4 expusimos un método
para calcular el drea de tales superficies. Ahora nos ocupamos de cémo hallar
su ecuacion. Consideremos la grafica de la funcién radio

y=r (Z) Curva generatriz
en el plano yz. Si esta gréfica gira en torno al €je z, genera una superficie de
revolucion (Figura 10.62). Su traza en el plano z = z, es un circulo de radio
r(z,) y su ecuacién es
2 2 _ 2 .
X7+ yT = [F(ZO)] Traza circular en el plano z = Z0
Cambiando z,, por z obtenemos una ecuacién que es vdlida para todo valor de z.

Del mismo modo se obtienen ecuaciones para superficies de revolucién en
torno a los otros dos ejes. Resumimos este proceso en el siguiente cuadro.

SUPERFICIE DE REVOLUCIO!
Sila gréfica de u

EJEMPLO 5 Ecuacion de una superficie de revolucion

a) Una ecuacién para la superficie de revolucién generada al girar la

grifica de
1
y=- Funcién radio
Z
en torno al eje z es
x4 y2 = [I’(Z)]z Giro en torno al eje z
2 2 1\? . 1
X7+ y =1 Sustituir 7(z) por —
Z 4

b)  Parahallar una ecuacién de la superficie engendrada al hacer girar la grafi-
ca de 9x* = y* en torno al eje y, despejamos x en términos de y:

1
xX= 3 y3/ 2 r(y) Funcién radio
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Superficie:

x’%:"z’,:éyé:" 3

FIGURA 10.63

FIGURA 10.65

Vectores y geometria del espacio

Asi pues, la ecuacién de esa superficie es

x4 2= [r(M)? Giro en torno al eje y
2 2 I 3/2 2 s U s
X“+z2°=3zV Sustituir r(y) por —v?*
3 3
2 2 1 3 - I -
XT+ 7= §y Ecuacién de la superficie
Su gréfica se muestra en la Figura 10.63. O

La curva generatriz de una superficie de revolucién no es tnica. Asi, la
superficie

X"+ =e€

se puede generar haciendo girar la grifica de x = ¢ ™ en torno del eje y, o bien
la gréfica de z = e ¥ en torno del eje y, como ilustra la Figura 10.64.

FIGURA 1044

EJEMPLO 6 Curva generatriz de una superficie de revolucion

Hallar una curva generatriz y el eje de revolucién de la superficie

2 +3y2+72=9

Solucin:  Sabemos que la ecuacién ha de adoptar una de estas formas:

X%+ y2 = [Hz)]? En torno al cje z
v+ 2= [rw)? En torno al eje x
¥+ = LOE En torno al eje y

Como los coeficientes de x? y z? son iguales, hemos de escoger la tercera
opcién, de manera que

X2+ 72 =9 = 3y?
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El eje y es el eje de revolucion. Podemos elegir como curva generatriz cual-
quiera de estas dos trazas

X =9-3y?
22 =9 - 3y?

Traza en el plano xy

Traza en el plano yz

Por ejemplo, usando la primera traza, la curva generatriz es la semielipse

x=./9 - 3y2 Curva generatriz
La Figura 10.65 muestra la grifica de esta superficie. ]
Ejercicios de la Seccion 10.6
En los Ejercicios 1-6, asociar cada ecuacién con su grafica. 1. x¥*-y=0 12, y? +z=

2 2 -2

Ll 2. 150 42 + 1522 = -4
971679

o4t -vi+dt=4 4. y?=4x?+9z72

5 42 -4v+:22=0 6. 4x* -y?+47=0

En los Ejercicios 7-16, describir y dibujar la superficie.

z=3 8.

7. x=4
9. v +27°=9 10.

X +72=16

13, 4x?+y*=4 14, y*-2=4

15. z-seny=0 16. z-¢'=0

17. Parapensar Las cuatro figuras son graficas de la su-
perficie cuadrica z = x* + y2. Asociar cada una de ellas
con el punto del espacio desde el que se estd contem-
plando el paraboloide. Los cuatro puntos, desordena-
dos, son (0, 0, 20), (0, 20, 0), (20, 0, 0) y (10, 10, 20).

ya

X

Usar una calculadora apropiada para dibujar la grifica
del cilindro y* + z? = 4 desde cada uno de los puntos
siguientes:

ay (10,0,0)

b) (0,10, 0) ¢) (10, 10, 10)

En los Ejercicios 19-30, identificar y dibujar la superficie
cuddrica. Confirmar el dibujo en una calculadora.

2 2 2 2
19. X2+¥‘+22:] 20. x_+X.+i=]
4 9 16 16
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21, l6xr -y + 162 =4 22, Z2-x*-io=
23, ¥ -oy+2=0 24, z=4x? +y?
25. ¥2-yl4z=0 26. 3z=-y* 4+ x?
2
27, =it }I 28. 1 =2y + 222

29. 16x? +9y? + 1627 - 32x - 36y + 36 = 0
30. 4?4y —4z7 - l6x—6y—162+9=0
En los Ejercictos 31-40, representar la superficie en una cal-

culadora. (Avuda: Puede ser necesario despejar z y conside-
rar dos ccuaciones para representar la superficie.)

31. z=2senx 32. z=x%+05)°

33, P=x 4 4? 34, 4y =47+ 72
2 2

35. P +yi= <> 3. *+y’=e"

37, z=4- Syl KL P ——

8 + x? + y?

39, 47 - yP 44z =16 40. 9+ 4y2 - 82=T72

En los Ejercicios 41-44, dibujar la regién acotada por las
grificas de las ecuaciones.

a1 z=2/ + 2 =2

2. :=J4-xy=J4 -3 x=0,y=0,z=0

43, X +vi=1l,x+2=2,2=0

4. z= V/Ql - xF -y y=2z2,2z=0

En los Ejercicios 45-50, hallar una ecuacion para la superfi-
cie de revolucién generada por la curva dada en el plano de
coordenadas que se especifica, al girar en torno del eje indi-
cado.

Ecuacion Plano
de la curva coordenado Eje de revolucion
45. 2 =4y plano yz ejey
46. =2y plano yz ejey
47. =2y plano yz eje z
48. 2z = /4 - x? plano xz eje x
49, xy=2 plano xy eje x
50. z=Iny plano yz eje z

En los Ejercicios 51 y 52, hallar una ecuacién para la curva
generatriz de la superficie de revolucién cuya ecuacion se
especifica.

51, x> +y>-27=0

52. x*+z2=sen?y

En los Ejercicios 53 y 54, usar el método de capas para cal-
cular el volumen del sélido bajo la superficie de revolucion y
sobre el plano xy.

53. Lacurvaz=4x - x?en el plano xz gira en torno al eje .

54. Lacurvaz=seny (0 < y < =) en el plano yz giraen
torno al eje z.

En los Ejercicios 55 y 56, analizar la traza de la superficie

1 1
2 2
I=—x"+-
2Ty

en los planos indicados.

55. Hallar las longitudes de los ejes mayor y menor, asi
como las coordenadas de los focos, de las elipses inter-
secciones de la superficie con los planos
a z=2 by z=8

56. Calcular las coordenada del foco de la pardbola inter-
seccién de la superficie con los planos
ay y=4 b) x=2.

57. Forma de la Tierra A causa de las fuerzas de rota-
cion, la Tierra es un elipsoide oblongo en lugar de una
esfera. El radio ecuatorial mide 3.963 millas y el radio
polar 3.942 millas. Hallar una ecuacién de ese elipsoi-
de. (Suponemos que el centro de la Tierra estd en el
origen y que la traza en el plano z = O corresponde al
ecuador.)

Un modelo matemdtico 1.a tabla recoge los gastos de
la sanidad publica (en millones de délares) en EE.UU.
en indemnizaciones a los trabajadores (x), asistencia
médica (y) y medicamentos (z). (Fuente: U.S. Health
Care Financing Administration. )

Afio | 1980 | 1985 | 1990 | 1991 | 1992 | 1993

X 5,1 8,0 16,1 | 17,2 | 19,0 | 211

y 28,0 | 44,5 | 80,5 | 99,1 | 113,5 1229

4 37,5 | 72,2 | 112,1 | 123,31 138,3 | 154.2

Estos datos admiten el modelo

0,551x% - 0,014y* — 19,868x + 1,856y + 7+ 3,512=0



a) Usar este modelo para aproximar z en los valores a)

Seccion 10.7

dados de x e y.

b) Representar en una calculadora el modelo para
50 €22y25 €y < 125

¢) Determinar la concavidad de las trazas paralelas al

© plano xz. Interpretar el resultado en el contexto del

problema.
d) Determinar la concavidad de las trazas paralelas al

plano yz. Interpretar el resultado en el contexto del

problema.

§9. Determinar la interseccién del paraboloide hiperbdlico
2=y?/b* - x*/a* con el plano bx + ay — z =0. (Supén-

gase a, b > 0.)

60. Para pensar La figura muestra tres tipos de superfi-

Coordenadas cilindricas y esféricas 1033

b)

Esfera Toro

c)

cies «topoldgicas» cldsicas. La esfera y el toro tienen Botella de Klein Botella de Klein
ambas «interior» y «exterior». ;Los tiene también la
botella de Kiein? Explicar la respuesta.

Coordenadas
rectangulares:
x=rcos @
r=rsenf

CONTENIDO =
Coordenadas cilindricas =
Coordenadas esféricas =

Coordenadas cilindricas:

R=xi+ 2

tgGZ‘;—

FIGURA 10.66

10.7

Coordenadas cilindricas y esféricas

Coordenadas cilindricas

Ya hemos tenido ocasién de comprobar que ciertas graficas bidimensionales
son mas ficiles de representar en coordenadas polares que en coordenadas
rectangulares. Lo mismo ocurre con las superficies. En esta seccion introduci-
mos dos sistemas alternativos de coordenadas para el espacio. El primero, el
sistema de coordenadas cilindricas, es una generalizacién de las coordenadas
polares al espacio.

EL SISTEMA DE COO!

Enun sistué; de

~plar
2. zesladist

Para pasar de rectangulares a cilindricas, o viceversa, hay que usar las si-
guientes férmulas de conversion (véase Figura 10.66).

Cilindricas a rectangulares:

x =rcos 0, y=rsen#, 7=z
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(x,y,z)= (-2v3,2,3)

z

B
N

FIGURA 10.67

(x,y,z)=(1,‘/§,2)

r8.9=(2% 2o (2.2

3 3

FIGURA 10.68

Vectores y geometria del espacio

Rectangulares a cilindricas:

r?=x* + y?%, tg():X, 7=z
x

El punto (0, 0, 0) se llama el polo. Ademds, como la representacion de un punto
en polares no es unica, tampoco lo es en cilindricas.

EJEMPLO | Cambio de coordenadas cilindricas a rectangulares

Expresar en coordenadas rectangulares el punto (r, 0, z) = (4, 5m/6, 3).

Solucidn:
nemos

Con las férmulas de conversién de cilindricas a rectangulares obte-

Asi pues, en coordenadas rectangulares ese punto es (x, y, 2) = (—2\/3, 2, 3),
como ilustra la Figura 10.67.

EJEMPLO 2 Cambio de coordenadas rectangulares a cilindricas

Expresar el punto (x, y, z) = (1, \/§ 2) en coordenadas cilindricas.

Solucion:
nemos

Con las férmulas de conversién de rectangulares a cilindricas obte-

r=%/1 + 3=412
tg6=\/§ 0=arctg(\/§)+mr=g+nn
z=2

Tenemos dos elecciones para r e infinitas para . Como indica la Figura 10.68,
dos representaciones convenientes del punto son

b3
3

4r
(—-2, ?, 2> r <0y 0 en el cuadrante I1I U

r> 0y 0en el cuadrante I
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Las coordenadas cilindricas son especialmente adecuadas al representar super-
ficies cilindricas y superficies de revolucién con el eje z como eje de simetria
(Figura 10.69).

xPwyre=g.
=3

Cilindro Paraboloide Cono Hiperboloide
FIGURA 10.69
Los planos verticales que contienen al eje z y los planos horizontales tienen

asimismo ecuaciones simples en coordenadas ciilindricas, como muestra la
Figura 10.70.

Mmmmmm

FIGURA 10.70

EJEMPLO 3 Conversion de rectangulares a cilindricas

Hallar ecuaciones en coordenadas cilindricas para las superficies cuyas ecua-
ciones rectangulares se especifican a continuacién.

a) x*+y?=472

by y*=x

Solucion:

a) Por la seccién precedente sabemos que la grifica de x* + y? = 4z% es un
FIGURA 10.71 cono «de dos hojas» con su eje en el eje z (Figura 10.71). Si sustituimos
x? + y? por r?, obtenemos su ecuacién en cilindricas

X+ y = 4z* Ecuacién en coordenadas rectangulares

2 - U
r- =4z Ecuacion en coordenadas cilindricas
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b) La superficie y* = x es un cilindro parabdlico con generatrices paralelas
al eje z (Figura 10.72). Sustituyendo y? por r* sen® 6 y x por r cos 0,

obtenemos
y2 =X Ecuacién rectangular
r? sen® 6 = r cos 0 Sustituir y por r sen 6, x por r cos 0
r(rsen® 6 - cos 0) =0 Agrupar términos y factorizar
rsen? 0 —cos0=0 Dividir los dos miembros por r
FIGURA 10.72
cos Desoci
r=—— espejar r
sen? 0
r = cosec 8 ctg 0 Ecuacién en cilindricas

Noétese que esta ecuacion incluye un punto con r = 0, asi que no se ha perdido
nada al dividir ambos miembros por el factor r. d

EJEMPLO 4 Conversion de cilindricas a rectangulares

Hallar la ecuacién en coordenadas rectangulares de la grifica determinada por
la ecuacién en cilindricas

rrcos20+z2+1=0

Solucién:
rPcos20+72+1=0 Ecuaci6n en cilindricas
FIGURA 10.73
r’(cos’ 0 —sen? )+ 2 +1=0 Identidad trigonométrica
r?cos? 0 - r? sen® 0 + 72 = -1
2 2 2 _ .
X -y +z7=-1 Sustituir r cos 0 por x y r sen 8 por y
z Meridiano yz - x*-72=1 Ecuacion rectangular
CECro
Es un hiperboloide de dos hojas cuyo eje es el eje y (Figura 10.73). O

Coordenadas esféricas

En el sistema de coordenadas esféricas cada punto se representa por un trio
ordenado: la primera coordenada es una distancia, la segunda y la tercera son
dngulos. Es un sistema similar al de longitud-latitud que se suele utilizar para
Bcuador localizar puntos sobre la superficie terrestre. Asi, la Figura 10.74 muestra el
punto de la superficie terrestre cuya latitud es 40° Norte (del Ecuador) y cuya
longitud es 80° Oeste (del meridiano cero). Supuesta la Tierra esférica de radio
FIGURA 10.74 4.000 millas, ese punto vendrd descrito como
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(4.000, -80°, 50°)

Radio 80° del meridiano cero 50° del Polo norte
en cl sentido de las hacia abajo
agujas del reloj

\ La relacion entre las coordenadas rectangulares y las esféricas se ilustra en
N . . . .

AN la Figura 10.75. Para pasar de uno a otro deben usarse las férmulas siguientes.

i

i

©.6,¢)

o3 2) Esféricas a rectangulares:

X = psen ¢cos 0, y = psen ¢sen 0, Z=pcos ¢

Rectangulares a esféricas:

FIGURA 10.75
Coordenadas esféricas.

z
p=x? +y? + 22 tg 0 = %, ¢ = arccos <“——>
X 2+ 32+ 2

Para cambiar de coordenadas esféricas a cilindricas, o viceversa, deben apli-
carse las féormulas siguientes.

Esféricas a cilindricas (r > 0):

rf=plsen’¢, 0=0, Z=pcos ¢

Cilindricas a esféricas (r > 0):

p=rt + 22 0=0, ¢=arccos<~zﬁ>
N e

Las coordenadas esféricas son especialmente apropiadas para estudiar su-
perficies que tengan un centro de simetria. Asf, la Figura 10.76 muestra tres
superficies con ecuaciones muy sencillas en coordenadas esféricas.
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X

s

FIGURA 10,76

EJEMPLO 5 Conversion de rectangulares a esféricas

Hallar una ecuacion en coordenadas esféricas para las superficies cuyas ecua-
ciones en coordenadas rectangulares se indican.

a) Cono:x? + y* =72

b) Esfera: x> + y> + 722 - 4z=0
Solucién:

a) Haciendo las sustituciones adecuadas para x, y, z en la ecuacion dada se
obtiene:

PR R
p? sen? ¢ cos?0 + p? sen? ¢psen® O = p* cos® ¢
p? sen? ¢ (cos? 6 + sen? 0) = p? cos? ¢

p? sen? ¢ = p? cos® ¢

2
sen
2—? =] p =20
cos” @
Cobidonadas rectangulares:  Bsféricas: Ctgt =1 $=n/do¢=3n/

x2A PRt g = Qo pAtose

: La ecuacién ¢ = 7/4 representa la mitad superior del cono y la ecuacion
¢ = 3n/4 su mitad inferior.

by Como p?=x*+y? + 72y z=p cos ¢,la ecuacién dada adopta la siguiente
forma en coordenadas esféricas.

pP-4dpcosep=0 [ plp-4cosg)=0

Descartando por el momento la posibilidad de que p = 0, obtenemos la ecua-
cion en esféricas

p-4cosgp=0 0 p=4cos ¢
Obsérvese que el conjunto solucién de esta ecuacion incluye un punto con

p = 0, de manera que no se ha perdido nada al descartar el factor p. La esfera
FIGURA 10.77 representada por la ecuacién p = 4 cos ¢ puede verse en la Figura 10.77. [
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En los Ejercicios 1-6, pasar el punto, dado en coordenadas
rectangulares, a coordenadas cilindricas.

L 0,51 2. (2/2,-2/2,4
(L34 4. (J3.-1.2)
5.(2,-2,-4) 6. (-3,2,-1)

En los Ejercicios 7-12, pasar el punto, dado en coordenadas
cilindricas, a coordenadas rectangulares.

7. (5,0,2) 8. 4, 1/2,-2)
9. (2,7/3,2) 10. (3, -n/4, 1)
1. (4, 7n/6, 3) 12. (1,372, 1)

Enlos Ejercicios 13-20, expresar en coordenadas rectangula-
res la ecuacion en cilindricas dada. Esbozar su grafica.

13 r=2 14, z=2
1
15. 0=n/6 16. r=-z2
2
17. r=2sen 0 18. r=2cosf
19. P2 +472=4 20. z=r?sen’ ¥

En los Ejercicios 21-26, expresar el punto, dado en coorde-
nadas rectangulares, en coordenadas esféricas.

2. (4,0,0) 2. (1,1, 1)
23, (-2,2./3,4) 24. (2,2,4./2)
531,23 260 (-4,0,0)

En los Ejercicios 27-32, expresar el punto, dado en coorde-
nadas esféricas, en coordenadas rectangulares.

2. (4, /6, m/4) 28. (12, 3n/4, n/9)
29. (12, -n/4, 0) 30. (9, n/4, 7)
3. (5. 7/4, 3n/4) 32. (6, m, n/2)

A 33, Programacion
a)  Escribir un programa informdtico que exprese un
punto, dado en coordenadas rectangulares, en
coordenadas esféricas.
b) Usar ese programa para expresar en esféricas el
punto de coordenadas rectangulares (3, -4, 2).

N34, Programacion
a) Escribir un programa informético que exprese un
punto, dado en coordenadas esféricas, en coorde-
nadas rectangulares.
b) Usar ese programa para expresar en coordenadas
rectangulares el punto de coordenadas esféricas
(5,1,0,5).

En los Ejercicios 35-42, hallar una ecuacién en coordenadas
rectangulares para la ecuacion dada en esféricas. Dibujar un
esbozo de su gréfica.

35. p=2 36. 0= 3n
4
T T
37. 9= 6 38. o= >
39. p=4cos¢ 40. p=2sec¢
41. p = cosec ¢ 42. p =4 cosec ¢sec 0

En los Ejercicios 43-48, pasar el punto de coordenadas cilin-
dricas a esféricas.

43. (4, n/4, 0) 4. (2,203, -2)
45. (4, -n/6, 6) 46. (-4, 7/3, 4)
47. (12,7, 5) 48. (4, 7/2,3)

En los Ejercicios 49-54, pasar el punto de coordenadas esfé-
ricas a cilindricas.

49. (10, n/6, 7/2) 50. (4, /18, 7/2)
51. (6, -n/6, ©/3) 52. (5, -5n/6, m)
53. (8, 71/6, 1/6) 54. (7, n/4, 3n/4)

En los Ejercicios 55-68, usar una calculadora para pasar de
unas coordenadas a otras cada punto dado.

Rectangulares Cilindricas Esféricas
55. 4,6,3)
56. (6, -2, -3)
'58.

(10, -0,75, 6)

59.
60.
61. (3,-2,2)

62. (3./2,3/2, -3)
63. (5/2,4/3,-3/2)

(20, 27/3, n/4)

(7,5,025, 1)

64. (0,-5,4)
65, (5, 3n/4, -3)
66. (=2, 117/6, 3)
67. (-3,5,2,5,6)
68. (8,25, 1,3, -4)

En los Ejercicios 69-74, asociar cada ecuacién (dada en
coordenadas cilindricas o esféricas) con su grafica.
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a) b) z Para pensar En los Ejercicios 89-92, hallar desigualdades
que describan el sélido y precisar el sistema de coordenadas
utilizado. Posicionar el sélido en el sistema de coordenadas
de manera que las desigualdades sean simples.

89. Un cubo de arista 10 cm.

90. Una capa cilindrica de 8 metros de longitud con 0,75 m
de radio interior y 1,25 m de radio exterior.

<) 91. Una capa esférica con 4 pulgadas de radio interior y 6

de radio exterior.

92. Elsdlido que queda tras perforar una esfera de 6 pulga-
das de didrnetro con un orificio de 1 pulgada de didme-
tro que la atraviesa por su centro.

93, Identificar la curva interseccién de las superficies da-
das en cilindricas porz=sen 0 y r = 1.

e) ' ) 94. Identificar la curva interseccion de las superficies da-

das en esféricas por p=2sec ¢y p =4
2 | momcmPARALA SECCIO!
69. r=5 7. 0="
4
7
71. p=5 72, ¢p=-
73. =gz 74. p=4secq)

En los Ejercicios 75-82, pasar la ecuacién rectangular a
coordenadas a) cilindricas, b) esféricas.

75. X>+y*+7°=16 76. 4(x* + y*) =
77. x? 4y 472-2=0 78. x> +y* =z
79. x4+ y* =4y 80. x*+y*=16
8. x*-y*=9 82. y=4

En los Ejercicios 83-86, dibujar el solido, que se da en coor-
denadas cilindricas.

8. 0<0<n2,0<r<20<z<4

84, -2 <0< n2,0<r<30<z<rcosf
85. 0<0<2,0<r<ar<z<a
86, 0<0<2m,2<r<4,2< -r»+6r-8

En los Ejercicios 87 y 88, dibujar el sdlido, descrito en coor-
denadas esféricas.

87. 0 <0 <2,0 < p<7wo6,0<p<aseo
88. 0<O< 2,/ <p<n2,0<Kp <l
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En los Ejercicios 1y 2, sean u = PQ y v = PR. Hallar a) las
expresiones de u 'y v en componentes, b) la magnitud de v, ¢)
v, d) 2u + v, e) la componente vectorial de u en la direc-
cién de v, y f) la componente vectorial de u ortogonal a v.

1. P(1,2), 04, 1), R(5, 4)
2. P(-2,-1),05,-1), R2, 4

3. Calcular las coordenadas del punto del plano xy situado
cuatro unidades a la derecha del plano xz y cinco unida-
des por detras del plano yz.

4. Hallar las coordenadas del punto del eje y situado siete
unidades a la izquierda del plano xz.

En los Ejercicios 5 y 6, localizar los puntos que satisfacen la
condicién impuesta.
5. yz>0

6. xy<0

En los Ejercicios 7 y 8, hallar la ecuacién canénica de la
esfera.

7. Centro (3, -2, 6); didmetro 15.

8. Puntos terminales de un didmetro: (0, 0, 4), (4, 6, 0).
En los Ejercicios 9 y 10, hallar el centro y el radio de la
esfera y dibujar su grafica.

9. X+ y?+ P -dx-6y+4=0
10, ¥ +y?+722-10x+6y—4z+34=0
En los Ejercicios 11y 12, sean u=PQ y v = PR. Hallar a) la
expresién en componentes deuy v, b)u - v, c) u x v, d) una

ecuacion del plano que contiene a P, Q y R, y e) ecuaciones
paramétricas para la recta que une Py Q.

11. P(5,0,0), 04, 4,0), R(2,0, 6)

12. P2, -1,3), Q0, 5, 1), R(5, 5, 0)

En los Ejercicios 13 y 14, averiguar si los vectores son orto-
gonales, paralelos o ninguna de ambas cosas.

13 <7,-2,3),{-1,4,5)
4. (-4,3,-6), (16, 12, 24>

En los Ejercicios 15-18, calcular el d4ngulo € entre los vecto-
resuyv.

15. u = 5[cos 3n/4)i + sen (3r/4)j]
v = 2[cos (2r/3)i + sen (27/3)j]

16. u=<4,-1,5> v=43,2 -2)
17. u=<10,-5,15> v=<(2,1,-3>
18. u=<1,0,-3>v=<2-21>

En los Ejercicios 19-22, expresar u en componentes.

19. El dngulo, en sentido contrario al de las agujas de un
reloj, desde el semieje x positivo hasta w es 135°, y
flu]| = 4. (Se supone que u estd en el plano.)

20. El dngulo entre u y el semieje x positivo es 180° y
lluf{ = 8.

21. ues perpendicular al plano x - 3y + 4z =0, y |ju|| = 3.
22. u es un vector unitario perpendicular a las rectas
x=4-£ty=3+2t,z=1+5¢

x=-3+7s,y=-2+5,2=1+2s

En los Ejercicios 23-32, u = {3, -2, 1>, v = (2, -4, -3), y
w=<~1,2,2>

23. Hallar [u]|.

24. Calcular el dngulo entre u y v.

25. Probar que u - u = |jul|%.

26. Hallar un vector unitario perpendicular al plano que
contiene a vy w.

27. Calcular la proyeccién de w sobre u.

28. Probar que u x v =—(v x u).

29. Probarqueu- (v+w) =u-v+u-w

30. Probarqueu X (V+ w)=(uxvV)+uxw).
31. Calcular el volumen del sélido de aristas u, v, w.

32. Calcular el trabajo realizado al mover un objeto a lo
largo del vector u si la fuerza aplicada es w.

33. Soporte de cargas Calcular la tensién en cada uno de
los cables de la figura.
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34.

36.

Capitulo 10

Equilibrio La abrazadera de la figura, de 100 libras,
desliza sin rozamiento por la barra vertical. Calcular la
distancia y para la que el sistema estd en equilibrio con
el contrapeso de 120 libras.

re—2 pleg —1

Momento de una fuerza El momento mdximo que
puede aplicarse sobre la tuerca de la figura, de acuerdo
con las especificaciones de féibrica, es de 200 libras-
pie. Calcular la fuerza maxima ||F|| que puede aplicarse
a la llave inglesa.

< pulgadas

Longitud minima En un proceso de fabricacién una
gria eléetrica iza vigas de 500 libras (véase figura). El
cable que conecta los puntos P, Oy Q mide L pulgadas.
(Se supone que O es el punto medio del cable.)

Pi O

.18 ng,—;d
a) Expresar la tension T del cable como funcién de L.
(Cudl es el dominio de esta funcién?
b) Usar la funcién del apartado @) para completar la
tabla.

Vectores y geometria del espacio

¢) Representar en una calculadora la funcién tension.

d) Hallar la longitud minima del cable utilizable sila
tensién maxima que soporta sin romperse es 400
libras.

e) Calcular, si ello es posible, Ill’m T. Interpretar el

resultado en el contexto del problema.

En los Ejercicios 37-40, hallar para la recta ecuaciones a)
paramétricas, b) simétricas.

37.

38.

39.

40.

La recta que pasa por el punto (1, 2, 3) y es perpendicu-
far al plano xz.

La recta que pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralelaala
recta dada porx=y = z.

La interseccion de los planos 3x — 3y -~ 77 = -4y
X —-y+2z=3.

La recta que pasa por el punto (0, 1, 4) y es perpendicu-
larau=<{2,-51>yv={-31,4)

En los Ejercicios 41 y 42, hallar una ecuacién del plano.

41.

42.

43.

44,

El plano contiene las rectas (x - 1)/(-2) =y =z+1y
(+ D=2 =y-1=z7-2

El plano pasa por los puntos (=3, -4, 2), (-3, 4, 1),y
(1,1, =2).

Calcular la distancia del punto (1, 0, 2) al plano 2x - 3y +
+ 67 =6.

Calcular la distancia entre Sx =3y + z =2y 5x - 3y +
+z=-3.

En los Ejercicios 45 y 46, calcular la distancia entre las

rectas.
Z -3 -7
45, T2 F 46, x-4=""":"%
1 2 3 -1 3
x+1 vy z+2 x+3_y—7_z+5
-1 "3 2 -5 2 7 -6

En los Ejercicios 47-54, dibujar la superficie.

47.

49,

51.

53.

X+2y+32=6 48. y=2°

! 50

= . y=¢0S$7
y=3 y

2 2
L+L+ZZ= 52, 16x% + 16y* - 9z2=0
16 9

2 2 2 2 2
S Y YR R A N
69 2574 7100



55,

Ejercicios de repaso del Capitulo 10

Disefio industrial Una pieza de caucho disefiada para
absorber vibraciones en un automévil tiene la forma de
una superficie de revolucién generada al hacer girar la
curvaz=43y*+ 1 (0 < y < 2) del plano yz en torno al

~ eje z (véase figura).

a) Hallar una ecuacién para esa superficie de revolu-
cion.

b) Sitodas las medidas estdn expresadas en centime-
tros y la pieza apoya en el plano xy, utilizar el mé-
todo de capas para calcular su volumen.

¢) ¢Cudl serfa el volumen de esa pieza si se perforase
por su centro, paralelamente al eje de revolucidn,
un orificio de 1 cm de didmetro?

1043

56. Disefio industrial El depdsito de combustible de un
tractor tiene la forma y las dimensiones que indica la
figura. Para su fabricacién es necesario conocer el an-

gulo entre dos lados adyacentes. Calcular ese dngulo.

12 la(2.2.12)

, 12)

y

(10, 10, 0)

En los Ejercicios 57 y 58, pasar el punto de coordenadas
rectangulares a) a cilindricas, y b) a esféricas.

57. (-2/2,2/2,2) 58. (/3/4,3/4,3./3/2)

En los Ejercicios 59 y 60, hallar una ecuacién de la superfi-
cie en coordenadas «) cilindricas, b) esféricas.

59. x* —y? =2z 60. x> +y?+2=16



Capitulo 11

MOTIVACION DEL CAPITULO

Una joven piloto, Lyn St. James, de

Daytona Beach, Florida, se ha clasifica-

do seis veces para las 500 millas de In-
dianapolis. En 1996, super¢ las prue-
bas de clasificacion corriendo a una
media superior a 224 millas/h.

Hasta 1996, el circuito de
Indianédpolis ha sido esce-
nario de 82 carreras inter-
nacionales, = comenzando
en 1911. El ganador de la
primera carrera fue Ray Ha-
rroun, quien alcanzo una
media de 74,6 millas/h.
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Carreras de automoviles

Justo al noroeste de Indianapolis, se encuentra el circuito automovilistico de
Indianapolis, que acoge la mundialmente famosa carrera de las 500 millas.
Supista, de 2 millas y media, consta de dos tramos rectos paralelos de unos
3.300 pies cada uno, dos rectas al norte y al sur que miden 600 pies y cuatro
giros de una longitud de 1.320 pies.

Para representar la posicion de un bélido en la pista (véase figura) se puede
utilizar la funcién vectorial

Il

r(f) = x(Hi + y(0j Funcién posicion

840(cos 0,3491)i + 840(sen 0,3491)j 0<r <45

La velocidad (en magnitud y direccion) también puede representarse por una
funcion vectorial. Cualquier cambio en la velocidad, sea en su magnitud o en
su direccion, se llama aceleracion. Si la velocidad es constante, el piloto no
«siente» el movimiento; la aceleracidn es nula. Cabe decir que no es el movi-
miento lo que sc nota, sino sélo los cambios del movimiento.




CUESTIONES

1.

Con ayuda de la funcion r, elabore una tabla con las posiciones del bélido
para varios valores de tentre t =0y 1 = 4,5.

t 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 35 4 4.5

x(t)

Hr)

Represente los resultados y describa la trayectoria en ese intervalo de
tiempo.

Represente en una calculadora la trayectoria del automévil. ;Coinciden
sus resultados con los de la cuestién anterior?

Al representar con ayuda de la calculadora la posicién del automévil, ; pa-
rece que éste toma las curvas con rapidez constante? ;Parece que las toma
con velecidad constante? Explicar la distincién entre estas dos cuestiones.
En este capitulo aprenderd que la velocidad de un objeto cuya funcién (de)
posicion es r, viene dada por

vty =xX'(0i + y'(1)j

Halle el vector velocidad para el automévil descrito anteriormente. Con
ese resultado, escriba una funcién que describa su rapidez en todo momen-
t0. ;Es constante la rapidez? Explique la respuesta.

El vector aceleracion del automévil viene dado por a(r) = x"(0i + y'(1)j.
Describa la relacién fisica entre la velocidad del automévil y su acele-
racion. ;Estd «sintiendo» el piloto alguna aceleracién? Justifique la res-
puesta.
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Funciones vectoriales

11.1

CONTENIDO = ~ | Funciones vectoriales
Curvas en ¢l espacio y funciones vectoriales =

Limites y continuidad =

Curvas en el espacio y funciones vectoriales
En la Seccidén 9.2 definimos una curva en el plano como un conjunto de pares

ordenados (f(¢), g(¢)) junto con unas ecuaciones paramétricas

x=f) e y=g®

donde fy g son funciones continuas de f en un intervalo /. Esta definicion
admite una extensién natural al espacio tridimensional, como sigue. Una curva
C en el espacio es un conjunto de tripletas ordenadas (f(¢), g(¥), /(t)) junto con
unas ecuaciones paramétricas

x=f(, y=g@®, 'y z=h@

donde f, g y h denotan funciones continuas de ¢ en un intervalo 1.

Antes de ver agunos ejemplos de curvas en el espacio, introducimos un
nuevo tipo de funciones, las funciones vectoriales. Aplican los niimeros reales
en vectores, es decir, son funciones con valores vectoriales.

1046



Seccion 11.1

T

Curva en el plano

r(1)

z
4 Curvaen ¢l espacio
i
{
!

FIGURA 11t
La curva € es trazada por el punto final
del vector posicion r(s).

i

r(#) = 2eos 3 sen 1j

FIGURA 112
Cuando 1 crece de 0 a 2, la elipse se recorre
en el sentido de las agujas de un reloj,

Funciones vectoriales 1047

| Nota. Una curva en el plano o en el espacio consiste en una coleccién de puntos y las
ecuaciones paramélricas que la definen. Dos curvas diferentes pueden tener la misma
grafica. Por ejemplo, cada una de las curvas dadas porr=senti+costjyr=sen i+
+ cos 7°j tiene como grafica el circulo unidad, pero esas ecuaciones no representan la
misma curva, ya que el circulo estd recorrido de dos formas distintas.

Debe quedar clara la distincién entre la funcién vectorial r y las funciones
de variable real f, g y 4. Todas son funciones de la variable real t, peror(f) es un
vector, mientras que (), g(f) y h(f) son niimeros (para cada valor especificado
de 7).

Las funciones vectoriales juegan un doble papel en la representacién de
curvas. Tomando como pardmetro 7 el tiempo, las podemos usar para describir
el movimiento a lo largo de una curva. Mds en general, podemos usar una
funcién vectorial para trazar la grdfica de una curva. En ambos casos, el punto
final del vector posicién r(f) coincide con el punto (x, y) o (x, y, z) de la curva
dada por las ecuaciones paramétricas, como muestra la Figura 11.1. La fiecha
sobre la curva indica el sentido de recorrido, es decir, el sentido de ‘valores
crecientes de .

Salvo que se especifique otra cosa, se considera como dominio de una
funcién vectorial r la interseccién de los dominios de las funciones f, g y . Por
ejemplo, el dominio de

r(@)=(nni+ /1 - fj+rk

es el intervalo (0, 1].

EJEMPLO I Trazado de una curva en el plano

Dibujar la curva representada por la funcién vectorial
r(t) = 2 cos ti ~ 3 sen tj, 0<r<2n

Solucion: A la vista del vector posicién r(f), deducimos que las ecuaciones pa-
ramétricas de la curvason x=2 cos re y=-3sent. Despejando cos ¢ y sen 1, y
usando la identidad obtenemos la ecuacién rectangular

o]

Su gréfica es la elipse de la Figura 11.2. La curva tiene orientacién horaria (la
de las agujas de un reloj). En otras palabras, al crecer t de 0 a 27, el vector
posicién se mueve en el sentido de las manecillas de un reloj y su punto final
describe la elipse. O

EJEMPLO 2 Trazado de una curva en el espacio

Dibujar la curva representada por la funcién vectorial

r(f) =ktos ti + 4 sen tj + Ik, O0<+r<4n
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(4,0, 4m)

FIGURA 11.3
Cuando 1 crece de () a 47, se describen
dos espirales sobre la héfice.

Lamolécula de DNA, descubierta en 1962 por Fran-
cls Crick y James D. Watson, tiene forma de hélice
doble.

1=-2

FIGURA 114
Hay muchas maneras de parametrizar
esta grafica. Una de ellas es tomar x = £,

Funciones vectoriales

Solucion:  De las dos primeras ecuaciones paramétricas, x =4 cos te y =4 sen/,
se sigue que

2 4+yr=16

Eso significa que la curva estd en un cilindro circular recto de radio 4, centrado
en el eje z. Para localizar la curva en ese cilindro podemos usar la tercera
ecuacién paramétrica z = 7. Obsérvese, en la Figura 11.3, que cuando 7 crece de
0 a 4n el punto (x, y, z) se mueve en espiral hacia arriba, describiendo una
hélice. La figura del margen muestra un ejemplo de hélice de la vida real.

0

En los Ejemplos 1 y 2, se daba una funcidn vectorial y se pedfa un esbozo
de la curva correspondiente. Los dos ejemplos préximos se refieren a la situa-
cién inversa: hallar una funcién vectorial que represente una gréifica dada. Cla-
ro estd que si la gréfica se da en forma paramétrica, la respuesta es inmediata.
Asi, para representar la recta dada en el espacio por
z=4-1

x=2+1t, y =3t y

basta utilizar la funcién vectorial
r(=C2+Hi+3j+@ -0k

Si no se da un conjunto de ecuaciones paramétricas para la grifica en cuestion,
el problema de representarla mediante una funcién vectorial se reduce al de
hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas.

EJEMPLO 3 Representacion de una grdfica mediante una funcion vectorial

Representar la pardbola dada por y = x? + 1 mediante una funcién vectorial.

Solucién: ~ Aunque hay muchas posibilidades de elegir el pardmetro 7, una elec-
cion natural es tomar x = £. Con ello, y = £* + 1, luego

r(H) =ti+ ( + 1)j
Nétese en la Figura 11.4 la orientacién producida por esta eleccion de pardme-

tro. En caso de haber tomado x = —f como pardmetro, la orientacion resultante
hubiera sido la opuesta. J

EJEMPLO 4 Representaciin de una grdfica mediante una funcion vectorial

Esbozar la grafica C representada por la interseccion del semielipsoide

y el cilindro parabélico y = x*. A continuaci6n, hallar una funcién vectorial que
represente esa grafica.



Seccion 11.1

| Now. Las curvas en el espacio se
pueden especificar de diversas for-
mas. La curva del Ejemplo 4 viene
descrita como interseccién de dos
superficies en el espacio.
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Solucién: - La Figura 11.5 muestra la interseccién de las dos superficies. Como
en el ejemplo anterior, una eleccién natural de pardmetro es x = 7. Con ella,
podemos usar la ecuacién dada y = x? para ver que y = £2. Por tanto,

Z_ Xy LA I S
4" 12 24~ 12 24 24

Como la curva queda por encima del plano xy, podemos escoger la raiz cuadra-
da positiva para z, obteniendo asf las siguientes ecuaciones paramétricas.

5 24 — 22 — ¢+
X =1 y:[, y Z = —.T_

La funcién vectorial resultante es

24 — 212 — 4
r(t) =4 + 1 + /hﬁk, 2<1r<2

A la vista de los putos (-2, 4, 0) y (2, 4, 0) sefialados en la figura puede
apreciarse como se recorre la curva cuando ¢ crece de —2 hasta 2.

y

FIGURA 115
La curva C es la interseccion del semielipsoide con el cilindro parabélico.

a

Limites y continuidad

Muchas de las técnicas y definiciones utilizadas en el estudio de funciones
reales de una variable real son aplicables a las funciones vectoriales. Asf, las
funciones vectoriales se pueden sumar o restar, multiplicar por un escalar, to-
mar su limite, derivarlas, etc. La estrategia consiste en aprovechar la linealidad
de las operaciones vectoriales, extendiendo las definiciones a las funciones
vectoriales componente a componente. Por ejemplo, para sumar o restar dos
funciones vectoriales en el plano, podemos hacer

r (@ +r,®) =[f,(i+ &1Mjl + L1 + g,(j] Suma
= [£1(0) + L0l + [g,() + g,(D]j
r{d) - r,(0) = [fi(0i + g,(Oj] - [ L1+ g,(0j] Diferencia

= A0 - LT + [£,(0 - g,(0]j
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r(t)

FIGURA 11.6

Cuando ¢ tiende hacia g, r(f) tiende al limite L.
Para que ¢l limite L exista, no es necesario que r(a)
esté definido ni tiene por qué ser r(a) igual a L.

Funciones vectoriales

Anélogamente, para multiplicar o dividir una funcién vectorial por un escalar,
hacemos simplemente
cr(t) = c[f,(O1 + g, ()] Multiplicacién por un escalar
= cf1(Di + cg (D)
@ _ Lfi(0i + gl(f)j]’
¢ c
t t
L0, 0

C C

¢ #0 Division por un escalar

Esta extensién, componente a componente, de las operaciones con funciones
con valores reales a funciones vectoriales, vuelve a repetirse en la préxima
definicién del limite de una funcién vectorial.

 DEFINICION ’,ELLMEEDEUNAFUNCI@N VECTORIAL

Sires la ﬁmcmn Ve orial r(t :

S i + g(t).), entonces

[lim g(t)}  Piano |

' upuestp que exzsten los limites de f y g cuando t =4,
ires la ftmcxén stctofiai ()= f (1)1 +: g(t)J + h(t)k entonces

hmf (t)]

= I—m

‘t—*

‘ hm r(i} [hm f(t)]l + [Hm g(t)]; + [hm'h(t)] ; ’ESpaciQ

uesta qg;‘ cxxstcn los limites de fgy h ;cuand’ot —} a.

Si r(f) tiende al vector L cuando ¢t — a, la longitud del vector r(¢) - L tiende a
0. Esto es,

ey = L|]] - O cuando t—>a

Esto viene ilustrado por la Figura 11.6. Con esta definicion para el limite de
una funcién vectorial, podemos desarrollar versiones vectoriales de la mayoria
de los teoremas del Capitulo 1. En particular, el limite de la suma de dos fun-
ciones vectoriales es la suma de sus limites individuales. Ademads, puede utili-
zarse la orientacion de la curva r(¢) para definir limites laterales de funciones
vectoriales. La proxima definicién extiende la nocién de continuidad a funcio-
nes vectoriales.




Seccion 11.1

B

FIGURA 117

Para cada valor de g, la curva representada
por Ja funcin vectorial r(f) = fi + 4] + (a® - )k
¢s una pardbola,
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De acuerdo con esta definicién, una funcién vectorial es continuaent=asiy
s6lo si cada una de sus funciones componentes es continua en t = a.

EJEMPLO 5 Continuidad de funciones vectoriales

Discutir la continuidad de la funcién vectorial
r(t)=ti+ aj + (a? - )k a es una constante
ent=0.

Solucion:  Cuando ¢ tiende a 0, el limite es

lim r(¢) = |:lim t]i + |:lim a]j + [h’m (a® - tz)}k
>0 (-0 1~0 =0

=0i +aj +a’k

=aj + a’k
Como
r(0) = (0i + (@)j + @Dk = aj + a’k

podemos concluir que r es continua en ¢ = 0. Por un argumento similar se llega
a la conclusién de que la funcién vectorial r es continua en todo valor real de ¢.

U

Para cada valor de a, la curva representada por la funcién vectorial del
Ejemplo 5,

r(t) =ti + aj + (a* - )k a es una constante

es una parabola. Cabe contemplar estas pardbolas como las intersecciones de
los planos verticales y = a con el paraboloide hiperbélico

como muestra la Figura 11.7.
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Ejercicios de la Seccion 11.1

En los Ejercicios 1-8, hallar el dominio de la funcién vectorial.
| .
1. r(=5H-4j~--k
t

r(f) = /4 - i+ 13- 6rk
r(f)=InH - €'j - tk

r(t) =sen ti + 4 cos tj + tk

nooa W

r(t) = F(¢) + G(¢) donde
F(t) =cos ti ~ sen £j + \/;k, G(f) = cos ti + sen tj

6. r(1) = F(1) - G(r) donde
F(H) = In ti + 5¢j - 3%k, G(t) =i + 4tj - 3%k

7. r(t) = F(t) x G(r) donde
F(r) = sen ri + cos tj, G(?) = sen tj + cos tk

8. r() = F() x G(r) donde
F(0) = £~ 1j + 1k, G(r) = 3/1i +

1
j+ (t+2)k
t+1‘] ( )

En los Ejercicios 9-12, evaluar (si es posible) la funcién vec-
torial en el valor indicado de 1.

9. rt) = %tzi - (- Dj

a) r(l) by r(0
d) r2+ A -r(2)

¢) r(s+ 1)

10. r(¢) = costi + 2 sen
@ r0) b r(n/d)
d) r(n/6 + Af) - r(n/6)

¢) rd-mn

|
11. r(H=Inri+ ;j + 3tk

a) r2) by r(=3)
dy r(1+ Ap-r()

o) rit-4)

12. () = /i + 2% + ek
a) r(® bh) r(4) c) r(c+2)
d)y r9+An-r®
En los Ejercicios 13 y 14, calcular ||r()|.
13. r(t) = sen 3ti + cos 3tj + tk

4. () = Jri+ 3t - 4tk

Para pensar En los Ejercicios 15 y 16, calcular r(¢) - u(f).
El resultado ;es una funcién vectorial? Explicar la res-
puesta.

1
15, r@)= (- Di+ 1+ 4k
u() =% - 8j + £k

16. r(H)=<{3cost,2sent, t-2)
wi)=<{4sent, - 6cost 1*>

En los Ejercicios 17-20, asociar cada ecuacién con su grafica.

a) z b) z

d)

17 r(t)=ti+2tj+1’k, -2 <1 <2
18. r(s) = cos ()i + sen (n)j + t’k, -1 <1 < 1

19. r=ri+2j+e>k, -2 <1 <2
. .2
20. l‘(t):tl+lnt.]+§k,0,l <tr<S5

21. Para pensar Las cuatro figuras siguientes son grafi-
cas de la funcién vectorial

t
r(t) =4 cos ti + 4 sen tj+Zk

Asociar cada una de ellas con los puntos desde los que
estdn contempladas. Los cuatro puntos, desordenados,
son (0, 0, 20), (20, 0, 0), (=20, 0, 0) y (10, 20, 10).

a) z b) z




22,

En Jos Ejercicios 23-32, dibujar la curva representada por la

d)

Ejercicios de la Seccion 11.1

—
—

A

Dibujar tres graficas de la funcién vectorial

r(t)=ti+1tj

vistas desde los puntos

+ 2k

a) (0,0,20) b (10,0, 0) o) 5,55

funcién vectorial y especificar su orientacion.

23
24,
25.
26.
27.

28.

29.

30.

1.

r() =3ti+ (t - 1))

r(t) =2 cos ti + 2 sen tj

r(t) = (-t + Di+ (dt+2)j+ 2+ 3)k

r() =i+ 2t - 5)j + 3tk

r(H) =2cos ti + 2 sen tj + tk
. . 1

r(f) = 3 cos ti + 4 sen z;+;k

r(h=2senti+2costj+e ’

3t
r(7) = ti + 17§ + Ek

r() = (&, 1, % 3>

k

32. r(Hy=<{cost +tsent, sent—1cost t)

A En los Ejercicios 33-36, usar una calculadora para represen-

tar la funcién vectorial e identificar la curva tipo.

3.

34,

35.

36.

ﬁ ’k
2

(f) ltz‘ tj
() =—-—ti+1j-
2 J

J3

1
() =t - X% + -1’k
(0 S Hi+5

3

r(f) =senti + | ——cost — =t
2 2

r(f) = —\/E sen ti + 2 cos tj +

: >j+(lcost+£
\2

)

2 sen tk

38.
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Para pensar Representar, con ayuda de una calcula-
dora, la funcién vectorial

1
r(t) =2 cos ti + 2 sen tj + Etk

Para cada caso, conjeturar la transformacion (si la hay)
de la grafica. Comprobar las respuestas con ayuda de la
calculadora.

1
a) u(®) =2(cos t— )i+ 2sentj+ 5tk
b) u(f)=2costi+2sentj+ 2tk

1
¢) u(®)=2cos (-Hi+2sen(-Nj+ 5(—-t)k
1
d)y u()= Eti +2sentj+2costk
1
e) u(f)=6costi+6sentj+ Etk

Para pensar Dada una funcién vectorial r(?), la gréfi-
ca de la funcién vectorial u(f) = r(t — 2), ;es una trasla-
cién horizontal de la grafica de r(¢)? Explicar la res-
puesta.

En los Ejercicios 39-42, representar la curva plana por una
funcién vectorial. (Hay muchas respuestas correctas.)

39.
41.

y=4-x 40, y=4-x*

2 2=25 2 2

Ty 02 Tl
25 16

Una particula se mueve por la recta que pasa por los
puntos (2, 3, 0) y (0, 8, 8). Hallar una funci6n vectorial
para su trayectoria. Representar la funcién en la calcu-
ladora. (Hay muchas respuestas correctas.)

Un tobogdn con forma de hélice de radio 1,5 metros,
tiene 2 metros de altura y da un giro completo desde
arriba hasta abajo. Hallar una funcién vectorial para
esa hélice. Representarla en la calculadora. (Hay mu-
chas respuestas correctas.)

En los Ejercicios 45-48, hallar funciones vectoriales que des-
criban las fronteras de cada regién. Indicar el intervalo para
el pardmetro de cada funcién.

45.

y 46.

A R o x
123456 246 81012
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En los Ejercicios 49-56, hacer un esbozo de la curva inter-
seccion de las superficies. Representar a continuacién la
curva mediante una funcidén vectorial usando el pardmetro
dado.

Superficies Pardmetro
49. z=x+yLx+y=0 x=t
50. z=x?+yYz=4 x=2cos¢?
51, x*+y*=4,7=x? x=2sent
52. 4%+ y?+472=16,x=y* y=t

53. x4+ yr4?=4,x+27=2 x=1+sent

54, X*+ v +22=10,x+y=4 x=2+sent
55. e =492+ 72 =4 X = ¢ primer octante

56. x*+y*+2=16,xy=4 X = ¢ primer octante

En los Ejercicios 57-62, evaluar el limite.

P-4, 1
57. lim{ti+ Jj+-k
=27 1

=2

sen _
58. lim (e’i + j+e ‘k>
1
59. lim ( i
=0
. Int |
\/;l + 2 IJ + 2%k

60. lim

1
61. lim <;1 + oS tj + sen tk)

=0

. e L t
62. lim e i+ —j+ k
(= t t“+ 1

En los Ejercicios 63-68, determinar el intervalo o intervalos
en los que la funcién vectorial es continua.

1
63. r()=1r+ ;k

64. r(t)= Jri+ J1 - 1j

65. r(t) =ti+arcsentj+ (t - Dk
66. r(r) =sen i+ costj+Intk

67. r(H)=<e LA tgr)

68. (1) =<8, /1, >

69. Sean r(f) y u(s) funciones vectoriales cuyos limites
existen cuando t — ¢. Demostrar que

lim [r(¢) x u(®)] = ll’m r(f) x lim u(s)

70. Sean r(t) y u(r) funciones vectoriales cuyos limites
existen cuando t — ¢. Demostrar que

lim {r(z) - u@®)j = lfm r(7) - lim u()

71. Probar que si r es una funcién vectorial continua en c,
entonces ||r|| es continua en c.

72. Verificar que el reciproco del Ejercicio 71 no es verda-
dero, hallando una funcién vectorial r tal que ||r|| sea
continua en ¢, pero no lo sea la propia r.

¢Verdadero o falso? En los Ejercicios 73 y 74, discutir si
el enunciado es correcto. Si no lo es, explicar la razén o dar
un ejemplo que muestre su falsedad.

73. Sif, g y h son funciones polinémicas de primer grado,
la curva dada por x = f(r), y = g (1), y z = h(¢) es una
recta.

74. Silacurvadadaporx=f(f), y=g(1),yz=h(t) esuna
recta, entonces f, g y 4 son polinomios de primer grado.
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112
Derivacion e integracion de funciones vectoriales

Derivacion de funciones vectoriales

En las Secciones 11.3-11.5 estudiaremos varias aplicaciones importantes del
cdlculo con funciones vectoriales. Como preparacién para ello, dedicamos esta
seccién a familiarizarnos con las derivadas e integrales de funciones vectoriales.

La definicién de la derivada de una funcidn vectorial imita la de las funcio-
nes con valores reales.

* DEFINICION DE LA DERIVADA DE U

ada

una fun

| Nota. Aparte de r'(¢) se emplean otras notaciones para la derivada de una funcién
vectorial, como

d dr
D[r(]. Zt[l‘(t)lv Y
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La derivacién de funciones vectoriales puede efectuarse componente a
componente. Para convencerse de ello, basta considerar la funcion r(z) = f(1)i +
+ g(nj y aplicar la definicién de derivada, con lo que se obtiene

rt + A - r(®

r = Alzlglo At
- lim J@ + ADi + gz + ADj - f(Di - g(O)]
T Ato0 At

iy J@+ A - f@O ], |&@ + A - 2(0].
= Mm {[ At Jl ¥ [ At ]J}

. Hfa+ Ay - fo . j gt + Ar) - g(n ).
i | L0 O ki [ 802 20250

=i + g'(0j

/ Este importante resultado queda recogido en el siguiente teorema. Nétese que
Vs la derivada de la funcién vectorial r es ella misma una funcién vectorial. Puede
verse en la Figura 11.8 que r'(s) es un vector tangente a la curva dada por r(t) y

FIGURA 11.8 que apunta en la direccién de los valores crecientes de 1.

EJEMPLO I Derivacion de funciones vectoriales

Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones vectoriales.

1
a) r()=1fi- 4j b) r() = ;i +Intj+ e’k

Solucién:  Derivando componente a componente vemos que

a) r'(t)=2ti - 0j = 2ri.

1 1
b) r’(t):—-t—2i+;j+2e2’k O

Las derivadas de orden superior de una funcion vectorial se obtienen apli-
cando derivadas sucesivas a las funciones componentes.
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FIGURA 119
La epicicloide deja de ser suave en los puntos
de interseccién con los ejes.
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EJEMPLO 2 Derivadas de orden superior

Para la funcién vectorial hallar r(f) = cos i + sen ¢j + 2tKk.

a)=r'() b) r'(y) o re-r'e d) r@®xr’(@)

Solucion:
a) r'(t)=-senti+costj+2k
b) r"(t) =—costi-sentj+ Ok = —cos ti - sen tj
c) r@-r'(H=sentcost-sentcost=0
i j k

d) rY@)xr'(t)=|-sent cost 2

It

-cost -sent O

cos t 2|, —-sen t cos ¢

i i+
-sen ¢t 0 —-cost O —-Cos t -sen t

—-sen t 2'_

=2senti—2costj+k

Hacemos notar que el producto escalar en el apartado ¢) es una funcién de
valores reales, no una funcién vectorial. O

La parametrizacién de la curva representada por la funcién vectorial
r(n) = f(0i + g(0)j + h(Dk

es suave en un intervalo abierto I si f', g’ y 4’ son continuas en [ y ademas
para todos los valores de ¢ en el intervalo 1.

EJEMPLO 3 Intervalos en los que una curva es suave

Hallar los intervalos en los que la epicicloide C, dada por
r(f)=(5cost—cos 5t)i+ (Ssent-sen50)j,0 <t < 2n
es suave.
Solucion:  La derivada de r es
r'(f) = (-5 sen t + 5 sen 50i + (5 cos t — 5 cos 51)j

En el intervalo [0, 2], los tinicos valores de ¢ para los que r'(f) = 0i + 0j son
t=0,n/2, n, 37/2, y 2. Por tanto, concluimos que C es suave en los intervalos

RIS NS

como muestra la Figura 11.9. ]
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| Nota. Nétese en la Figura 11.9 que la curva deja de ser suave en los puntos donde
tiene un cambio brusco de direccién. Tales puntos se llaman ciispides o nodos.

La mayor parte de las reglas de derivacién de funciones con valores reales
tienen su contrapartida para las funciofies vectoriales. Algunas de ellas se reco-
gen en el proximo teorema. Hay que hacer notar que el teorema contiene tres
versiones de «reglas del producto». La propiedad 3 da la derivada del producto
de una funcién de valores reales por una funcion vectorial. La propiedad 4 da la
derivada del producto escalar de dos funciones vectoriales, y la propiedad 5 la
derivada del producto vectorial de dos funciones vectoriales (en el espacio).
(La propiedad 5 se aplica s6lo a funciones vectoriales en tres dimensiones,
ya que el producto vectorial no estd definido para vectores en dos dimen-
siones.)

Demostracién: ~ Para probar la propiedad 4, escribamos
() =fii+ g, (0] y u®)=rf01+g,0)j
donde f, y g, son funciones derivables de r. Entonces,
r(n) - u() = fL(0f (1) + g,(Dg, (1)
y se sigue que

Di[x(@) - u(®)] = £, f2()+ fi(D) fo(1) + g,(Nga(1) + g1(Ng,(1)
= L/1(0f2(0) + g,(0g2(0] + [f1() f2(D) + 81(1)g2(0)]

=r(0) - w(t) + @) - ul)

Dejamos como ejercicios las demostraciones de las propiedades restantes
(véanse Ejercicios 55-59 y Ejercicio 62). 0
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EJEMPLO 4 Usando las propiedades de la derivada

Dadas las funciones vectoriales

1
r(?) =;i—j +(Ink y u@®=ri-2j+k

calcular

a) Dr(@®)-u@®] y b) Dlu@®) x w(®)]

Solucion:

a)

b)

1 1
Der'(s) = —?i + ?k y w'(¢) = 2ti - 2j, se sigue que

D[r(® - u@®] =x(») - w'(®) + r'(0) v

|
<;i —j+In tk> - (211 - 2j)
I, 1 20 .
+ —t—21+;k (t1-2tj+ k)

1
=2+2+(—1)+7

1
=3+-
t

De w'(f) = 2ti - 2j y u”(¢) = 2i, deducimos que

D u@) x w'®)] = [u@®) x v’ (@] + [u'(1) x W' ()]

i j k
= -2t 1|+0
2 0 0
|2 1i 2 1_+t2 —Ztk
“to o' |2 02 o
= 0i - (<2)j + 41k
= 2j + 4tk O

| Nota. Intente rehacer los apartados a) y b) efectuando en primer lugar los pro-
ductos, escalar y vectorial, y derivando después, para comprobar que se llega al
mismo resultado.

Integracion de funciones vectoriales

La siguiente definicién es una consecuencia 16gica de la definicion de derivada
de una funcién vectorial.
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DEFINICION DE LA INTEGRAL DE UNA FUNCION VECT ORIAL

L Sir@) =f@i+ g®j. donde fye son funcmnes cmunuas en [a, b} la
_ integral mdefimda (0 anﬁctenvada) ! ' . ,

' Jr(t) dt-.‘[Jvf(t) dz]n + [ng(t)’dt}) Plann

. y su mtegral defimda sobre el mtervalo a < b es

5 S i
f r(z) dt.-[ f(t) dt]u— [j g(t) dt]

2. Sir@=fi+gj+ h(t)k donde eyl hson funmones continuas en
; [a, bl, la mtegral mdefimda (o antldenvada) de res ,

La integral indefinida de una funcién vectorial r(¢) es una familia de fun-
ciones vectoriales (las primitivas de r) que difieren unas de otras en un vector
constante C. Por ejemplo, si r(f) es una funcion vectorial tridimensional, en-
tonces al hallar su integral indefinida f r(?) dt, obtenemos tres constantes de
integracion

J oy de=Fo+C,, J g di = G + C,, Jh(t) dt = Ht) + C,

donde F'(¢) = f(£), G'(t) = g(t), y H'(t) = h(?). Estas tres constantes escalares
configuran un vector constante de integracion: -

Jr(r) dt =[F(t) + Cli + [G() + C,]j + [H®) + C5]k

=[Fi + G(Oj + HOK] + [Ci + C,j + C3k]
=R+ C

donde R'(¢) = f(1).

EJEMPLO 5 Integral de una funcion vectorial

Hallar la integral indefinida

f(ti +3j) dt
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Solucion:  Integrando componente a componente es facil ver que

2
(ti+3j)dt=%i+3tj+C 0

El Ejemplo 6 ensefia como calcular la integral definida de una funcién
vectorial.

EJEMPLO 6 Integral definida de una funcion vectorial

Calcular la integral

1
f r(t) dt = J (\/Il
0
Solcion:

(R N (!
[y e T

=—i+ (In2)j+ <1 - l>k O
4 e

J+e ’k)dt

Tal como ocurria para funciones con valores reales, podemos aislar una
sola primitiva de entre la familia de funciones vectoriales que constituye la
integral indefinida de una funcién vectorial r’, sin mds que imponer una condi-
cién inicial, como ilustra el ejemplo que sigue.

EJEMPLO 7 Una primitiva particular de una funcién vectorial

Hallar la primitiva de

r'(f) = cos 2ti — 2 sen tj + 2 k
+

que satisface la condicién inicial r(0) = 3i -~ 2j + k
Solucién:

r(t) = Jr’(r) dt

(s Jasmrabe ] oo

1
= <§ sen 2f + C1>i +(2cost+ Cpj+ (arctg t + Cy)k
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Haciendo 7 = 0 y usando el hecho de que r(0) = 3i — 2j + k, vemos que

r0)=0+C)i+2+Cpj+((0+Ck
=3i+(-2)j+k

Igualando las componentes correspondientes, obtenemos
C,=3 2+C,=-2, y (=1

Asi pues, la primitiva que cumple la condicién inicial requerida es

1
r(o) = <§ sen 2t + 3>i + (2 cost—4)j+ (arctg t + Dk O
Ejercicios de la Seccién 11.2
En los Ejercicios 1-4, a) dibujar la curva plana dada por la b) Dibujar los vectores r(1), r(1,25), y r(1,25) - x(l)
funcidn vectorial, y b) dibujar los vectores r(t,) y r'(t,) para en la grifica del apartado a).
el valor de 7, que se especifica. Colocar los vectores de ma- ¢} Comparar el vector r'(1) con el vector

nera que el punto inicial de r(z,) esté en el origen y el punto
inicial de r'(z,) coincida con el punto final de r(zy). ;Qué

r(1,25) - r(1
relacién hay entre r'(t,) y la curva? —(-——)——Q

1,25 - 1
1. r()=~ri+1ij to =2
. s En los Ejercicios 7 y 8, a) dibujar la curva espacial dada por
2. t)=ti+r) fo=1 la funcién vectorial, y b) dibujar los vectores r(f,) y r'(t)
o para el valor indicado de ¢,.
3. r(f) =cos i + sen tj ty = 5
1 7. r() =2 cos ti + 2 sen 1j + tk o =2
. r(=2costi+2sentj+ =-—
4. r(t)=t2i+;j to=2 T2
Ao 5. Investigacion Consideremos la funcién vectorial 8. r(=ri+3+ gk to=2

r() = i + 12}
En los Ejercicios 9 y 10, se dan una funcién vectorial y su

a) Dibujar un esbozo de su grafica y comprobarlo con gréfica. La gréfica muestra ademds los vectores unitarios
la calculadora. MGl y T ()|l (2o)ll. Hallar estos dos vectores e
b) Dibujar los vectores r(1/4), r(1/2) y r(1/2) - r(1/4) identificarlos en la gréfica.

en la gréfica del apartado a).
¢) Comparar el vector r'(1/4) con el vector 1
9. r(f) = cos (m i + sen (n Dj + 1’k t0=—1
r(1/2) - r(i/4)
1/2 - 1/4

% 6. Investigacién Consideremos la funcién vectorial
r() =ti+ 4 - 19

a) Dibujar un esbozo de su gréfica y comprobarlo con
la calculadora.
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10. r()=ti+rj+ ™"k ty = 1

En los Ejercicios [1-18, hallar r'(¢)

1. r() = 6ri - 7% + ’k
2

1 t
1. r=-i+16tj+—k
(® ; 1+3
13, r(n=acos®ti+asen’1j+ k
W 1= Jii+/1j + Intk
15, r(t) = e i + 4
16. r(y=(sent —rcost, cost+1sent 2>
17. rit)=<{rsent, cost, t)
18. r(r) = (arcsen ¢, arccos t, 0>
En los Ejercicios 19 y 20, hallar
a b) r'(n
¢) D[r(n) - u()] d) D[3r(?) - u(n]
o Dirmyxu@®]  f) Dllr@®|], >0
19. v =ri+3tj+ 2k, u() =44 + 13 + 'k

1
2. r(y=rli+sentj+costk, u()= —i+senzj+cosrk
!

M En los Ejercicios 21 y 22, determinar § en funcién de ¢, el
dngulo 0 entre r(r) y r'(r). Representar en la calculadora 0(f)
y usar la grdfica para hallar los extremos de esa funcién.
Hallar los valores de ¢ para los que esos dos vectores son
perpendiculares.
2. r(f) =3 sen i + 4 cos £j
2 (0 =i+ 1

Enlos Ejercicios 23-32, hallar el intervalo o intervalos en los
que la curva dada por la funcién vectorial es suave.

23 =i+ £3j

AU rin=

I
i+ 3
-

25. r(0) =2 cos® i + 3 sen> 0j

1063

26. r(0) = (6 + sen )i + (1 - cos H)j
27. r()=(0-2sen O + (1 - 2 cos 0)j

28. 3t 37
. ()= — i+ —
1+ 1+ t3J

|
29. r()=(r- l)i+;j -’k

30. r=¢i-e'j+ 3tk
3. r(D=ti-3tj+tgrk

1
32 v =i+ (2= Dj+ 4

En los Ejercicios 33 y 34, usar la definicién de derivada para
hallar r'(r)

33. r®=Gr+ )i+ (1 -19j
3
3. r(n=.Jri+Zj-uk
t
35. Redaccion Las tres componentes de la derivada de

una funcién vectorial u son positivas en ¢ = #,. Descri-
bir el comportamiento de w en ¢ = ¢,

36. Redaccién La componente 7 de la derivada de una
funcién vectorial u es 0 para todo ¢ en el dominio de la
funcién. ;Qué implica este hecho sobre la grafica de u?

En los Ejercicios 37-44, evaluar la integral indefinida.

37. J(Zti +j+Kk)dr

38. f(3t2i + 4tj - 8°Kk) dt

1
39, J <ti+ j—t3/2k> dt
A
40. f(lnt1+;J+k)dt
41. J,:(Zt— i + 483 + 3\ﬂkJ dt

42. f(e‘i + sen tj + cos tk) dt

1
43, J(sec2 t+ I t2j> dt
+

44, J(e" sen ti + e ' cos tj) dt

En los Ejercicios 45-50, hallar r() con las condiciones que
se indican.
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45.

46.
47.

48.

49.

50.

r'() = 4e*i + 3¢'j, r(0) = 2i

r(r) = 21j + \J1k, r(0) =i +

r'(t) = -32j

r0) = GOOﬁi + 600j, r(0) = 0

r'(f) = -4 cos tj — 3 sen tk
r'(0) = 3k, r(0) = 4j

) 1
r=te"i-e 'j+k r0) = Ei -i+k

e =

1 + ¢

1 1
2i+t—2j+;k, r(l)=2i

Funciones vectoriales

En los Ejercicios 55-62, demostrar la propiedad que se espe-
cifica. En cada caso, r, u y v son funciones vectoriales deri-
vables de t, y ¢ es un escalar.

55. DJer()] = cr'(

56. Djr(yxu@®)] =r'{) £ u'(t)

57. DLf(or0)] =f(Or'(®) + f(Or@)

58. Djr(t) x u@®] =r@) x w'(®) + r'(®) x u®)
59. DIr(f(n)] = r'(f(ehf (1)

60. D[r(®) xr'®] =r@) xr'(®

61. D {r(» - [u@ x vi)]} = r'(®) - [u@) x v()] +
+r@®) - [W (@) x v®)] + 1@ - [u@) x v'()]

En los Ejercicios 51-54, calcular la integral definida.

51.

52,

53.

54.

"1
8ri+tj - k) dt
vO
1
(i + £ + 31k dr
v =1

fPri2

JO
3

(e'i + te'k) dt

DAY

CONTENIDO =
Velocidad y aceleracién ®
Movimiento de proyectiles =

[(a cos )i + (a sen H)j + k] dt

62. Sir(¢) - r(¢) es constante, entonces r(¢) - r'(f) =0
¢Verdadero o falso? En los Ejercicios 63 y 64, determinar

si el enunciado es correcto. Si no lo es, explicar la razén o
dar un ejemplo que ponga de manifiesto su falsedad.

d ’
63. o (ie@I] = lIr'@l]

64. Siry u son funciones vectoriales derivables de ¢, en-
tonces D,[r(7) - u(H)] =r'(6) - w'(9)

11.3
Velocidad y aceleracion

Velocidad y aceleracion

Ya estamos en disposicion de aunar ecuaciones paramétricas, curvas, vectores y
funciones vectoriales con el fin de elaborar un modelo para el movimiento a lo
largo de una curva. Empezamos tratando el movimiento de un objeto en el plano.
(El movimiento de un objeto en el espacio se estudia de manera andloga.)

Cuando un objeto se mueve a lo largo de una curva del plano, las coordena-
das x e y de su centro de masas son ambas funciones del tiempo ¢. En lugar de
utilizar f'y g como simbolos para esas dos funciones, es mds conveniente escri-
bir x = x(¢) e y = y(#). Asf, el vector posicion adopta la expresién

() = x(Hi + y(0)j Vector posicién

El atractivo de este modelo radica en que podremos usar la primera y la segun-
da derivada de la funcién vectorial r para calcular la velocidad y la aceleracitn
del objeto. (Recordemos que, por el capitulo precedente, tanto la velocidad
como la aceleracién son atributos vectoriales, con magnitud y direccién.) Para
hallar los vectores velocidad y aceleracion en un instante dado ¢, consideremos
un punto Q(x(z + Ar), y(t + At)) que tiende hacia el punto P(x(1), y(¢)) a lo largo
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Exploraﬁda

sidere el circulo d;
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de la curva C dada por r(s) = x(0i + y(1)j, como indica la Figura 11.10. Cuando
At — 0, la direccién del vector PQ tiende a la direccion del movimiento en el
instante 7.

Ar =r(t + At - 1(p)

g it + Ay - r(n)
At At

I Ar i rt + A - r(®
S OOk e A 4
Atlglo At Aano Ar

Si este limite existe (y no es el vector cero), se define como el vector veloci-
dad o vector tangente a la curva en el punto P. Nétese que es el mismo limite
utilizado en la definicién de r'(¢), de modo que la direccién de r'(f) marca la
direccion del movimiento en el instante ¢. Ademds, la longitud del vector r'(f)

IOl = I @0i + Y (0]l = /IX¥O1* + [Y(D)?

da la rapidez del objeto en el instante r. Andlogamente, podemos usar r”() para
representar el vector aceleracién, como se indica en la préxima definicion.

¥ Y

Vector
velocidad

L Ar

4 Q
r(?)
t+ Ap
X

FIGURA 11.10

Ar
Cuando Ar - 0, m tiende al vector velocidad.

En el caso de un movimiento a lo largo de una curva en el espacio, las defini-
ciones son analogas, a saber: r(f) = x(?)i + ¥ j + z(OK, se definen
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| Nota. En el Ejemplo 1, puede
apreciarse que los vectores veloci-
dad y aceleracién son ortogonales
en cualquier instante. Esto es ca-
racteristico de los movimientos
con rapidez constante (véase Ejer-
cicio 49).

a(?) \0)

|

FIGURA 1111
La particula se mueve sobre el circulo con rapidez
constante.

Funciones vectoriales

Velocidad = v(¢)

rey =x@i+y®j+ 70k
r'() =x"Wi+y'Mj+7'Ok

'Ol = /X1 + YO + [0

Aceleracion = a(r)

Rapidez = ||v(9)|}

EJEMPLO I Velocidad y aceleracion a lo largo de una curva en el plano

Hallar el vector velocidad y el vector aceleracién de una particula que se mue-
ve a lo largo de la curva C del plano descrita por

r. t,
r(t) =2 sen 51 + 2 cos 5.] Vector posicién
Solucién:  El vector velocidad es
g ! . f . .
v(t) =r'(t) = cos 51 — sen 2 J Vector velocidad

La rapidez en el instante ¢ viene dada por

t t
'@l = [cos? 3+ sen? 3= 1 Rapidez

Y el vector aceleracion es

1 t 1 t
a@®) =r"(1) = ) sen Ei - 2 cos 5.] Vector aceleracion O

Las ecuaciones paramétricas de la curva del Ejemplo 1 son x =2 sen (#/2), e
y =2 cos (#/2). Eliminando el parametro ¢, se obtiene la ecuacién rectangular

X2+ y2 =4 Ecuacion rectangular

Asi pues, la curva es un circulo de radio 2 centrado en el origen (Figura 11.11).
Como el vector velocidad v(#) = cos (¢/2)i — sen (#/2)] tiene longitud constante
pero direccion cambiante cuando 7 crece, la particula se mueve sobre el circulo
con rapidez constante.

EJEMPLO 2 Vectores velocidad y aceleracion en el plano

Dibujar la trayectoria de un objeto que se mueve a lo largo de la curva plana
dada por

r() = (> - Hi+1j Vector posicién

y hallar sus vectores velocidad y aceleracién cuando t =0y ¢ = 2.
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FIGURA 11.12
En cada punto de la curva, el vector aceleracidn
apunta hacia la derecha.

FIGURA 11.13
En cada punto de la rbita del cometa, el vector
aceleracion apunta hacia el Sol.

FIGURA 11.14
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Solucion: - De las ecuaciones paramétricas x = t* — 4 e y = ¢, deducimos que la
curva es una pardbola dada por x = y* — 4, como ilustra la Figura 11.12. El
vector velocidad en cualquier instante 7 es

Vi) =r'({®) =2ti+j Vector velocidad
y el vector aceleracién
a=r'(H =2 Vector aceleracién
Cuando ¢ = 0, vienen dados por
viO)=20)i+j=j vy a0)=2i
Y cuando ¢ = 2,
v()=2)i+j=4i+j y a@)=2i O
Para el objeto que se mueve por la trayectoria de la Figura 11.12, el vector
aceleracion es constante (tiene longitud 2 y apunta hacia arriba). Esto implica
que la rapidez del objeto va decreciendo al ir moviéndose hacia el vértice de la
pardbola y creciendo cuando se aleja del vértice de la pardbola.
Este tipo de movimiento no es tipico en los cometas que describen trayec-
torias parabélicas en nuestro sistema solar. Para estos cometas, el vector acele-
racion apunta siempre hacia el origen (el Sol), de forma que la velocidad del

cometa crece mientras se aproxima al vértice de su trayectoria y decrece mien-
tra se va alejando del vértice (Figura 11.13).

EJEMPLO 3 Vectores velocidad y aceleracion en el plano

Dibujar la trayectoria de un objeto que se mueve a lo largo de la curva espacial
dada por

r(H=ti+35+3tk, t =0 Vector posicién
y hallar los vectores velocidad y aceleracién para ¢ = 1.
Solucion:  Usando las ecuaciones paramétricas x = t e y = t* podemos constatar
que la trayectoria del objeto estd contenida en un cilindro ciibico de ecuacién
y = x3. Ademds, como z = 3¢, el objeto parte de (0, 0, 0) y se mueve hacia
arriba cuando ¢ crece, como muestra la Figura 11.14. De r(¥) = fi + £3j +

+ 31K se sigue que

vi) =1 () =1+ 3% + 3k Vector velocidad
J

a(t) =r’'(1) = 6t Vector aceleracién
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Funciones vectoriales

Cuando ¢ = 1, se tiene
vih=r)=i+3j+3k y a(l)=r"(1)=6j O

Hasta ahora en esta seccién nos hemos concentrado en calcular la veloci-
dad y la aceleracién, derivando la funcién de posicién. En muchas aplicaciones
précticas hay que resolver el problema inverso: dadas la velocidad y la acelera-
ci6n, encontrar la funcién de posicion. Esta situacion se ilustra en el préximo
ejemplo.

EJEMPLO 4 Calculo de la funcion posicion por integracién

Un objeto parte del reposo del punto P(1, 2, 0) y se mueve con una aceleracion
aH=j+2k Vector aceleracién

donde Jja(9)]| se mide en pies/s*. Hallar la posici6n del objeto tras = 2 segundos.

Solucion:  De la descripcién del movimiento del objeto deducimos las siguientes
condiciones iniciales. Ya que el objeto parte en reposo, tenemos

vi)y=0

Ademds, como parte del punto (x, y, z) = (1, 2, 0), se tiene

r(0) = x(0)i + y(0)j + z(O)k
=1i+2j+ 0k
=i+ 2j
Para hallar su funcién posicién, hemos de integrar dos veces, usando cada vez

las condiciones iniciales para fijar el valor de la constante de integracién. El
vector velocidad es

v(t)=Ja(t)dt=f(j+2k)dt=tj+2tk+C

donde C = C,i + C,j + C;k. Haciendo ¢ = 0 y aplicando la condicién inicial
v(0) = 0, obtenemos,

viO)=Cii+Cj+ C;k=0 C,=C,=C4=0
Asi pues, el vector velocidad en cualquier instante ¢ es
v(t) =tj + 2tk Vector velocidad

Integrando de nuevo vemos que

tl
r() = fV(t) dt = J(tj + 2tk) dt=§j +t’k + C
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Curva:

= i+(C + 2]+ e

FIGURA 11.15
El objeto tarda 2 segundos en ir desde el punto
(1,2, 0} hasta el punto (1,4, 4) a lo largo de C.

¥ v, = Velocidad inicial
)

vt

a2t

} Altura inicial

FIGURA 1L.16
Trayectoria parabdlica de un proyectil.
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donde C = C,i + Csj + Cgk. Tomando ¢t = 0 y usando la condicién inicial
r(0) =i + 2j, obtenemos

r(0) = Cyi + Csj + Cok = i + 2j C,=1,C5=2,C,=0

Por tanto, el vector posicién es
r2
r(ty =i+ <E + 2>J + 1’k Vector posicién

La posicion del objeto a los 2 segundos viene dada por r(2) =i + 4j + 4k, como
ilustra la Figura 11.15. O

Movimiento de proyectiles

Ya disponemos de cuanto es preciso para deducir las ecuaciones paramétricas
de la trayectoria de un proyectil. Supondremos que la gravedad es la unica
fuerza que actia sobre él, una vez lanzado, de manera que el movimiento se
produce en un plano vertical, que representamos por el plano de coordenadas
Xy, con el origen en un punto de la superficie terrestre (Figura 11.16). Para un
proyectil de masa m, la fuerza gravitatoria es

F = -mgj Fuerza de la gravedad
donde g = 32 pie/s?, o0 sea 9,81 m/s2. De acuerdo con la segunda ley de Newton,
esta fuerza produce una aceleracién a = a(t) que satisface la ecuacién F = ma.

En consecuencia, la aceleracién del proyectil viene dada por ma = ~mgj, luego

a=-gj Aceleracién del proyectil

EJEMPLO 5 Funcion posicion de un proyectil

Un proyectil de masa m es lanzado desde una posicién incial r,, con velocidad
inicial v,. Hallar su vector posicién en funcién del tiempo .

Solucin:  Partimos del vector aceleracién e integramos dos veces.
v(t) = Ja(z) dt = J—gj dt =—-gtj + C,
. L.
r)=|viydt= | (-gtj+ C)) dt = —Egt j+ Cir+ C,

Recordando que v(0) = v, y r(0) = r,,, podemos calcular las constantes C,, C,.
Obtenemos C, = v, y C, = r,. Por tanto, el vector posicién es

1 2.
r(t) = —Egt J+1tvy+ 1, Vector posicion O]
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[Ivgll = v, = Rapidez inicial
{|r /| = & = Altura inicial

x=|lv,] cos &
= vyl sen 6

FIGURA 11.17
Las condiciones iniciales en el lanzamiento
de un proyectil.

FIGURA 11.18
El jugador golpea la pelota y ésta adquiere
una velocidad inicial de 100 pies/s.

Funciones vectoriales

En muchos problemas sobre proyectiles, los vectores constantes r, v, 1o
se dan explicitamente. Suelen darse mds bien la altura inicial, la rapidez inicial
vy y el dngulo 6 de lanzamiento del proyectil (Figura 11.17). De la altura dada
se deduce que r, = hj. Y como la rapidez da la longitud del vector velocidad
inicial, deducimos que v, = ||v,ll, asf que

Vo =i+ y)
= (Ivoll cos 0)i + IVl sen )

= v, cos 0i + v, sen 0j

Por tanto, el vector posicién puede expresarse asi:

L.
r(f) = ) gt’j + Vg + Ty Vector posicién

1
=-3 gt?j + tvy cos Oi + v, sen O + hj

1
= (v, cos D + |:h + (v, sen 0)f — 5 gtz}i

EJEMPLO 6  La trayectoria de una pelota de béisbol

Una pelota de béisbol es golpeada a 3 pies de altura sobre el suelo con una
velocidad de 100 pies/s y un dngulo de elevacién de n/4 (Figura 11.18). Calcu-
lar la méxima altura que alcanza. ;Salvard una valla de 10 pies de altura situa-
da a 300 metros del lugar de lanzamiento?

Solucion: ~ Se nos dice que i = 3, v, = 100, y 6 = n/4. Asi pues, tomando
g = 32 pies/s?, resulta

T v
r(t) = <100 cos Z)ti + |:3 + <100 sen Z)t - 16t2:|j

= (50/20)i + (3 + 50,/21 - 161%)]
V() = F(1) = 50,/2i + (50,/2 - 320)

La altura maxima se produce en el instante en que

Y(1) =50/2-32t=0
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es decir, cuando

25./2
t= % ~ 2,21 segundos

de manera que su valor es
25./2 25./2\?
y=3+ 50\5(%) - 16<T—\6[>

649
T8

~ 81 pies Altura méxima cuando ¢ & 2,21
La pelota estd a 300 pies del punto de partida cuando
300 = x(1) = 50, /2

Despejando ¢ en esta ecuacién vemos que t =3,/2 ~ 4,24 segundos. En ese
momento, la altura de la pelota es

¥y =3+50/23,/2) - 16(3,/2)

=303 - 288
=15 pies Altura cuando ¢ ~ 4,24
Por consiguiente, la pelota salvar4 la valla. U]
Ejercicios de la Seccién 11.3
En los Ejercicios 1-8, la funcién posicién r describe la tra- En los Ejercicios 9-16, la funcién posicién r describe la tra-
yectoria de un objeto que se mueve en el plano xy. Dibujar la yectoria de un objeto que se mueve en el espacio. Hallar su
trayectoria, asi como los vectores velocidad y aceleracién en velocidad, rapidez y aceleracién.

el punto que se especifica.
9. r@®=ri+ (2t-95j+ 3k

Funcion Intervalo .
10. r(t) = 4zi + 41j + 21k
L () =36+ (t - 1)j (3, 0) 2
1. r@®=ti+Aj+—k
2 r0=(6- i+ 3, 3) T =t
I r=ri+4j 4,2 2
( ! “2) 12, r(t) =ri+3tj+—k
4 r(n="ri+ (1, 1) 2
5. r()=2cos #i + 2 sen ¢j (\/E, \/E) 13 r@)=ti+tj+./9 - 2k
6. I(t)=2cos fi + 3 sen ¢ (2, 0) 14. (1) =%+ 1j + 281k
T r)=<t-sent, | - cos 1> (n, 2) 15. r(#) = {41, 3 cost, 3 sen 1>

8 r(n=<Ke e a,n 16. r(r) = (' cos ¢, ¢' sen 1, &'
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Aproximacion lineal En los Ejercicios 17 y 18, se dan la

grafica de la funcién vectorial r(f) y un vector tangente a la

grificaen t = 1,

a) Hallar unas ecuaciones paramétricas para la recta tan-
gente a la grificaen t = ¢,

by Usar esas ecuaciones paramétricas para aproximar
r(t, + 0,1)

1
17. r(n = <z, -1, Zt3>’ to=1

Z

18. r() =<1, /25 - 12, /25 — ?),1,=3

7 (3.4,4)

En los Ejercicios 19-22, usar la funcién aceleracién dada
para determinar las funciones velocidad y posicién. Calcu-
lar, a continuacion, la posicién para ¢ = 2.

19. a=i+j+k 20, a=i+k
vi0)=0,r0) =0 v(0)=5j, r(0) =0

21. a(H) +tj+tk 22. a(t)=-cos ti—senti
v()=55,r(1)=0 viO)=j+k, r0) =i

Movimiento de un proyectil En los Ejercicios 23-32, usar
el modelo de la trayectoria de un proyectil, suponiendo que
no hay resistencia del aire.

% 23. Hallar la funcién vectorial que describe la trayectoria
de un proyectil lanzado desde una altura de 10 pies con
velocidad inicial de 88 pies/s y con un dngulo de eleva-
cién de 30°. Representarla en una calculadora.

24. Calcular la altura mdxima alcanzada por un proyectil
lanzado desde 3 pies de altura con velocidad inicial de
900 pies/s y angulo de elevacion 45°.

25.

26.

27.

28.

30.

31.

Una empacadora debe lanzar las pacas a una posicion
que se halla 8 pies mds alta que ella y a 16 pies de dis-
tancia horizontal. Calcular la minima velocidad con que
ha de lanzarlas y el dngulo de elevacién del lanzamiento.

El bombardero de la figura vuela a 540 millas/h (792
pies/s) a una altura de 30.000 pies. ;Cudndo debe soltar
una bomba para dar en el blanco? (Expresar la respues-
ta en términos del dngulo de depresion del avidn res-
pecto del blanco.) ;Qué velocidad lleva la bomba en el
instante del impacto?

El disparo de un rifle, del que la bala sale con una velo-
cidad de 1.200 pies/s, debe impactar en un blanco si-
tuado a 3.000 pies de distancia. Determinar el dngulo
de elevacién del rifle.

Un proyectil se dispara desde el suelo con un dngulo de
elevacion de 10°. Calcular la velocidad inicial minima
exigida para lograr un alcance de 100 pies.

Representar en una calculadora las trayectorias de un pro-
yectil para los valores indicados de 0y v,. En cada caso,
usar la grifica para estimar Ia altura méaxima y el alcan-
ce del disparo, supuesto que se efectda desde el suelo.
a) 0=10° v, = 66 pies/s

by 0=10° v, = 146 pies/s

¢) 0=45° v, =66 pies/s

d) 0=45° v, =146 pies/s

e) 0=060° v, =066 pies/s

f) 0=060° v, = 146 pies/s

Eliminar el pardmetro 7 de la funcién posicién para el
movimiento de un proyectil con el fin de demostrar que
la ecuacidn rectangular es

16 sec? 0
y =—%?-——x2 +(tg Ox + h
Uo

La trayectoria de una bala viene dada por la ecuacion
rectangular

y = x - 0,005x2

Usar el resultado del Ejercicio 34 para hallar la funcién
posicion. A continuacién, hallar la rapidez y la direc-
cién de la bala en el punto en el que ha recorrido
60 pies horizontalmente.
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32. Hallar el dngulo con que debe lanzarse un proyectil
para conseguir
a) el miximo alcance,
b) la mixima altura.

Movimiento de un proyectil  En los Ejercicios 33 y 34, usar
el modelo del movimiento de proyectiles, despreciando la
resistencia del aire [a(f) = -9.8 m/s?].

33. Determinar la maxima altura y el alcance de un proyec-
til disparado a una altura de 1,5 metros con velocidad
inicial de 100 m/s y con un dngulo de elevacién de 30°.

34.  Un proyectil lanzado desde el suelo con dngulo de 8°.
Calcular la velocidad inicial minima requerida para
que alcance 50 metros.

Movimiento cicloidal Enlos Ejercicios 35 y 36, considera-
mos el movimiento de un punto (o de una particula) sobre la
circunferencia de un circulo que rueda. Conforme el circulo
va dando vueltas, ese punto genera la cicloide

r(t) = b(wt — sen wHi + b(l - cos wi)i

donde w es la velocidad angular constante con que gira el
circulo.

35, Calcular los vectores velocidad y aceleracion de la par-
ticula y determinar, con estos resultados, en qué instan-
tes la rapidez de la particula serd a) 0, b) mixima.

36. Calcular la mdxima rapidez de un punto de la rueda, de
1 pie de radio, de un automdvil que viaja a 55 millas/h.
Compararla con la velocidad del automévil.

Movimiento circular En los Ejercicios 37-40, se considera
una particula que se mueve sobre un circulo de radio b des-
crito por

r(r) = b cos wti + b sen wtj
donde @ = db)/dt es la velocidad angular constante.

37. Hallar el vector velocidad y comprobar que es ortogo-
nal a r(z).

38. a) Demostrar que la rapidez de la particula es bw.
h) Usar un método de representacién paramétrica
para trazar en una calculadora el circulo con b = 6.
Ensayar diferentes valores de w. ;Dibuja la calcula-
dora mas deprisa los circulos cuando w es grande?

39. Hallar el vector aceleracién y verificar que apunta
siempre hacia el centro del circulo.

40. Probar que la magnitud del vector aceleracién es w?b.

Movimiento circular En los Ejercicios 41 y 42, usar los
resultados de los Ejercicios 37-40.
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Se ata una piedra de 1 libra al extremo de un cordel de
2 pies y se hace girar horizontalmente (véase figura).
El cordel se rompera si sufre una fuerza de 10 libras.
Calcular la rapidez mdxima que puede darse a la piedra

1
sin romperlo. Usar F = ma, donde m = 7

Un vehiculo de 3.000 libras estd tomando una curva
circular de 300 pies de radio a 30 millas/h (véase figu-
ra). Supuesto que la carretera es plana, calcular la fuer-
za entre el suelo y las ruedas necesaria para que el vehi-
culo mantenga su camino circular y no deslice. (Usar
F = ma, donde m = 3.000/32.) Calcular el dngulo de
peralte que habria que poner en esa curva para que las
ruedas no sufran ninguna fuerza lateral de rozamiento.

]

Lanzamiento de peso La trayectoria de un objeto
lanzado con dngulo de elevacion 6 es

I
r(1) = (v, cos Nt + |:h + (v, sen 6y — thz}j

donde v, es la velocidad incial, ¢ el tiempo en segun-
dos, y g la aceleracién de la gravedad. Verificar que
permanece en el aire durante

;U sen 6 + Jv§ sen® 0 + 2gh

g

segundos

y que recorre una distancia horizontal de

v cos 0 2gh
0*<sen 0+ [sen® 0 + %) pies
8 Vo

Lanzamiento de peso Se lanza un peso desde
6 pies de altura con velocidad inicial de 45 pies/s.
Calcular cudnto tiempo estd en el aire y la distancia
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horizontal que recorre, si se lanza con un 4ngulo de
elevacién 6 = 42.5°.

45. Demostrar que si un objeto se mueve con rapidez cons-
tante, sus vectores velocidad y aceleracién son ortogo-
nales.

46. Probar que un objeto que se mueve en linea recta con
rapidez constante tiene aceleracion nula.

47. Investigacisn Un objeto se mueve a lo largo de la
elipse determinada por la funcién vectorial r(t) = 6 cos
ti + 3 sen ¢j.

a) Hallar v(), ||[v(Dl|, vy a(®)
b) Completar la tabla con ayuda de calculadora.

Rapidez

¢) Dibujar la trayectoria eliptica, y los vectores velo-
cidad y aceleracién en los valores de r dados en la
tabla.

d) Con los resultados precedentes, describir la rela-
cién geométrica entre los vectores velocidad y
aceleracion cuando la rapidez de la particula estd
creciendo y cuando estd decreciendo.

48. Redaccion Consideremos una particula que se mue-
ve sobre la trayectoria

£, (0 =x(0i+ y(0j + 2Dk

Discutir cualquier modificacion en la posicién, la velo-
cidad o la aceleracién de la particula si su posicién vie-
ne dada por la funcién vectorial r,(¢) = r,(27). Genera-
lizar los resultados para la funcién posicién r,(f) =
=r,(wo).

114

CONTENIDQ = | Vectores tangentes y vectores normales
Vectores tangentes y vectores normales =
Componentes tangencial y normal de la aceleracién

Vectores tangentes y vectores normales

En la secci6n anterior hemos visto que el vector velocidad apunta en la direc-
ci6én del movimiento. Esta observacién conduce a la siguiente definicién, apli-
cable a cualquier curva suave, no s6lo a aquellas en las que el parametro es el
tiempo.
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FIGURA 11.19
La direccidn del vector tangente unitario depende
de la orientacién de la curva.

Vectores tangentes y vectores normales 1075

| Nota. Recordemos que una curva se dice que es suave en un intervalo si r’ es continua
y no nula en dicho intervalo. Asf pues, la «suavidad» es suficiente para garantizar que
una curva posee vector tangente unitario en todos sus puntos.

EJEMPLO 1 Célculo del vector tangente unitario

Hallar el vector tangente unitario a la curva dada por
() =i + £
cuando f = 1.
Solucién:  La derivada de r(r) es
r'(t) =i+ 2tj Derivada de r(7)
Por tanto, el vector tangente unitario es

r'(y)

T =
= ol

Definicién de T(z)

1
= = (+ 2tj) Sustituir r'(7)

1+ 4

Cuando ¢ = 1, el vector tangente unitario es (véase Figura 11.19)

1
T() = — (G + 2j O
(1) \/5.(1+ )

| Noia. En el Ejemplo 1, la direccion del vector tangente unitario depende de la orienta-
cion de la curva. Si la pardbola de la Figura 11.19 estuviera dada por

r(f) = —(t - 2)i + (t -~ 2)%j

T(1) serfa todavia el vector tangente unitario en el punto (1, 1), pero apuntaria en la
direccién opuesta (intente verificar este hecho).

La recta tangente a una curva en un punto es la recta que pasa por ese
punto y es paralela al vector tangente unitario. En el Ejemplo 2, se usa el vector
tangente unitario para determinar la recta tangente a una hélice en uno de sus
puntos.
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EJEMPLO 2 Recta tangente a una curva en un punto

Hallar T(#) y unas ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la hélice
dada por

r(f) =2 cos ti+ 2 sen tj + tk
en el punto correspondiente a t = n/4.

Solucion:  La derivada de r(z) es r'(f) = -2 sen ri + 2 cos tj + K, lo cual implica

que |[r'(9]| = \/4 sen” t + 4 cos? t + 1= \/g Por tanto, el vector tangente
unitario es

r'(y) 1

RXOTNE

Cuando ¢ = n/4, el vector tangente unitario es

T<§> =ﬁ<—2§i + 241' + k)

=\}§(—\/§i+ J2i+ K.

T(r)

(-2senti+2costj+Kk)

Usando los niimeros directores a = —./2, b = \/E, yc=1,yelpunto(x;, y;, 2y)

= (ﬁ, \/5, 7/4) es fécil obtener las siguientes ecuaciones paramétricas (con
parametro s):

6 x=x1+as=\/§—\/§s
y=y, +bs=\/§+\/§s'

T
Z=24 +cs=1+s

Curva: e
r{f)=2Zeos i+2 sentf+ 1k

Esta recta tangente se muestra en la Figura 11.20. g

En el Ejemplo 2 hay infinitos vectores ortogonales al vector tangente T(t).
Uno de ellos es T'(¢), como se desprende de la propiedad 7 del Teorema 11.2.
Es decir,

FIGURA 1120
La recta tangente a una curva en un punto T - T = ||IT@)* = 1 ["_:} T -T'@=0
queda determinada por el vector tangente

unitario en ese punto. . , . .
P Normalizando el vector T'(f) se obtiene un vector especial, llamado el vector

normal principal (unitario), como recoge la proxima definicion.
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-

N(1)= 3(-4i + 3j)

T(1) = $(3i +4j)

T X
I 2 3

FIGURA 1121
El vector normal principal apunta hacia
la concavidad de la curva,
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EJEMPLO 3 Cdlculo del vector normal principal

Hallar N() y N(1) para la curva representada por
r() = 3ti + 2%

Solucion:  Derivando vemos que

KOl = /9 + 162

de donde se deduce que el vector tangente unitario es

r'(H) = 3i + 4t y

0
RG]

T(r)

= Vector tangente unitario

1
—_(3i + 44)
J9 + 162

Usando el Teorema 11.2, derivamos T(#) respecto de  para obtener

16¢ . .
W(& + 4tj)

1
R
NS AT

12 A
=—‘_(9 " 16tz)m(—4t1+ L))

9 + 162 12
T/t = 12 =
i VO + 1665 9 + 1642

Por tanto, el vector normal principal es

T() =

T
N =
=Tl

1
= (=41 + 3j)

V9 + 1642

Cuando ¢ = 1, el vector normal principal es

Vector normal principal

N(1) = é(—4i +3j)

como muestra la Figura 11.21. O
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El vector normal principal suele ser dificil de calcular algebraicamente.
Para curvas planas puede simplificarse el dlgebra hallando

T = x(0)i + y(1)j Vector tangente unitario

y observando que N(?) debe ser

N, @) =y®i - x(0)j o bien NL(8) = —y(O)i + x(1)]

Como /[x(H]* + [y#)1*=1, se sigue que ambos, N, () y N,(#), son vectores
\ normales unitarios. El vector normal principal N es el que apunta hacia la

r concavidad de la curva, como se indica en la Figura 11.21 (véase Ejercicio 49).
Esto vale asimismo para curvas en el espacio. Es decir, para un objeto que se
mueve a lo largo de una curva C en el espacio, el vector T(¢) apunta en la
direccién del movimiento, mientras que N(7) es ortogonal a T(7) y apunta en la
direccién en la que el objeto esta girando (Figura 11.22).

FIGURA 11.22
En cualquier punto de una curva, un vector normal
unitario es ortogonal al vector tangente unitario.

El vector normal principal apunta en la direccidn EJEMPLO 4 Cdlculo del vector normal principal
en la que estd girando la curva.

Hallar el vector normal principal para la hélice
r()=2costi+ 2sentj+tk

Solucién:  Por el Ejemplo 2 sabemos que el vector tangente unitario es

1
T({) = —=(-2senti+ 2costj+Kk)

NG

Asfi pues, T'(#) viene dado por

1
T'(f) = —=(-2 cos ti — 2 sen tj)

NG

Como [|T'(0)|| = 2/\/5, se sigue que el vector normal principal es

T'(0)
INO]

N@® =

1
= 5(—2 cos ti — 2 sen tj)

= —cos ti — sen ¢j

FIGURA 11.23
N(#) es horizontal y apunta hacia el eje 2. Notese que este vector es horizontal y apunta hacia el eje z (Figura 11.23).
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Componentes tangencial y normal de la aceleracién

Volvamos al problema de describir el movimiento de un objeto sobre una cur-
va. En la seccién anterior vimos que un objeto que se mueve con rapidez
constante, los vectores velocidad y aceleracién son ortogonales. Eso parece
16gico, ya que si hubiese alguna aceleracién en la direccién del movimiento, la
rapidez no se mantendria constante. Una manera de comprobar esta afirmacién
consiste en darse cuenta de que

r'e)y - ro=0

si ||[r'(#)]| es constante. (Véase propiedad 7 del Teorema 11.2.)

Sin embargo, para un objeto que viaja con rapidez variable, los vectores
velocidad y aceleracién no son necesariamente ortogonales. Por ejemplo, he-
mos visto que el vector aceleracién de un proyectil apunta siempre hacia abajo,
sea cual sea la direccion del movimiento.

En general, una parte de la aceleracién (la componente tangencial) actda en
la direccién del movimiento y otra parte (la componente normal) actda en di-
reccion perpendicular a la del movimiento. Con el fin de determinar esas dos
componentes, podemos utilizar los vectores unitarios T(#) y N(z), que van a
Jugar un papel andlogo al que juegan i, j cuando se representan vectores en el
plano. EI préximo teorema establece que el vector aceleracion estd en el plano
determinado por T(¢) y N(¥).

Demostracién:  Con el fin de simplificar la notacién, escribiremos T en lugar de
T(2), T' en lugar de T'(#), etc. De T = r'/|ir'|| = v/||v||, se sigue que

v =|]v|IT
Derivando resulta
a=v =D/J|vlIT + |v]| T’ Regla del producto
LT
= DJ|IVIIIT + |[v|T <~
1T}
= D[IIVI[IT + ||v]||| TN N =TT

Como a estd expresado mediante una combinacion lineal de T y N, debe estar
en ¢l plano determinado por T y N. N

Los coeficientes de T y N en la demostracién del Teorema 11.4 se llaman
componente tangencial y componente normal de la aceleracién, y se suelen
denotar por a; = D[|IV|[l y ay = ||V||||T’||. Asi pues, podemos escribir

a(t) = a;T() + ayN(@)
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El teorema siguiente proporciona férmulas apropiadas para ay y ay.

a-T>0

FIGURA 11.24
Las componentes tangencial y normal de la
aceleracidn se obtienen proyectando a sobre T y N.

Demostracion:  Es claro que a estd en el plano de T 'y N, asi que de la Figura 11.24
deducimos que, en cualquier instante ¢, la componente de la proyeccion del
vector aceleracion sobre T es a, =a - T y sobre N es ay = a - N. Ademads, como
a=vyT=v/v|, resulta ser

V- a

=—"-a
IV vl

Ar=a-T=T-a
En los Ejercicios 51 y 52 se pide probar las otras partes del teorema. O

| Nota. Las férmulas del Teorema 11.5, junto con otras de este capitulo, se resumen en
la pagina 1095.

EJEMPLO S Componentes tangencial y normal de la aceleracion

Hallar las componentes tangencial y normal de la aceleracién para la funcién
posicién r(f) = 3ti — tj + t°k.

Solucion:  Comenzamos calculando la velocidad, la rapidez y la aceleracion.
vi)=r({=3i-j+2tk

VOl = /9 + 1 + 42 = /10 + 41
a=r"(1H =2k

Por el Teorema 11.5, la componente tangencial de la aceleracién es

V-a 4t

TV 10 + 42

ar

y puesto que

vxa=|3 -1 2t|=-2i-6j
0 0 2
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| Notz. La componente normal de
la aceleracion es igual al radio del
cilindro en el que estd contenida la
hélice.

FIGURA 11.25
En esta parametrizacion, la componente normal
de la aceleracion es igual a la aceleracion.

1007
75+
st /= 25V2
=1 16
257
- o
t=01 25 50 75 100 125 150
FIGURA 11.26
Trayectoria de un proyectil.
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y la componente normal es

v xal J4+36  2/10 -

Yol T 10+ 42 10 + 42

| Nota. En este ejemplo podriamos haber utilizado una férmula alternativa para

16¢* 2,/10
= lalZ - 2= /o2 - -
an Ilal| ary ) 10 + a2 0 1 a2

EJEMPLO 6 Cdlculo de ay y ap para una hélice

Calcular las componentes tangencial y normal de la aceleracién para la hélice
dadaporr(f)y=bcosti+ bsentj+ctk,b>0

Solucion:

v()=r'(t)=-bsenti+ b cos tj + ck

vl = \/bz sen’ £ + b* cos? t + c2= /b + ¢?

a(®) =r"(t) = —b cos ti — b sen tj

Por el Teorema 11.5, la componente tangencial de la aceleracién es

v-a b?>sentcost—-b>sentcost+ 0 0
[tvl| N

Ademads, como |ja(f)|| = \/ b* cos® t + b? sen? t=b, podemos usar la férmu-
la alternativa para la componente normal:

ay

ax/lla@I? - a2 = /6> - 0*=b
Hagamos notar que la componente normal es igual en magnitud a la acelera-

cién. En otras palabras, puesto que la rapidez es constante, la aceleracién es
perpendicular a la velocidad (véase Figura 11.25). O

EJEMPLO 7 Movimiento de un proyectil

La funcién posicién del proyectil de la Figura 11.26 viene dada por
r(f) = (50/20)i + (50,/2t — 16£%)j Vector posicién
Calcular la componente tangencial de la aceleracién cuando =0, 1y 25\/5/ 16.

V() = 50\/§i + (50\/5 - 32nj Vector velocidad

IVl = 2./50% - 16(50)\/2t + 162 Rapidez

a(r) = -32j Vector aceleracion
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La componente tangencial de la aceleracion es

V() - a() -32(50,/2 - 321)
VOl 2, /502 - 16(50)\/2t + 16%

ag(p) =

En los instantes especificados, es

~32(50,/2
ar(0) = —%)6—\[3 =-16/2 ~ -22.,6

~32(50,/2 - 32)
2,/502 - 16(50)4/2 + 162
. (25ﬁ> _-320504/2 - 50/2) _

N6 ) -

50./2

ay(1) = ~ 154

Puede verse en la Figura 11.26 que en el momento de alcanzar la altura méxi-

ma, cuando f = 25\/§/ 16, la componente tangencial es cero. Esto es razonable,
ya que la direccién del movimiento es horizontal en ese punto y la componente
tangencial de la aceleracion es la componente horizontal. U

Ejercicios de la Seccién 11.4

En los Ejercicios 1-6, hallar el vector tangente unitario T(¢) y
unas ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la cur-
va espacial en el punto P.
1. r(ty=ti+*j+1k, P0,0,0)
2 2
2. r=ti+%+-k P(1,1,2)
3 3
3. r(t)=2costi+2sentj+tk, P(2,0,0)
4 =<6t JA = 2, P, 1,3
5. r))=<2cost,2sent, 4) P(\/E, \/5, 4)
6. r(f)={2sent, 2cost, 4sen’ 1), P(l, \/5, 1)

% En los Ejercicios 7 y 8, representar en una calculadora la

curva. A continuacién, hallar T(#) y ecuaciones paramétricas
para la recta tangente a la curva en el punto P. Representar la
recta tangente.

7. 1) =<, 13 20973, P(3, 9, 18)

1
8 r(H=3costi+4sentj+ Etk’ P(0, 4, n/4)

Aproximacién lineal En los Ejercicios 9 y 10, determinar
ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la gréficaen
t =1, y usarlas para aproximar r(t, + 0,1).

9. r(h =<ttty ty=1
10. r(=<e ",2cost,2sent), t, =0

En los Ejercicios 11 y 12, verificar que las curvas se cortan
en los valores de los pardmetros indicados y calcular el dngu-
lo que forman los vectores tangentes a las curvas en el punto
de interseccion.

1
11. r(H = t—2,12,§t ,t=4

() : 2s, 3 8
us)={-s,25, /sy, 5=
(a2 4)

12. r( =<t cost,senty, t1=0

1 2 [
u(s) = <—2 sen“s - sen s, 1 — Esen s — sen s,

I 1
—senscoss+—-s),s=0
2 2
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En los Ejercicios 13-16, hallar v(z), a(f), T(f) y N(¢) para un
objeto que se mueve a lo largo de la trayectoria determinada por
la funcién vectorial r(f). Con esos resultados, describir la forma
de la trayectoria. ;Es constante la rapidez de ese objeto?

13. 1) = i 4. r() =41 - 21

15, r(p = 4% 16. r(H=rj+k

En los Ejercicios 17-22, hallar T(z), N(9), ar, y ay en el ins-
tante ¢ indicado para la curva plana r(z).

1
17. r(t):ti+;j,t=1

18. rih=ti+ 3, t=1
» N TE
19. r(=¢'costi+e'sentj t= 3
20, r=acosomti+ bsenwtj, t=0
21, r(?) = {cos wt + ot sen wt, sen Wt — Wt cos Wi, I =1,
22, r(=<wt-senwt, 1 —cos wt), t = t,
Movimiento circular En los Ejercicios 23-26, considera-
mos un objeto que se mueve de acuerdo con la funcién posicién
r(t) = a cos wti + a sen wtj
23. Hallar T(t), N(2), ay y ay.
24, Determinar las direcciones de T y N respecto de la fun-
ci6n posicidn r.
25. Calcular la rapidez del objeto en todo instante ¢ y expli-
car su valor en relacién con el valor de ay.

26. Si se divide por dos la velocidad angular, ;en qué fac-
tor cambia ay?

En los Ejercicios 27 y 28, dibujar la curva plana descrita por
la funcién vectorial dada y esbozar los vectores T y N en el
punto r(z,). Obsérvese que N apunta hacia la concavidad de
la curva.

Funcion Tiempo
oL
27. r(t)=t1+;_] to=2
28. r(t)=2cos ti + 2 sen tj . n
0=
4

29. Movimiento cicloidal La figura muestra la trayecto-
ria de una particula que sigue el modelo de la funcién
vectorial

r(t) = {nt — sen nt, | - cos nz)

Asimismo, la figura muestra los vectores v(8)/|lv(9)]} y
a(0)/|[a(d}| en los valores indicados de .
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1
a) HallaraTyaNparat=§,t=l,yt=§

b) Determinar si la rapidez de la particula crece o de-
crece en cada uno de esos instantes. Justificar los
resultados.

y

30. Movimiento sobre una involuta de un circulo La fi-
gura muestra la trayectoria de una particula mévil so-
bre la curva dada por

r(t) = {cos nt + 7t sen 7t, sen 7t — 7t COS 7L

Muestra asimismo los vectores v(f) y a(#) para t = 1

yt=2.

a) Hallara,yayparar=1yt=2.

b) Determinar si la rapidez de la particula crece o de-
crece en cada uno de esos instantes. Justificar las
respuestas.

Ay

L

t=2

En los Ejercicios 31-34, calcular T(#), N(1), ay, y ay en el
instante ¢ que se especifica para la curva r(s).

Funcion Tiempo
31, r@®)=ti+2tj- 3tk t=1
32. r(H)=4ri-4tj+ 2k t=2
12
33, r(t)=ti+t2j+5k t=1

34. r(t)=¢' costi+ e sentj+ e'k t=0

& En los Ejercicios 35 y 36, representar la curva espacial en

una calculadora y hallar a continuacién T(r), N(9), ay, ay en
el instante ¢ que se indica. Dibujar T(#) y N(¢) sobre la curva.



1084

35.

36.
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Funcion Tiempo
. . T
r(f) =4ti+ 3 costj+ 3 senrk t=5
tZ
r(t)=zi+3z2j+5k t=2

En los Ejercicios 37 y 38, hallar los vectores T y N, y el
vector binormal unitario B = T x N para la funcién vectorial
r(f) en el instante ¢ indicado.

37.

38.

40.

T
to=—=

t
r®)=2costi+2sentj+ —-k
2 2

3

t
r(t):ti+t2j+§k ty=1

Control de trdfico aéreo A causa de una tormenta,
los controladores ordenan a un piloto, que vuela a una
altitud de 4 millas, que efectde un giro de 90° y se eleve
hasta 4,2 millas. El modelo de su trayectoria durante la
maniobra es

1
r()=<10cos 10 nz, 10sen 10 nt, 4+ 4£3,0 < t < 7

donde el tiempo ¢ se mide en horas y la distancia r en

millas.

a) Calcular la rapidez del avidn.

b) Con ayuda de calculadora, hallar ay y ay. Por qué
una de ellas es nula?

Movimiento de un proyectil Se lanza un proyectil
desde una altura de 5 pies, con una velocidad inicial de
100 pies/s y con un angulo de elevacién de 30°.

a) Describir su trayectoria mediante una funcién -

vectorial.
b) Representar su trayectoria en una calculadora y apro-
ximar la altura méxima y el alcance del proyectil.

41.

42,

43.

44.

¢) Calcular v(z), ||v(H)Il, y a(®)
d) Completar la tabla con ayuda de calculadora.

t 05|10 1,5]20]25 |30

Rapidez

e) Usar una calculadora para hallar T(7), N(¢), ap, y
ay, y verificar que a = a;T + ayN.

f) Dibujar en la calculadora la grafica de las funcio-
nes escalares ap y ay. {CO6mo estd cambiando la
rapidez del proyectil cuando a; y ay tienen signos
opuestos?

Movimiento de un proyectil Calcular las componen-
tes tangencial y normal de la aceleracion para un pro-
yectil disparado con dngulo de elevacién 6 y velocidad
inicial v, ;Cudl es el valor de esas componentes en el
instante en el que alcanza la maxima altura?

Movimiento de un proyectil Un avién que vuela a
30.000 pies de altura y a 540 millas/h (792 pies/s), deja
caer una bomba. Calcular las componentes tangencial
y normal de la aceleracién de la bomba.

Aceleracion centripeta Un objeto esté girando a ve-

locidad constante, atado al extremo de una cuerda, si-

guiendo la funcién posicién dada en los Ejerci-

cios 23-26.

a) Sise dobla la velocidad angular, ;cémo cambia la
aceleracioén centripeta?

b) Si se mantiene la velocidad angular pero se divide
por dos la longitud de la cuerda, ;cémo cambia la
aceleracién centripeta?

Fuerza centripeta Un objeto de masa m se mueve
con velocidad constante v por un circulo de radio r. La
fuerza requerida para producir la componente centripe-
ta de la aceleracion se llama la fuerza centripeta y vie-
ne dada por F = mv?/r. La ley de Newton afirma que
F = GMm/d?, donde d denota la distancia entre los
centros de los dos cuerpos de masas My m,y Gesla
constante de gravitacién universal. Usar esa ley para
probar que la rapidez exigida para producir el movi-

miento circular es v = \/GM/r.

Velocidad orbital En los Ejercicios 45-48, calcular, usan-
do el resultado del Ejercicio 44, la rapidez necesaria para la
6rbita circular dada en torno a la Tierra. Tomar GM = 9,56 x
x 10* millas cubicas/s?, y un radio terrestre de 4.000 millas.

45.

46.

La 6rbita de un médulo espacial que viaja a 100 millas
de altura sobre la superficie terrestre.

La 6rbita de un médulo espacial que viaja a 200 millas
de altura sobre la superficie terrestre.
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47. La érbita de un satélite de deteccién térmica (véase fi- 48.
gura) que viaja a 385 millas de altura sobre la superfi-
cie de la Tierra.

CONTENIDO =

Longitud de arco =
Parémetro longitud de arco =
Curvatura =

Aplicaciones =

Longitud de arco y curvatura

11.5

49.

50.

51.

52.
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La érbita de un satélite SYNCOM que estd en Orbita
geosincrona a r millas de altura sobre la superficie te-
rrestre. [El satélite completa una 6rbita cada dia sidéreo
(23 horas y 56 minutos), de manera que aparenta perma-
necer estacionario encima de un punto de la Tierra.]

Demostrar que el vector normal principal N apunta ha-
cia la concavidad de una curva plana.

Probar que el vector T'(#) es nulo para un objeto que se
mueve en linea recta.

llv x al
Probar que ay =
vl
Probar que ay = /|al|l* - ai.

Longitud de arco

Longitud de arco y curvatura

En la Seccién 9.3 vimos que la longitud de arco de una curva plana suave C de
ecuaciones paramétricas x = x(f) ey = y(),a <t < b, es

b
5= f JEOP + [YO)F dt

En forma vectorial, con C dada por r(¢) = x(9)i + y(£)j, podemos reescribir esta
expresion para la longitud de arco como

b
S=J e’ @l de

La férmula para la longitud de arco de una curva plana admite extensién
natural a curvas suaves en el espacio, como se establece en el proximo teo-
rema.
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FIGURA 11.27
Cuando ¢ crece de 0 a 2, el vector r(f) traza
una curva cuya longitud es aproximadamente 4,816.

£()=beos i+ bsen] +V1 - birk
Z
(=2

FIGURA 11.28
Un giro de una hélice.

Funciones vectoriales

EJEMPLO 1 Longitud de arco de una curva en el espacio

Calcular la longitud de arco de la curva dada por

4 i
r(t) =i+ 32§+ -1’k
(H =1 R0+
entre t = 0y ¢t =2 (Figura 11.27).
g . 4 3 1, )
Solucién:  Teniendo en cuenta que x(f) = £, y(f) = gt ,y () = Et , se obtiene

X () =1,y(t) =2ty Z(t) = . Asi pues, la longitud de arcoentre t =0y t=2
resulta ser

"2
s=| JEOP + YO + ZO)F dt
JO
r2
= J1 +4t+ dt
JO
2
= J + 2?2 - 3dt Tablas de integracién (véase apéndice), férmula 26
vo
t+2 3 2
=[ L ) 3T+ )+ S+ 2)? - 3|]
2 2 0
3 3
=2 13-—§ln(4+,/13)— 1 +Eln3
~ 4,816 0

EJEMPLO 2 Calculo de la longitud de arco de una hélice

Calcular la longitud de arco de un giro de la hélice dada por

r()=bcosti+bsentj+./1 - b*1k

que se muestra en la Figura 11.28.

Solucién: Como r'(f) = —b sen ti + b cos tj + \/1 — b*k, la longitud de arco
pedida es

2

s= | IIr@llde

JO

*2n

= \/bz(senz t+cos> )+ (1 - bHdt
JO

(f2n

= dt
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¥ FIGURA 11.29

FIGURA 11.30

El segmento comprendido entre (3, 0) v (0, 4)
puede parametrizarse utilizando el pardmetro
longitud de arco 5.

Longitud de arco y curvatura 1087

Pardmetro longitud de arco

Ya sabemos que las curvas pueden representarse mediante funciones vectoria-
les de diversas maneras, segiin la eleccion del parametro. Para el movimiento a
lo largo de una curva, el pardmetro més conveniente es el tiempo ¢. Sin embar-
£0, cuando se desean estudiar las propiedades geométricas de las curvas, el
pardametro mds adecuado es el pardmetro longitud de arco s.

| Nota. La funcién longitud de arco es no negativa. Mide la distancia sobre C desde el
punto inicial (x(a), y(a), z(a)) al punto (x(5), y(£), z(1)).

De la definicién de la funcién longitud de arco y del segundo teorema
fundamental del Célculo, podemos concluir que

ds
7 = [|Ir'()|| Derivada de la funcién longitud de arco

En forma diferencial, esto se puede escribir

ds = ||r'(n)l| dt

EJEMPLO 3 Funcion longitud de arco para una recta

Hallar la funcion longitud de arco s(f) para el segmento de recta dado por
r(t) = (3 - 3ni + 4¢j, 0<rg1

y expresar r en funcién del pardmetro s (véase Figura 11.30).

Solucion: Como r'(f) = -3i+4jy

IF@| = /3% + 4>=5
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se tiene

s(f) lIr'Go)ll du

0

t

=| Sdu
0

=5t

Haciendo s = 5¢ (0 sea, t = 5/5), podemos reescribir r en términos del pardmetro
longitud de arco como sigue:

3 4
r(s) = 3—§si+§j, 0<s<S5 O

Una de las ventajas de expresar una funcién vectorial en términos del pari-
metro longitud de arco es que |[r'(s)|| = 1. Asi, en el Ejemplo 3,

[’ ()l =

Por consiguiente, para una curva suave C, representada por r(s), donde s deno-
ta el pardmetro longitud de arco, la longitud de arco entre a y b es

b

(o)l ds

Longitud de arco

b
ds=b-a

a

Longitud del intervalo

Mas aiin, si ¢ es cualquier pardmetro tal que ||[r'(f)|| = 1, entonces ¢ debe ser el
pardmetro longitud de arco. Estos resultados se resumen en el préximo teore-
ma, cuya demostracién omitimos.
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~

FIGURA 11.31
La curvatura es mayor en P que en ¢

Longitud de arco y curvatura 1089

Curvatura

Una aplicacién importante del pardmetro longitud de arco consiste en el célcu-
lo de la curvatura, la medida de cudn rdpidamente se comba una curva. Por
ejemplo, en la Figura 11.31 la curva se comba més deprisa en P que en Q, y
decimos que la curvatura es mayor en P que en Q. Se puede hallar la curvatura
calculando la magnitud de la tasa de cambio del vector tangente unitario T(z)
con respecto a s, como indica la Figura 11.32.

Un circulo tiene la misma curvatura en todos sus puntos y es igual al inver-
so del radio. Esto es, un circulo de radio grande tiene curvatura pequefia, mien-
tras que un circulo de radio pequefio posee una gran curvatura. Esta relacién
inversa se pone de relieve en el préximo ejemplo.

EJEMPLO 4 Curvatura de un circulo

FIGURA 11.32
La magnitud de 1a tasa de cambio de T con respecto
a la longitud de arco es la curvatura,

(r,0)

FIGURA 11.33
La curvatura de un circulo es constante.

Demostrar que la curvatura de un circulo de radio r es K = 1/r.

Solucién: ~ Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el circulo esti cen-
trado en el origen. Sea (x, y) un punto cualquiera del circulo y sea s la longitud
del arco que va de (r, 0) a (x, y), como se indica en la Figura 11.33. Llamando 6
al 4ngulo central, podemos representar el circulo por

r(6) = r cos Oi + r sen 0j El parametro es 6

Usando la férmula s = r0 para la longitud de un arco circular, podemos reescri-
bir r(0) en términos del pardmetro longitud de arco como sigue:

S, S,
r(s) =rcos—-i+rsen-j El parametro es la longitud de arco
r r

Asfi pues, r'(s) = —sen Y+ cos? J, de donde se deduce |[r'(s)|| = 1, lo cual
r r

implica que el vector tangente unitario es

T(s) =

r'(s) s, s,
—— =-S¢n -1+ COS —]
.

Ir@I
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T(t +Af)

Capitulo 11

T(t +A0)

T(1)

FIGURA 11.34

Funciones vectoriales

y la curvatura viene dada por

1 ; 1 s
= |IT'(s)|| = H—~ cos ii - —sen -j
r ror r

en todos los puntos del circulo. O

| Nota. Puesto que una recta no se comba, su curvatura debe ser 0. Intente comprobarlo
calculando la curvatura de la recta dada por

— ’; 3 H 4v‘
r(s) = { ’ —gs l+§sJ

En el Ejemplo 4 hemos calculado la curvatura partiendo directamente de su
definicién. Eso requiere que la curva venga dada en términos del pardmetro
longitud de arco. El proximo teorema proporciona otras dos férmulas que per-
miten el célculo de la curvatura cuando la curva estd expresada en un pardme-
tro arbitrario . Dejamos su demostracién como ejercicio [véase Ejercicio 76,
partes a) y b)].

TEOREMA 11 8 FORMULAS PARA LA CURVATURA

S1 C es una curva suave dada porr(f), la curvatura de C en t v1ene dada por

IIr’(t) x rOll

.,‘J‘T'(t) L
- ol

roll

Puesto que ||r'(1)]] = ds/dt, a primera férmula implica que la curvatura es el
cociente entre la tasa de cambio del vector tangente T y la de la longitud de
arco. Con el fin de comprender que tal relacion es razonable, sea Af un ndmero
muy pequefio. Entonces

T'(r) @+ Arn - T(s)]/At_ T + A - T() B AT

ds/dt = [s(r + A — s(OlAt st + A — s(t)  As

En otras palabras, para un As dado, cuante mayor es la longitud de AT tanto
mas se comba la curva en ¢, como corrobora la Figura 11.34.

EJEMPLO 5 Calculo de la curvatura de una curva en ¢l espacio

1
Hallar la curvatura de la curva definida por r(f) = 2¢i + 12j — 3 ’k

Solucion:  No se sabe a simple vista si este pardmetro es la longitud de arco, asi
que debemos usar la férmula K = {|T'@)||/|Ir'()}]
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r'() =2i+2j -k

Il =/4 + 4* + * =1 +2 Longitud de r'(r)

r(  2i+ 2j-rk

T@) = =
D= wol~ F 2
T = (* + 2)(2j - 2tk) — 202 - 2rj - k)
(t2 + 2)2
-4 + (4 - 21%)j - 4k
- (2 + 2)?
16¢> 16 — 1672 4r* 1622
T = J1672 + 16 : t 2+ + 16t
it + 2
A7+ 2)
T+ 2)?
2
= 250 Longitud de T'(r)
Por tanto
T'(¢ 2
K = Il = Curvatura Ol

IRl T @+ 2)?

El siguiente teorema presenta una férmula de célculo para la curvatura de una
curva plana dada por y = f(x).

Demostracion:  Representando la curva por r(x) = xi + f(x)j + Ok, con x como
pardmetro, obtenemos r'(x) = i + f'(x)}

IeColl = /1 + [f 0]
y r'(x) = f’(x)j. Como r'(x) x r'(x) = f"(x)k, la curvatura es

_IFo x el el 1y
@I~ 0+ FOPP? T+ )77
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y
r=radio de
curvatura
1
P K= r
N >
N4
N
.
Centro de
curvatura

FIGURA 1135
El circulo de curvatura,

FIGURA 11.36
El circulo de curvatura,

FIGURA 1137

El empuje lateral que sufren los pasajeros

de un automévil que estd tomando una curva
depende de dos factores: la rapidez del automévil
y la curvatura del trazado de la carretera.

Funciones vectoriales

Sea C una curva con curvatura K en un punto P. El circulo que pasa por P con
radio r = 1/K se llama el circulo de curvatura si el centro del circulo estd en la
concavidad de la curva y tiene una recta tangente comiin con la curva en el
punto P. El radio de dicho circulo se denomina radio de curvatura en Py su
centro se llama el centro de curvatura.

El circulo de curvatura permite estimar graficamente la curvatura K en un
punto P. Usando un compds, se traza un circulo que se adapte a la curva en P
por el lado céncavo, como indica la Figura 11.35. Si ese circulo tiene radio 7,
cabe estimar la curvatura como K = 1/r.

EJEMPLO 6 Cdlculo de la curvatura en coordenadas rectangulares

1
Calcular la curvatura de la pardbola y = x - sz en x = 2 y hacer un esbozo de

su circulo de curvatura en el punto (2, 1).

Solucion:  Hallamos la curvatura en x = 2 como sigue:

7 x 7
"o_ 1 "o 1
Y =73 Y =73
| ¥"]
- K=-—
[0+ )P 2

Al ser la curvatura en P(1, 2) igual a 1/2, el radio del circulo de curvatura en
ese punto es 2. Por tanto, el centro de curvatura es (2, —1), como ilustra la
Figura 11.36. [Observe en la figura que la curva tiene su méxima curvatura en
P. Intente demostrar que la curvatura en Q(4, 0) es 1/2%2 ~ 0,177.] O

La longitud de arco y la curvatura estdn estrechamente relacionadas con las
componentes tangencial y normal de la aceleracién. La componente tangencial
es la tasa de cambio de la rapidez, que es a su vez la tasa de cambio de la
longitud de arco. Esta componente es negativa cuando un mévil frena y positi-
va cuando acelera, independientemente de que se mueva por una recta o esté
girando. En consecuencia, la componente tangencial de la aceleracién es sélo
funcién de la longitud de arco y es independiente de la curvatura.

Por su parte, la componente normal de la aceleracién es funcion de ambas,
de la rapidez y de la curvatura. Esta componente mide la aceleracién perpendi-

, cular a la direccién del movimiento. Para ver cédmo le afectan la rapidez vy la

curvatura, imagine que conduce un automdvil por una curva como la de la
Figura 11.37. Si su velocidad es alta y la curva muy cerrada, se sentird empuja-
do hacia la puerta del vehiculo. A menor velocidad, o tomando una curva més
suave, se reducird ese efecto de empuje lateral.
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El pr6ximo teorema enuncia explicitamente la relacién entre la rapidez, la
curvatura y las componentes de la aceleracion.

| Nota. El Teorema 11.10 propor-
ciona férmulas alternativas para a;
y ay.

Demostracion: Basta efectuar un sencillo célculo, a saber

a(?) = a;T + ayN = D[||v[[IT + |IV{[|IT’[[N
d%s d? ds\?

ds K
=S BN = 1+ k[ )N 0
gz L+ g IMIKN =22 T+ K{ 3

EJEMPLO 7 Componentes tangencial y normal de la aceleracion

1
Calcular a; y ay para la curva determinada por r(f) = 24 + £3j — 3 £k

Solucion:  Por el Ejemplo 5 sabemos que

ds 2
=@l =r+2 K=-—s—
Por tanto
d’s
ar=-—5= 2t Componente tangencial
dt
y
ds\? 2
ay = K 2; = (tz+—2)2(t2 + 2)2 =2 Componente normal O

Aplicaciones

Las relaciones entre rapidez, longitud de arco y aceleracién hacen acto de pre-
sencia en muchos problemas practicos de Fisica y de Ingenieria, en particular
cuando actiia una fuerza de rozamiento.
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FIGURA 11.39

Funciones vectoriales

Supongamos un mévil de masa m en contacto con un objeto estacionario.
La fuerza total requerida para producir una aceleracién a a lo largo de una

cierta trayectoria es
d2 y d 2
F=ma=m —~; T+mk(S)N
dt dt

= ma,T + ma N

La porcién de esta fuerza que es ejercida por el objeto en reposo se llama
fuerza de rozamiento (o de friccién). Asi, si un automévil toma una curva a
velocidad constante, la carretera ejerce una fuerza de rozamiento que impide
que el automovil salga de ella. Si el coche no desliza, la fuerza de rozamiento
es perpendicular a la direccién del movimiento y su magnitud es igual a la
componente normal de la aceleracién (Figura 11.38). La fuerza de rozamiento
en una curva puede aumentarse peraltando la carretera.

FIGURA 1138
La fuerza de rozamiento es perpendicular a la direccion del movimiento,

EJEMPLO 8  Fuerza de rozamiento

Un kart de 360 kg viaja a 60 km/h por una pista circular de 12 metros de radio.
¢Qué fuerza de rozamiento hace falta para impedir que deslice? (véase Figu-
ra 11.39).

Solucidn:  La fuerza de rozamiento ha de ser igual a la masa por la aceleracién
normal. Para esa pista circular sabemos que la curvatura es

K=— Curvatura de la pista

12

En consecuencia, la fuerza de rozamiento ha de ser

may = mK| —
dt
1 \/60.000 m\?
= (360 kg) 0 m
12 m/\ 3.600 s

~ 8.333 (kg)(m)/s? U




Ejercicios de la Seccion 11.5 1095

Resumen sobre velocidad aceleramén y curvatura

Vector velomdad rapldcz y vector
acelcrwén ,,

Sea C unacurva (en el planno en
. de posmon ,

r() =x(0i+ 0] -
() = X(0i + y(t)J + z(t)k
fv(t) =T (t)

‘Ilv(t)il g '_H ’(r)H
a(t)vr”(t) a:

,aQiO)'zﬁda@a pori la 'fuﬁcién

- Curvaen el espacio

Vector tangente unitario y vector nomaal = ,’T S (t)
Prmclpal umtarxo ' : ' »@ lIr (tm
Com’pqne_:’r‘ztegl delaaceleracu’)n ‘ aT n i T =v o
ay=a- N...,‘_”V'
Férmu}as para ‘laycgurkzamra:en el plano: K i |y’1 ’
e ' 5 f’[l + (y’)zlg‘”,
e S [(x)+(}’)]‘f
Férmulas para la curvatura en el pla,no IIT'(s)H z Hr”(,s)[} '
oen el espacw : ,
IT’(t)H
Hr (t)H
a(t) N(t)
HV(lf)it2

Ejercicios de la Seccién 11.5

ken el espacm

En los Ejercicios 1-4, dibujar la curva plana y calcular su

longitud en el intervalo que se indica.

En los Ejercicios 5-8, dibujar la curva espacial y calcular su
longitud en el intervalo propuesto.

Funcion Intervalo Funcion Intervalo
1 r() =i + 31j ‘ [0, 4] 5. () =26 - 3tj + 1k 10, 2]
2. () =ti+ 1% [0, 4] 6. r(t)=<{4t,3cost,3sent) 10, /2]
3. r(y=acos’ ri+asen’ i [0, 27 7. r(t) = a cos ti + a sen tj + btk [0, 27]
4. r()=acosti+asentj 0, 27} 8 r(Hh=<sent—tcost cost+tsent, t*> [0, m/2]
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A En los Ejercicios 9 y 10, usar integracién en la calculadora

para estimar la longitud de la curva en el intervalo especifi-
cado.

Funcion Intervalo
9. r(=ri+tj+Intk 1<t<3
10. r(s) = sen ati + cos ntj + r°k 0<r<?2

Ao11, Investigacion Consideremos la grifica de la funcién

vectorial r(f) ti + (4 ~ 12)j + £°K en el intervalo [0, 2].

a) Estimar su longitud mediante la del segmento de
recta que une sus puntos terminales.

b) Aproximar la longitud de la curva sumando las
longitudes de los segmentos rectos que unen los
puntos finales de los vectores r(0), r(0,5), r(1),
r(1,5), y r(2).

¢) Describir c6mo se podria obtener una estimacién
mds precisa continuando los procesos de los apar-
tados a) y b).

d) Usar integraci6n en la calculadora para estimar la
longitud de esa curva. Comparar el resultado con
los de los apartados a) y b).

12. Investigacion Repetir el Ejercicio 11 para la funcién
vectorial r(f) = 6 cos (n1/4)i + 2 sen (nt/4)j + tk.

13. Investigacion Consideremos la hélice dada por la
funcion vectorial r(r) = (2 cos ¢, 2 sen t, t.
a) Expresar la longitud de arco s sobre la hélice
como funcién de ¢, evaluando la integral

5= f V@ + Y@ + W) du
(4]

b) Despejar ¢ y sustituir el resultado en las ecuacio-
nes paramétricas originales. Asi se obtiene una pa-
rametrizacién de la curva con pardmetro longitud
de arcd s.

¢) Calcular las coordenadas de los puntos de 1a hélice
correspondientes a s = \/g ys=4.

d) Comprobar que ||[r'(s)|| = 1.

14. Investigacién Repetir el Ejercicio 13 para la curva
dada por la funcién vectorial

3
r(f) = (4(sen t - £ cos 1), 4(cos t + ¢ sen 1), 5t2>

En los Ejercicios 15-18, calcular la curvatura K de la curva,
siendo s el pardmetro longitud de arco.

15. r(s)= <1 + §s>i + (1 - §s>j

16. r(s)=3 +s)i+j
17. La hélice del Ejercicio 13.

18. La curva del Ejercicio 14.

En los Ejercicios 19-22, calcular la curvatura K de la curva
plana en el valor indicado del pardmetro.

19. r()=4ti-2tj,t=1 20. r(®) =t} +Kk,t=0

1
21. r(t)=ti+;j,t=1 22. v =ti+ 1 1=1

En los Ejercicios 23-34, hallar la curvatura K de la curva.

23. () =4 cos 2nti + 4 sen 2mtj

24. r(t) =2 cos nti + sen ntj

25. r(?) = a cos wti + a sen wtj

26. r(1) = a cos wti + b sen wtj

27. r1(f) = ¢ cos ti + €' sen tj

28. r(t) = {a(wt - sen wt), a(l - cos wt))

29. r() = {cos wt + Wt sen wt, sen wt — wt cos wt)

30. r(t) =41 - 4tj + 2tk

2
3. r)=ri++ Ek

t2
3. r@)=ti+ 3%+ Ek
33. r(t)=4+i+3costj+3sentk
34, r(t)=é'costi+ e sentj+ 'k

En los Ejercicios 35-40, calcular la curvatura y el radio de
curvatura de la curva plana en el valor de x propuesto.

Funcién Punto

35, y=3x-2 x=a

36. y=mx+b x=a

37. y=2?%+3 x=-1
1

38, y=x+- x=1
x

3. y=.a® - x* x=0

3 p)
40 y=Z 16 - x x=0

Redaccién En los Ejercicios 41 y 42, se dan dos circulos
de curvatura de la grafica de una funcién. @) Hallar la ecua-
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cién del menor de ellos, y b) escribir unas lfneas comentando
por qué los dos circulos tienen radios distintos.

41, f(x) =senx

2. () =4x2/(x*+3)

% En los Ejercicios 43-46, representar en una misma pantalla
de una calculadora la funcién y el circulo de curvatura en el
valor indicado de x.

1
43 y=x+-x=1
X

45. y=¢5x=0

4. y=Inx,x=1

46, y=ix o1
. y—3x,x_

En los Ejercicios 47-50, a) hallar el punto de la curva en el
que la curvatura K es maxima y b) calcular el limite de K
cuando x — o0,

47. y=(x-1%*+3 48, y=x3
49, y=x?3 50, y=Inx
51. Hallar todos los puntos de la grifica de

52.

53.

54.

A ss,

y=@x-1Y¥+3

en los que la curvatura es 0.

Redaccion Usando el resultado del Ejercicio 51, re-
dactar unas lineas describiendo los puntos de la grafica
de y = f(x) en los que la curvatura es 0.

Demostrar que la curvatura de la elipse x? + 4y? = 4 es
mdxima en los extremos del eje mayor y minima en los
extremos del eje menor.

Verificar que la curvatura de la grifica de y = cosh x en
cualquier punto (x, y) es y2.

Investigacién  Consideremos la funcién f(x) = x* — x?

a) Expresar la curvatura K de la curva en funcion de x.

b) Usar ese resultado para calcular el circulo de cur-
vatura de la grifica de fenx =0y en x = 1. Repre-
sentar en la calculadora la grafica y los dos cfrcu-
los de curvatura.

¢) Representar K(x) y compararla con la gréfica de
fx). Por ejemplo, ;ocurren en los mismos puntos

57.

58.

59.

60.
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criticos los extremos de f'y de K? Explicar la res-
puesta.

Investigacién La superficie de una copa se ha gene-
rado haciendo girar la grafica de la funcién

1
y=ZX8/5,0<XS5

en torno al eje y. Las medidas se dan en centimetros.

a) Representar la superficie en una calculadora.

b) Calcular el volumen de la copa.

¢) Calcular la curvatura K de la curva generatriz
en funcién de x. Usar la calculadora para repre-
sentar K.

d) Siseintroduce un objeto esférico en la copa, pue-
de tocar el fondo? Justifique la respuesta.

Se introduce una esfera de radio 4 en el paraboloide de

ecuacién z = x% + 2,

a) (A qué distancia quedard la esfera del vértice del
paraboloide?

b) (Cudl es el radio maximo de una esfera que llegue
a tocar el vértice?

Investigacion Determinar a y b de manera tal que las
curvas

x
yi=axtb-x) e y,=

x + 2

se corten en un (nico punto con recta tangente comin y
con la misma curvatura en ese punto. Dibujar la gréfica
para los valores de a y b encontrados.

Para pensar Dada una funcién y = f(x), dos veces
derivable, hallar su curvatura en un extremo relativo.
(Puede haber valores de la curvatura mayores que los
que alcanza en un extremo relativo? ;Por qué?

Rapidez Cuanto menor es la curvatura en un giro de
la carretera, a mayor velocidad pueden recorrerla los
automgéviles. Supongamos que la velocidad maxima en
una curva es inversamente proporcional a la rafz cua-
drada de la curvatura. Un automévil que viaja por la
trayectoria

y=x

(x, y medidos en millas) puede ir hasta a 30 millas/h en

l
el punto | 1, 3/ (A qué velocidad puede ir en el punto

3
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61. Sea C dada por y = f(x). Probar que el centro de curva-
tura de C en (x, ) €s (xy, Yo) = (x — ¥z, ¥ + 2), donde

1+ ()?
Z = rr

y
Hallar el centro de curvatura para y = e* en el punto
0, 1.
62. Una curva viene dada por la ecuacién polar r = f(0).
Demostrar que su curvatura K en el punto (r, 6) es
R - "+
()2 + r172
[Ayuda: Parametrizar la curva como r(0) = r cos 6i +

+ rsen 6j.]

En los Ejercicios 63-66, usar el resultado del Ejercicio 62
para calcular la curvatura de la curva polar propuesta.

63. r=1+sen0 64. r=90

65. r=asen( 66. r=2¢’

67. Dada la curva polar r = ", a > 0, calcular su curvatura
K y el limite de K cuando @)  — oc y b) a — .

68. Probar que la férmula para la curvatura de una curva
polar r = f(8) del Ejercicio 62 se reduce a
K =2/\r|

para la curvatura en el polo.

En los Ejercicios 69 y 70, usar el resultado del Ejercicio 68
para calcular la curvatura de la curva rosa en el polo.

69. r=4sen20
70. r=6cos 30

71. Para una curva suave definida por las ecuaciones para-
métricas x = f(#), y = g(#), demostrar que la curvatura
viene dada por

_Ifws" (0 - g 0l
{LFOF + 1§17}

Usar el resultado del Ejercicio 71 para calcular la cur-
vatura K de la curva definida por las ecuaciones para-
métricas x(f) = 1> e y(f) = 3*. Representar K en una
calculadora y hallar las asintotas horizontales. Interpre-
tar las asintotas en el contexto de este ejercicio.

73. Usar el resultado del Ejercicio 71 para calcular la cur-
vatura K de la cicloide

x@) =a®-sen ) e y(0) =a(l -cos0)

(Cudles son los valores méximo y minimo de K?

74. Usar el Teorema 11.10 para hallar a; y ay para cada
una de las curvas determinadas por
@) (@) =32+ 3t-1)j
b r(t) =i+ 2j+ 1k

75. Fuerza de rozamiento Un vehiculo de 4.000 libras
viaja a 30 millas/h por un cambio de sentido de radio
100 pies. Con el fin de evitar que deslice, ;qué fuerza
de rozamiento ha de ejercer sobre €l la carretera?

76. Verificar, mediante la definicién de curvatura en el es-
pacio K = ||T'(s)|| = [ (9|, las tres férmulas siguientes.

Tl
a) =
[l (D
b K= [Ir'(® /x r3(f)||
RG]
) a(t) - N
C = —-
Iv(nlI?

Leyes de Kepler En los Ejercicios 77-84, se pide verificar
la ley de Kepler del movimiento de los planetas. En estos
ejercicios, suponemos que cada planeta se mueve en una or-
bita dada por la funcién vectorial r. Sean r = ||rll, G la cons-
tante de gravitacién universal, M la masa del Sol y m la masa
del planeta.

dr
77. Demostrar quer - r' = o

78. Usando la segunda ley de Newton, F = ma, y la ley
newtoniana de la gravitacion, F = —(GmM|/r®)r, probar
que a y r son paralelos, y que

r)xr@=L

es un vector constante. Por tanto, r(f) se mueve en un
plano fijo, ortogonal a L.

d 1
79. Demostrar que — |:{| = {lrx r] x r}
dt| r r

80. Demostrar que

’

r r
—xL--=¢
GM r
es un vector constante.

81. Demostrar la primera ley de Kepler: cada planeta des-
cribe una 6rbita eliptica con el Sol en uno de sus focos.

82. Sea la orbita eliptica

ed

r=———
1 + e cos @
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en el plano xy, con L en el eje z. Probar que

do
L ==
dt

'83. Demostrar la segunda ley de Kepler: un rayo trazado
desde el Sol hasta un planeta barre 4reas iguales de la
elipse en tiempos iguales.

84. Demostrar la tercera ley de Kepler: el cuadrado del pe-
riodo de la rbita de un planeta es proporcional al cubo
de la distancia media del planeta al Sol.

85. Espiralde Cornu 1.a espiral de Cornu viene dada por

s nu2 s TIMZ
x=1 coS—du e y= | sen—du
2 2

0 0
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La figura muestra su aspecto en el intervalo —n < s < 7.

a) Calcular su longitud de arcoentre s =0y s = a.

b) Calcular su curvatura en s = a.

¢) Estaespiral fue descubierta por Jacques Bernoulli,
quien se dio cuenta de que en ella se produce una
sorprendente relacién entre curvatura y la longitud
de arco. ;Cuaél es esa relacién?

Creado con Mathematica

En los Ejercicios 1-4, hallar a) el dominio de r, y b) los valo-
res (si los hay) de f en los que la funcién es continua.

1
t -4

1. r(?) =ti + cosec tk 2. )= \/}i + j+k
I r=Inti+rj+rk 4 r@®=Qt+ Di+2j+tk

En los Ejercicios 5 y 6, evaluar (si es posible) la funcién
vectorial en el punto indicado.

1
5, r(ty=2t+ Di+ 13- §t3k
a) ) b r-2) oric-1) d) r(d+AD-r()

6. r()=3costi+ (1-sendj-tk

@ r0) b r(%) O rs—n) d) r(n+ A —r(n)

Para pensar  En los Ejercicios 7 y 8, hallar r(¢) - u(f). El
resultado, ;es una funcion vectorial?

7. r(=tgri-sectj+ (1 -9k
u(r) =2 cos ti+ 3 sen t cos £j + 1k

8 r={ e e ", 20, u®)=<de” ", 2, >

En los Ejercicios 9 y 10, dibujar la curva plana representada
por la funcién vectorial.

9. r(f)=<cost,2sen’r) 10. r(®)=<tt/(t-1)>

& En los Ejercicios 11-14, representar en una calculadora la

curva espacial correspondiente a la funcién vectorial pro-
puesta.

1Il. r®=i+tj+ 1’k 12, r()=2ti+tj+1r°k

13. r@®=<l,sent, 1> 14. r(t)={2cost 1, 2sentd

B En los Ejercicios 15 y 16, representar en la calculadora la

curva dada por la funcién vectorial.

1 1 1
15. r(H={tInt, -¢ 16. r(t)=[-t, Jt,-F
0 < n 2> ) <2 4>

En los Ejercicios 17 y 18, hallar funciones vectoriales que
describan la frontera de la regién de la figura.

17. 18.

y
A

19. Una particula se mueve sobre un segmento recto que
pasa por los puntos (-2, -3, 8) y (5, 1, ~2). Hallar una
funcidn vectorial para esa trayectoria (hay muchas res-
puestas correctas).
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20. El borde exterior de una escalera de caracol tiene for-
ma de hélice de 2 metros de radio, una altura de 2 me-
tros y da 3/4 de vuelta desde abajo hasta arriba. Hallar
una funcién vectorial para esa hélice (hay muchas res-
puestas correctas).

En los Ejercicios 21 y 22, dibujar la curva interseccion de las
dos superficies. Usar x = ¢ como pardmetro para escribir una
funcién vectorial para la curva.

21, z=x>+y% x+y=0

2. *+72=4 x-y=0

En los Ejercicios 23 y 24, hallar el limite.

23. lim (Ai+ .4 - £j+Kk)

12

sen 2t .
24, 1im i+e'j+ ek
t

-0
En los Ejercicios 25 y 26, calcular

Q) re b e
d) D,[Ju(t) - 2r(t)]
) Djr(0) x u®)]

¢y D[r(®) - u@)
e) D@l t>0

2
25. r(D=3ti+ (- Dju@=ti+*j+ 3t3k

1
26. 1(f) = sen ti + cos £j + Kk, u(s) = sen # + cos #j + n k

En los Ejercicios 27 y 28, hallar ecuaciones paramétricas
para la recta tangente a la curva espacial en el punto que se
especifica.

3
27. r(t)=2costi+2sentj+tk,t=7n

2
28. r(n=ti+tH+ 5t3k, t=2

29. Redaccién Las componentes x e y de la derivada de
la funcién vectorial u son positivas en ¢ = t,, y la com-
ponente z s negativa. Describir el comportamiento de
uent=t,

30. Redaccién 1Lacomponente x de la derivada de la fun-
cién vectorial u es 0 para todo ¢ en su dominio . ;Qué
implica esta informacién sobre la grafica de u?

Aproximacién lineal En los Ejercicios 31 y 32, hallar
ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la gréfica de

la funcidn vectorial en 7 = ¢,,. Usar esas ecuaciones para apro-
ximar r(t, + 0,1).

1
3. r=In¢-3)i+2+ Etk’ t,=4
32. r(f) =3 cosh ti + senh tj — 2tk, t, = 0

En los Ejercicios 33-36, evaluar la integral indefinida.

~

33. (cos ti + t cos tj) dt

Py

34. (nti+rintj+ Kk)dr

r»

3s. llcos ti + sen tj + tk|| dt

”

36. | (tj+ £2k) x (i +tj +tK) dr

o

En los Ejercicios 37 y 38, hallar r() con la condicién im-
puesta.

37. r@O=2i+ej+e 'k r(0)=i+3j-5k
38. r'(r) =secti+tgtj+ t’k, r(0) = 3k

En los Ejercicios 39 y 40, calcular la integral definida.

2 1
39. J Bha+2r4- k) dt 40. J(\/}j+tsentk)dt

Y 0

En los Ejercicios 41 y 42, la funcién posicién describe la
trayectoria de un objeto que se mueve por el espacio. Calcu-
lar su velocidad, su rapidez y su aceleracion.

41. r(H)=<{cos*¢t,sen3t,3t> 2. r@=<{t-1gted

Movimiento de un proyectil En los Ejercicios 43-46, usar
el modelo para la descripcién del movimiento de proyectiles,
despreciando la resistencia del aire, [a(f) = =32 pies/s? o
a(t) = -9,8 m/s?].

43. Se lanza un proyectil desde el suelo con dngulo de ele-
vacién 30°. Calcular su alcance si la velocidad inicial
es 75 pies/s.

44. Una cinta mecdnica estd descargando arena en un ca-
mién, desde una altura de 6 pies por encima del nivel
de la caja del camién (véase figura en la pagina si-
guiente). Determinar la rapidez ds/dt con que debe mo-
verse la cinta para que la arena caiga en el centro de la
caja del camion, que dista horizontalmente 4 pies del
extremo de la cinta.
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Si se lanza un proyectil desde el suelo, con dngulo de
elevacién de 20°, ;cudl debe ser su velocidad inicial
para que el disparo alcance 80 metros de distancia hori-
zontal?

Representar en una calculadora las trayectorias de un
proyectil si v, =20 m/s y

a) 0=30°, b) 0=45° y ¢ 0=60°
Usar esas graficas para estimar la altura mdxima y el
alcance del proyectil en cada caso.

En los Ejercicios 47-54, calcular la velocidad, rapidez y ace-
leracién en el instante ¢. A continuacién, calculara- T,a- N
y la curvatura en el instante .

47.
49.

51.

53.

r(t) = 5ri 48. r()=(1+4ni+2-30j
— 7 : 2
X =i + /1] 50. r(r) =20+ )i+ ——j

t+ 1
r(t) = e'i + e’ 52. r(s) =tcosti+tsentj

1 1
()=t + 13 + i—tzk 5. r(=(-Di+tj+ ;k

% En los Ejercicios 55 y 56, utilizar integracién en la calcula-

dora para hallar la longitud de la curva espacial en el interva-
lo que se indica.

55.

56.
57.

1
r(t)iti+ser| tj+costk, 0<t<n

rif)=e'senti+e'costk, 0<t<n

Orbita de un satélite Calcular la velocidad necesaria
para que un satélite mantenga una 6rbita circular a 600
millas de altura sobre la superficie terrestre.

58.

59.

60.

1101

Fuerza centripeta  Un automévil circula por una cur-
va a velocidad doble de la permitida. ;Por qué factor
queda multiplicada la fuerza centripeta?

Redaccion Un ingeniero disefia una carretera como
la indicada en la figura. BC es un arco de circulo. AB y
CD son rectas tangentes al circulo. Criticar el disefio.

B, C

A D

Redaccion  Una autopista tiene una rampa de salida
que empieza en el origen de coordenadas y sigue la
curva y = 35x*? hasta el punto (4, 1) (véase figura).
Continda con un arco circular cuyo radio de curvatura
en (4, 1) viene dado por el de la curva. ;Cudl es el radio
del arco circular? Explicar por qué la curva y el arco
circular deben tener la misma curvatura en (4, 1).

Investigacion Consideremos la funcién vectorial

r(t) ={tcosnt, tsenmt), 0 <t < 2.

a) Representar la funcién con ayuda de una calcula-
dora.

b) Calcular la longitud del arco del apartado a).

c) Expresar la curvatura K en funcién de t. Calcular
Kcuandotes O, 1y 2.

d) Representar la funcién K con ayuda de una calcu-
ladora.

e) Calcular (si es posible) lim K.

t— o
f) Usando el resultado de ¢), enunciar una conjetura
acerca de la grafica de r para t — oc.
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Antenas receptoras de satélites

A partir de 1970, los tamarios de las antenas receptoras de satélites han evolu-
cionado, pasando de modelos grandes y dificiles de manejar a otros mucho més
pequefios, sencillos de acoplar en techos o en diversos objetos estéticos. No
obstante, la forma de las antenas ha permanecido invariable. Todas tienen for-
ma de paraboloide circular, una forma que permite captar sefales cuya intensi-
dad es de apenas unas milmillonésimas de vatio.
Un modelo de paraboloide circular se obtiene modificando la formula del
paraboloide eliptico descrita en la Seccidn 10.6.
x2
a4

2
e

3 Paraboloide circular

En este modelo, el paraboloide tiene su concavidad hacia arriba y su vértice en
el origen. En una antena, el eje debe pasar por la posicion del satélite que se
desca captar, de tal manera que las sefiales sean paralelas al eje del paraboloi-
de. Cuando esos rayos incidan en la superficie de la antena en cualquier punto
P, se reflejardan como si la reflexion se produjera en el plano tangente a la
superficie en P, como indica la primera de las figuras de la pagina siguiente.

Todas las parabolas poseen una propiedad de reflexién especial: todos los
rayos incidentes paralelos al eje de la parabola se reflejan hacia el foco de la
parabola, como se ve en la segunda figura de la pagina siguiente.



CUESTIONES

1. Si esta disefiando una antena receptora de un satélite, ;en qué punto debe
colocar el receptor? Explique su razonamiento.

2. Aparte de las antenas receptoras, ;qué otros objetos de uso comun utilizan
en su disefio la propiedad reflectora de las pardbolas?

3. Consideremos el paraboloide circular de ecuacion
7= x2 + y2

y el punto P(1, 1, 2) en él. Se puede caracterizar el plano tangente a esa
superficie en P diciendo que es el tnico plano cuya interseccion con el
paraboloide consta de un dnico punto, el punto P. Halle una ecuacién para
el plano tangente. Explique cémo lo ha encontrado.

4. ;Tiene sentido hablar de la «pendiente» del plano tangente de la cuestion
anterior? Si es asi, ;cual es la pendiente de ese plano? ;Como se puede
utilizar la derivacién para calcular la pendiente de ese plano?

1103
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Funciones de varias variables

12.1
Introduccion a las funciones de varias variables

Funciones de varias variables

Hasta ahora hemos manejado sélo funciones de una variable independiente.
Sin embargo, muchos problemas comunes vienen planteados en términos de
funciones de dos o mds variables. Asi, por ejemplo, el trabajo efectuado por
una fuerza (W = FD) y el volumen de un cilindro circular recto (V = mr?h) son
funciones de dos variables. El volumen de un sélido rectangular (V = lwh) es
una funcién de tres variables. La notacién para las funciones de dos o tres
variables es similar a la utilizada para funciones de una sola variable. Sirvan
como ejemplos

z=f(x, y) =x* + xy
H__J

2 variables

w=fx,y,2)=x+2y-3z
L’W—'-j

3 variables
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FIGURA 12.1
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Para la funcién z = f(x, y) llamamos variables independientes a x e y, y
variable dependiente a z.

Definiciones andlogas se aplican a funciones de tres, cuatro o n variables,
donde los dominios constan de triadas (x;, x,, x5), tétradas (x,, x,, X3, x,) ©
n-adas (X1, X3, ..., x,). En todos los casos, el recorrido est4 constituido por
nimeros reales. En este capitulo restringiremos nuestro anlisis a funciones de
dos o tres variables.

Como ocurre con funciones de una variable, la forma m4s usual de escribir
una funcién de varias variables es por medio de una ecuacion y, a menos que se
diga explicitamente otra cosa, supondremos que el dominio es el conjunto de
todos los puntos en los que dicha ecuacién tiene sentido. Por ejemplo, el domi-
nio de la funcién dada por

fx, y) =x? +y2
se supone que es todo el plano xy. Andlogamente, el dominio de
f,y)=Inxy

es el conjunto de puntos (x, y) en el plano tales que xy > 0, es decir, todos los
puntos del primer y del tercer cuadrantes.

EJEMPLO I Dominios de funciones de varias variables

Hallar el dominio de las siguientes funciones:

2 2
-9
a f(xy) = ———V’“’xy al

by gx,y,2)=
9-x*-y"-z

Solucion:

a) La funcion f estd definida para todos los puntos (x, y) tales que x # 0y

2+y? =9

Asi pues, el dominio es el conjunto de puntos que estin en el circulo
x* + y* =9, 0 en su exterior, excepto los que se encuentran en el eje y,
como indica la Figura 12.1.

b) La funcién g estd definida para todos los puntos (x, y, z) tales que

2+y?+22<9

En consecuencia, su dominio lo constituyen los putos (x, y, z) interiores a
la esfera de radio 3 centrada en el origen. ]
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x ..
Dominio: D
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Las funciones de varias variables se pueden combinar igual que las de una
variable. Asi, podemos sumar, restar, multiplicar o dividir funciones de dos
variables como sigue:

(f+ 20y =fxy) £ g, y) Suma o diferencia
(fo)x, ) =f(x, y)gx, y) Producto
I” (x,y) = S y)’ glx,y) #0 Cociente
g gx, y)

No se puede formar la composicién de funciones de varias variables. No obs~
tante, si  es una funcién de varias variables y g una funcién de una sola variable,
puede formarse la funcién compuesta (g © h)(x, y) de la manera siguiente

(g h(x, y) =ghx, y) Composicién

El dominio de esta funcién compuesta lo constituyen todos los puntos (x, y) enel
dominio de  tales que A(x, y) esté en el dominio de g. Por ejemplo, la funcién

[ y) = /16 - 4x* - y*

puede verse como la composicién de A(x, y) = 16 ~ 4x? — y? con la funcién de
una variable g(u) = \/; Su dominio es el conjunto de los puntos de la elipse
4x% + y? = 16 o interiores a ella.

Una funcién que puede expresarse como suma de funciones de la forma
cx™y" (donde ¢ es un ndmero real, y m, n son enteros no negativos) se llama
funcién polinémica (o polinomio, para abreviar) de dos variables. Por ejem-
plo, las funciones dadas por

Fo,y=xt+y?-2xy+x+2 y g, =3xy*+x-2

son funciones polinémicas de dos variables. Una funcién racional es el co-
ciente de dos funciones polinémicas. La misma terminologia se utiliza para
funciones de tres o mas variables.

La gréfica de una funcién de dos variables

Al igual que sucedia con las funciones de una variable, podemos aprender
mucho sobre una funcién de dos variables dibujando su gréfica. La grafica de
una funcién de dos variables es €l conjunto de puntos (x, y, z) que satisfacen
7 = f(x,y), con (x, y) en el dominio de f. Puede interpretarse geométricamente
como una superficie en el espacio, tal como se explicé en las Secciones 10.5
y 10.6. En la Figura 12.2 se ve que la gréfica de z = f(x, y) es una superficie
cuya proyeccién sobre el plano xy es D, el dominio de f. A cada (x, y)en D le
corresponde un punto (x, y, z) en la superficie y, reciprocamente, a cada punto
(x, y, z) de la superficie le corresponde un punto (x, y) de D.
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La grifica de f(x, y) = /16 - 4x* - y* es la mitad

superior de un elipsoide.

124
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EJEMPLO 2 Descripcién de la grdfica de una funcion de dos variables

¢Cudl es el recorrido de f(x, y) = /16 — 4x* — y*? Describir la grifica de f.

Solucion: ~ El dominio de f, deducido de su ecuacién, es el conjunto de todos los
puntos (x, y) tales que 16 — 4x* — y> > 0. Por tanto, D es el conjunto de puntos
que pertenecen o son interiores a la elipse

2

2
4 16

El recorrido de f lo constituyen todos los valores z=f(x, y) tales que
0<z< . /16, esto es,

0<z<4 Recorrido de f

Un punto (x, y, z) estd en la gréfica de fsi y s6lo si

7= /16 - 4x? - y?

22 =16 — 4x? - y?

Por la Seccién 10.6 sabemos que la grifica de f es la mitad superior de un
elipsoide, como ilustra la Figura 12.3. O

Para dibujar a mano una superficie en el espacio es util usar las trazas en
planos paralelos a los planos de coordenadas, como muestra la Figura 12.3. Por
ejemplo, para hallar la traza de 1a superficie en el plano z = 2, sustituimos z = 2

en la ecuacién z = \/16 - 4x*> — y*, con lo que obtenemos

2=\/1-6—4xz—y2

Por tanto, la traza es una elipse centrada en el punto (0, 0, 2) con ejes de
longitudes 4\/§ y 2/3.

Las trazas se utilizan también en muchas representaciones graficas tridi-
mensionales en las calculadoras. Por ejemplo, la Figura 12.4 presenta una ver-
sién generada por un programa informatico de la superficie del Ejemplo 2.
Para conseguir esta grifica, la calculadora obtuvo 25 trazas paralelas al plano
xy y 12 trazas en planos verticales.

Si dispone de un programa al efecto, represente con él varias superfi-
cies.
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FIGURA 125
Las curvas de nivel muestran las lineas de igual
presién (isobaras) medida en milibares.

FIGURA 12.6
Las curvas de nivel muestran las lineas de igual
temperatura (isotermas) medida en grados Fahrenheit.

Funciones de varias variables

Curvas de nivel

Otra forma de visualizar una funcién de dos variables consiste en utilizar un
campo escalar en el que se asigna al punto (x, y) el escalar z = f(x, ¥). Un campo
escalar queda caracterizado por sus curvas de nivel (o lineas de contorno) a lo
largo de las cuales el valor de f(x, y) es constante. El mapa del tiempo de la
Figura 12.5 muestra curvas isobaras, de nivel de presién constante. Las curvas
que representan temperatura constante en los mapas del tiempo, como las de la
Figura 12.6, se denominan isotermas. Las curvas de nivel en las representacio-
nes de los campos de potencial eléctrico se llaman lineas equipotenciales.

Los mapas de contorno suelen utilizarse para representar regiones de la super-
ficie terrestre, con las curvas de nivel correspondiendo a lineas de altura constanie
sobre el nivel del mar. Los mapas de este tipo se llaman mapas topograficos.

Un mapa de contorno traduce la variacion de z respecto de x e y gracias al
espaciado entre las curvas de nivel. Una separacion grande entre las curvas de
nivel significa que z estd variando lentamente, mientras que curvas de nivel
muy juntas quieren decir que z cambia muy deprisa. Ademads, con el propésito
de proporcionar una ilusién tridimensional en un mapa de contorno, es impor-
tante elegir valores de ¢ espaciados de manera uniforme.

EJEMPLO 3 Un mapa de contorno

La Figura 12.7 muesira el hemisferio dado por f(x, y) = /64 — x* — y*. Dibu-
jar un mapa de contorno para esta superficie utilizando curvas de nivel corres-
pondientesac =0, 1, 2, ..., 8.

Solucién: ~ Para cada valor de ¢, la ecuacion f(x, y) = ¢ representa un circulo (o
un punto) en el plano xy. Asi, para ¢, = 0 la curva de nivel

X%+ ,YZ = 64 Circulo de radio 8

es un circulo de radio 8. La Figura 12.8 muestra las nueve curvas de nivel para
el hemisferio.

FIGURA 12.7 FIGURA 128
Curvas de nivel. Mapa de contorno. [
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/. Superficie:

zEypl syt

FIGURA 129
Paraboloide hiperbdlico.

c=12 c= 0
c=2 y = D
& /Z: 4
4 c= -6
c= -8
c=-10
c=-12
x
4 4
-4
FIGURA 12.10

Curvas de nivel hiperbdlicas (a incrementos de 2).
|

/

251008804
¢=80.000 ¢=160.000
/7 7’

-

500 1.000 1.500 2.000
(1.000, 500)

FIGURA 12.11
Curvas de mivel (a incrementos de 10.000).
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EJEMPLO 4 Un mapa de contorno

La Figura 12.9 muestra el paraboloide hiperbolico de ecuacién

1=y - &2

Dibujar un mapa de contorno para ella.

Solucion: ~ Para cada valor de ¢ hacemos f(x, y) = ¢ y dibujamos la curva de nivel
resultante en el plano xy. Para la funcién dada, cada curva de nivel (si ¢ # 0) es
una hipérbola cuyas asintotas son las rectas y = +x. Si ¢ <0, el eje transversal es
horizontal. Por ejemplo, la curva de nivel para ¢ = —4 viene dada por

x2 y2

— - =1 Hipérbola con eje transversal horizontal

22 2

Si ¢ > 0, el eje transversal es vertical. Asfi, la curva de nivel para ¢ = 4 viene
dada por

y2 .X2
7

Hipérbola con eje transversal vertical

Si ¢ = 0, la curva de nivel es la conica degenerada formada por las dos
asintotas (Figura 12.10). ' O

Un ejemplo de funcién de dos variables en Economia lo constituye la fun-
cién de produccion de Cobb-Douglas, que se utiliza como modelo para repre-
sentar el nimero de unidades producidas en términos de las cantidades de tra-
bajo y capital. Si x mide las unidades de trabajo e y las unidades de capital, el
nimero de unidades producidas viene dado en este modelo por

[l y)y = Cxtyl e

donde C es una constante y 0 <a < 1.

EJEMPLO S La funcién de produccion de Cobb-Douglas

Un fabricante estima que su funcién de produccién es f(x, y) = 100x%-°y04,

donde x es el nimero de unidades de trabajo e y el de unidades de capital.
Comparar el nivel de produccién cuando x = 1.000 e y = 500 con el nivel de
produccién para x = 2.000 e y = 1.000.

Solucion:  Cuando x = 1.000 e y = 500, el nivel de produccién es
£(1.000, 500) = 100(1.000°-°)(500°*) ~ 75.786
Cuando x = 2.000 e y = 1.000, el nivel de produccién es
£(2.000, 1.000) = 100(2.000%-°)(1.000°%) ~ 151.572

Las curvas de nivel de z = f(x, y) se muestran en la Figura 12.11. Nétese que al
doblar ambas, x e y, se dobla el nivel de produccién (véase Ejercicio 72). [
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FIGURA 12.12
Superficies de nivel de f.

c=16

FIGURA 12.13

Funciones de varias variables

Superficies de nivel

Las curvas de nivel pasan a ser superficies de nivel cuando se afiade una
dimensién. Si f es una funcién de tres variables y ¢ una constante, la gréfica de
la ecuacidén f(x, ¥, z) = ¢ es una superficie de nivel de la funcién f (véase
Figura 12.12).

Gracias a las calculadoras, los cientificos e ingenieros han ideado nuevas
formas de visualizar las funciones de tres variables. Por ejemplo, puede apli-
carse en una simulacion por ordenador que utiliza colores con el fin de repre-
sentar la distribucién 6ptima de esfuerzos en la puerta de un automévil.

EJEMPLO 6 Superficies de nivel

Describir las superficies de nivel de la funcién
fx, v, 2) =4x% + y* + 72
Solucion:  Cada superficie de nivel tiene una ecuacién de la forma
4x% + y2 +%=c Ecuacion de una superficie de nivel
Por tanto, las superficies de nivel son elipsoides (cuyas secciones paralelas al
plano yz son circulos). Al crecer c, los radios de las secciones circulares crecen

con la raiz cuadrada de c. Asi, las superficies de nivel correspondientes a ¢ =0,
c=4yc=16son

4x% + y2 +722=0 Superficie de nivel para ¢ = 0 (un punto)
Xyt o .
—+—+—=1 Superficie de nivel para ¢ = 4 (elipsoide)
1 4 4

x2+y2+zz 1 Superficie de nivel 16 (elipsoide)

—+ — 4+ —= uperficie de nivel para ¢ = elipsoide

4 16 16

E/stas superficies de nivel pueden verse en la Figura 12.13. O

| Nota Sila funcién del Ejemplo 6 representara la temperatura en el punto (x, y, z), las
superficies de nivel de la Figura 12.13 se llamarian superficies isotermas.

Graficas en una calculadora

Las calculadoras simplifican mucho la tarea de dibujar la grafica de una fun-
cién en el espacio. Aunque hay una gran diversidad de programas para ello, la
mayoria utilizan algin tipo de analisis de trazas con el propdsito de ofrecer una
ilusion tridimensional. Suele ser necesario proporcionar a la calculadora la
ecuacién de la superficie, la region del plano xy donde se desea dibujar la
superficie y el nimero de trazas a considerar. Por ejemplo, para representar
la superficie dada por

fx, y) = (% + y2)el ~x 7Y
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Seccion 12.1 Introduccion a las funciones de varias variables

Tres perspectivas diferentes de la grafica de f(x, y) = (2 — y? + x%)e! ~= 074
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Curvas de nivel

Trazas dobles
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Trazas simples
Trazas y curvas de nivel de la grifica de f(x, y) = -5
x*+y*+ 1
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FIGURA 12.14

Funciones de varias variables

podemos tomar las siguientes cotas para x, y, Z:

La Figura 12-14 muestra una grifica de esa superficie generada por una calcu-
ladora, mediante 26 trazas paralelas al plano yz. Para realzar el efecto tridimen-
sional, el programa utiliza una rutina de «lineas ocultas». Esto es, comienza
dibujando las trazas corespondientes a los valores més grandes de x y después,
al calcular cada nueva traza, la calculadora decide si deberd mostrar la siguien-

O('JJU-)
NN

x <3 Limites para x
y<3 Limites para y
z<3 Limites para z

te traza por completo o sé6lo en parte.

Las gréficas de la pagina 1111 presentan varias superficies dibujadas en
una calculadora. Intente reproducirlas si dispone de medios informaticos

apropiados.

Ejercicios de la Seccion 12.1

En los Ejercicios 1-4, determinar si z es funcién de x € y.

1.

En los Ejercicios 5-16, hallar y simplificar los valores de las

x2z+yz-xy=10

2.

4.

funciones.
5. fluyy=xly
a 3,2 b) (-1,4)
d)y 5, e) (x,2)
6. flr,y)=4-x2—4y?
a) (0,0 b O
4 Ly e) (x,0
7. f(x,y)=xe¥
a) (5,0 b) (3.2
d) 5,y e) (x,2)
8. gx,y)=In{x+yl
ay (2,3) by (5,6)
d) O, 1) e) (2,-3)
9 hixy, 7)==
z
a) (2,3,9 b (1,0, D

X2+ 2xy -yt =4

Z+xlny-8=0

o) (30,5)
fH 6o

o (2,3)
fH @D

) (2,-1)
) @

c) (e,0)
) (e

13.

14,

1s.

16.

fy,=yx+y+z

a) (0,5 4) b) (6, 8, -3)
fx,y)=xseny

) <2E b (3. 1)
a ,4 N

V(r, h) = nr*h
a) (3,10) by 5,2

gx,y) = Jy (2t - 3)dt

x

ay 0,4 by (1,4

1
g(x,y)=J n

a @1
fly)=x -2y
2 Fo+ Ax,y) - f(x, )
Ax
fxy+ Ay) - f(x, y)
Ay
fx,y)=3xy +y*
2 fox+ Ax, y) - flx, »)
Ax
Sy + Ay) - f(x, )
Ay

b) (6, 3)

b)

b)
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En los Ejercicios 17-28, describir el dominio y el rccorrido 8 En los Ejercicios 39-42, representar la funcién con ayuda de

de la funcién. calculadora.
17, fo,y)=/4-x>-y* 18. flx,y)=/4-x"-4y? 39, z=y?-x*+1 40. z=15./144-16x% - 9y?
19. fx,y) = arcsen (x +y)  20. f(x, y) = arccos (v/x) 41, f(x, y) = 22 42, f(x,y)=xseny
2 fey)=ln@-x-y) 22 f(x,y) =In4-xy) % 43. Conjetura Consideremos la funcién Jey) =x% +y2
X+y Xy a) Dibujar la superficie determinada por f.
2. z-= 24, z= . .
xy x-y b) Fonpular una conjetura sobre la relacién entre las
oy 2. gréficas de fy de g(x, y) =f(x, y) + 2. Confirmarla
B floy) =™ 2. floy)=x"+y en la calculadora.
1 ¢) Formular una conjetura sobre la relacién entre las
2. gy = }; 8. goy) = XJ graficas de f'y de g(x, ¥) =f(x, y - 2). Comprobar-

la en la calculadora.

Formular una conjetura sobre la relacién entre las
graficas de f'y de g(x, y) = 4 - f(x, y). Verificarla
en la calculadora.

Sobre la superficie del apartado a) dibujar las gra-
ficas de z = f(1, y) y de z = f(x, 1).

Conjetura  Consideremos la funcién f(x, y) = xy para

x=20ey>=0.

a) Dibujar la superficie dada por f.

b) Formular una conjetura sobre la relacién entre Ias
gréficas de fy de g(x, y) = f(x, y) - 3. Confirmarla
en la calculadora.

¢) Formular una conjetura sobre la relacién entre las
gréficas de f'y de g(x, y) = ~f(x, y). Comprobarla
en la calculadora.

d) Formular una conjetura sobre la relacién entre las
grificas de fy de g(x, y) = § f(x, y). Confirmarla
en la calculadora.

) Sobre la superficie del apartado a) dibujar las gra-
ficas de z = f(x, x).

29. Parapensar Las cuatro figuras adjuntas son graficas de d)
la funci6n f(x, y) = —4x/(x* + v + 1). Asociar cada una de
ellas con el punto del espacio desde el que estd contem-
plada esa superficie. Los cuatro puntos, desordenados, e)
son (20, 15, 25), (-15, 10, 20), (20, 20, 0) y (20, 0, 0).

Generada por Maple

)

4
"' (AR o

.‘,;,;/m II R
R ,‘l,"l‘l ‘n'.’: R

'
-’0’0 0 " ’”I"," 2 ':‘:.o‘

y
En los Ejercicios 45-48, asociar cada superficie con uno de
p los mapas de contorno.
Generada por Maple Generada por Maple p .
30. Para pensar Usar la funcién del Ejercicio 29. a)

a) Hallar su dominio y su recorrido.

b) Identificar los puntos del plano xy donde el valor
de la funcién es 0.

¢) (Pasa la superficie por todos los octantes del sistema
rectangular de coordenadas? Razonar la respuesta.

Enlos Ejercicios 31-38, dibujar la superficie dada por la fun-
cion,

3. f,y) =5 32, f(x,y)=6-2x -3y €)
3B foyy=y? M. fa,y=3x

35, z=4-x2-y? 36. z=./x?+y?

3. fx,y)y=e *

Xy, x=20,y=20
0 x<0oy<0

38. fx,y)= {
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Sfix, )’)=61”X27y2 46. f(x,y) —el VY

(4 z

7 ¥4

En los Ejercicios 49-56, describir las curvas de nivel de la
funcioén y dibujarlas para los valores de ¢ que se indican.

49.
50.
51.
52.
53.
54.

55.

56.
57.

58.

Z=Xx+Yy c=-1,0,2,4
7=6-2x-3y ¢c=0,2,4,6,8, 10
2=/25 - % - y? c=0,1,2,3,4,5
fox, ) =x2 +y* c=0,2,4,6,8
flx, y) =2xy c==1,%2, ..., 26
flx, y)=e¥ c=1,23,45 %1%
Flxe, y) = c=th 2], £3: 22

X2+ y?

fl,yy=In(x -y c=0, x5 21, 3, +2
S~

Para pensar Todas las curvas de nivel de la superfi-
cie dada por z = f(x, y) son circulos concéntricos. Im-
plica eso que la grifica de fes un hemisferio? llustrar la
respuesta con un ejemplo.

Para pensar Construir una funcién cuyas curvas de
nivel sean rectas que pasan por el origen.

Redaccién  En los Ejercicios 59 y 60, usar las gréficas de las
curvas de nivel (valores de ¢ uniformemente espaciados) dela
funcién f para redactar unas lineas describiendo una posible
gréfica de f. ;Es tnica la grdfica de f? Explicar la respuesta.

59.

+ 60. 4

N
74

Funciones de varias variables

61.

62.

Inversién En 1998 se efectud una inversion de $1.000
al 10 por 100 de interés compuesto anualmente. Supues-
to que el inversor paga una tasa anual R de impuestos y
que la tasa anual de inflacion es /, el valor V de la inver-
sién en el afio 2008, en délares constantes de 1998, es

1 +0,101 = R)]'®
vV, R) = 1.000| —————
1+1

Usar esta funcién de dos variables para completar la tabla.

Tasa de inflacion
Tasa de
impuestos 0 0,03 0,05
0,00
0,28
0,35

Inversién Se depositan $1.000 en una cuenta de aho-
1o que produce una tasa r de interés (expresado como
decimal), compuesto continuamente. Tras ¢ afios, la
cantidad A(r, ) es

A(r, 1) = 1.000¢"

Usar esta funcién de dos variables para completar la tabla.

Nuamero de afios
Tasa
5 10 15 20
0,08
0,10
0,12
0,14 J

En los Ejercicios 63-68, dibujar la superficie de nivel f(x, y,2)=¢

para el valor indicado de c.

63. f(x,v,2)=x-2y+3z c=6
64. f(x,v.2)=4x+y+ 22 c=4
65. f()c,y,z)=xz+yz+z2 c=9
66. flx,y.0=x"+y’ -z c=1
67. flx,y, ) =4x"+ 4y* - 72 c=0
68. f(x,y,z2)=senx—z c=0



69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

Ejercicios de la Seccion 12.1

Explotacion forestal La regla de los troncos de Doy-
le es uno de los métodos utilizados para determinar el
rendimiento en madera aserrada de un tronco (en tablo-
nes-pie) en términos de su didmetro d (en pulgadas) y
de su longitud L (en pies). El nimero de tablones-pie
viene dado en este modelo por

_4\2
N, L) = <‘.14_4> L

a) Hallar el nimero de tablones-pie de madera ase-
rrada producida por un tronco de 22 pulgadas de
didmetro y 12 pies de longitud.

b) Evaluar N(30, 12).

Modelo de colas El intervalo medio de tiempo que
un cliente estd en linea de espera es

Wix, y) =

b X >y
xX-y

donde y denota el ritmo medio de llegadas, expresado

como el mimero de clientes por unidad de tiempo, y x

el ritmo medio de servicio, expresado en esas mismas

unidades. Evaluar las siguientes cantidades.

a) W(15,10) b) W(12,9) ¢) W(12,6) d) W4, ?2)

Distribucion de temperaturas La temperatura (en
grados Celsius) en cualquier punto (x, y) de una placa
circular de 10 metros de radio es

T =600 - 0,75x% - 0,75y

donde x e y se miden en metros. Dibujar algunas curvas
isotermas.

Funcion de produccion de Cobb-Douglas Usar la fun-
cién de Cobb-Douglas (véase el Ejemplo 5) para probar
que si el ndmero de unidades de trabajo y de capital se
doblan, entonces el nivel de produccién también se dobla.

Coste de construccion Una caja rectangular, abierta
por arriba, mide x pies de largo, y de ancho'y z de alto.
Expresar el coste C de su construccién como funcién
de x, y, z si la base cuesta $0,75 por pie cuadrado y los
laterales $0,40 por pie cuadrado.

Volumen Se construye un depésito de propano ado-
sando dos hemisferios a los extremos de un cilindro
circular recto. Expresar el volumen V de ese depdsito
en funcién del radio r del cilindro y de su altura h.

Ley de los gases ideales La ley de los gases ideales
establece que PV = k7, siendo P la presién, V el volu-
men, T la temperatura y k una constante de proporcio-
nalidad. Un depésito contiene 2.600 pulgadas ciibicas
de nitrégeno a una presién de 20 libras por pulgada
cuadrada y a una temperatura de 300 °K.

a) Determinar k.

b) Expresar P como funcién de V'y 7, y describir sus

curvas de nivel.

B 7.

77.
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Un modelo matemdtico La tabla da (en miles de mi-
llones de doélares) las ventas netas x, los activos totales
v, y los derechos z de los accionistas de Wal-Mart entre
1991 y 1996. (Fuente: 1996 Annual Report.)

Afio | 1991 [ 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996
x 32,6 | 439 | 555 | 67,3 | 82,5 | 93,6
y 11,4 | 154 | 20,6 | 264 | 32,8 | 37,5
z 54 7,0 88 | 10,8 | 12,7 | 148

Un modelo para esos datos es
z=f(x, y) = 0,083x + 0,160y + 0,890

a) Usando el modelo, y con ayuda de calculadora, es-
timar z para los valores indicados de x e y.

b) (Cudl de las dos variables tiene, en este modelo,
mayor influencia sobre los derechos de los accio-
nistas?

¢) Simplificar la expresién de f(x, 25) e interpretar su
significado en el contexto del problema.

Meteorologia Los meteorélogos miden la presion at-
mosférica en milibares. A partir de sus observaciones
elaboran los mapas del tiempo (véase figura) en los que
se muestran las curvas de presién atmosférica constan-
te (isobaras). Sabiendo que cuanto mds juntas estdn las
isobaras mayor es la velocidad del viento, asociar a los
puntos A, B y C a) la mixima presién, b) la minima
presion, y ¢) la méxima velocidad del viento.

e 4 ]
FIGURAETT FIGURAE.78
78. Lluvia dcida La acidez del agua de lluvia se mide en

unidades pH. Un valor 7 del pH es neutro, valores me-
nores corresponden a acidez creciente y valores mayo-
res a carécter alcalino creciente. El mapa muestra las
curvas de pH constante y proporciona evidencia de que
siguiendo el viento de las dreas muy industrializadas, la
acidez va creciendo. Usando las curvas de nivel de ese
mapa, determinar la direccién de los vientos dominan-
tes en el nordeste de EE.UU.
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Aire acondicionado El mapa de contorno de la figura ¢Verdadero o falso? En los Ejercicios 80-83, discutir si el
muestra las horas anuales estimadas de uso de aire acon- enunciado es correcto. Si no lo es, explicar por qué o dar un
dicionado en promedio en los hogares en 1991. (Fuente: ejemplo que ponga de manifiesto su falsedad.

Association of Home Appliance Manufacturers.)

a) Comentar el uso de colores para representar las 80. Si f(xy, yo) = f(x,, ¥,), entonces x, = X; € yg = ;-

curvas de nivel.

b) ;Corresponden las curvas a usos uniformemente

espaciados?

81. Una recta vertical puede cortar a la grifica de z = f(x, y)
a lo sumo una vez.

¢) Describir como se podria lograr un mapa de con- 82. Si fes una funcién, entonces f(ax, ay) = a*f(x, y).

torno mas detallado.

@ Menos de 400 horas

{71 Entre 400 y 999 horas

{ 1Entre 1.000 y 1.749 horas
4% 1.750 o mas horas

CONTENIDO

Entornos en ¢l plano =

Limite de una funcién de dos variables =
Continuidad de una funcién de dos variables =
Continuidad de una funcién de tres variables =

FIGURA 12.15
Un disco abierto.

83. La gréfica de f(x, y) = x* — y* es un paraboloide hiper-
bélico.
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Entornos en el plano

En esta seccién vamos a estudiar los limites de funciones de dos o tres varia-
bles. Comenzaremos por dos variables y extenderemos los conceptos a tres
variables al final de la seccidn.

Iniciamos la discusién definiendo al andlogo bidimensional de lo que era un
intervalo en la recta. Usando la férmula de la distancia entre dos puntos (x, y) y
(x> Yo) del plano, podemos definir el S-entorno centrado en (x,, y,) como el
disco centrado en (x,, y,) de radio ¢ > 0.

{(x, ) \/(x - xo)z +(y- y0)2 < 0} Disco abierto

como se muestra en la Figura 12.15. Cuando en esta formula aparece el signo <
(menor) €l disco se llama abierto, y cuando aparece el signo < (menor o
igual) el disco se llama cerrado. Esta denominacién se corresponde con la
analoga para definir los intervalos abiertos y cerrados en la recta real.

Un punto (x,, y,) en una regién R del plano es un punto interior de R si
existe un d-entorno centrado en (x,, ¥,) que estd contenido completamente en
R, como se indica en la Figura 12.16. Si todo punto de R es interior, se dice que
R es una region abierta. Un punto (x,, y,) es punto frontera de R si todo
disco abierto centrado en él contiene puntos de R y puntos que no pertenecen a
R. Por definicién, una regién debe contener a sus puntos interiores, pero no
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[#)Punto frontera

Frontera de R

FIGURA 12.16
La frontera y los puntos interiores de una regién R.

PARA MAS INFORMACION
Para mas informacion acerca

de Sonya Kovalevsky, véase el
articulo «S. Kovalevsky:

A Mathematical Lesson», de Karen
D. Rappaport, en The American
Mathematical Monthly,

octubre 1981.
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tiene por qué contener a todos sus puntos frontera. Si una region contiene a
todos sus puntos frontera, se dice que es cerrada. Una regién que contiene
algunos de sus puntos frontera, pero no todos, no es abierta ni cerrada.

Limite de una funcién de dos variables

| Nota. Gréficamente, esta definicién de limite implica que para cualquier punto
(x,y) # (x4, o) en el disco de radio J, el valor de f(x, y) estd entre L + ¢ y L — & (véase

Figura 12.17).
2z

Lict

e Y
/xl’yl) y

. (X2, 32)

X

0, 3 )‘ isco de radio &
Mo

FIGURA 12.17

Para cualquier (x, y) del disco de radio 4, el valor

floyestientre LyeyL-e
La definicién anterior es aniloga a la del limite de una funcién de una
variable, pero hay una diferencia fundamental. Para saber si una funcién de una
variable tiene limite, basta ver qué sucede al tender hacia el punto en dos direc-
ciones: izquierda y derecha. Si la funcién tiende al mismo ndmero por la iz-
quierda que por la derecha, el limite existe. Ahora bien, para una funcién de

dos variables, la afirmacién

(. ¥) = (x0, ¥o)
significa que al punto (x, y) se le permite tender hacia el punto (x4, y,) por

cualquier «direccién». Si el valor de
lim  f(x,y)

(x, ¥) = (Xg, ¥o)

no es el mismo para todas esas maneras (o caminos) de acercarnos al (x,, y,),
el limite no existe.
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EJEMPLO 1 Verificando un limite mediante la definicion

Probar que

lim x=a
(x, y)—(a, b)

Solucion:  Tomamos f(x, y) = x, y sea L = a. Hemos de probar que para cada ¢ >0
existe un d-entorno centrado en (a, b) tal que

| fGe, )= Ll =lx-al<e

siempre que (x, y) # (a, b) esté en ese entorno. Observamos que de

0<\/(x—a)2+(y—b)2<(5

se sigue que

1f ) -al=lx-al=/Gx-a)® < Jx-a?+ (-0’ <o
Por tanto, podemos tomar & = ¢, y el limite queda verificado. U
Los limites de funciones de varias variables tienen, por lo que respecta a
sumas, diferencias, productos y cocientes, las mismas propiedades que los li-

mites de funciones de una variable. (Véase el Teorema 1.2 en la Seccién 1.3.)
En el proximo ejemplo se utilizan algunas de ellas.

EJEMPLO 2 Cdlculo de limites

Calcular:

5x%y 5x%y

a) lim

5 5 b) Ifm
@y~ X+ Yy

cn-0.0 x2 +y?

Solucion:

a) Usando las propiedades de la suma y el producto de limites obtenemos

lim  5x%y = 5(12)(2) = 10

& (1.2
lim (P+y)=(1%+2%)=5
x ) —(1,2)

Como el limite de un cociente es igual al cociente de los limites (si el del
denominador no es 0), tenemos

i 5x%y 10
lim =—
5
2

w2 x2+ y?
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b) En este caso, los limites de numerador y denominador son ambos 0, de
modo que no podemos determinar si existe limite tomando separadamente
los limites de numerador y denominador y dividiendo a continuacién. No
obstante, la grafica de fen la Figura 12.18 hace pensar que el limite puede
ser 0. En consecuencia, intentamos aplicar la definicién con L = 0. En
primer lugar, hagamos notar que

2

X
vl </ +y% y <1

X+ y?

En un J-entorno de (0, 0) es 0 < \/x* + y? < 6, luego, para (x, y) # (0, 0)

5x%y

|f(x’)’)_0|=

x2+y?

x2
=5
Iy|<x2 N y2>

< 5|yl

< 5./x% +y?

<56

FIGURA 12.18

Asi pues, basta tomar ¢ = ¢/5 para concluir que

5x%y
lim 7——==0 U
- 0,0 X°+y

Para algunas funciones es facil reconocer que un limite no existe. Por ejem-
plo, es claro que el limite

lim —
EN—0,0 x>+ y?

no existe, ya que los valores de f(x, y) crecen sin tope cuando (x, y) se aproxima
al (0, 0) a lo largo de cualquier camino (Figura 12.19).

Para otras, no es fécil darse cuenta de que el limite no existe. El préximo
ejemplo describe un limite que no existe debido a que la funcién tiende a
valores distintos por caminos distintos.

FIGURA 12.19

| .
. y)hf,n«,_ oy 1o exise. EIEMPLO 3 Un limite que no existe

Probar que el siguiente limite no existe.

) ¥2 - )7\
lim R
-0, 0 \ X" + y
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Por el eje x: (x, 0) = (0, 0)
E! limite es 1

Por la recta y = x: (x, x) ~ (0, 0)
El limite es O

FIGURA 12.20

1 2\2
lim 5| 1o existe.
(59— ©,0 \X"+y

| Nota. Esta definicién de continui-
dad puede extenderse a los puntos
frontera de la regién abierta R, con-
siderando un tipo especial de limite,
en el que sélo se permite a (x, y) ten-
der hacia (x,, y,) por caminos que
discurran dentro de R. Esta nocién
de limite es similar a la de limite la-
teral para funciones de una variable
(Capitulo 1).

Funciones de varias variables

El dominio de la funcién
¥ - y2 2
fG,y) = <m

estd constituido por todos los puntos (x, y) excepto el (0, 0). Para probar que no
existe el limite cuando (x, y) tiende a (0, 0), vamos a ir hacia (0, 0) por los dos
caminos que indica la Figura 12.20. A lo largo del eje x, todo punto es de la
forma (x, 0), asf que el limite por ese camino es

) 2~ 0%\2 )
lim > 5] = lim
x0m-00 \x°+ 0 (x, 0) = (0, 0)

Sin embargo, si (x, y) tiende hacia el (0, 0) por la recta y = x, s¢ obtiene

) w2 _ x2\2 ) 0 \2
lim 5 51 = Iim — ] =0
x> 0,0 \X° + X 00,0 \2x

Eso quiere decir que en cualquier disco abierto centrado en (0, 0) hay pun-
tos (x, y) en los que ftoma el valor 1 y otros puntos en los que f toma el valor 0.
Por ejemplo, f(x, y) = 1 en los puntos

Solucion:

(=1

Limite por el eje x

Limite por la recta y = x

(1,0), (0,1,0), (001,00 y (0,001,0)

y f(x, y) = 0 en los puntos
(1, D, (0,1,0,1), (0,01,0,01) y (0,001, 0,001)

Por consiguiente, f no tiene limite cuando (x, y) — (0, 0). O

| Not. Del Ejemplo 3 se saca la conclusién de que no existe limite debido a que dos
caminos distintos producen valores lfmite distintos. Si dos caminos llevan al mismo
valor limite, no se puede concluir que el limite existe. Para legar a esta conclusion hay
que demostrar que fodos los caminos posibles llevan al mismo valor limite.

Continuidad de una funcién de dos variables
En el Ejemplo 2a el limite de
@, y) =532/ + y?)

cuando (x, y) — (1, 2), puede calcularse por sustitucién directa, es decir, el
limite es f(1, 2) = 2. En estos casos se dice que f es una funcién continua en el
punto (1, 2).
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En el Ejemplo 2b vimos que la funcién

5x%y

24y2

no es continua en (0, 0). Ahora bien, como existe el limite de esa funcién en ese
punto, podemos evitar la discontinuidad definiendo f en (0, 0) con un valor

igual a dicho limite. Tales discontinuidades se denominan evitables. En el
Ejemplo 3, vimos que la funcién

2 _ yz 2
fo y) = <x2 " y2>

tampoco es continua en (0, 0), pero esta discontinuidad no es evitable.

flx,y) =

El Teorema 12.1 garantiza la continuidad de las funciones polinémicas y racio-
nales en sus dominios. La continuidad de otras familias de funciones puede exten-
derse de forma natural de una a dos variables. Asi, las funciones cuyas gréficas
aparecen en las Figuras 12.2]1 y 12.22 son continuas en todos los puntos del plano.

Z

FIGURA 12.21 FIGURA 1222
La funcién f es continua en todos los puntos del plano. La funcién f es continua en todos los puntos del plano.
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El préximo teorema establece condiciones que aseguran la continuidad de
una funcién compuesta.

| Nota.  Conviene hacer notar que en el Teorema 12.2 / es funcién de dos variables y g
es funcién de una variable.

EJEMPLO 4 Andlisis de la continuidad

Discutir la continuidad de las funciones

x -2 2
@ [ y) =2 by glx,y)=—"
X“+y Y- X

Solucion:

@) Como una funcién racional es continua en todos los puntos de su dominio,
S es continua en todos los puntos del plano xy excepto en el (0, 0), como
muestra la Figura 12.23.

b) La funcién g(x, y) = 2/(y -~ x*) es continua salvo en los puntos donde el
denominador se hace 0, es decir y — x? = 0. Por tanto, la funcién es conti-
nua excepto en los puntos de la pardbola y = x*. A un lado de la pardbola es
y>x?y la superficie representada por la funcién estd por encima del plano
xy (Figura 12.24). Al otro lado de la parébola, y < x*, y la superficie queda
por debajo del plano xy.

4

FIGURA 12.23 FIGURA 12.24
La funcién f no es continua en (0, 0). La funcion g no es continua en los puntos
de la pardbola y = x°.
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FIGURA 12.25
Una esfera abierta en el espacio.

Ejercicios de fa Seccion 12.2 1123

Continuidad de una funcion de tres variables

Las definiciones anteriores de limites y continuidad admiten extension a fun-
ciones de tres variables, considerando para ellas puntos (x, y, z) dentro de una
esfera abierta

(x - xo)z +(y~ )’0)2 +(z - Zo)z < 6? Esfera abierta

El radio de esta esfera es § y su centro (xy, ¥o, 29), como ilustra la Figura 12.25.
Un punto (x,, Yo, Zo) €0 una regiéon R del espacio es un punto interior de R si
existe una J-esfera centrada en (xy, y,, Z) que esta completamente contenida
en R. Si todo punto de R es interior, se dice que R es una regién abierta.

EJEMPLO 5 Continuidad de una funcion de tres variables

La funcién

XY, D=5
Sy, 2 eI

es continua en todos los puntos del espacio excepto en los del paraboloide
z=x>+y? O

En los Ejercicios 1-4, calcular el Iimite que se indica, sabien-
Iim
x. 3=, b)

doque Ilim

(x, )~ {a,

1. lim
(x, y)=(a, b)

2. lim
(x, y)~(a. b)

3. lim
(x,y)~(a. b)

4, lim

(x,»)~(@.b) |

b)

f(x,y)=5)'(

[f(x, y) = g(x, ¥)]

[4f (x, y)]
| g(x, )

[fx, y)g(x, ¥)]

[ fx. y) - glx, »)
S, )

|

En los Ejercicios 5-14, calcular el limite y discutir la conti-

g(x, yy=3. nuidad de la funcién.
5. Iim (x+3y%) 6. lim BGx+y+1)
(x,3)—(2. 1) (x, )0, 0)
X+y X
7. lim 8. Iim
x, 2.4 X =y (x, )= (1. 1) /X +y
arcsen (x
9. H{m _;/y) 10. Iim y sen xy
(x.7)=(0. 1) I + xy (x, 7} (nj4, 2)
11. Iim il Xy
(x. )= (0, 0) 12. lim  ——

Eon- 1) X+ y?
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13. lim /Xx+y+z 14. lim xe¥? B Enlos Ejercicios 19-22, usar una calculadora para elaborar
3, 2> (1, 2, 5) Gy, 2)2(2,0.1) una tabla de valores de f en los puntos que se especifican,
Con esos resultados, formular una conjetura sobre el limite
En los Ejercicios 15-18, discutir la continuidad de la funcién de f(x, y) cuando (x, y) — (0, 0). Investigar analiticamente si
y evaluar el limite de f(x, y) cuando (x, y) = (0, 0). existe el limite y estudiar la continuidad de la funci6n.
15. f(x, y) =™ '
19. f(x,y)=
fG ) e
Curva: y=0

Puntos: (1, 0),
0,5, 0), (0,1, 0),
(0,01, 0), (0,001, 0)
Curva: y=x
Puntos: (1, 1),

0,5, 0,5),
0,1, 0,1),
(0,01, 0,01),
(0,001, 0,001)
X2 z

16. f(x, Y)=(x2+ ])(y2+ 1) 2 20. f(x’y)=x2-):y2
Curva: y=0
Puntos: (1, 0),
0,5, 0),
0,1, 0),
(0,01, 0),
(0,001, 0)

Curva: y=x
Puntos: (1, 1),
0,5, 0,5),
0,1, 0,1),
(0,01, 0,01),
(0,001, 0,001)

xy?

x2 4y

21 f(ry) = -

Curva: x = y?
Puntos: (1, 1),

2. 2 0.25,0.5),
cos (x° + y*)
18, fry=1-2E ) (0.01,0,1),
+
Ty (0,0001, 0,01).
(0,000001, 0,001)

Curva: x = —y?

Puntos: (-1, 1),
(-0,25, 0,5),
(-0,01, 0,1),
(-0,0001, 0,01),
(-0,000001, 0,001)
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2 - y?

22. flx,y)=

22+ y
Curva: y=10
Puntos: (1, 0),
(0,25, 0),

(0,01, 0),

(0,001, 0),
(0,000001, 0)
Curva: y=x
Puntos: (1, 1),
(0,25, 0,25),
0,01, 0,01),
(0,001, 0,001),
(0,0001, 0,0001)

& Enlos Ejercicios 23-28, representar la funcién con ayuda de
una calculadora y hallar  lim  f(x, y) (si existe).
»=(0,0)

{x,

1 1
23, f(x,y)=senx+seny 24. f(x,y)=sen—+cos—
X

X
5. for, y):-zfz—2 2. f(x,y) =x2-|2-y ’
X'+ 4y x°y
2. = 8. ) =5
x* + 2y x*+y°+1

En los Ejercicios 29-32, usar coordenadas polares para cal-
cular el limite. |Ayuda: Hacer x = r cos 6, y = r sen 0, y
observar que (x, y) — (0, 0) es equivalente a r — 0.]
- sen (x2 + y? 2
® am YD) gy gy
(=00 X“+ Yy (6. »=(0,0) X* +y

3+3 x22
3. Im =2 Y

(= 9-(0,0) x% + y?

(x,y)=(0,0) X* + Yy

En los Ejercicios 33-36, analizar la continuidad de la funcién.

z
33. X, ¥,2)= 34. WV, Z) =
fx,y,2) e f&xy.2) R
sen z
3B/ foy, =" 36. f(x,y,z)=xysenz
e“+e

En los Ejercicios 37-40, investigar la continuidad de la fun-
cién compuesta f © g.

37. f(n=r 38. f(t)=%

glx, ) =3x -2y g(x, y) =xt +y?
9. f(=> 0. )= ——
f 4 -1t

glx, yy=3x-2y g, ) =x*+y*

1125

En los Ejercicios 41-44, calcular los limites

f(x+ Ax’y) _f(-x7 )’)

Iim
a) Ax1->0 Ax
Ly + Ay) - fx,
b) lim J&x, y + Ay) - f(x, ¥)
Ay -0 Ay

41. f(x,y)=x* -4y 42, flx,y)=x>+y?

43. fl,y)=2x+xy-3y 44 fx, )=+

45. Probar que

lim  [fC,y) + g, M =L+ L,
(x, ¥)~(a, b)
supuesto que f(x, y) tiende a L; y g(x, y) tiende a L,
cuando (x, y) — (a, b).

46. Demostrar que si f es continua y f(a, b) < 0, existe un
S-entorno centrado en (a, b) tal que f(x, y) < 0 en todo
punto (x, y) de ese entorno.

47. Para pensar Sif(2, 3) = 4, ;se puede concluir algo
acerca de

lim  f(x, y)?
(x, 972, 3)
Razonar la respuesta.
48. Para pensar Si
lim  f(x,y)=4
6, 9)~(2,3)

¢ se puede concluir algo sobre f(2, 3)? Razonar la res-
puesta.

¢Verdadero o falso? En los Ejercicios 49-52, discutir si el

enunciado es correcto. Si no lo es, explicar por qué o dar
algiin ejemplo que ratifique su falsedad.

49.

50.

51.

52.

Si lm  f(x,y) = 0, entonces im f(x, 0) =0.
(x, 1)~ (0,0) x=0

Si- lim  f(0,y)=0,entonces lim  f(x,y)=0.
x, 10, 0) (x, -0, 0)

Si fes continua para todos los x, y no nulos, y f(0,0) =0,
entonces  lim flx, ) =0.

(x,¥)~(0, 0)
Si g y h son funciones continuas de x e y, y f(x, ¥) =
= g(x) + h(y), entonces f es continua.
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CONTENIDQ =
Derivadas parciales de una funcién
de dos variables =
Derivadas parciales de una funcion de tres
0 més variables =
Derivadas parciales de orden superior =

Funciones de varias variables

12.3
Derivadas parciales

Derivadas parciales de una funcién de dos variables

En las aplicaciones en que intervienen funciones de varias variables suele pre-
sentarse la cuestion de como resulta afectada la funcién por un cambio en una
de sus variables independientes. Se puede contestar esta pregunta considerando
por separado esa variable independiente. Por ejemplo, para determinar el efec-
to de un catalizador en un experimento, un quimico puede realizar varias veces
el experimento, con distintas cantidades de ese catalizador cada vez, mientras
mantiene constantes todas las demds variables, tales como temperatura y pre-
si6n. Un procedimiento anélogo sirve para hallar el ritmo de cambio de una
funcién f con respecto a una de sus varias variables independientes. Este proce-
so se llama derivacion parcial y el resultado se llama la derivada parcial de f
respecto de esa variable independiente elegida.

Esta definicion significa que, dada z = f(x, y), para calcular f, debemos
considerar a y como constante y derivar respecto de x. Del mismo modo, para
hallar f, mantenemos x constante y derivamos respecto de y.

EJEMPLO 1 Cilculo de derivadas parciales

Hallar las derivadas parciales f, y f, de 12\1 funcién
fO, vy =3x - x?% + 2x3)i

Solucidn:  Considerando y como constante y derivando en x obtenemos
S y) =3 = 2xy® + 6x%y

Considerando ahora x como constante y derivando en y, se obtiene

flx y) = =2x%y + 2x° |
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EJEMPLO 2 Cdlculo de las primeras derivadas parciales

Dada f(x, y) = xe*”, hallar f, y f,» y evaluarlas en el punto (1, In 2).
Solucion:  Como

fix, y) = xe Q) + €
la derivada parcial de f respecto de x en (1, In 2) es

fl,In2)=€e"*2In2)+e"*=4In2+2

Como

Plano: y =y, fy(_x, y) = xexly(xz) = x3ex2y

FIGURA 12.26 . .
la derivada parcial de frespecto de y en (1, In 2) es

if , "
P = (pendiente en la direccién x).

x f(l,In2)=e"?=2 O

Las derivadas parciales de una funcién de dos variables z = f(x, y) admiten
una interesante interpretacion geométrica. Si y = yq, 2 = f(x, y,) €s la curva
interseccion de la superficie z = f(x, y) con el plano y = y,, como muestra la

<x0,y?, ) Figura 12.26. Por tanto,

Flxo + Ax, yo) = fxg, ¥o)
Ax

filxo, yo) = lim
Ax— 0

da la pendiente de esa curva en el punto (xo, ¥o. f(Xo, ¥o))- Nétese que tanto la
curva como la recta tangente estan en el plano y = y,. Andlogamente,

Fxgs Yo + Ay) = fxo, ¥o)
Ay

Fix0s ¥o) = lim
Ay -0

Plano: x =, da la pendiente de la curva interseccion de z = f(x, y) con el plano x = x4 en
FIGURA 12.27 (Xg» Yo» f(Xg, ¥o)), como indica la Figura 12.27.
ﬁf _ (pendient en a direccin y) Lo que vic'ane a decimos que los.valores de ‘af /(%f y 0f /@y en el punto (xo, Yo, Zo)
oy dan las pendientes de la superficie en las direcciones x e y.
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SEP=1 =@ 13- (- 2)

I3}

L2, D

FACS)]

FIGURA 12.29

Funciones de varias variables

EJEMPLO 3 Calculo de las pendientes de una superficie en las direcciones x e y

Hallar las pendientes de la superficie de ecuacién
2
X , 25
X, y)=—-— =y +—
fooyy=-2-y"+ 3
en el punto (3> 1, 2) en la direccién x y en la direccién y.
Solucion:  Las derivadas parciales de f respecto de x € y son

ey =-x y filo,y)=-2y

Asf pues, la pendiente en la direccién x es

1 1
fx<5, 1) = — Figura 12.28a

2

y en la direccién y es

Figura 12.28b

1, 2)

- 2 y
. Pendiente en la direccién y:
1=
Az =-2

FIGURA 12.28

EJEMPLO 4 Cdlculo de las pendientes de una superficie en lus direcciones x e y

Hallar las pendientes de la superficie dada por
fey=1-Gx-1D*-(-2)7°
en el punto (1, 2, 1), en las direcciones x e y.
Solucion:  Las derivadas parciales de f respecto de x e y son
Ly =-2x-1) vy filx.y)=-2y-2)
Por tanto, las pendientes en las direcciones x e y son
LL2D=-20-1H)=0 y f(1,2)=-22-2)=0

como indica la Figura 12.29.
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A=absen6

asen@

FIGURA 12.30
El drea del paralelogramo es ab sen 6.
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Con independencia del nimero de variables involucradas, las derivadas
parciales siempre pueden interpretarse como ritmos de cambio.

EJEMPLO 5 Las derivadas parciales como ritmos de cambio

El 4rea de un paralelogramo de lados adyacentes a y b, con dngulo 0 entre
ellos, viene dada por A = ab sen 6 (Figura 12.30).

a) Calcular el ritmo de cambio de A respectode aparaa =10, =20y =

aa oA

b) Calcular el ritmo de cambio de A respecto de O paraa=10,b=20y 0 =

Solucion:

a) Paracalcular el ritmo de cambio respecto de a, mantenemos b y ¢ constan-
tes y derivamos en a, con lo que obtenemos

5— =bsen 0 Derivada parcial respecto de a
a
0A i
— =20sen — = 10 Sustituir b y 0
da 6
b) Ahora mantenemos constantes @ y b, y derivamos respecto de 0:
0A
20 =ab cos 0 Derivada parcial respecto de 8
0A
=5 = 200 cos (2/6) = 100,/3 Sustituir @, b y 0 O

Derivadas parciales de funciones de tres o mds variables

El concepto de derivada parcial admite extensién a tres o mds variables. Por
ejemplo, si w = f(x, y, z), existen tres derivadas parciales, cada una de las
cuales se calcula manteniendo constantes dos de las variables. Es decir, para
definir la derivada parcial de w respecto de x, consideramos y, z como constan-
tes y derivamos respecto de x. Un proceso similar define las derivadas parciales
de w respecto de y o respecto de z.

ow fx+Ax, y,2) - f(x, v, 2)

—-=fix, ¥, 2) = lim
Ax—>0

Ox Ax
ow o fey+ Ay, ) - f(x, 2
— =[xy, 2= lim
Jy Ay—0 Ay
ow Sy 2+ A - flx, y, D)
— =f{x,y,2)= lim
0z Az =0 Az
En general, si w = f(x,, x,, ..., X,,), hay n derivadas parciales, denotadas por
0
B iy Xy ), k=1,2, .0
Ox, *

Al calcular la derivada parcial respecto de una de las variables, hay que man-
tener constantes las demas variables y derivar respecto de la variable elegida.
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| Nota. Obsérvese que las dos no-
taciones para las derivadas parcia-
les tienen convenios diferentes para
indicar el orden de derivacion.

o (of\  of
oy \ox) ~ dvix

(fdy =1

Orden de derecha
a izquierda

Orden de izquierda
/a derecha

Puede recordarse el orden en ambas
notaciones sin mds que darse cuenta
de que se deriva primero respecto de
la variable que estd «mas cerca» de f.

Funciones de varias variables

EJEMPLO 6 Cilculo de derivadas parciales

a) Para hallar la derivada parcial de f(x, y, z) = xy + yz* + xz respecto de z,
consideramos x e y como constantes. Se obtiene asi

0
— [xy 4+ y22 + xz] = 2yz + x
0z

b) Para hallar la derivada parcial de f(x, y, 7) = z sen (xy? + 2z) respecto de z,
consideramos x e y constantes, y la regla del producto permite escribir

0
° [z sen (xy* + 22] = (2) 9 [sen (xy* + 22)] + sen (xy* + 22) < [z]
0z 0z 0z

= (9)[cos (xy* + 22)](2) + sen (xy” + 27)
=2z cos (xy* + 22) + sen (xy* + 22)

¢) Para calcular la derivada parcial de f(x, y, z, w) = (x + ¥ + z)/w respecto de
w, consideramos x, y, z constantes y obtenemos

0 [x+y+ +y+
([xyz]z__xyz 0

ow w w?

Derivadas parciales de orden superior
Tal como sucedia para las derivadas ordinarias, es posible hallar las derivadas
parciales segundas, terceras o de orden mds alto, supuesto que existan. Se de-

notan por el orden en el que se van efectuando las derivaciones. Por ejemplo, la
funcién z = f(x, y) tiene las siguientes derivadas parciales de segundo orden.

1. Derivar dos veces respecto de x:

(NN,
ox \ox /) ox* 7™

2. Derivar dos veces respecto de y:

NG
ay ('/:y "('jyz_-yy

3. Derivar primero respecto de x, y luego respecto de y:

LNCTAW
oy \dx ) ayox Y

4. Derivar primero respecto de y, y después respecto de x:

(N0,
ox \dy)  oxay ™

La tercera y la cuarta se llaman derivadas parciales cruzadas (o mixtas).
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.| Nota. Enel Ejemplo 7 se observa

que las dos derivadas parciales
mixtas son iguales. El Teorema
12.3 establece condiciones sufi-
cientes para que tal cosa ocurra.

Derivadas parciales 1131

EJEMPLO 7 Cdlculo de derivadas parciales de segundo orden

Hallar las derivadas parciales de segundo orden de f(x, y) = 3xy? — 2y + 5x%y?,
y evaluar f, (-1, 2).

Solucién:  Comenzamos hallando las derivadas parciales de primer orden.
fle, )y =3y? + 10xy* y  f(x, ) = 6xy - 2 + 10x7%y

Ahora, derivamos cada una de éstas respecto de x e y.

[, ¥) = 10y* Y fx y) = 6x+ 10x2
S, y) = 6y + 20xy Y fuxlx, y) = 6y + 20xy
Para (-1, 2), el valor de f,, es fxy(—l, 2)=12 - 40 = -28. O

El Teorema 12.3 se aplica también cuando hay tres o mds variables, siem-
pre y cuando las derivadas parciales de segundo orden sean continuas. Asi, si
w = f(x, y, 7) tiene continuas todas sus derivadas parciales de segundo orden, el
orden de derivacion en sus derivadas parciales de segundo orden es irrelevante.
Y si tiene todas las derivadas parciales de tercer orden continuas, el orden de
derivacién en sus derivadas parciales de tercer orden es asimismo irrelevante.

EJEMPLO 8 Cilculo de derivadas parciales de orden superior

Probar que f,, = f., ¥ fi.z = foxz = fozy Para la funcién
fe,y,2)=ye*+xInz

Solucion:  Derivadas parciales primeras:

X
Ly, =ye*+Inz, fix,y,2)=-
Z

Segundas derivadas parciales (nétese que las dos primeras son iguales):

X

1 1
foloy, )= floy, == f.uy,=-5
Z Z Z

Terceras derivadas parciales (nétese que las tres son iguales):

1 1 1
fxzz(x’ Vs Z) = —;2’ fzxz(x’ Ys Z) = _Z_z’ fzzx(x’ ys Z) = _Z_2 L—-I
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Ejercicios de la Seccion 12.3

Para pensar En los Ejercicios 1-4, usar la gréfica de la
superficie para determinar el signo de la derivada parcial que
se especifica.

1. 4.1
3. £4, 1

2. f(-1,-2)
4. f(-1,-1)

En los Ejercicios 5-24, hallar las dos derivadas parciales pri-
meras.

5 flo,y)=2x-3y+5 6. flx,y)=x>-3y2+7

7. z:xﬁ 8. z=x2—3xy+y2
9. z=ux%? 10. z=xe™”
1L z=In (" +)?) 12. z=In/xy
1B z=l 7 14. Z=ﬁ+i
x-y 2y x
15. hxy)=e 16. gey) =l Jx¥+y?

7. foyn=J+y 18 f(oy)=——

X2+y

19. z=tg(2x-y) 20. z=sen 3x cos 3y

21. z=¢"senxy 22. z=cos (x* +y9)

23. fx,y)= Jy (- Ddt

2. f(x,y):Jy(2t+ 1) d + J 2t = 1yds

x ¥

En los Ejercicios 25-28, utilizar 1a definicién de las deriva-
das parciales mediante limites con el fin de hallar f,(x, y) y

Sxs y)
25. f(x,y)=2x+3y 26. f(x,y) = b
X

+Yy
27. flx,y)=+/x+Yy

28, f(r, ) =x%-2xy+y°

En los Ejercicios 29-32, calcular las pendientes de la superfi-
cie en las direcciones x e y en el punto indicado.

- -

74
61
5
44
3
2

X

FIGURAE29

FIGURA E30

FIGURAE3! FIGURAE32

29, g, y=4-x"-y% (1,1,2)
30. h(x, y)=x?-y% (-2,1,3)

31. z=¢ *cosy, (0,0, 1)

32. z=3sen 2x-y), (n/4, n/3,1/2)

En los Ejercicios 33-36, evaluar f, y f, en ¢l punto que se
indica.

Funcion Punto

¥
<2, —2, __>
4

34. f(x,y) = arcsen xy <1, 0, g)

2,-2,-1)

33, f(x,y)=arclg Y
X

35 flx,y)=xy/(x-y)
dxy

VX +y?
37. Para pensar Dibujar la grifica de una funcién

7 =f(x, y) cuyas derivadas parciales f,, f, sean siempre
positivas.

36. fix,y) = (1,0,0)



Ejercicios de Ia Seccion 12.3

38. Para pensar Dibujar la grifica de una funcién
z=f(x, y) cuya derivada f, sea siempre negativa y cuya
derivada f, sea siempre positiva.

P En los Ejercicios 39-42, representar en una calculadora la
* curva interseccién de la superficie con el plano. Calcular la
pendiente de la curva en el punto propuesto.

Superficie Plano Punto
9. = /9- 3 x=2 2,3, 6)
40. z=x%+4y? y=1 2, 1,8
41, z=9xz—y2 y=3 (1, 3,0)
42, 7=9x* -2 x=1 (1, 3,0)

En los Ejercicios 43-46, hallar todos los valores de x e y tales
que f(x, y) = 0y f(x, y) = 0 simultdneamente.

B, f,y)=x" +dxy+y? - dx+ 16y + 3
44. f(x,y) =32 - [2xy + y°
. 1 1
45. flr,y)=—+—+uxy
x oy
46. fOr,)=In@E*+y2+ 1)

En los Ejercicios 47-54, hallar las cuatro derivadas parciales
de segundo orden y observar que las cruzadas son iguales.

47, z=x" - 2xy + 3y? 48. z=x%-3x%y? 4+ y*
9, z=/x*+y? 50. z=In(x-y)

51, z=e"tgy 52. z=uxe" + ye*

33, z=arctg i 54. z=sen (x — 2y)

A Enlos Ejercicios 55-58, usar célculo simbélico en una calcu-
ladora para hallar las derivadas parciales de primer y segun-
do orden de la funcion. Averiguar si existen valores de x e y
tales que fi(x, y} = 0y f.(x, y) = O simultdneamente.

56. flx, y)=/9-x"-)’

. X . xy
57. fley)=In 5— 58. flx,y)=——
x4y X=y

55. f(x,yy=xsecy

En los Ejercicios 59-64, hallar las primeras derivadas parcia-
les respecto de x, vy, z.

9. w= /1y 42 60 w=—2

X+y+z

1133

61. F(x,y,z)=1In/x*+y? + 7*

1

/l—xz—yz-zz

63. H(x,y, z) =sen (x + 2y + 37)

62. G(x,y,2)=

64. f(x,y,2)=3x% - Sxyz + 10yz?

En los Ejercicios 65-68, verificar que las derivadas parciales
cruzadas f, . f, .y f,,. son iguales.

65‘ f(X, y’ Z) = x.yZ
66. f(x,y,2)=x>=3xy+4dyz + 2>
67. f(x,y,z)=e *senyz

68. f(x,y,2)=——
y+z

Ecuacién de Laplace En los Ejercicios 69-72, probar que la
funcion satisface la ecuacién de Laplace 8%z/0x? + 0%z/dy? = 0.

69. z=>5xy 70. z=3(e"—e ) senx

71. z=¢"seny 72. z=arctg Y
x

Ecuacién de ondas En los Ejercicios 73 y 74, demostrar
que la funcién satisface la ecuaciéon de ondas 0%z/0t* =
= c3(0%z/0x3).

73. z=sen(x - ct) 74. z = sen wct sen wx

Ecuacién del calor En los Ejercicios 75 y 76, verificar que
la funcién satisface la ecuacién del calor 8z/0t = c*(6%z/0x?).

_ X X
75. z=¢€¢ 'cos— 76. z=e ‘sen—
¢ ¢
77. Coste marginal Una empresa produce dos modelos
de un mismo producto. El coste de produccién de x
unidades del primero e y unidades del segundo viene
dado por

C =32 /xy + 175x + 205y + 1.050

a) Calcular los costes marginales (0C/dx y dC/dy)
cuando x = 80 e y = 20.

b) Cuando se requiera aumentar la produccion, ;qué
modelo hard incrementar mas el coste de produc-
cién?
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78.

79.

80.

81.

82.

Capitulo 12 Finciones de varias variables

Productividad marginal Consideremos la funcién de
produccién de Cobb-Douglas

fCx, y) = 100x%-6y%*

Cuando x = 1.000 e y = 500, hallar
a) la productividad marginal del trabajo, Jf /0x,
b) la productividad marginal del capital, of /dy.

Parapensar Sea N el niimero de inscritos en una uni-
versidad, p el coste de la alimentacién y alojamiento, y
t el coste de la matricula. Supongamos que N es una
funcién de p y de 1, con ON/Op <0y N/t < 0. ;Qué
informacion se deduce del hecho de que las dos deriva-
das parciales son negativas?

Inversién El valor de una inversion inicial de $1.000
a una tasa de interés del 10 por 100 compuesta anual-
mente es

1 +0.10(1 - RyJ©
V(L R) = 1.000 [L—(—)]
1+17

donde 7 es la tasa anual de inflacién y R la tasa de impues-
tos del inversor. Calcular V0,03, 0,28) y V¢(0,03, 0,28).
Determinar cudl de las dos tasas, la de inflacién o la de
los impuestos, tiene una influencia mds «negativa» so-
bre el crecimiento de la inversion.

Distribuciéon de temperaturas La temperatura en
cualquier punto (x, y) de una placa viene dada por

T = 500 — 0,6x% - 1,5y

donde x, y se miden en metros. Calcular, en el punto
(2, 3), el ritmo de cambio de la temperatura con res-
pecto a la distancia recorrida en la placa en las direc-
ciones x e y.

Temperatura aparente Una medida de cémo siente
una persona el calor lo da el indice de temperatura apa-
rente, que admite como modelo

A = 0,885 — 22,4h + 1,20th - 0,544

donde A es la temperatura aparente en °C, ¢ la tempera-

tura del aire, y 4 la humedad relativa en forma decimal.

(Fuente: The UMAP Journal, 1984.)

a) Hallar dA/dt y 0A/0h cuando t = 30° y h = 0,80.

b) ;Quién influye mds sobre A, la temperatura del
aire o la humedad? Explicar la respuesta.

Utilidad marginal La funcién utilidad U = f(x, y)
mide la satisfaccion (utilidad) que encuentra una perso-
na al consumir dos productos x e y. Supongamos que

U=-5x%+ xy - 3y?

84.

85.

a) Calcular la utilidad marginal del producto x.

b) Determinar la utilidad marginal del producto y.

¢) Cuando x =2 ey = 3, una persona ;debe consumir
una unidad mds de x o de y? Razonar la respuesta.

d) Usar una calculadora para representar la funcion.
Interpretar las utilidades marginales de los pro-
ductos x e y graficamente.

Ley de los gases ideales La ley de los gases ideales
establece que PV = nRT, siendo P la presi6n, V el vo-
lumen, n el nimero de moles de gas, R una constante
(la constante del gas) y T la temperatura absoluta. Pro-
bar que

oT 0P 3V _

oP 3V oT

Consideremos la funcién

xy(x? - y%)

x4+ y?

v (x,y) # (0, 0)
flo,y) =
0, (x, y) =0, 0

a) Hallar f (x, y) y f,(x, y) para (x, y) # (0, 0).
b) Usando la definicién de las derivadas parciales,
hallar £,(0, 0) y £,(0. 0).

[Awda: £40,0) = lim @%M]

¢) Usando la definicién de las derivadas parciales,
calcular £, (0, 0) y £,.(0, 0).

d) A la vista del Teorema 12.3 y del resultado de ¢),
(qué se puede decir acerca de f,, o de f,.?

¢ Verdadero o falso? En los Ejercicios 86-89, discutir si el
enunciado es correcto o no. Si no lo es, explicar la razén o
dar un ejemplo que muestre su falsedad.

86.
87.

88.

89.

90.

Siz=f(x,y)y dz/0x = dz/dy, entonces z = c(x + y).

Siz =f(x)g(y), entonces (9z/0x) + (0z/dy) =f ' (x)g(y) +
+ f(0)g' ().
2

F4
Si z = ¢, entonces = (xy + D)e™.
Oyox

Si una superficie cilindrica z = f(x, y) tiene sus rectas
generatrices paralelas al eje y, entonces 0z/0y = 0.

Sea f(x, y) = jv 1+ t2dt. Hallar f.(x, ¥) y f,(x, »)-

x
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CONTENIDO =

Incrementos y diferenciales =
Diferenciabilidad =
Aproximacién por diferenciales =

124

Diferenciales

Incrementos y diferenciales

En esta seccidn generalizamos a funciones de varias variables las nociones de
incremento y diferencial. En la Seccidn 3.9, la diferencial de y = f(x) se definid
como

dy = f'(x) dx
Para funciones z = f(x, y) de dos variables se va a utilizar una terminologia

similar. Esto es, Ax y Ay son los incrementos de x e y, y el incremento de z
viene dado por

Az=f(x+ Ax, y + Ay) - f(x, y) Incremento de z
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Funciones de varias variables

Esta definicién se extiende de manera obvia a funciones de tres o més
variables. Asi, si w =f(x, y, z, u), entonces dx = Ax, dy = Ay, dz = Az, du=Au,y
la diferencial total de w es

ow ow ow ow
dw=—dx + —d —d. —d
LRI PR Vs A S Vi

EJEMPLO | Célculo de la diferencial total

a) La diferencial total dz para z = 2x sen y — 3x%y* es

0z 0z
dz =—dx +—
Z o x+aydy

= (2 seny — 6xy?) dx + (2x cos y — 6x2y) dy
b) La diferencial total dw para w = x> + y* + z° es

=2xdx +2ydy + 2zdz O

Diferenciabilidad

En la Seccién 3.9 vimos que para una funcién derivable y = f(x), se puede
utilizar (para Ax pequeiios) la diferencial dy = f’'(x) dx como aproximacién del
valor del incremento Ay = f(x + Ax) — f(x). Cuando una funcién de dos varia-
bles admite una aproximacion andloga se dice que es diferenciable, como se
recoge en la préxima definicién.
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EJEMPLO 2 Demostracidn de que una funcion es diferenciable

Probar que la funcién f(x, y) = x? + 3y es diferenciable en todo punto del plano.

Solucion:  Llamando z = f(x, y), el incremento de z en un punto arbitrario (x, y)
del plano es

Az=fx+ Ax,y + Ay) - f(x, )
= (% + 2xAx + Ax?) + 3(y + Ay) - (<% + 3y
=2xAx + Ax? + 3Ay
= 2x(Ax) + 3(Ay) + Ax(Ax) + O(Aiv)
=[x M Ax + f(x, Ay + ¢, Ax +’82Ay

donde &; = Axy &, =0. Como ¢, — 0y ¢, — 0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0), se
sigue que fes diferenciable en todos los puntos del plano. O

Debe tenerse cuidado al consultar textos de Matemdticas, ya que en mu-
chos de ellos se utiliza el término «diferenciable» en el caso de una variable
como sinénimo de derivable. Con ese convenio, una funcién de una variable
resulta ser diferenciable simplemente por tener derivada. Bien al contrario,
para que una funcién de dos variables sea diferenciable, no basta (véase Ejem-
plo 5) que existan sus derivadas parciales f,, Jy- El préximo teorema proporcio-
na condiciones suficientes para garantizar la diferenciabilidad de una funcién
de dos variables.

X 1
¥ '

§ !

! ]

! I

! |

i 1

1 i

f I

! i

T S
H ! e
1 T

'

1

./5<‘—"(x + Ax,y + Ay)
AT G+ A,y

FIGURA 1231
Az=flx+ Av,y + Ay) - flx, y).

N S

Demostracidn: ~ Sea S la superficie definida por z = f(x, y), conf, f, y Jf, continuas
en (x, y). Sean A, By C puntos de S (Figura 12.31). De la figura se deduce que
el cambio en fentre A y C viene dado por

Az =f(x + Ax, y + Ay) - f(x, y)
=[fx+Ax,y) = f, W]+ [f(x + Ax, y + Ay) - f(x + Ax, y)]

= Az, + Az,

Entre A y B, y es constante y x cambia. Por tanto, del teorema del valor medio
se sigue que existe un valor x, entre x y x + Ax tal que

Az; =f(x + Ax, y) - f(x, y) = filx,, y)Ax

Andlogamente, entre B y C, x es constante e y cambia, luego hay un valor Y1
entre y € y + Ay para el cual

Azy =f(x+ Ax,y + Ay) - f(x + Ax, y) = f,(x + Ax, y)Ay
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FIGURA 1232
El cambio exacto de 7 es Az. Este cambio puede
aproximarse por la diferencial dz.

Funciones de varias variables

Combinando esos dos resultados obtenemos
Az = Az, + Az, = flxy, WAX + f(x + Ax, yAy
Si definimos &; y ¢, como

e =fn Y = finy) Yy &=L+ Ay - [ Y)
se sigue que

Az = Az + Az, = [ + fllx, WIAX + [e; + filx, Ay
= [filx, Y Ax + f,(x, )AY] + &, Ax + &,Ay

De la continuidad de f, y de f,, yde x < x; S x+Axey <y < y+ Ay, se
sigue que &; — 0y &, — 0 cuando Ax — 0y Ay — 0. Asf pues, f es, por
definicion, diferenciable. O

Aproximacion por diferenciales

El Teorema 12.4 viene a decir que tomando (x + Ax, y + Ay) suficientemente
cercano a (x, y) podemos conseguir que &;Ax y &,Ay sean insignificantes. En
otras palabras, para Ax, Ay pequefios, podemos usar la aproximacion

Az ~ dz

La Figura 12.32 ilustra esta aproximacién. Recordemos que las derivadas par-
ciales 0z/0x y 0z/dy dan las pendientes de la superficie en las direcciones x e y.
Eso significa que

representa el cambio en altura de un plano tangente a la superficie en el punto
(x, y, f(x, y)). Como un plano en el espacio viene representado por una ecua-
ci6n lineal en las variables x, y, z, la aproximacion de Az por dz se dice que es
una aproximacién lineal. Volveremos a esta interpretacién geométrica en la
Seccién 12.7.

EIEMPLO 3 Aproximacion mediante la diferencial

Utilizar la diferencial para estimar el cambio de

z= /4__x2_y2

cuando (x, y) se desplaza desde el punto (1, 1) hasta el punto (1,01, 0,97).
Comparar esta aproximacion con el cambio exacto de z.
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SO+ Ax, y + Ay)

S y)

(L 1)
(1,010,97)

FIGURA 12.33

Cuando (x, y) cambia del punto (1, 1) al
punto (1,01, 0,97), el valor de f(x, y) cambia
aproximadamente en 0,0137.

Diferenciales 1139

Solucion: Haciendo (x, ) = (1, 1) y (x + Ax, y + Ay) = (1,01, 0,97) vemos que
dx=Ax=001 y dy=Ay=-0,03

Asi pues, el cambio en z puede estimarse como

Az ~ dz
0z 0z
=Zdv+ —d
a Y
=__L_M+_LA},
4_-x2_y2 4_x2___y2

Cuando x =1 ey = 1, se tiene
1

NG

Az x ——\}TZ. 0,01) -
0,02
V2
= /2(0,01)

~ 0,0141 Aproximacién de Az por dz

(-0,03)

En la Figura 12.33 vemos que el cambio exacto corresponde a la diferencia de
altura entre dos puntos de un hemisferio, diferencia que viene dada por

Az = f(1,01,0,97) - £(1, 1)
=4~ (1,012 - (097)% - \J4 - 12~ 12
~ 0,0137 Valor de Az O

Una funcién de tres variables w = f(x, y, ) se dice que es diferenciable en
x, v, 2)si

Aw =fx+ Ax, y+ Ay, 2+ Az) ~ f(x, v, 2)
puede expresarse en la forma
Aw = fAx + fLAy + LAz + ¢, Ax + &,Ay + e5Az

donde ¢, &, y €5 — 0 cuando (Ax, Ay, Az) — (0, 0, 0). Con esta definicién de
diferenciabilidad, el Teorema 12.4 admite la siguiente extensién a funciones de
tres variables: si f es una funcién de x, y, z con f, f,, S, ¥ /. continuas en una
region abierta R, entonces f es diferenciable en R.

En la Seccién 3.9 utilizamos las diferenciales para estimar el error propaga-
do producido por un error en la medida. Esta aplicacién de las diferenciales
vuelve a ser posible ahora, como ensefia el Ejemplo 4.

EJEMPLO 4 Andlisis de errores

Se han medido las dimensiones de una caja rectangular con una cota de error
de 0,1 mm. Los resultados de las medidas (en centimetros) aparecen en la
Figura 12.34. Estimar mediante dV el error propagado y el error relativo al
calcular el volumen de la caja.
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i Solucign:  El volumen de la caja es V = xyz, de modo que
% OV ov
av="Lax+ 2 S
ox 0z

=yzdx+xzdy+xydz

Como 0,1 mm = 0,01 cm, vemos que dx = dy = dz = 0,01, luego el error
propagado es aproximadamente

FIGURA 1234
Volumen = xyz. dV = (20)(15)(x0,01) + (50)(15)(x0,01) + (50)(20)(x0,01)

= 300(x0,01) + 750(x0,01) + 1.000(x0,01)
= 2.050(x0,01) = £20,5 cm®

Como el volumen medido es
= (50)(20)(15) = 15.000 cm?
el error relativo, AV/V, es aproximadamente

AV _dV 205
v~ vV 15000

~ 0,14 por 100 a

Igual que para funciones de una variable, si una funcién de varias variables
es diferenciable en un punto, necesariamente es continua en él.

Demostracién: ~ Sea f diferenciable en (x,, yo). Denotando z = f(x, y), se tiene
Az = [ f(xg, ¥o) + &11Ax + [f(x0, Yo) + &1y

donde ¢, y &, — 0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0). Ahora bien, por definicion,
sabemos que Az viene dado por

Az = f(xy + Ax, yo + Ay) = f(xq, ¥o)
Tomando x = x, + Ax e y = y, + Ay obtenemos

fx, y) = fxo, yo) = [filxgs Yo) + &y Ax + [.fy(XO’ Yo) + &]Ay
= [ filxo. Yo) + €,1(x = xg) + [fy(xq, Yo) + &1y = ¥o)

Tomando el limite para (x, ¥) = (x,, yo), S€ ve que

lim  f(x, y) =f(xg, Yo)

(6, ¥) = (xg, ¥g)

lo cual significa que fes continua en (x,, yo)- (|
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Recordemos que la existencia de f, y de f, no es suficiente para garantizar
que f sea diferenciable, como pone de relieve el préximo ejemplo.

EJEMPLO 5 Una funcion no diferenciable

Probar que £,(0, 0) y £,(0, 0) existen, pero f no es diferenciable en (0, 0), para la
funcién

"= si (xy) # (0,0)
Jfxy) =
0, s (x y) = (0, 0)

Solucion:  Para demostrar que fno es diferenciable en (0, 0) basta ver que no es
continua en ese punto. A tal fin, miramos los valores limite de f(x, y) por dos
caminos que tienden hacia (0, 0), como ilustra la Figura 12.35. Por larecta y = x,
el limite es

. -3x2 3
lim f(x,y)= lim > =~
(x. x)=(0, 0) (x,%=(0,0) 2x 2
mientras que por la recta y = —x es
. , 3x* 3
T lim fx, y) = lim 5=
— W (X, =x)~(0,0) (x. —0=©0.0 2x* 2

ol

[[7

Ill",'
"'II
i,
i

gy
i

17
"I
V/
/i

Por tanto, el Iimite de f(x, y) cuando (x, y) — (0, 0) no existe, de donde conclui-

-
=
7=
////ﬂ‘//ﬁ
.‘..‘
U7
ey
""
0
<

RN \‘\%55555 mos que f no es diferenciable en (0, 0). Por otra parte, de acuerdo con la defini-
\\\\\:\i::\i;a? cién de las derivadas parciales tenemos
f(Ax, 0) - £(0, 0) 0-0
0,0) = Ii = lim ——=0
10, 0) A}IP() Ax Axl IEI() Ax
y
. SO, A)-f0,00 . 0-0
0,0)=1 = lim ——=
fy( ) A}TO Ay A;Lno Ay

En consecuencia, las derivadas parciales en (0, 0) existen.

Por larecta y =—x
f(x, y) tiende a 3/2

y

Por larectay =x
S(x, y) tiende a —3/2

FIGURA 12.35 ]



1142 Capitulo 12 Funciones de varias variables

Ejercicios de la Seccién 12.4

En los Ejercicios 1-10, hallar la diferencial total.

X
1. z=3x%3 2. z=—
y
3 -l 4 *
. = . Z=¢€ sen
X2+ y? Y
5. Z=XCOSy—yCOSX 6. z=h(X V- Y
7. w=2z7% senx 8. w=e"cosy+z
X +
9. w= Y 10. w = x%yz? + sen yz
7= 2y

En los Ejercicios 11-16, a) evaluar f(1, 2) y f(1,05, 2,1) y
calcular Az, y b) usar la diferencial total dz para estimar Az.

12. f(x, y) = J/x? + y*

1. fx,v)=9-x*- y?

13. f(x,y)=xseny 4. flx,y)=xy
15. o y) = 3x— 4y 16. f(x, ==
y

En los Ejercicios 17-20, tomar z = f(x, y) de forma adecuada
y usar la diferencial total para aproximar la cantidad pro-
puesta.

17. J5,057+ G- /52 +32
18. (2,03)%(1 + 8,9) - 2%(1 + 9)°
1- (3,05 1-3
(5,95) 6°
20. sen [(1,05) + (0,95)%] - sen (12 + 1)

19.

21. Area El drea del rectangulo de la figura es A = [h.
Hallar dA e identificar en la figura las regiones cuyas
dreas corresponden a los términos de dA. ;Qué regién
representa la diferencia entre AA 'y dA?

FIGURAE2i FIGURAE22

22.

23.

25.

26.

27.

Volumen El volumen del cilindro circular recto de la
figura es V = nr?h. Hallar 4V e identificar en la figura
los sélidos cuyos volimenes corresponden a los térmi-
nos de dV. ;Qué sélido representa la diferencia entre
AVy dV?

Andlisis numérico Al construir un cono circular rec-
to de altura h = 6 y radio r = 3, se cometen errores Ary
Ahen el radio y en la altura, respectivamente. Comple-
tar la tabla para mostrar la relacién entre AV'y dV para
los errores que se especifican.

AV-dv
0
Ar Ah dVodS |AVo AS| AS-dS
0,1 0,1
0,1 -0,1
0,001 0,002
-0,0001 | 0,0002

Andlisis numérico Al medir la altura y el radio de un
cono circular recto se han obtenido los resultados i = 20
metros y r = 8 metros. En el proceso de medida se han
cometido errores Ah y Ar, respectivamente. Si S denota
el 4rea lateral del cono, completar la tabla anterior para
poner de manifiesto la relaci6n entre AS y dS para los
errores indicados.

Volumen El radio r y la alura h de un cilindro cir-
cular recto se miden con errores maximos posibles
del 4 por 100 y del 2 por 100, respectivamente. Esti-
mar la cota de error porcentual que resulta para el
volumen.

Coordenadas rectangulares a polares En un mapa se
han colocado unos ejes de coordenadas rectangulares en
los que el punto de interés tiene coordenadas (8,5, 3,2).
Hay un posible error de 0,05 en cada coordenada. Apro-
ximar el error maximo posible en las coordenadas pola-
res de ese punto.

Area En un tridngulo, las medidas de dos lados adya-
centes arrojan unos valores de 3 y 4 pulgadas, y la del
4ngulo entre ellos /4. Los posibles errores de medida
son de 1/16 pulgadas en los lados y 0,02 radianes en el
angulo. Estimar el error maximo posible en el célculo
de su drea.
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28. Aceleracién La aceleracion centripeta de una parti-

29,

30.

AN
18 pulgadg'

FIGURAE30

31.

cula que se mueve por un circulo es

donde v es la velocidad y r el radio del circulo. Estimar
el mdximo error porcentual en la aceleracion si las co-
tas de error en v y r son del 2 por 100 y del 1 por 100,
respectivamente.

Potencia 1a potencia eléctrica viene dada por

EZ
P=—
R

donde E es el voltaje y R la resistencia. Aproximar el
mdximo porcentaje de error posible al calcular la po-
tencia para un voltaje de 200 voltios y una resistencia
de 4.000 ohmios, si los posibles errores en las medidas
de E'y R son 2 por 100 y 3 por 100, respectivamente.

Volumen Un abrevadero de 16 pies de largo (véase
figura) tiene secciones en forma de tridgngulo isésceles,
cuyos lados iguales miden 18 pulgadas y el angulo en-
tre ellos es 6.

a) Expresar el volumen del abrevadero en funcién de
0 y hallar el valor de 0 para el cual el volumen es
maximo.

b) Estimar el cambio en el volumen maximo si el
error mdximo cometido en las medidas de longitud
es de media pulgada y en el dngulo de 2°.

18 pulgadas

(no esta a escala)

FIGURAE31

Béisbol Un jugador de béisbol se encuentra a 330

pies de una cdmara de television. Un bateador, situado

junto a la cdmara, golpea una pelota hasta una distancia
de 420 pies (véase figura).

a) Aproximar la distancia que debe correr el jugador
de campo para alcanzar la pelota, sabiendo que la
cdmara ha girado 9° para seguir la carrera del ju-
gador.

b) Estimar el maximo error posible en el resultado
del apartado a) si la posicién del jugador de campo
puede tener hasta 6 pies de error y el dngulo girado
por la cdmara hasta 1° de error posible.

32.

33.

34.

35.

36.

1143

Resistencia Dos resistencias conectadas en paralelo
producen una resistencia total R dada por

1 1
= — 4 —
Rl RZ

|-

Aproximar el cambio en R cuando R, crece de 10 a
10,5 ohmios y R, decrece de 15 a 13 ohmios.

Inductancia La inductancia L (en microhenrios) de
un hilo recto no magnético en el espacio libre es

2h
L =0,00021{ In — - 0,75
r

donde £ es la longitud del hilo en mm y r el radio
de su seccién. Estimar L cuando r=2+{5 mm y
h=100+ v§; mm.

Péndulo  El periodo T de un péndulo de longitud L es

T =2n./L/g, donde g denota la aceleracién de la gra-
vedad. Un péndulo se lleva desde la zona del Canal,
donde g = 32,09 pies/s® a Groenlandia, donde g = 32,24
pies/s®. Debido al cambio de temperatura, la longitud
del péndulo cambia de 2,5 a 2,48 pies. Aproximar el
cambio que sufre el periodo del péndulo.

Para pensar La figura muestra un rectingulo y sus

medidas aproximadas.

a) Dibujar una estrecha franja adosada a él que co-
rresponda a un pequefio aumento de su longitud.

b) Dibujar otra estrecha franja adosada a él que co-
rresponda a un pequeiio aumento de su anchura.

¢) Usar los resultados de los apartados a) y b) para
averiguar cudl de las dos medidas tiene mayor
efecto sobre el drea A del rectdngulo.

d) Verificar la respuesta analiticamente calculando
dA sidl=0,01ydh=001.

I 6 cm {

Para pensar Consideremos la conversién del punto
dado en polares por (5 + 0,05, /18 + 0,05) a coordena-
das rectangulares (x, y).

@) Determinar, por un argumento geométrico, si la
precisién en x depende mds de la precisién en r o
de la precision en 0. Comprobar la respuesta anali-
ticamente.

b) Determinar, por un argumento geométrico, si la
precision en y depende maés de la precisién en r o
de la precision en 6. Comprobar la respuesta anali-
ticamente.
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37. Redaccién A la vista de los resultados de los Ejerci-
cios 35 y 36, explicar en unas lineas la importancia de
efectuar medidas precisas y de identificar aquellas va-
riables que producen mayores efectos en la férmula
que va a ser aplicada.

38. Un problema interdisciplinar Considere medidas y
férmulas que esté utilizando o haya utilizado en otros
cursos de Ciencias o de Ingenierfa. Explique cdmo usar
las diferenciales en esa situacién con el fin de estimar
los posibles errores propagados.

En los Ejercicios 39-42, demostrar que la funcién es diferen-
ciable, hallando los valores &, y &, que requiere la definicion
de diferenciabilidad, y comprobar que &, y &, — 0 cuando
(Ax, Ay) — (0, 0)

12.5

39, flx, ) =x*-2x+Yy
41. flx, y) = X7y

40. f(x,y)=x2+y’
42, flx,y)=5c-10y+y’
En los Ejercicios 43 y 44, usar la funcién para probar que

a) 0, 0)y £,(0, 0) existen, pero que b) fno es diferenciable
en (0, 0).

3xly
G W #00
43. f(x,y) =
0, @y = (0,0
2.2
xix+yy4 @, y) # (©,0)
4. f(x,y)=
0, ) =, 0

CONTENIDO =

Reglas de la cadena para funciones de varias
variables *
Derivacién parcial implicita =

Reglas de la cadena para funciones de varias variables

Reglas de la cadena para funciones de varias variables

El manejo de las diferenciales en la seccién anterior abre la puerta a la
extensién de la regla de la cadena a funciones de dos variables. Hay dos
casos, el primero de los cuales trata una funcién w de x e y, donde x € y son
funciones de una variable independiente ¢. (Este teorema se demuestra en el

apéndice.)

FIGURA 12.36
Regla de la cadena: una variable dependiente w cs

funcién de x ¢ y, que son a su vez funciones de .
Este diagrama representa la derivada de w tespecto de 1.

| Nota. Esta regla de la cadena puede representarse en esquema como muestra la
5 Figura 12.36.

EJEMPLO | La regla de lu cadena con una variable independiente

Seaw = x%y — y*, donde x = sen £, y = ¢'. Calcular dw/dt cuando t = 0.
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Solucion: ~ Por la regla de la cadena para una variable independiente que acaba-
mos de ver, podemos escribir

dw Ow dx ow dy

dr ox dr " dy dt
= 2xy(cos ) + (x* = 2y)e’

Cuando 1 =0,x=0ey =1, asi que

dw
T =0=-2==2 H
dt

Las reglas de la cadena que introducimos en esta seccién proporcionan
métodos alternativos para resolver muchos problemas del célculo de una varia-
ble. Asi, en el Ejemplo 1 podriamos haber utilizado las técnicas de una variable
para hallar dw/dt expresando w como funcién de z:

w=x%y - y?
= (sen H)*(e") - ()’

=¢'sen’ t - e

y derivando a continuacién (hagalo como ejercicio).

La regla de la cadena del Teorema 12.6 puede extenderse a cualquier ni-
mero de variables. Por ejemplo, si cada x; es funcién de una sola variable ¢,
entonces para

w=flxg, Xy, .00s X,)
se tiene

dw _ 0w dx; 0w dx, Ow dx,

- - —=

dr Ox, dt 0Ox, dt +m+0xn dt

EJEMPLO 2 Aplicacion de la regla de la cadena a ritmos de cambio relacionados

Dos objetos se mueven por trayectorias elipticas de ecuaciones paramétricas

xy=4cost e y =2sent Primer objeto

x,=2sen2t e y,=3cos2t Segundo objeto

(A qué ritmo estd cambiando la distancia entre ellos cuando ¢ = n?
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FIGURA 12.37
Trayectorias de dos objetos en orbitas elfpticas.

Funciones de varias variables

Solucion:  En la Figura 12.37 vemos que la distancia s entre los dos objetos es

§ = \/(xz - x1)2 + (¥, - )’1)2

y cuando f = 7, tenemos x; = -4, y, =0, x, = 0, y, = 3, luego

s=JO0+H*+3-02=5

Cuando ¢ = 7