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Logica Digital

La légica es una disciplina que estudia la estructura, el fundamento y el uso de las
expresiones del lenguaje humano. Se usa en el diario vivir y una de sus principales
tareas es la de proporcionar las reglas por medio de las cuales se puede determinar
cuando un razonamiento o argumento es vélido. Otro ejemplo donde la légica juega
un papel fundamental es en el disefio de circuitos digitales. También es fundamental
en matematicas y en sus demostraciones

Proposiciones

Una proposicidn es un enunciado o una oracién que puede ser falsa o verdadera pero
no ambas a la vez. Una proposicion es verificable, por ende, es un elemento
fundamental de la I6gica matematica y de la |dgica digital.

A continuacion se tienen algunos ejemplos de enunciados que son proposiciones y
algunos que no lo son, se explica el porqué algunos de estos enunciados no son, como
tal, proposiciones. Las proposiciones se indican por medio de una letra minudscula, dos
puntos y la proposicidn propiamente dicha. Por ejemplo.

p: La tierra es plana.

g:-12+28=21

rx>y+1

s: El Cortulua sera campedn en la presente temporada de Futbol colombiano.
t: Hola éQué tal?

v: Bogota es la capital de Colombia

w: Lava el coche, por favor.

Los incisos p y q sabemos que pueden tomar un valor de falso o verdadero; por lo
tanto son proposiciones validas. El inciso r también es una proposicién valida, aunque
el valor de falso o verdadero depende del valor asignado a las variables x y y en
determinado momento y v es una proposicion verdadera. La proposicién del inciso s
también esta perfectamente expresada aunque para decir si es falsa o verdadera se
tendria que esperar a que terminara la temporada de futbol. Sin embargo los
enunciados t y w no son validos, ya que no pueden tomar un valor de falso o
verdadero, uno de ellos es un saludo y el otro es una orden

Oraciones que son proposiciones:
a. Elsemaforo esta verde.

Los autos pueden avanzar.

Hoy es 17 de marzo.

Hoy es jueves.

4 es un numero par.

® oo o

Oraciones que no son proposiciones:
a. Deténgase.
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b. Quien viene?
c. Esdivertido este curso?
d. Six*=9 entonces x=3

Conectores Lagicos Y Proposiciones Compuestas

Las proposiciones anteriores son todas, proposiciones simples. Para obtener
proposiciones compuestas se deben ligar o combinar mas de una proposicion simple.
Existen conectores u operadores ldgicos que permiten formar proposiciones
compuestas (formadas por varias proposiciones simples).

Las proposiciones compuestas son de algunos de los tres tipos siguientes:

Definicion 1

Una proposicion compuesta es una ley ldgica o tautoldgica si es verdadera
independientemente de los valores de verdad que se asignen a las proposiciones
simples que la componen. Es decir que una ley ldgica o tautologia es una proposicién
que es verdadera en cualquier circunstancia.

Definicion 2

Una proposicion compuesta es una contradiccion si es falsa independientemente de
los valores de verdad que se asignen a las proposiciones simples que la componen. Es
decir que es falsa en cualquier circunstancia.

Definicion 3
Una proposicion compuesta es contingencia si no es una tautologia ni una
contradiccion.

Una tabla de verdad muestra los valores de verdad de una proposicién compuesta
para todos los posibles casos, de verdad o falsedad, de las proposiciones simples. En
el lenguaje coloquial una misma expresidén puede darse de distintas formas. En logica
dos proposiciones compuestas son légicamente equivalentes si tienen igual valor de
verdad, para el mismo juego de verdades de las proposiciones simples que la
componen. Formalmente,

Definicion 4
Dos proposiciones p y g son légicamente equivalentes, lo denotamos p = q; si tienen
la misma tabla de verdad.

Definicion 5
La negacion de la proposicion p, es la proposicidon ~ p (se lee no p) que es verdadera
cuando p es falsa, y es falsa cuando p es verdadera
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Los operadores o conectores basicos son: y, o, no, no o, no y, o exclusiva, no o
exclusiva.

a. Operador and (y) - Operacion Conjuncién
Se utiliza para conectar dos proposiciones que se deben cumplir (ser verdaderas) para
que se pueda obtener un resultado verdadero. Su simbolo es: {U, un punto (.), un
paréntesis, o también, C }. Se le conoce como la multiplicacién ldgica (en la
matematica booleana):

Algunos ejemplos son:

1. La proposicion "El coche enciende cuando tiene gasolina en el tanque y tiene
corriente la bateria" estad formada por dos proposiciones simples: gy r

g: Tiene gasolina el tanque.
r: Tiene corriente la bateria.

Con p: El coche enciende.

De tal manera que la representacion del enunciado anterior usando simbologia légica
€s como sigue:

p=qUr

Su tabla de verdad es como sigue:

ool |la
oOllrr||lo|lr|=
Ollo||o|r|IT

Donde;
1 =verdadero 0 = falso

En la tabla anterior el valor de g = 1 significa que el tanque tiene gasolina, r = 1
significa que la bateria tiene corriente y p = g U r = 1 significa que el coche puede
encender. Se puede notar que si g o r valen cero implica que el auto no tiene gasolina
o no tiene corriente la bateria y que, por lo tanto, el carro no puede encender.

2. La ciudad x estd en Francia y es su capital es una proposicion compuesta por las
proposiciones simples:
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p: La ciudad x estd en Francia. Qué es verdadera solo para todas las ciudades x que
estén en Francia de lo contrario sera falsa y,

r: La ciudad x es capital de Francia. Qué es verdadera solo si x es Paris de lo contrario

sera falsa

Con ello la proposicién compuesta g: p U r serd verdadera solo si x es Paris, de lo
contrario sera falsa, como lo muestra la tabal correspondiente.

-
n
T

(e
-

ool ~|lT
oflr|lof -
oflo|lo|l ~|le

El operador y en la teoria de conjuntos equivale a la operacién de interseccién, por
ello se le puede representar como lo muestra la figura siguiente:

N

p . r
pUr

También tiene representacién circuital con interruptores, como aparece en la figura
siguiente. Si los dos interruptores estan cerrados (indicando verdadero o "1" légico) la
[dmpara se enciende de lo contrario no.

i o e

Fuente de
voltaje

Circuito con interruptores que representa la funcion légica
Conjunciéon (AND)p U r
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b. Operador Or (o) — Operacion Disyuncion

Con este operador se obtiene un resultado verdadero cuando alguna de las
proposiciones es verdadera. Se indica por medio de los siguientes simbolos: {U ,+,E }.
Se conoce como la suma légica en el Algebra Booleana. En términos literales se
comporta como y/o. Por ejemplo:

1. Sea el siguiente enunciado "Una persona puede entrar al cine si compra su boleto u
obtiene un pase". Donde.

p: Entra al cine.
g: Compra su boleto.

r: Obtiene un pase.

La proposicién compuesta es p: g v ry la tabla de verdad representativa es:

.q .r p:qUr
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

La Unica manera en la que no puede ingresar al cine (p = 0), es que no compre su
boleto (g = 0) y que, ademads, no obtenga un pase (r = 0).

2. Con la proposicién

m: Iré al estadio si juega Santa fé o me invitan
Compuesta por las proposiciones:

p: Juega Santa Fé

g: Me invitan al estadio

Se obtiene la proposicion compuesta cuya notacién es:

.m:pvq
La tabla de verdad correspondiente es:

ol ol ~| +
ol »| off »
ol ||+
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En cualquier caso la operacion OR o la disyuncion se asimila a la operacion Unién
entre conjuntos, por ello en diagrama de Venn se representa, asi

Diagrama de Venn de una Disyuncion p n q

Y en circuito de conmutacion, asi:

>
p @@L
o
q

Representacion circuital de una disyuncion (OR)p v q

De tal suerte que es suficiente con que uno de los dos interruptores este cerrado para
obtener un "1" ldgico, es decir, que la ldmpara encienda.

c. Operador Not (no) — Operacion negacion

Su funcién es negar la proposicion. Esto significa que si alguna proposicién es
verdadera y se le aplica el operador not se obtendra su complemento o negacion
(falso). Este operador se indica por medio de los siguientes simbolos: {, @ ,- }. Por
Ejemplo.

1. Teniendo la proposicion :
p: La capital de Francia es Paris (p = 1),
su negacién sera :
p’: no es la capital de Francia Paris(p’= 0)

2. Para
p: 2x4 =6 (p = 0)
p’:2x4 £6 (p' =1)
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BN CI
I

Con 1 verdadero y 0O falso.

También, tiene expresion en la teoria de conjuntos y es el denominado complemento,
cuyo diagrama de Venn es:

|

P

Diagrama de Venn Operador not - Negacion

En términos de circuito su representacion serd, como aparece en la figura siguiente,
Cuando se cierra p ("1" Iégico) el led se apaga(falso o "0" l6gico) y si p se abre("0"
I6gico) el led se enciende (verdadero o "1" ldgico).

AYAvAN

?

Representacion circuital de una negacion (NOT) p’

d. La O exclusiva (Disyuncion exclusiva)

Es el operador que conecta dos proposiciones en el sentido estricto de la "o" literal, o
es blanco o es negro; es o no es.

El operador se denomina XOR, cuyo funcionamiento es semejante al operador or con
la diferencia en que su resultado es verdadero solamente si una de las proposiciones
es cierta, cuando ambas son verdaderas el resultado es falso, igual si las dos son
falsas. Se nota como A. Algunos ejemplos son:

1. r: Antonio canta o silva
La proposicidén esta compuesta por las proposiciones

p: Antonio Canta
y g: Antonio silva
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Su notacién es: p: rA g

Y su tabla de verdad sera:

p q r=pAq
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0

La XOR o disyuncién exclusiva se asimila a la operacion Unién exclusiva entre
conjuntos, por ello en diagrama de Venn se representa, asi

.PpAq
Diagrama de Venn de una Disyuncion exclusiva (XOR)

Y en circuito de conmutacion, asi:

= ' ' >

f
I

Representacion circuital de una disyuncion exclusiva XORp A q
El led sera encendido si los interruptores estan en posiciones contrarias de cualquier
otra forma se conservara apagado ("o" logico)

e. Combinaciones con negadora.
Con ayuda de estos operadores basicos se pueden formar los operadores compuestos
Nand (combinacién de los operadores Not y And), Nor (combina operadores Not y Or)

y Xnor (resultado de Xor y Not).

e Operador NAND — Conjuncion negada
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Se utiliza para conectar dos proposiciones que se deben cumplir (ser verdaderas) para
que se pueda obtener un resultado falso, en cualquier otro caso la proposicion
compuesta es verdadera. Su simbolo es: {(U ), (.), (C)'}.

De tal manera que la representacién de una proposicién queda como sigue:

p=(qUr)

Cuya tabla de verdad es complemente contraria a la conjuncion

.q r [p=(qUr)
1 1 o
1 o [z
0 1 |1
0 o |1

Donde: 1 = verdadero 0 = falso

El operador y negado en la teoria de conjuntos equivale a la operacién de
interseccion complementada, por ello se le puede representar en diagrama de Venn
como lo muestra la figura:

—
N AV /!
wu

s

(g

s
¥

(qUry
El conector NAND también tiene representacion circuital con interruptores, como
aparece en la figura. Si los dos interruptores estan cerrados (indicando verdadero o
"1" légico) el led se apaga ("0" logico) de lo contrario esta encendida ("1" ldgico). Su
comportamiento es completamente contrario a la conjuncién.



Légica Digital

bl g

Bt

? _

Circuito con interruptores que representa
la funcién Iégica Conjuncion(NAND) (q U r)’

e Operador NOR — Disyunciéon negada
Es el Inverso de la disyuncién, por ello, se obtiene con este operador un resultado
verdadero en el Unico caso que se obtenia falso en la disyuncidn, es decir, cuando las
proposiciones son falsas. En cualquier otro caso da un resultado falso. Se le indica por
medio de los siguientes simbolos: {(U ), (+)’, (E )’}. Se conoce como la suma ldgica
inversa en el Algebra Booleana.
La proposicién compuesta es
ri(pUaq)

y la tabla de verdad representativa es:

p g |[r=(p0q)

ol ol -~ ||
Ol |l O
=l Ol O ©

En cualquier caso la operacidon NOR o la disyuncidon negada se asimila a la operacion
Unidn entre conjuntos, pero, complementada; por ello en diagrama de Venn se
representa como en la figura siguiente, donde se considera como resultado todo lo
que en la disyuncidn no lo era, asi
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Diagrama de Venn de una Disyuncion negada
El circuito de conmutacién queda como en la figura siguiente.

La uUnica forma en que se ACTIVE el led("1" légico), es que ninguno de los
interruptores se cierre("1" ldgico) el led se conservard APAGADO("0" ldgico.

TAYAY

Representacion circuital de una disyuncion negada (NOR) (p v q)’
e Operador XNOR - Disyuncion exclusiva negada
Es el operador que niega al conector O exclusivo, asi , que tan solo es verdadera la
proposicién compuesta si, o, bien, las dos son verdaderas o las dos son falsas(mas
adelante veremos que también se denomina equivalencia).

El operador se denomina XNOR, Se nota como, algunos también lo notan como (A)".

La tabla de verdad sera:

p q r=poq
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

La XNOR o disyuncion exclusiva se asimila a la operacién Unién exclusiva pero
complementada, por ello el diagrama de Venn se representa, asi
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Diagrama de Venn de una Disyuncién exclusiva (XNOR)

Y en circuito de conmutacién, asi:

= L & (P XNOR 1)

Representacion circuital de una disyuncion exclusiva XNOR p oq

De manera que los dos interruptores en "1", o, los dos en "0" originan un estado
encendido "1" en el led; de lo contrario se conservara apagado "0".

Otros Conectores y operaciones légicas

a. Proposiciones condicionales.

Una proposicidon condicional, es aquella que estd formada por dos proposiciones
simples (o compuesta) py g. La cual se indica de la siguiente manera:

p => g Se lee "Si p, entonces, g"
Ejemplo.
El candidato administrativo dice "Si salgo electo Representante al CSU recibiran un
50% de aumento en su sueldo el préximo afio". Una declaracién como esta se conoce
como condicional. Su tabla de verdad es la siguiente:
Sean

p: Salgo electo Representante al CSU.

g: Recibiran un 50% de aumento en su sueldo el préximo afio.

De tal manera que el enunciado se puede expresar de la siguiente manera:
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p=>q

Su tabla de verdad queda de la siguiente manera:

.p .q p=>q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

La interpretacién de los resultados de la tabla es la siguiente:

Considere que se desea analizar si el candidato al CSU mintié con la afirmacion del
enunciado anterior.

Cuando:
p = 1; significa que salio electo,
g = 1 recibieron un aumento del 50% en su sueldo,

Por lo tanto p => q =1; significa que el candidato dijo la verdad en su campana.

Cuando
p =1y q=_0significa que p => q = 0; el candidato mintid, ya que salié electo y no se
incrementaron los salarios.

Cuando

p = 0y g =1 significa que aunque no salié electo hubo un aumento del 50% en su
salario, que posiblemente fue ajeno al candidato al CSU y por lo tanto; tampoco
mintié de tal forma que la proposicién p => q=1.

Cuando

p =0y g =0 significa que aunque no salid electo, tampoco se dio un aumento del 50%
en su salario, que posiblemente fue ajeno al candidato al CSU y por lo tanto; tampoco
mintié de tal forma que la proposicién p => q=1.

b. Proposicion bicondicional.
Sean p y g dos proposiciones entonces se puede indicar la proposicion bicondicional
de la siguiente manera:

p <=> g Selee"p, sisolosi, g"
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Esto significa que p es verdadera si y solo si g es también verdadera. O bien p es falsa
si y solo si g también lo es. Por Ejemplo; el enunciado siguiente es una proposicién
bicondicional

"Es buen estudiante, si y solo si; tiene promedio de cinco"
Donde:
p: Es buen estudiante.

g: Tiene promedio de cinco.
Por lo tanto su tabla de verdad es.

p q p<=>q
1 1 1

1 0

0 1 0

0 0 1

La proposicién condicional solamente es verdadera si tanto p como g son falsas o bien
ambas verdaderas. Es la misma Disyuncién exclusiva inversa o negada (XNOR).

Tablas de Verdad

Estas tablas pueden construirse haciendo una interpretacion de los operadores
légicos respectivamente. La interpretacion corresponde al sentido que estas
operaciones tienen dentro del razonamiento.

Puede establecerse una correspondencia entre los resultados de estas tablas y la
deduccidn légico matematica. En consecuencia, las tablas de verdad constituyen un
método de decision para chequear si una proposicién es o no un teorema.

Para la construccién de la tabla se asignara el valor 1(uno) a una proposicién ciertay 0
(cero) a una proposicion falsa.
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En la siguiente tabla mostramos las leyes ldgicas o tautologias mas usadas en el
calculo proposicional:
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Proposicién légicamente

Nombre Proposicién . Tautologia
equivalente
1 | Involucién o (v p) P (mp) e
. A Ap) e
2 | Idempotencia L IP ? (p/ ,P) p
PP r (pvp)ep
3 | Conmutatividad | 779 gAp (pAg) = (aAp)
pVg qvp (pVa)=(gvp)
4 | Asociatividad (pAg)Ar pAlgAT) pAg)ArspAlghr)
B (P\‘," q) o p\‘,’ f:g \‘,"r) (P\‘_f q‘) \f-’r@-p\"f (q\"f,r,)
5 | Distributividad (prg)vr (pvr)nlgvr) (phglvre(pvr)a(gyr)
(pVg)Ar (pAr)V (g Ar) (pVa)Ar< (pAr)V (gAr)
- Ve A g ~(pVg)= (wpA-g)
6 | Ley de De Morgan ; ’ \ ;
’ - - @Arg) “pVY g c(pAg)e (wpV - q)
7 | Contrareciproco P=q g = p (p=q)< (v gqg=p)
8 | Implicacién P=4q RS Vg (P =q) < (ﬂ )
9 | Ley de Absorcién lp A )V p] P (pAg)Velep
) [(p v g) Aol (pvg)rplep
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