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Algebra Booleana

Introduccion

La herramienta fundamental para el andlisis y disefio de circuitos digitales es el
Algebra Booleana. Esta algebra es un conjunto de reglas matematicas (similares en
algunos aspectos al dlgebra convencional), pero que tienen la virtud de corresponder
al comportamiento de circuitos basados en dispositivos de conmutacion
(interruptores, relevadores, transistores, etc).

El Algebra Booleana, es considerada una herramienta que permite en analisis y el
disefio de circuitos de forma digital. Aunque similar en muchos aspectos al algebra
gue conocemos, es el conjunto de unas reglas matemdticas que estdn sumamente
ligadas al comportamiento, uso y funcionamiento de circuitos basados en dispositivos
de toda clase.

En esta guia se presentan los postulados que definen el dlgebra booleana, expresando
en forma de teoremas los resultados mas importantes. De igual forma se presentan
también los tres ejemplos cldsicos de algebras boolenas (l6gica proposicional, dlgebra
de conjuntos, dlgebra de switches) y herramientas bdsicas como tablas de verdad y
diagramas de Venn.

1. Postulados Del Algebra Booleana

El Algebra de Boole, fue presentada originalmente por el inglés George Boole, en el
afio de 1854 en su articulo "An Investigation of the Laws of Thoght ... ", sin embargo,
las primeras aplicaciones a circuitos de conmutacion fueron desarrolladas por Claude
Shannon en su tesis doctoral "Andlisis simbdlico de los circuitos de conmutacion y
relés" hasta 1938.

A continuacidn se presentan los postulados fundamentales del dlgebra de Boole

Postulado 1. Definicion. El dlgebra booleana es un sistema algebraico definido en un
conjunto B, el cual contiene dos o mas elementos y entre los cuales se definen dos
operaciones denominadas "suma u operaciéon OR" ( + )y "producto o multiplicacion u
operacion AND" (), las cuales cumplen con las siguientes propiedades:

a.a=a--a+a=a
Postulado 2. Existencia de Neutros. Existen en B el elemento neutro de la suma,
denominado O y el neutro de la multiplicaciéon, denominado 1, tales que para

cualquier elemento x de s:

x+0=x(b)x.1=x
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Postulado 3. Conmutatividad (la conmutatividad menciona que el orden de los
elementos no afecta el resultado). Para cada x, y en B:

x+y = y+x (b) X y =y x
Postulado 4. Asociatividad. Para cada x, y, zen B:
x+(y+z)=(x+y)+z(b)x(yz)=(xy) z
Postulado 5. Distributividad. Para cada x,y, zen B:
x+(y z)=(x+y) (x+z) (b) x (y+z)=(x y)+(x z)

Postulado 6. Existencia de Complementos. Para cada x en B existe un elemento
Unico denotado x (también denotado x’), llamado complemento de x tal que:

x+x' =1(b)x x'=0

2. Operadores de Uso General

En algebra de Boole, hay cuatro operadores de uso general: 4 (y), V(0), @ (exclusiva
0), y - (negada , no, o complemento). El cuadro a continuacién, resume a los
operadores boleanos.

Tabla de

Diagrama de Venn Descripcion
verdad & P

Operador  Nombre

el A vuelve (1) verdadero si ambos
AAB operandos son (1) verdadero, si no
vuelve falso (0). En la mayoria de los
lenguajes de programacion, y se
representa por “y” o “&&”. El
operador “A” representa la
exponenciacidn en la mayoria de los
lenguajes de programacion.
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ambos operandos son (1) verdadero,
si no vuelve falso (0). En la mayoria de
los lenguajes de programacion, o se
representa por “|” o “||”.
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el - vuelve (1) verdadero si el
operando es falso (0), y falso (0) si el

Al[~A operando es (1) verdadero. En la
- no 011 mayoria de los lenguajes de
1o programacién niegue o no es
representado por la marca de
exclamacion “1”.
ABAD®SB El @ vuelve (1) verdadero si uno pero
ololo no ambos operandos es (1) verdadero,
@ exclusiva ol si no vuelve falso (0). En la mayoria de
o los lenguajes de programacion, la
101 exclusiva o se ejecuta como llamada
110 de funcién.

3. Clases De Algebras De Boole

En un principio algunos de los postulados anteriores pueden parecer extranos,
especialmente aquellos que son diferentes al dlgebra con ndmero, y puede ser dificil
encontrar situaciones de interés que cumplan al pie de la letra con cada uno de ellos,
sin embargo, existen varios ejemplos, de los cuales se presentan los siguientes tres
clasicos, en los cuales se verifica que se trata de algebras de Boole, es decir, que se
cumple postulado por postulado.

3.1 ALGEBRA DE CONJUNTOS

Se encarga de definir las operaciones, reglas y propiedades que podemos aplicar a los
conjuntos. Un conjunto es una agrupacion, variedad, clase o coleccién de objetos que
se denominan elementos del conjunto. Por ejemplo, el simbolo S representa un
conjunto, un elemento “a” pertenece o estad contenido en el conjunto S, o lo que es
igual, el conjunto S contendrd al elemento a. Un conjunto S se define si dado un
objeto a, se sabe con seguridad que o a €S o0 a g/ S (esto significa que, a no pertenece
a S). Un conjunto se representa habitualmente mediante llaves que contienen sus
elementos, ya sea escribiendo todos y cada uno de los elementos, o dando una

férmula, regla o proposicidén que los describa.

Los diferentes tipos de conjuntos (hombrados con letras mayusculas) que se pueden
encontrar son los siguientes:

e El Conjunto universal es aquel que contiene a todos los conjuntos de los que
estemos relacionando.

e El elemento de un conjunto, es un objeto Individual que forma parte de ese
conjunto. a€A.

e Dos conjuntos son iguales si estan formados por los mismos elementos.
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e El conjunto vacio es aquel que no tiene ningln elemento, y se identifica con
el siguiente simbolo @ . Se tiene en cuenta que si no contiene ningun
elemento, no se tiene un conjunto, sin embargo la definicién de conjunto
vacio o nulo como tal es sumamente util.

e Dado un conjunto A, se llama complementario del mismo, y se representa
por Ac, al conjunto que se forma por los elementos del universo que no son
de A.

e Se dice que B es subconjunto de A, y se representa B c A, si todos los
elementos de B pertenecen a A. Se dice entonces también que B se incluye en
A.

e Dados dos conjuntos Ay B, se llama unién de ambos, y se representa A U B, al
conjunto formado por los elementos que pertenecen a Ao a B.

e Se llama interseccion y se representa A N B, al conjunto formado por los
elementos que pertenecena Ay a B.

e Si dos conjuntos no tienen elementos comunes, se llaman disjuntos y su
interseccién es el conjunto vacio.

3.1.1 Propiedades de los Conjuntos

Para especificar estas propiedades, se considera que el conjunto B es el conjunto de
todos los conjuntos a tratar

1.- La suma es la unién de conjuntos (U) y la multiplicacion es la interseccion (M)
de conjuntos.

2.- Existencia de neutros. El neutro de la unidon es el conjunto vacio F, mientras
gue el neutro de la interseccidn es el conjunto universo U, ya que para cualquier
conjunto arbitrario A, AUF=AyANn U=A.

3.- Conmutatividad. La unién y la interseccidon son conmutativas, ya que para
cualquier par de conjuntos A,B:AUB=BUAyANB=BNA

4.- Asociatividad. La unién y la interseccidon de conjuntos son asociativas, ya que
para cualesquiera tres conjuntos A, B,C: AU(BUC)=(AUB)UCYyAn (BN C)=
(AnB)nC

5.- Distributividad. La unidn de conjuntos es distributiva sobre la interseccion, y
viceversa, la interseccion es distributiva sobre la unién, ya que para cualesquiera
tres conjuntos A,B,C:AU(BNC)=(AUB)Nn(AUC)yAn(BUC)=(ANnB)U(A
N C)

6.- Existencia de complementos. El conjunto complemento A cumple con las
propiedades deseadas:
AUA=UyANA"=F
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A continuacién se detallan algunas propiedades de la l6gica de conjuntos:

Au B =Bu Af{conmutatividad deu)
AMNE =BT A{conmutatividad de N)

(AUB) WO = & (BU C)(asociatividad de v ), lo que autoriza la escritura Av Bu C
ANMBINC=ANBNC) (asociatividad de N ),lo que autorizala escritura AN BN C.
Au 0= A eselemento neutro parau )

AN @ =@ ({© eselemento absorbente parail)

AuU E =E (E es elemento absorbente parau )

AT E = A(E es elemento neutro parain)

Au(BNC)={Av B)N (Av C) (distributividad deV sobre N)
AM{Bu C)={ANB)v (AN C) (distributividad de N sobre V)

AUA =E
ANA=@
(AUB) =A'NB'
(AMB) = A)B'
AU A=ANA=A
(A)= A

A-B= ANB'

(A-B)-C= A-(Bu C)
SIAN B =0,entonces(AVB)-B=A
A-Bu C)={A-B)N{A-C)

Algunos de los enunciados anteriores pueden ser dificiles de obtener, o recordar,
especialmente la distributividad, por ello, es conveniente tener en cuenta una
herramienta grafica en la cual estos enunciados se vuelven evidentes casi a simple
vista:

3.1.2 Diagramas De Venn

En la siguiente figura se muestran diagramas de Venn para los conjuntos A, B, AUB y
ANB
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Conjunto A Conjunto B

Conjunto AUB Conjunto A~ B

A continuacién se muestra el conjunto A y su complemento A°.

@ "

Conjunto A Conjunto A°

Ejemplo.- En el siguiente ejemplo se ilustra la manera como pueden usarse los
diagramas de Venn para ilustrar cada uno de los postulados y propiedades del dlgebra
de conjuntos. En este caso se usan para ilustrar la propiedad de distributividad de la

union sobre la interseccion

A

AUB AUC (AUB)~(AUC)

Distributividad de la Unién sobre la Interseccion

AUE~C)

S
G
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3.2 CIRCUITOS DE CONMUTACION

Una aplicacion importante del dalgebra booleana es el dlgebra de circuitos de
conmutacion. Un conmutador es un dispositivo con dos estados que son cerrado y
abierto y que se denotaran respectivamente 1 y 0. En esta forma, un algebra de
circuitos de conmutacion no es mds que un algebra booleana con dos elementos a
saber: 0y 1.

Para la descripcién de este apartado, el conjunto B es el conjunto de todos los
switches o interruptores

1.- La operacién suma de switches es la conexidn en paralelo y la multiplicaciéon de
switches es la conexion en serie, como se muestra en la siguiente figura. Los valores
que pueden tomar los switches son sélo dos: {ON, OFF} o bien, {1,0}.

A A
B — B — ~ e
- ~
Producto (A B)
Switches A, B Suma (A+E)

Si dos conmutadores operan en tal forma que se abren y se cierran simultdneamente,
se designaran con la misma letra. Si operan en tal forma que cuando uno esta abierto
el otro esta cerrado, y viceversa entonces se designard uno de ellos con una letra y el
otro por su complemento.

Un circuito consistente de los conmutadores x e y conectados en paralelo, se
designara por x + vy, si los conmutadores estan conectados en serie se designaran por
Xy. Para cada circuito serie paralelo corresponderd una expresién algebraica y
viceversa, tales expresiones involucran las operaciones (+ ), (.), ().

2.- Existencia de neutros. El neutro de la suma, es un circuito abierto (un switch que
siempre esta abierto), mientras que el neutro del producto es un corto circuito (un
switch que siempre esta cerrado)

3.- Conmutatividad. Evidentemente las conexiones en serie y en paralelo funcionan
de la misma manera independientemente del orden de colocacidon de los switches
que interconectan.

4.- Asociatividad. Las conexiones en serie y en paralelo son asociativas, es decir, al
conectar tres switches en paralelo, no importa cual par se conecte primero. En forma
similar pasa con la conexidn de tres switches en serie.
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5.- Distributividad. La conexidn serie es distributiva sobre la conexién en paralelo y la
conexién paralelo es distributiva sobre la conexién en serie, en el sentido que se
ilustra en la figura siguiente

B A B
e / e
A
—/_ — - —_— —
c - A c
v e e
A (B+C) AB+AC
A A A
7~ e P
~ / B %

R (A+B) (A+C)

Observacion 1: Nétese que en la figura anterior se esta suponiendo que el switch
A se puede usar en dos lugares diferentes, esto es posible fisicamente
simplemente construyendo dos switches acoplados mecdnicamente de manera
gue cuando uno esté abierto el otro también lo esté y cuando uno esté cerrado,
el otro también se cierre.

Observacidn 2: Jerarquia de operaciones.- En adelante, se utilizara la notacién
algebraica utilizada en la figura anterior, en la cual se supone que cuando en una
misma expresidn aparecen sumas y productos sin usar paréntesis se realiza
primero el producto y luego la suma. Cuando se quiere alterar este orden de
jerarquia de operaciones se usan paréntesis para indicar que la operacion que
esta entre paréntesis se debe realizar primero.

6.- Existencia de complementos. Se puede fabricar un switch A complemento de otro
switch A simplemente acoplando mecanicamente ambos, para que cuando uno se
abra el otro se cierre y viceversa.

3.3 LOGICA PROPOSICIONAL

Las proposiciones construyen conectividades, las cuales son capaces o tienen la
capacidad de crear mayores conectividades y de forma mas compleja.

Para este ejemplo de algebra de Boole el conjunto B es el conjunto de todos los
enunciados gramaticales.
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1.- La operacién suma (+) es la conjuncion gramatical “0” (OR), la multiplicacién es la
conjuncién gramatical “y” (AND) y los valores que puede tomar un enunciado
gramatical son {falso,verdadero} = {F,V}.

En la siguiente figura se muestra un ejemplo en donde se aclara de manera precisa, el
sentido de las operaciones OR y AND (ya que puede ser diferente de la interpretaciéon
gramatical cotidiana), para ello se introduce el concepto de tabla de verdad, |a cual es
simplemente una tabulacién de los enunciados y todas las posibles combinaciones de
sus correspondientes valores de verdad o falsedad

Ejemplo. Consideremos los siguientes los enunciados:
x = "Todo ingeniero electricista domina la Transformada de Fourier"
y = "Todo ingeniero electricista conoce las normas ISO-9000"

Suma légica:
x+y =x 0y = “Todo ingeniero electricista domina la Transformada de Fourier o
conoce las normas 1S0-9000"

Producto légico:
x.y =xyy ="Todo ingeniero electricista domina la transformada de Fourier y conoce
las normas ISO-9000"

Complemento:

X' =no x = "no todo ingeniero electricista domina la transformada de Fourier"
="existe al menos un ingeniero electricista que no domina la transformada de
Fourier” " “ningln ingeniero electricista domina la transformada de Fourier”

Tablas de verdad:

X y | x+y X y | xy X y
F F F F F F F v
F V Vv F v F V F
\ F \ \ F F
\ \ V \ \ \

Ejemplo de un Neutro de la suma:
F = "Todo ingeniero electricista es premio novel de literatura’

Ejemplo de un Neutro de la multiplicacidn:
V = "Todo ingeniero electricista es mayor de edad "

2.- Existencia de neutros. El neutro de la suma, es un enunciado que evidentemente
siempre es falso, (ver ejemplo). En forma similar, el neutro de la multiplicacion es un
enunciado que evidentemente siempre es verdadero.
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“ oo n

3.- Conmutatividad. Evidentemente las conjunciones “y”, “0” no alteran el sentido del
enunciado total, independientemente del orden en que son tomados.

oo n

4.- Asociatividad. Las conjunciones “y”, “0” son asociativas, es decir, al conectar tres
enunciados gramaticales con “y” o con “0” no importa cual par de enunciados
evaluemos primero para determinar si el enunciado total es verdadero o falso.

5.- Distributividad. La conjuncién “y” es distributiva sobre la conjuncion “0” vy
viceversa, esto es facil de probar mediante tablas de verdad, como se muestra a

continuacion:

Xy+xz y+z X (y+z)

ko4
b
>
]

= | = <Z|= || | T T e
| =Z| T | =] == T T
=<[T|=Z|T|<Z| | <<| | N
| =Z|T|m|m| ™|
<|[T|<Z|T|m|m| | ™
||| Tl™
= | <Z| <Z| || =Z| < T
=|<Z|<Z|T|m| ™| ™| T

6.- Existencia de complementos. El complemento de un enunciado dado x es
simplemente el enunciado negado gramaticalmente: “no x” y se denota x’.

Observacion: Es importante tener claro que cuando x es verdadero x’ es falso, y

viceversa, asi, por ejemplo el complemento de “todo” no es “ninguno”, sino “al
menos uno no”

4. Teoremas Del Algebra Booleana

A continuacidn se presenta un conjunto de resultados fundamentales; pero basados
en los postulados del 1 al 6 presentados anteriormente y que por lo tanto son validos
para cualquier algebra de Boole. Estos resultados son presentados a manera de
Teoremas y junto con los seis postulados representan las reglas del juego para
cualquiera que desee trabajar con el algebra booleana.

La manera de demostrar los teoremas siguientes se puede basar en ideas intuitivas
producto de la familiaridad con algun algebra booleana en particular, (en diagramas
de Venn, o bien, en circuitos con switches o en tablas de verdad) con la Unica
condicidon de que se respete al pie de la letra los 6 postulados fundamentales. En
estas notas sélo se usan razonamientos basados en los seis postulados.

Antes de presentar los teoremas es conveniente mencionar el siguiente principio que
se deriva directamente de la manera en que fueron presentados los seis postulados
fundamentales, es decir, del hecho de que cada postulado tiene dos incisos los cuales
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son duales uno del otro, o Principio de Dualidad. Si una expresién booleana es
verdadera, su expresion dual también lo es.

Expresiones duales. Dos expresiones se dicen duales una de la otra, si una se puede
obtener de la otra cambiando las operaciones ( + ) por (.) y viceversa y cambiando los
O's por 1's y viceversa.

Ejemplo.

La expresion A + B = 1 es dual de la expresion A B = O, Todas las expresiones de los
incisos (a) de los postulados del algebra booleana son duales de las expresiones de los
incisos (b) correspondientes.

De aqui en adelante, de acuerdo al principio de dualidad
demostrar sélo un inciso de los siguientes teoremas y
automaticamente el inciso dual quedara demostrado

Teorema 1. Multiplicacion por cero

a)A.0=0
b) A+1=1
Demostracion del inciso (a) Explicacion:
AO0=A0+0 O es el neutro de la suma
=A0+A. A el producto de una variable por su complemento da
0
=A.(0+A) distributividad
=A.(A) una variable mds el neutro no se altera
=0 una variable por su complemento da 0

Notacion. De aqui en adelante, el simbolo de multiplicacién (.)
se omitira en ocaciones por comodidad, asi por ejemplo A.B se
escribira AB, o bien, (A+B).(C+D) se escribira (A+B)(C+D) siendo
diferente de A+B.C+D, lo cual se escribira A+BC+D.

Teorema 2. Absorcion

a)A+AB=A
b) A(A +B) = A
Demostrando el inciso (a) Explicacion:
A+AB=A.1+AB 1 es el neutro del producto
=A(1 +B) distributividad
=A(1) Teorema 1

=A es el neutro del producto
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Este teorema se puede usar en diversos casos de simplificaciéon, basta con usar
identificar en una suma, una expresion que se repite primero en forma aislada y luego
multiplicando a otra expresion

Ejemplos.
= Laexpresion XY + XYZ por absorcion es igual a XY
= Laexpresion A+ A’B por absorcion es igual con A’
= Etc

Teorema 3. Cancelacion
a)A+AB=A"+B
b) A(A’+B)=AB

Demostracion del inciso (a) Explicacion:

A+ A’B = (A+ A’)(A+B) distributividad
=1.(A+B) la suma de una variable con su complemento es 1
= A+B 1 es el neutro del Producto

Este teorema se puede usar en la simplificacién de expresiones cuando encontramos
una expresién sumada Con su complemento multiplicado por otra expresion (o el
dual).

Ejemplos:
= Laexpresion A + A‘BC por cancelacién es igual a A + BC
= Laexpresion A’ + AB por cancelacién esiguala A’ + B
= Laexpresion XY + XY Z por cancelacidn es igual a XY + Z

Teorema 4. Cancelacion
a)AB+AB=8B
b) (A+B)( A’+B)=B

Demostracion del inciso (a) Explicacion:

AB+A’B=(A+A")B distributividad
=1.B la suma de una variable con su complemento es 1
=B 1 es el neutro del producto

Para usar este resultado hay que identificar dos términos que tienen un factor comun
y el término que no es comun en una de ellas es el complemento del de la otra.

Ejemplos:
= Laexpresion A’BC+ABC, por cancelacion es igual a BC
= Laexpresion XYZ+ (XY)’ Z, por cancelacién es igual a Z

Teorema 5. Idempotencia
a)A A=A
b) A+A= A
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La demostracion del inciso (b) de este teorema es inmediata del teorema de
absorcién,yaque A+ A=A+A.1

Este teorema implica que cuando existen términos semejantes en una expresion,
basta con escribir uno de ellos, o bien, que un término puede "desdoblarse" tantas
veces como se quiera. Obsérvese que también esto implica que A" = A para cualquier
ndamero n entero positivo.

Ejemplos:
= Laexpresion (X+Y)(X+Y) por idempotencia es igual a X+Y
= La expresion XYZXYX por idempotencia es igual a XYZ
= La expresion XY+Z+ XY por idempotencia es igual a XY+Z

Teorema 6. Consenso
a)AB+A’C+BC=AB+AC
b) (A+B)( A’+C)(B+C) = (A+B)( A’+C)

Demostracion del inciso (a) Explicacion:
AB+AC+BC=AB+AC+BC(A+A) A+ A es el neutro de la multiplicacion
= AB + AC +ABC + ABC distributividad
= (AB +ABC) + AC + ABC) conmutatividad y asociatividad
=AB + AC absorcion

La clave para usar este teorema es encontrar dos términos que contengan una
expresion en uno afirmada y en otro negada, anotar los términos con los que estan
multiplicando uno y otro y buscar otro elemento que sea la multiplicacion de estos
ultimos dos, éste ultimo elemento es el que se puede eliminar.

Ejemplos:
= Laexpresion A’B + AC + BC por consenso es igual a A’B + AC
= Laexpresion XYZ + (XY)’ W + ZW por consenso es igual a XYZ + (XY)' W

Teorema 7. Teorema de De Morgan
a) (AB)’ = (A)+ (B)
b) (A+B)’=A’B’

Demostracion del inciso (a): Para demostrar este teorema hay que recordar las dos
propiedades que cumple el complemento X’ de una expresion X, es decir:

i) X+ X =1 (sumados nos da uno)

i) X’ X = 0 (multiplicados nos da cero)

Asi, para demostrar el inciso (a) se demostrard que A+ B es el complemento de A.B,
para ello se hara en dos partes:

i) sumando:
Explicacion:
AB+ (A+B)=AB+B +A’ por conmutatividad
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=A+B +A’ por cancelacion
=1+8B’ propiedad del complemento
=1 por Teorema 1

ii) multiplicando

Explicacion:
AB(A+B)=ABA’+ABB’ Por distributividad
=0+0 propiedad del complemento
=0 idempotencia

El teorema de De Morgan se puede generalizar al caso de mas de dos variables
booleanas, por ejemplo, para 3 variables, tenemos que (A+B+C)’ = (A+B") C' = A’B’C’,
en forma similar, (A.B.C)’ = (A.B’)+ C’ = A’+ B’+ C’, y asi sucesivamente para mas de
tres variables.

Otros teoremas: A continuacion se presentan dos teoremas mas sin demostracion, es
un buen ejercicio el intentar dicha demostracion.

Teorema 8. Involuciéon
a)A”=A

Teorema 9. Complementos de los neutros
ajo’'=1
b)1’=0

El siguiente cuadro resume los diferentes teoremas

Equivalencia Légica

X2 PopX Doble negacion
XeX2X Idempotencia
X+XeX Idempotencia
X+(Y+2)e(X+Y)+Z Ley asociativa
Xe(YoZ)2(XeY)eZ Ley asociativa
(X+Y)2(Y+X) Ley conmutativa
(XeY)2(YeX) Ley conmutativa

X+(YeZ)2(X+Y)e(X+2Z) | Leydistributiva
Xe(Y+Z)2(XeY)+(XeZ) | Leydistributiva

D(X+Y)2@PX e QY Ley de De Morgan
D(XeY) 20X+ @Y Ley de De Morgan
X+09eX Ley de identidad
XeloX Ley de identidad
X+121 Ley de dominacién

Xe020 Ley de dominacién
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X+(XeY)2X Ley de cobertura
Xe(X+Y)eX Ley de cobertura
@XeX20 Ley de contradiccién
PX+X291 Ley de contradiccién

5. Ejemplos de simplificacidon de expresiones booleanas

Los 6 postulados fundamentales, junto con los teoremas anteriores conforman las
herramientas basicas de simplificacién y manipulacién de expresiones booleanas, a
continuacion se ilustra su uso con algunos ejemplos.

Ejemplo. Simplificar las siguientes expresiones

1.- A(BC + AC) + BC Distribuyendo el factor A en el paréntesis:
= ABC + AAC + BC, conmutando y aplicando idempotencia:
= ABC + BC + AC, usando absorcion:
=BC +AC

2.-((XY)’Z)’+XZ  Usando el Teorema de De Morgan:
=((XY)’Z)’ (XZ)’, por De Morgan nuevamente e involucion:
= (XY+ 2’ )( X'+ Z’), distribuyendo:
=XYX' +XYZ'+ X' Z’+2Z'Z", como X X’ es cero, y por idempotencia:
=0+ XYZ' + X' Z'+ Z’, por absorcién:
=7

3.- ((X+Y)’ +YZW)'(XY)’ Por el teorema de De Morgan:
= ((X+Y).(YZW')').(XY)" , nuevamente:
X+Y).(Y'+Z'+W’).(X'+Y’) , distribuyendo el primero con el tercer factor:
XY’'+X'Y).(Y'+Z'+W’) , distribuyendo nuevamente
XY +XY'Z'+XYW'+X'YZ+X'YW , por absorcién:
XY +X'YZ+X'YW).

(
(
(
(

6. Funciones Booleanas

En forma similar a como se define en los cursos de dlgebra de nimeros reales, es
posible definir una relacién de dependencia de una variable booleana o variable
légica con otras variables booleanas independientes. Es decir, es posible definir
funciones booleanas o funciones légicas.

Definicion.
Sean X1,X2,...,Xn, variables booleanas, es decir, variables que pueden tomar el valor
de 0 o de 1, entonces la expresién

Y = f(X1,X2,...,Xn)
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denota una dependencia funcional de la variable dependiente Y respecto a las
variables independientes X1,X2,...,Xn, es decir, el valor (0 o 1) que toma la variable Y
depende de la combinacién de n valores (1’s y 0’s) que tomen las n variables
X1,X2,...,Xn.

Ejemplo: La siguiente es una funcion booleana
Y=f(A,B,C)=AB+A'C+AC

Esta funcion se puede evaluar para diversos valores de sus variables independientes
A, B, C:

SiA=1,B=0,C=0entonces Y=1(1,0,0)=1.0+0.0+1.1=1,
SiA=1,B=1,C=0entonces Y=(1,1,00=1.1+0.0+1.1=1,
SiA=0,B=1,C=0entonces Y=1(0,1,0) =0.1 + 1.0+ 0.1 =0, etc.

A diferencia de las funciones de variable real, las cuales no pueden representarse
completamente usando una tabla de valores, las funciones booleanas si quedan
totalmente especificadas por una tabla que incluya todas las posibles combinaciones
de valores que pueden tomar las variables independientes, dicha tabla se denomina
tabla de verdad y es completamente equivalente a la expresidon booleana, ya que
incluye todas sus posibilidades.

Ejemplo. La siguiente es la tabla de verdad para la funcion del ejemplo anterior

A B C [f(ABC)
000 0
00 1 1
010 0
011 1
1700 1
10 1 0
710 1
711 1

En general para una funcién de n variables, puesto que hay n variables y cada variable
tiene dos posibles valores, hay 2" maneras de asignar estos valores a las n variables,
asi la tabla de verdad tendrd 2" renglones.

Por ejemplo en el ejemplo anterior f(A,B,C) es una funcion de 3 variables, por lo que
tenemos 2° = 8 diferentes combinaciones de las entradas y por lo tanto 8 renglones
de la tabla de verdad
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6.1 Funciones Booleanas De Una Y Dos Variables

En el caso de funciones de variable real seria imposible tratar de mencionar todas las
posibles funciones de una o mas variables, sin embargo, en el caso de funciones
booleanas se puede hacer un listado completo de todas y cada una de las funciones
para cierto numero de variables. a continuacién se hace una lista de éstas para los
casos de 0, 1y 2 variables independientes:

Funciones de cero variables. Estas son las funciones constantes y sélo hay dos:
fO = 0 Funcién constante cero
f1 =1 Funcién constante uno

Funciones de una variable. Ademas de las funciones constantes ahora se pueden
definir otras dos:

fO(A) = 0 Funcién constante cero

f1(A) = A Funcién identidad

f2(A) = A Funcién complemento, negacion

f3(A) = 1 Funcidén constante uno

Funciones de dos variables. En este caso se pueden definir 16 funciones diferentes,
las cuales incluyen las cuatro anteriores y otras doce mas. En la siguiente tabla se
muestra un resumen de las dieciséis funciones de dos variables, incluyendo su
nombre, su tabla de verdad, y su expresion logica (booleana).

'é“E’;fé' AND Identidad identidad|EXOR| OR
A B 0 AB | AB A AB B |A@B|A+B
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 ] 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
] 1 0 1 0 1 0 ] 0 1
NOR [ESUVALI NOT NOT NAND [ onst
Al B|[A-B|AGB| B [A+B| A |A-B |A B| 1
0 0 1 1 1 l 1 1 1 1
0 I 0 0 ] 0 1 ] 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
] 1 0 1 0 1 0 ] 0 1

OBSERVACION. Ciertamente, las expresiones logicas que aparecen en la tabla
anterior no son Unicas, ya que una misma funcién légica puede tener diferentes
representaciones algebraicas.

Ejemplo: Es facil ver que
A/B=A'B+AB =(A’"+B’)(A+B)
o bien, también por ejemplo
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AoB=(AB)=A’B'+AB=(A"+B)(A+B’)
.. etc.

A continuacidn se presenta una alternativa grafica para trabajar en el analisis y disefio
de funciones booleanas a partir de bloques funcionales que se representan mediante
simbolos légicos.

6.2. Simbolos De Puertas Légicas

Una manera generalizada de representar las funciones légicas es el uso de simbolos o
bloques légicos denominados puertas o compuertas Iégicas. Estas puertas en general
representan bloques funcionales que reciben un conjunto de entradas (variables
independientes) y producen una salida (variable dependiente) como se muestra en la
figura siguiente

A re
B—> Puerta Logica
c
Y=F(AB.C....Z) > Y
Z—>

Una de las ventaja de usar éstos simbolos es que por ser una representacion entrada
/ salida permiten la “interconexion” de puertas (la salida de una con la entrada de
otra) para representar funciones mas complejas a partir de funciones sencillas.

Otra ventaja es el hecho de que los bloques sencillos (puertas con pocas entradas) se
encuentran disponibles en circuitos integrados comerciales, de aqui que un diagrama
de puertas ldgicas corresponde directamente a un diagrama de alambrado de
circuito légico.

A continuacién se presentan los simbolos para las funciones légicas mas sencillas,
especialmente para las presentadas en la seccién anterior.

PUERTA AND
La salida de una compuerta AND es 1 solamente si todas sus entradas son
simultaneamente 1, de lo contrario es 0.

A1 A B A ABC ’é—j \ ABCD

5 B— c—

Cc D
Puerta AND de Puerta AND de Puerta AND de t
dos entradas tres entradas cuatro entradas etc

PUERTA OR
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La salida de una compuerta OR es 1 solamente si todas sus entradas son
simultaneamente 0, de lo contrario es 1.

A A+B A A+B+C F— \J*E"*C
B B—— C——

d c—jJ )
Puerta OR de Puerta OR de Puerta OR de t
dos entradas tres entradas cuatro entradas Etc

INVERSOR O PUERTA NOT
Un inversor es una puerta de solamente una entrada y su salida es el complemento
légico de la entrada.

Es decir, cuando a la entrada de una puerta NOT hay un 1 su salida sera 0, y de lo
contrario cuando su entrada es 0, su salida sera 1

>

A

Inversor o puerta NOT

NAND

Esta es una funcidn légica compuesta. Se puede visualizar como una compuerta AND
seguida por una compuerta NOT y su salida es 0 sélo cuando todas sus entradas son
simultdneamente 1.

A A A ABC A— ABCD

B B—— C—

Puerta NAND de'“-) Puerta NAND de Puerta NAND de etc
dos entradas tres entradas cuatro entradas

PUERTA NOR

Esta Compuerta es una combinacién de las funciones de un operador OR seguido por
un INVERSOR. La salida de una puerta NOR sélo serd 1 cuando ambas entradas valgan

A A+B A A+ B+C
. B—— -
B C—

Puerta NOR de Puerta NOR de Puerta NOR de
dos entradas tres entradas cuatro entradas

A+B+C+D

DOT}

etc
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PUERTA EXOR (OR EXCLUSIVO)

La operacion EXOR se denota por el simbolo @, es decir, A EXOR B = A ® B. Ademas,
como se vio antes, A @ B = A B + A B. La salida de una puerta EXOR sera 1 si sus
entradas son diferentes y sera 0 si son iguales.

Ao AB A A B C - A_B ©°
B — B—— — C—_/

— C— D

Puerta EXOR Puerta EXOR Puerta EXOR atc
dos tres cuatro

PUERTA NO-EXOR O EQUIVALENCIA (EQU)

La operaciéon EQU se denota por el simbolo o, es decir, A EQU B = A o B. Ademas,
como se vio antes, A @ B=A /B = AB + AB La salida de una puerta EQU sera 1 si sus
entradas son iguales y sera 0 si son diferentes.

A ADB A A B Cc AT ABCD
5 B—— — C
—_— C o}

Puerta NO-EXOR de Puerta NO-EXOR de Puerta NO-EXOR de

dos entradas fres enfradas cuatro entradas et

6.3 Equivalencia Entre Puertas Légicas
Usando algebra de Boole es posible obtener una gran variedad de equivalencias entre
simbolos de puertas légicas y diagramas de alambrado de circuitos légicos. a

continuacion se muestran sélo algunas equivalencias sencillas:

=iy |
Or= o | = 1)

En forma similar, dado un circuito légico, empleando algebra de Boole es posible
obtener la expresién ldgica de la funcién que realiza, simplemente escribiendo a la
salida de cada puerta légica la expresion correspondiente en términos de las entradas
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Ejemplo:
A— AB
B - —
AB+HCDHCD
C
D CD+CD
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