MOVIMIENTO EN DOS
Y TRES DIMENSIONES

3.1
32
3.3

3.4

3.5

Los barcos a vela no navegan en linea recta hacia su destino sino que siguen una trayectoria
en zig-zag contra el viento. El barco de la foto que se dirige hacia un puerto situado hacia el
sudeste navega primero hacia el este, después hacia el sur para acabar torciendo finalmente

hacia el este

;Como podemos calcular el desplazamiento y la velocidad medias? (Véase el ejemplo 3.3.)

E n este capitulo extenderemos las ideas del capitulo anterior a dos y tres dimensiones.
Para llevar a cabo esta extension, introduciremos los vectores y mostraremos como se
usan para analizar v describir el movimiento.

= El objetivo principal de este capitulo es desarrollar el concepto del vector acele-
racion, un concepto fundamental para el desarrollo de Ias leyes de Newton en los ca-
pitulos 4 y 5.

3.1

El vector desplazamiento

Cuando hay movimiento. el desplazamiento de una particula tiene una direccion en el espa-
cio y un médulo. La magnitud que expresa la direccién y la distancia en linea recta compren-
dida entre dos puntos del espacio es un segmento lineal llamado vector desplazamiento. Se
representa grificamente por una flecha cuya direccion es la misma que la del vector despla-
zamiento y cuya longitud es proporcional al médulo del vector desplazamiento. Designare-
mos los vectores con letras negritas. como en A. (Cuando se escribe a mano. un vector se
indica mediante una flecha sobre el simbolo considerado, por ejemplo, A .) El médulo de A
se escribe |A| o simplemente A y, por ejemplo, el médulo del vector desplazamiento tiene
dimensiones de longitud. El médulo de un vector no puede ser negativo.

Capitulo

El vector
desplazamiento
Propiedades generales
de los vectores
Posicion, velocidad y
aceleracion

Primer caso particular:
movimiento de
proyectiles

Segundo caso
particular:
movimiento circular
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Suma de vectores desplazamiento

sucesivos A y B:

C=A+B

La figura 3.1 muestra la trayectoria de una particula que se mueve desde el punto P hasta un
segundo punto P, y luego a un tercer punto P;. El desplazamiento de P a P; viene represen-
tado por el vector A y el desplazamiento de P, a Py por B. Obsérvese que el vector desplaza-
miento depende sélo de los puntos extremos y no de la trayectoria real de la particula. El
desplazamiento resultante de Py a P;, llamado C, es la suma de los dos desplazamientos

(3.1)

Dos vectores desplazamiento se suman grdficamente situando el origen de uno en el

Figura 3.1 extremo del otro (figura 3.2). El vector resultante se extiende desde el origen del primer vec-
tor al extremo final del segundo. Obsérvese que C no es igual a A + B amenos que Ay B
estén en la misma direccién. Es decir C =A + B no implica que C = A + B.

Una forma equivalente de sumar vectores es el llamado método del paralelogramo, que
consiste en desplazar B hasta que coincida su origen con el de A. La diagonal del paralelo-
gramo formado por A v B es igual a C. Como puede verse en la figura 3.3, no existe diferen-
cia en el orden en que sumemos los vectores; es decirA + B=B +A.

A C=A+B

Figura 3.2 Me¢étodo para la suma de vec-
tores que consiste en situar los dos vectores
uno a continuacidn del otro.

EJEMPLO 3.1 | Desplazamiento

Una persona se mueve 3 km hacia el este y luego 4 km hacia el norte. ;Cudl es el desplaza-
miento resultante?

Planteamiento del problema Los dos desplazamientos componentes y el desplazamiento
resultante se muestran en la figura 3.4. Como A y B forman un dngulo recto entresiy C=A + Bes
la hipotenusa del correspondiente tridngulo rectdngulo, el médulo C puede hallarse mediante el teo-
rema de Pitdgoras. La direccién de C se obtiene por trigonometria.

1. El médulo del desplazamiento resultante estd relacionado con los C* = A?+ B
médulos de los dos desplazamientos por el teorema de Pitdgoras:

y de aqui
C = J25km? = 5km

2. Sea @ el dngulo que forma el eje de direccion este con el desplaza- tg 6 = %
miento C. Segiin sea la figura podemos determinar tg 8 y basta utilizar -
una calculadora con funciones trigonométricas para obtener : ¥ de aqui

-
3

9=arctg£=arctg-—-

A

Observacién Un vector viene descrito por su m6dulo y direccion. En este ejemplo el desplaza-
miento resultante es un vector de longitud 5 km en una direccién 53,1° al norte del este.

A

A+B=B+A=C

Figura 3.3 Meétodo del paralelogramo para
la suma de vectores.

N
C
5 km B
4 km
CA
A E
3km
Figura 3.4

(3km)?+ (4 km)* = 25 km?

= 53,1°



3.2 Propiedades generales de los vectores

En fisica existen muchas magnitudes que poseen médulo y direccidn, y se suman como los
desplazamientos. Son ejemplos la velocidad, la aceleracién, el momento lineal y la fuerza.
Estas magnitudes se llaman vectores. Las magnitudes que carecen de direccién asociada
—por ejemplo, la distancia y el mddulo de la velocidad— se denominan escalares.

Los vectores son magnitudes con médulo, direccién y sentido que se suman como los
desplazamientos.

DEFINICION —VECTORES

Un vector se representa grificamente por una flecha cuya direccién es la misma que la del
vector y cuya longitud es proporcional al médulo del vector. Cuando se expresa el madulo
de un vector, debe venir acompanado de sus unidades. Asi, el mddulo del vector velocidad se
expresa en metros por segundo. Dos vectores son iguales cuando tienen el mismo mddulo y
la misma direccion. Graficamente esto significa que tienen la misma longitud y son paralelos
el uno al otro. Una consecuencia de esta definicién es que si un vector se mueve mantenién-
dose paralelo a si mismo, no se modifica. Asi todos los vectores de la figura 3.5 son iguales.
Si trasladamos o giramos el sistema de coordenadas. todos los vectores de la figura 3.5 per-
manecen iguales. Un vector no depende del sistema de coordenadas utilizado para su repre-
sentacidn (excepto los vectores de posicidn, que introduciremos en la seccién 3.3),

Producto de un vector por un escalar

Un vector A multiplicado por un escalar s es el vector B = sA, que tiene médulo |s|A vy es
paralelo a A si s es positivo, y antiparalelo a A si s es negativo. Asi, el vector —A tiene el
mismo mdédulo que A, pero apunta en direccién opuesta, de modo que A + (—A) = 0. Las
dimensiones de sA son las de s multiplicadas por las de A.

Resta de vectores

Para restar el vector B del vector A basta sumarle —B. El resultadoes C=A +(-B)=A-B
(figura 3.6a). Otro método equivalente de restar B de A es unir sus orfgenes y trazar el vector
Cde B aA, Es decir, C es el vector que debe sumarse a B para obtener el vector resultante A
(figura 3.6b). Las reglas de sumar o restar dos vectores cualesquiera, tales como dos vectores
velocidad o dos vectores aceleracion, son las mismas que las utilizadas para los desplaza-
mientos.

Componentes de los vectores

La componente de un vector a lo largo de una linea en el espacio es la longitud de la proyec-
cién del vector sobre dicha linea. Se obtiene trazando una linea perpendicular desde el
extremo o flecha de un vector a la linea, como indica la figura 3.7. El signo de la componente
es positivo si la proyeccién de la punta del vector se encuentra en la direccién positiva con
relacién a su origen. Las componentes de un vector a lo largo de las direcciones x, y y z, ilus-
tradas en la figura 3.8 para un vector en el plano xy, se denominan componentes rectangula-
res. Obsérvese que las componentes de un vector dependen del sistema de coordenadas
utilizado para su representacién, aunque el mismo vector no dependa de ello.

Las componentes rectangulares son litiles para la suma o resta de vectores. Si 8 es el
dngulo comprendido entre A y el eje x, resulta

Ay=Acos 8 (3.2)

COMPONENTE X DE UN VECTOR
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N\
b, T ¥

L,
LY . x

Figura 3.5 Los vectores son iguales si sus m6-
dulos y direcciones son los mismos. Todos los vee-
tores de esta figura son iguales.

v
B,*
A * 4 B C=A-B
C=A-B -B
A
(a) (k)
Figura 3.6

Ag=Acos 8, Bg=Bcos 6, =-Bcos 8
(a) (b)

Figura 3.7 Definicién de la componente de un
vector. La componente del vector A en la direccién
positiva de Ses A_, y A, es positiva. La componente
del vector B en la direccién positiva de Ses B,, y B,
es negativa,
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A, =Acos 8

Figura 3.8 Componentes rectangulares de un
vector. A, =A cos 6, A, =A sen 6.

A, =Asen @ (3.3)

COMPONENTE ¥ DE UN VECTOR

en donde A es el médulo de A.
Si conocemos A, y A, podemos obtener el dngulo 8 a partir de

A
g ==, 6 = arclg Ay (34)
A, A,
y el médulo A a partir del teorema de Pitdgoras:
A}
B,
A= JA2+A? (3.5a)
En tres dimensiones,
(22
A= A2+ A2+ A2 (3.5b)
Las componentes pueden ser positivas o negativas. Por ejemplo, si A apunta en la direccién
o negativa de x, A, s negativa.
Figura 3.9 Consideremos dos vectores A y B en el plano xy. Las componentes rectangulares de cada
vector v las de la suma C = A + B se muestran en la figura 3.9. Como puede verse, la ecuacién
N vectorial C = A + B es equivalente a las dos ecuaciones de las componentes:
C.=A,+ B, (3.6a)
A
y
. e
W E C,=A,+B, (3.6b)
Ejercicio Un coche recorre 20 km en direccién 30° al norte del oeste. Se supone que el eje
x apunta al este y el eje y al norte, como en la figura 3.10. Determinar las componentes x e y
s del vector desplazamiento del coche. (Respuesta A =-17,3 km, A = +10 km.)
Figura 3.10
EJEMPLO 3.2 | El mapa del tesoro jPONGALO EN SU CONTEXTO!

Suponga que uvsted trabaja como animador en un centro turistico en una isla tropical. Dispone
de un mapa que le indica las direcciones a seguir para enterrar un tesoro en un lugar determi-
nado. Usted no desea malgastar el tiempo dando vueltas por la isla, porque quiere acabar pronto
para ir a la playa y hacer surfing. Las instrucciones son ir 3 km hacia el oeste y luego 4 km en
la direccién de 60° al nordeste, ;En qué direccion debe moverse y cudnto tendri que caminar
para cumplir su objetivo con la maxima rapidez? Encuentre la respuesta (a) grificamente y (b)
usando componentes vectoriales

Planteamiento del problema Hay que encontrar la resultante del desplazamiento, que es C en
la figura 3.11. El tridngulo formado por los tres vectores no es rectangular, de modo que no podemos
aplicar el teorema de Pitdgoras. Podemos obtener grificamente la resultante dibujando a escala cada
uno de los desplazamientos y midiendo el desplazamiento resultante.

(a) Si dibujamos el primer vector desplazamiento A de 3 cm de largo y el
segundo B de 4 cm de largo. encontraremos que el vector resultante C
es de unos 3,5 cm de longitud. Asi, el mddulo del desplazamiento
resultante es de 3,5 km. El dngulo & formado por el desplazamiento
resultante y la direccién oeste puede medirse con un transportador
angular. Por lo tanto, debe andar 3.5 km a 75°,

W
A
3em

Figura 3.11




(b) 1. Para resolver el problema utilizando las componentes vectoriales,
sea A el primer desplazamiento y elegimos ¢l eje x positivo en la
direccién este y el eje y positivo en la direccién norte, Calculamos

A,y A, de las ecuaciones 3.2y 3.3:

De igual modo calculemos las componentes del segundo despla-
zamiento B:

3. Las componentes del desplazamiento resultante C = A + B se
obtienen por suma:

4. El teorema de Pitdgoras nos permite obtener la magnitud de C:

23

3.2 Propiedades generales de los vectores

A,=-3km y A.=0

B, = (4km) cos 60° =2 km

B, = (4 km) sen 60° = 3,46 km

C,.=A+B, =-3km+2km=-1km

C,= A +B, = 0+2./3 km= 346 km
C2=Ci+C2 = (-1 km)2+ (2./3 km )* = 13,0 km?

C
5. El cociente entre C, y C, es igual a Ia tangente del dngulo fentre 126 = |C_‘|
C y la direccién negativa de x: 5
por lo tanto,
2,3 km
8= arctg{_T = arctg (E.ﬁ}
m

_

Observaciones Como el desplazamiento es una magnitud vectorial, la respuesta debe incluir el
médulo y la direccién 0 ambas componentes. En (b) podriamos haber concluido el cilculo en el paso
3, ya que las componentes x e y definen completamente el vector desplazamiento. Se han convertido
en el mddulo y la direccién para comparar el resultado con la respuesta a la parte (a). Obsérvese que
en el paso 5 de (b) se obtiene un dngulo de 74 °. Este resultado estd de acuerdo con el de (@) dentro
de la exactitud de nuestra medida.

Vectores unitarios

Un vector unitario es un vector sin dimensiones de médulo unidad. El vector A™'A es un
ejemplo de vector unitario que apunta en la direccién de A. (A veces, para evitar confusio-
nes, los vectores unitarios se escriben en negritas con un pequefio dngulo en su parte supe-
rior; por ejemplo, A = A-'A.) Los vectores unitarios gue apuntan en la direcciones x, yy z
son convenientes para expresar los vectores en funcidn de sus componentes rectangulares.
Usualmente se escriben i, j y k. respectivamente. Asi, el vector A,i tiene médulo A, y apunta
en la direccién x positiva si A, es positiva (o la direccion x negativa si A, es negativo). Un
vector A en general puede escribirse como suma de tres vectores, cada uno de ellos paralelo
a un eje coordenado (figura 3.12):

A=Ai+Aj+Ak (3.7)

La suma de dos vectores A y B puede escribirse en funcién de vectores unitarios en la forma

A+B = (Ai+Aj+AKk)+(B,i+Bj+Bk)

s (3.8)
= (A, +B)i+ (A, +B)j+(A.+B)k

generales de los vectores se resumen en la tabla 3.1.

Las propiedades

Ejercicio Dados dos vectores

A=@Emi+(B3m)j y B=(2m)i-(3m)j,

determinar (a) A, (b) B, (c) A + B, y (d) A—B. (Respuestas  (a)A=5m, (b) B=3,61 m, (c)

A+B=(6mi (d)A-B=(2m)i+(6m)j.)

oA s
~Aledl xl ol 1} e .
| / ot vl
= ——
: AE 1 -
t g Ak 43,57
(h)

Figura3.12
sistema de coordenadas rectangulares. (b) Vector
A escrito en funcidn de los vectores unitarios: A =
Aj+Aj+Ak

(a) Vectores unitarios i, j y k en un
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TABLA 3.1 Propiedades de los vectores

Explicacion

Representacion de
las componentes

Propiedad

Igualdad

Adicién

Negativo de un vector

Sustraccién

Multiplicacién por un
escalar

A =Bsi |A| = |B| y sus direcciones y sentidos son
iguales

C=A+B

A =-Bsi [B| = |A] y su sentido es opuesto

B = sA tiene el mddulo |B| = s|A| y la misma direc-
cién que A si es 5 posilivo 0 —A si 5 es negativo

B, =34,
B B, =sA,
) ¥
/A/ A B, =54,

Penr
~

3.3 Posicion, velocidad y aceleracién

Vectores posicion y velocidad

El vector posicidn de una particula es un vector trazado desde el origen de un sistema de
coordenadas hasta la posicién de la particula. Para una particula en el punto (x, y) su vector

posicion r es

Figura 3.13 El vector desplazamiento Ar es la
diferencia de los vectores de posicion Ar =r; -,

plazamiento Ar:

De igual modo Ar es el vector que sumado a r, nos
da el nuevo vector posicion r,.

r=xi+)yj (3.9)

DEFINICION —VECTOR POSICION

La figura 3.13 representa la trayectoria o camino real seguido por la particula. (No con-
fundir la trayectoria con los gréficos x en funcién de r del capitulo anterior.) En el instante 1,
la particula se encuentra en P, y su vector posicién es r: en el instante z‘la particula se ha
movido a P, y el vector posicién es r». El cambio de posicién de la particula es el vector des-

Ar=r,-r, (3.10)

DEFIMNICION —VECTOR DESPLAZAMIENTO

El cociente entre el vector desplazamiento y el intervalo de tiempo Ar = 1, — 1, es el vector

velocidad media.

Ar
i (3.11)

DEFINICION —VECTOR VELOCIDAD MEDIA

Este vector apunta en la direccién del desplazamiento.



El médulo del vector desplazamiento es inferior a la distancia recorrida a lo largo de la
curva a menos que la particula se mueva en linea recta. Sin embargo, si consideramos inter-
valos de tiempo cada vez mds pequefios (figura 3.14), el desplazamiento se aproxima a la
distancia real recorrida por la particula a lo largo de la curva, y la direccién Ar se aproxima a
la direccidn de la linea tangente a la curva en el comienzo del intervalo. Definimos el vector
velocidad instantdnea como el limite del vector velocidad media cuando Ar tiende a cero:

Ar= dr

= lim —= — 312
y a:lTua.' dt ( )

DEeFINICION —VECTOR VELOCIDAD INSTANTANEA

El vector velocidad instantdnea es la derivada del vector posicién respecto al tiempo. Su
madulo es la velocidad escalar y apunta en la direccion del movimiento de la particula a lo
largo de la linea tangente a la curva.

Para calcular la derivada en la ecuacion 3.12 expresamos el vector posicién en funcion de
sus componentes.

Ar = ry—r; = (X—-x)i+ ;- )] = Axi+Ayj

Por lo tanto,

ve lim A= pim AN iy (Q—IJH lim [Q:ij
a—0 At Aarso0 At Ar—0 \ At ar— 0 \At
es decir,
v = %n? = vi+n (3.13)

EJEMPLO 3.3 | La velocidad de un velero

Un barco de vela tiene las coordenadas (x;, y;) = (110 m, 218 m) en el instante ¢, = 60 s. Dos
minutos mds tarde, en el instante ,, sus coordenadas son (xy, y;) = (130 m, 205 m). (a) Deter-
minar la velocidad media en este intervalo de dos minutos. Expresar v, en funcién de sus
componentes rectangulares. (b) Determinar el médulo y la direccién de esta velocidad media.
(c) Parar = 20 s, la posicion del barco en funcion del tiempo es x(¢) = by + bat e y(t) = ¢; + ¢/,
donde by =100 m, b, = é m/s, ¢y = 200 y ¢; = 1080 m - 5. Calcular la velocidad instantinea en el
tiempo genérico ¢ = 20 s.

Planteamiento del problema Se conocen las posiciones inicial y final del barco de vela. (a) El
vector velocidad media apunta de la posicién inicial a la final. () Las componentes de la velocidad
instantdnea se calculan a partir de la ecuacion 3.13: v, = dy/dr y v, = dy/dr.

(a) 1. Dibuje un sistema de coordenadas (figura 3.15) que muestre el
desplazamiento del velero. La direccion del vector velocidad
media y del vector desplazamiento coincide.

3.3 Posicion, velocidad y aceleracion I 55

v | Latangente a la curvaen P,
es por definicién la direccién
devenp
P v
° P3
| P;
~ 2
il
/. P,
r N
. \
Art Ar' Ar y
0} X

Figura 3.14 Al considerar intervalos de tiempo
cada vez mis pequeiios, la direccion del desplaza-
miento se aproxima a la tangente a la curva,

y, m Vem

e i

Vi m 7 :
230 Vi "
29
2201 (110,218) 4
210 4y |
(130, 205)
200
100 110 120 130 xm
»

Figura 3.15

2. Lascomponentes x e y de la velocidad media v,, se calculan direc- ¥ = Vo i+ V0
tamente a partir de sus definiciones: donde

Ax _ 130m-110m 2

v =~ =— = (.167 m/s

L A 120 s

Ay _ 205 m-218m

Vi B = —0,108 m/s

por lo tanto

Ve =[(0.167 m/s) i - (0,108 mss) j |

3. El médulo de v, se deduce del teorema de Pitdgoras: Vi = 05 )2+ (v, )2 =| 0,199 m/s |
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2. El cociente entre v, ¥ v, expresa el valor de la tangente del g 6 = —

ingulo @entre v, y el eje x:

luego
e oo =0 10BIM/E”
Qi s B e
(c) La velocidad instantdnea v se obtiene calculando dx/dr y dy/dt. y = j:l + % = bii—-c5t? = (é m;"s]' =

B

Observacion El médulo de v se obtienede v = ,/v2 + v? y su direccidn de tg 8=v,/v,.

Ejercicio Determinar las componentes x e y y el médulo y direccion de la velocidad instantd-
P 4 1 I LU I a2l
nea del barco de vela en el instante r; = 60 s (Respuestas v = (5 m/s)i — (0,30 m/s)j,

vy = 034 mfs 8, = -609°)

o A—
=T e

(c)

Figura 3.16

Velocidad relativa

Las velocidades relativas en dos y tres dimensiones pueden combinarse del mismo modo que
lo hacen en una dimensidn, excepto en el hecho de que los vectores velocidad no coinciden
necesariamente a lo largo de la misma linea. Si una particula se mueve con velocidad v,
relativa a un sistema de coordenadas A, v éste a su vez se mueve con velocidad v,y relativa a
otro sistema B. la velocidad de la particula respecto a B es

VoB = Ypa+ Van (3.14)

VELOCIDAD RELATIVA

Por ejemplo, si Ud. se encuentra en una vagoneta que se mueve respecto al suelo con veloci-
dad v, (figura 3.16a) y camina con una velocidad relativa a la vagoneta de v,,, (figura 3.16b),
su velocidad relativa respecto al suelo serd la suma de estas dos velocidades: v, = v, + v,
(figura 3.16¢).

La velocidad del objeto A relativa al objeto B es igual en mddulo y opuesta en direccién
a la velocidad del objeto B respecto al objeto A. Por ejemplo, v,,, =-v,, en donde v, es la
velocidad de la vagoneta respecto a la persona. La adicién de velocidades relativas se realiza
del mismo modo que la suma de desplazamientos: grificamente, situando los vectores velo-
cidad el origen de uno en el extremo del otro o bien, analiticamente a partir de las compo-
nentes vectoriales.

EJEMPLO 3.4 I Movimiento de un avién 5

Un avion debe volar hacia el norte. La velocidad del avién respecto al aire es 200 km/h y el
viento sopla de oeste a este a 90 km/h. (a) ;Cu:l debe ser el rumbo del avién? (5) ;Qué veloci-
dad debe llevar el avion respecto al suelo?

Planteamiento del problema Como el viento sopla hacia el este. un avién con rumbo hacia el
norte derivard hacia el este. Para compensar el viento de través, el avién debe dirigirse hacia el
noreste. La velocidad del avidn respecto al suelo v, serd la suma de la velocidad del avidn respecto
al aire v, mis la velocidad del aire respecto al suelo v,,.

(@) 1. La velocidad del avién respecto al suelo viene dada por la ecua- vy =va, + Vi
cidn 3.14:
2. Dibuje un diagrama que muestre la suma de los vectores del paso
1. Ponga los ejes de referencia como los que se muestran en la
figura 3.17.

Figura 3.17



¥

3. El seno del dngulo 6 formado por la velocidad del avién y la sen @ = =
= 1 i v
direcci6n norte es igual al cociente entre v, ¥ va,: pe

por lo tanto

5
6 = arcsen—
Viau

(b) Como v, v va, son perpendiculares podemos utilizar el teorema de Vi, = Vi + VA,

Pitdgoras para determinar el médulo de v, con lo cual

3
Vas = aVaa = Vas

= darcsen

3.3 Posicion, velocidad y aceleracion

90 km/h
200 km/h ~

I

Vector aceleracion

Se define el vector aceleracion media como el cociente entre la variacion del vector veloci-
dad instantdnea Av y el intervalo de tiempo Ar:

a = — { 7‘ 1 5 )
DEFINICION —VECTOR ACELERACION MEDIA

El vector aceleracion instantinea es el Iimite de esta relacion cuando el intervalo de
tiempo se aproxima a cero: es decir. el vector aceleracion instantdnea es la derivada del vec-
tor velocidad respecto al tiempo:

... Ay dv :
a= lim —= — 3.16
At I_.u At di (02

DEFINICION —VECTOR ACELERACION INSTANTANEA

Para calcular la aceleracion instantdnea expresaremos v en funcion de sus coordenadas rec-
tangulares:

: dx. dy. dz
v=vit+vj+vk = —i+—j+—Kk
& N dt  dt”  dt
Por lo tanto.
dv AvTirdvs 2y 2y 2
= G+ ']_i'*'—":d S P V. d <y, ~
dr dr dr dt di dt (3.17)

=ai+ajtak

EJEMPLO 3.5 | ElI movimiento de una pelota de béisbol

La posicién de una pelota de béisbol golpeada por el bateador viene dada por la expresion r =
1L,5mi+ (12 m/s i+ 16 m/s j)f = 4,9 m/s? j 2. Determinar su velocidad y aceleracién.

Planteamiento del problema Dado que r = xi + yj, tenemos que x = 1,5 m + (12 m/s)r v que
y = (16 m/s)r — (4,9 m/s2)2 Podemos calcular las componentes x e y de la velocidad y de la acelera-
cidn derivando x e y respecto a 1.

J200 km/h)? = (90 km/h)? :l 179 km/h |

57
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1. Las componentes x e y de la velocidad se obtienen derivando xe y. Vo= % = ‘%[ LSm+ (12 m/s)r]= 12 mfs
5y f{ — (4 242
Vit Idr[[lﬁn‘].ﬂ‘s.).' (4.9 m/s2)r?]

= 16 m/s — (9.8 m/s?)r

dv
2. Derivando de nuevo se obtienen las componentes de la aceleracién: a, = d_rl =0
dv, ¥y
= Sty _ ~9.8 m/s?
dt
3. Utilizando la notacidn vectorial, la velocidad y la aceleracién son: v =|(12m/s)i +[16 m/s + (9.8 rnfs3)-']j|
a =|(-9,8m/s?) j I

Observacion Este es un ejemplo del movimiento de proyectiles, tema que estudiaremos en la
seccién 3.4,

Para que un vector sea constante, tanto su modulo como su direccién deben permanecer
constantes. Si cualquiera de ellas cambia, el vector se modifica. Por lo tanto, si un coche
toma una curva en la carretera con el médulo de la velocidad constante, experimenta una
aceleracion, ya que el vector velocidad se modifica debido al cambio de direccién.

EJEMPLO 3.6 | Doblando una esquina

Un coche se mueve hacia el este a 60 km/h. Toma una curva y 5 s mis tarde viaja hacia el norte
a 60 km/h. Determinar la aceleracién media del coche.

: L E 3 z = ; ¥p
Planteamiento del problema Los vectores inicial y final se indican en la figura 3.18. Elegimos
el vector unitario i hacia el este y el vector j hacia el norte y calculamos la aceleracién media a partir 0 i E
de su definicién, a = Av/Ar. Obsérvese que AV es el vector que sumado a v; nos da v.

e
¥
1. Laaceleracién media es el cociente entre la variacion de velocidad yel a,, = %
intervalo de tiempo: S
2. El cambio de velocidad viene relacionado con las velocidades inicialy  Av = v;—v; (a)
final:
3. Exprese las velocidades inicial y final como vectores: v, = (60 km/h)i X l
g J
Ve = (60 km/h)j .
1
3 . . - Vi=¥ 60 km/h)i — (60 km/h)j
4. Sustituya los resultados anteriores para determinar la aceleracin  a, = — s ( /L = : i Ay
media: - = . Vi
=[—[(12 km/h)/s]i + [(12 km/h)/s]j |
¥
Observacion El coche acelera, aunque el médulo de la velocidad no cambia. ®)
Ejercicio Determinar el mddulo y la direccién del vector aceleracién media. (Respuesta  ay, =
Figura 3.18

(17,0 kmv/h)/s, a 45° hacia el oeste del norte.)

El movimiento de un objeto alrededor de una circunferencia es un ejemplo corriente de
movimiento en el cual la velocidad de un objeto cambia, aunque su médulo permanezca
constante.

La direccion del vector aceleracion En los ejemplos siguientes queremos mostrar
como se determina la direccion del vector aceleracidn a partir de una descripcién del movi-
miento. Por ejemplo, analicemos el movimiento de una gimnasta saltando en una plataforma
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Figura 3.19 (a) Diagrama del movimiento del Figura 3.20 Los puntos que repre-
frenado de una saltadora cuando llega al suelo. Los sentan el ascenso de la saltadora se
puntos se han dibujado a instantes de tiempo conse- dibujan a la derecha de aquellos que
cutivos. (b) Dibujamos los vectores v, y v, en el representan su descenso con el obje-
mismo punto y determinamos Ay como el vector tivo de que no se superpongan. Sin
que une el extremo de v, con el punto que alcanza embargo, el movimiento de la salta-
v, de modo que v, + Av = v,. La aceleracién a; va dora estd dirigido en la misma direc-
en la misma direccién y sentido que Av. cién aunque con sentido contrario.

eldstica cuando alcanza el punto mds bajo de un salto y frena y, posteriormente, cambia el
sentido de su velocidad iniciando un nuevo salto. Para determinar la direccién de la acelera-
cién cuando estd frenando, en la figura 3.19a dibujamos una serie de puntos que muestran su
posicién en sucesivos instantes de tiempo. Cuanto mds rdpido se mueve, mayor es la distan-
cia que recorre en instantes de tiempo sucesivos y, por lo tanto, mayor es la distancia entre
los correspondientes puntos de la figura. Numeramos los puntos correlativamente, empe-
zando con el cero. En el instante 1 la saltadora estd en el punto 0, en el instante t; en el punto
| y asf sucesivamente. Para determinar la direccién de la aceleracién en el instante 13 dibuja-
mos los vectores que representan la velocidad de la saltadora en los instantes 1, y ;. La acele-
racion media en el intervalo enwe 1, y 14 es Av/Ai donde Ay = v, — v4 ¥ A = 14 — 1,. Usamos
estas expresiones para estimar la aceleracién de la saltadora en el instante de tiempo 73, es
decir, a; = Av/Ar. Como a; y Av van en la misma direccién, determinando la direccién de
Av encontramos también la direccién de a;. La direccién de Ay se obtiene usando la relacién
v, + Av = v, y dibujando el correspondiente diagrama de suma de vectores (figura 3.1956).
Como la saltadora se mueve mds rdpido en el instante 7; que en el instante 7, (los puntos
estdn mds separados), la longitud de v, es superior a la de v,. A partir de la figura obtenemos
la direccién de Av v, por lo tanto, la direccién de a;.

Ejercicio La figura 3.20 es el diagrama del movimiento de la saltadora antes, durante y
después del instante de tiempo f5. cuando se halla momentdnemanete en reposo en el punto
mds bajo de su descenso. En el trozo mostrado de su ascenso la velocidad de la saltadora
aumenta, Utilice este diagrama para determinar la direccién de la aceleracidn de la saltadora
(a) en el instante 7 y (b) en el instante fy. (Respuesta (a) hacia arriba, (b) hacia arriba)

EJEMPLO 3.7 | Un birrete volador

Un estudiante de fisica el dia de su graduacién lanza su birrete al aire con un dngulo inicial de
60° por encima de la horizontal. Determinar la direccion de la aceleracion del birrete durante
su movimiento ascendente usando un diagrama del movimiento.

Planteamiento del problema A medida que el birrete sube, pierde velocidad y varfa su posi-
cién. Dibujaremos el diagrama del movimiento y para determinar la direccién de Av, es decir, la de
la aceleracidn, haremos un esquema de la relacién v, + Ay = v.

3.3 Posicién, velocidad y aceleracién ‘ 59
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=

1. El diagrama de la figura 3.21a muestra el movimiento ascendente del
birrete. Como a medida que asciende se {rena, el espacio entre los pun-
tos disminuye.

2. En un punto de la figura se dibuja el vector velocidad en un instante de
tiempo inmediatamente anterior y posterior al elegido, Nétese que los
vectores se dibujan tangentes a la trayectoria del birrete. 1

3. Larepresentacién grifica de la relacion v, + Ay = v, se obtiene dibu-
jando los dos vectores velocidad en un mismo punto. Estos vectores Iy
tienen el mismo mddulo v direccion que los vectores dibujados en el
paso 2. El vector Av se obtiene uniendo sus extremos. (a)

4. El vector aceleracién tiene la misma direccion que el vector Av, pero
no necesariamente la misma longitud, ya que a = Av/Ar.

Observacion El método de determinar la direccin de la aceleracién mediante el diagrama del
movimiento no es preciso. Por consiguiente, el resultado solamente es una estimacion de la acelera-
cién, no un cdlculo exacto.

Ejercicio Usar el diagrama del movimiento para determinar la direccidn de la aceleracion del
birrete del ejemplo 3.7 durante su caida. (Respuesta  directamente hacia abajo)

(h)

ay

(d)
Figura 3.21

3.4 Primer caso particular: movimiento de proyectiles

un dngulo 6, con el eje horizontal. Sea (xg. ¥,
arriba y x positiva hacia la derecha.

Vige = Vpp €O

X Yo!

mente hacia abajo:

Figura 3.22
a,=0

Como la aceleracion es constante. podemos ut
el capitulo 2. La componente x de la velocid
horizontal:

Ve = Vay
_La componente y varia con el tiempo segun la

V= Vgy —

La figura 3.22 muestra el lanzamiento de una particula con velocidad inicial v, y formando
& 02

,) el punto de lanzamiento; y es positiva hacia

Las componentes de la velocidad inicial son

s 6, (3.18a)

Vi, Vg = Vg sen 6, (3.18b)

En ausencia de la resistencia del aire, la aceleracidn es la de la gravedad, dirigida vertical-

(3.19a)

% (3.19b)

ilizar las ecuaciones cinemdticas discutidas en
ad es constante, ya que no existe aceleracién

(3.20a)
ecuacion 2.11, cona =-g:

gt (3.20b)
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Obsérvese que v, no depende de v, y viceversa. Las componentes horizontal y vertical del
movimiento de proyectiles son independientes. Esto puede demostrarse dejando caer una
bola desde cierta altura v proyectando horizontalmente desde la misma altura una segunda
bola al mismo tiempo. Ambas bolas chocan contra el suelo simultineamente. Los desplaza-
mientos x e y vienen dados por (véase ecuacién 2.16.)

x(t) = xg+ vyt (3.21a)

|

2 By :
= Yo+ t—58t (3.21b)
ECUACIONES DEL MOVIMIENTO DE UN PROYECTIL

La notacién x() e y(r) destaca simplemente que x e y son funciones del tiempo. Si se conoce
la componente y de la velocidad inicial, la ecuacidn 3.215 nos permite determinar el instante
t en que la particula se encuentra a la altura y. La posicién horizontal en ese mismo tiempo
puede calcularse a partir de la ecuacién 3.21a. La distancia total horizontal recorrida por un
proyectil es su alcance. (Las formas vectoriales de las ecuaciones 3.19 a 3.21 se dan en las
pdginas 63 y 64.)

EJEMPLO 3.8 | Otro birrete en el aire

Un estudiante de fisica lanza un birrete al aire con una velocidad inicial de 24.5 m/s, formando
un iingulo de 36,9° con la horizontal. Posteriormente, otro estudiante lo coge. Determinar (a) el
tiempo total que el birrete esta en el aire y (b) la distancia total horizontal recorrida.

Planteamiento del problema Elegimos la posicién inicial del birrete como origen, de modo
que xy =y = 0. Suponemos que el otro estudiante lo coge a la misma altura. El tiempo total que el
birrete estd en el aire se determina haciendo y = 0 en la ecuacion 3.215. Este resultado puede utili-
zarse en la ecuacion 3.21a para determinar la distancia total recorrida.

o . I |
(a) 1. Hacemos y =0 en la ecuacién 3.215 y despejamos 7: ¥y = vyl —zgt? = .'[1‘,,‘.— —,mJ =10
2. Existen dos soluciones para r: t=10 {condiciones iniciales)
Y.
1= <V,
g
3. Calcular la componente vertical del vector velocidad inicial: Vgy = Vg sen By = (24,5 m/s) sen 36,9° = 14,7 m/s
VLS y . 2vy,  2vysen B,
4. Sustituir este resultado en vy, del paso 2 para determinar el tiempo ESIE==i= i
total r: 2

9.81 m/s?

(b) Utilizar este valor del tiempo para calcular la distancia total horizon- X = vt = (vy cos 61

tal recorrida:

Observacion El tiempo que el birrete estd en el aire es el mismo que obtuvimos en el ejemplo
2.9, en donde el birrete fue lanzado verticalmente hacia arriba con v, = 14.7 m/s. La figura 3.23
muestra la altura y en funcién de ¢ para el birrete. Esta curva es idéntica a la representada en la figura
2.11 (ejemplo 2.9) porque ambos birretes estin sometidos a la misma aceleracién y velocidad verti-
cal. La figura 3.23 puede reinterpretarse como un grifico de y en funcion de x si su escala de tiempo
se convierte en una escala de longitud. Para ello basta multiplicar los valores del tiempo por 19.6 m/s,
ya que el birrete se desplaza horizontalmente a (24.5 m/s) cos 36,9° = 19.6 nv/s. La curva y en fun-
cidn de x es una pardbola.

La figura 3.24 muestra una serie de grificos de las distancias verticales en funcién de las distan-
cias horizontales para proyectiles de velocidad inicial 24,5 m/s y varios dngulos iniciales distintos.
Los dngulos representados son 457, que es el de alcance miiximo, y pares de dngulos que difieren el

2(24,5 m/s)sen 36,9° _

(24.5 m/s) cos 36,9°(3, 00 s) :

| [ 2
19.6 392

Figura 3.23
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mismo nimero de grados por encima y por debajo de 45°. Obsérvese que estos pares de dngulo tienen
el mismo alcance. La curva azul tiene un dngulo inicial de 36,9 (0,64 rad). como en este ejemplo.

y. m
30
8=70°
25
20 NV §=33,1°
- —
e e =45°
30 40 50 60 70 x,m

Figura 3.24

La ecuacién general para la trayectoria v(x) puede obtenerse a partir de las ecuaciones
3.21 eliminando la variable r entre ambas. Escogiendo x; = y, = 0 se obtiene r = x/v,, de la
ecuacién 3.21a. Sustituyendo este resultado en la ecuacién 3.215 se obtiene

2 Vi 0
il bl i J"J

IT X

Teniendo en cuenta los valores de las componentes de las velocidades, resulta

R Alcance
P Punto de impacto o
. y(x) = (g 6;)x— [ %’),\'2 (3.22)
y v = vyl . \ 21'5 CcOs~ 9"

TRAYECTORIA DE UN PROYECTIL

para la trayectoria de un proyectil. Esta ecuacién es de la forma y = ax + bx?, que es la ecua-
cién de una pardbola que pasa por el origen. La figura 3.25 muestra la trayectoria de un pro-
vectil con el vector velocidad y sus componentes indicadas en diversos puntos. Esta
X trayectoria se refiere a un proyectil que choca con el suelo en P. La distancia horizontal entre
el punto de lanzamiento y el de impacto es el alcance R.
En el caso especial en que las elevaciones inicial y final sean iguales, puede deducirse
Figura 3.25 Trayectoria de un proyectil, endon-  yng férmula general para hallar el alcance de un proyectil en funcién de su velocidad inicial
de se indican los vectores velocidad. y el angulo de proyeccién. Como en los ejemplos anteriores. el alcance se obtiene multipli-
cando la componente x de la velocidad por el tiempo total que el proyectil estd en el aire. El
tiempo total de vuelo T se obtiene haciendo v = 0 en la ecuacién 3.215:

WT) = vy, T-3gT> =0, T>0

Dividiendo por T se obtiene

voy—38T = 0

Por lo tanto, el tiempo de vuelo del proyectil es '
2v o)
<V, =V
T = I = — sen §,
£ 2

- y el alcance:
2vé

P "

= [ =V \ ]

R = vo, T = (vqcos 6y)| — sen B,| = — sen 6, cos 6,
. g g
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Esta expresion puede simplificarse utilizando la siguiente identidad trigonométrica:

sen 28 =2sen Bcos O
Por consiguiente,

2
i}
R = —sen 26, (3.23)
8
ALCANCE DE UN PROYECTIL PARA ELEVACIONES INICIAL Y FINAL IGUALES

Ejercicio Utilizar la ecuacién 3.22 de la trayectoria para deducir la ecuacién 3.23. = : ; ek
rayectoria de Si las cotas inicial

(Respuesta Hacer y(x) = 0 y despejar x.) éngulo de tiro 45° y final fueran iguales,
\ la trayectoria de 45°

La ecuacidn 3.23 es (til para determinar el alcance de proyectiles con elevaciones inicial seriala de '“Ié""“o
. . . z I alcance

y final iguales. Es importante destacar que esta ecuacién muestra como el alcance depende / i

de 8. Como el valor mdximo de sen 2 fes 1, cuando 2 8 =90°, o sea, 8= 45°, el alcance del \-r
.

proyectil es mdximo cuando @ = 45°. En muchas aplicaciones pricticas las cotas de altura
inicial y final pueden no ser iguales y son importantes otras consideraciones. Por ejemplo, en
el lanzamiento de peso, la bola termina su recorrido cuando choca contra el suelo, pero ha
sido proyectada desde una altura inicial de unos 2 m sobre el suelo. Esto hace que el alcance ~ Figura 3.26 Si un proyectil toca el suelo en una
sea méximo para un dngulo algo inferior a 45°, como se indica en la figura 3.26. Los estu-  cOt@ inferiorala de proyeccidn, el alcance mdximo
dios realizados de los mejores lanzadores de peso muestran que el alcance méximo tiene ¢ 21¢anza bajo un dngulo detiro algo menor de 45°.
lugar para un dngulo inicial de unos 42°.

rayectoria parabélica
més aplanada \ 9

Cota inicial Cota final

EJEMPLO 3.9 | La caida de un paquete de aprovisionamiento y,m

Un heliciptero deja caer un paquete con suministros a las victimas de una inundacién que se vy

hallan en una balsa. Cuando el paquete se lanza, el helicoptero se encuentra a 100 m por

encima de la balsa, volando a 25 m/s y formando un dngulo de 36,9° sobre la horizontal. (a) 5 8y

;Durante cuéinto tiempo estard el paquete en el aire? (b) ;Dinde caerd el paquete? (c) Si el X, m

helicéptero vuela a velocidad constante, jcudl serd su posicién en el instante en que el paquete
llega al suelo?

Planteamiento del problema La distancia horizontal recorrida por el paquete viene dada por
la ecuacidn 3.21a, en donde 7 es el tiempo que el paquete se encuentra en el aire. El valor de ¢ puede
determinarse a partir de la ecuacién 3.215. Escoger el origen directamente por debajo del helicptero
cuando el paquete se lanza. La velocidad inicial del paquete es la velocidad inicial del helicoptero.

(a) 1. La trayectoria del paquete durante el tiempo que estd en el aire se
muestra en la figura 3.27. —100 F-m==mmmmmmmmmmmmessiemdeiveanien ki,

2, Para determinar el tiempo que el paquete estd en el aire escribi- (1) = y,+ vg,f - ,'-.grz Figura 3.27
mos y(r). 5

3. Haciendo y, =0, podemos aplicar la férmula para la resolucién de  ¥(r) = vg,f - % gt o 0= %grl = Voul + ¥(1)
la ecuacién de segundo grado para r: 5
despejando 1
- Voy = FI]'I&_V i 28.“(”
g

4. Calculamos t cuando y(1) =—100 m. Para ello se caleula vy, y dado Vo, = Vo sen 8y = (25 m/s) sen 36,9° = 15 m/s
que el paquete se suelta cuando ¢ = 0, el tiempo que transcurre v qystituyendo

hasta el impacto no puede ser negativo, Por lo tanto: e
. = 15m/s £ J(15 nvs)® — 2(9.81 m/s?)(~100 m) \

9.81 m/s?

hay dos soluciones
t=-3245 o r=0630s
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(b) Cuando el paquete choca con el agua, se ha movido una distancia v, = v, cos 85 = (25 m/s) cos 36,9° = 20 m/s

horizontal x, donde x es la velocidad horizontal por el tiempo de caida por lo tanto

del paquete. Primero calculamos la velocidad horizontal: % = vt = (20 m/s)(6,30's) :

(c) Las coordenadas de la posicion del helicdptero en el momento del Xy = vl = (20 m/s)(6,30's) =
impacto del paquete con el agua son: Yo = Ypo* Vo = 0+ (15 m/s)(6,30s) =

El helicéptero estd 194.5 m directamente por encima del paguete.

Observacion El tiempo positivo es el apropiado, ya que corresponde a un tiempo posterior al lan-
zamiento del paquete (el cual tiene lugar para r = 0). La solucién negativa del tiempo corresponde al
instante en que el paquete se encontraria a y = 0 si su movimiento hubiera comenzado con anteriori-
dad, como indica la figura 3.28. Obsérvese que el helicoptero se encuentra por encima del paquete
cuando éste choca contra el agua (y en cualquier momento anterior). La figura 3.29 muestra un gré-
fico de y en funcién de x para una serie de paquetes lanzados con diversos dngulos iniciales y con
una velocidad inicial de 25 m/s. La curva de dngulo inicial 36.9° es la de este ejemplo. Obsérvese
que el miximo alcance tiene lugar bajo un dngulo menor que 45°.

8; =53,1

8y =45

8,,=369
¥ im - 8,=20

o 20 / -
0 X
) 20 40‘?\\ 80 100 120

-20 A
\

10 \

60

-50

100

Figura 3.28 Figura 3.29

EJEMPLO 3.10 | Ala caza del ladrén

Un policia persigue a un consumado ladrén de jovas a través de los tejados de la ciudad.
Ambos estin corriendo a la velocidad de 5 m/s cuando llegan a un espacio vacio entre dos
edificios que tiene 4 m de anchura y un desnivel de 3 m, tal como muestra la figura 3.30. EI
ladrén, que tiene algunos conocimientos de fisica, salta a 5 m/s con una inclinacién de 45° ¥
salva el hueco con facilidad. El policia nunca estudié fisica y piensa que lo mejor seria saltar
con el mdximo de velocidad horizontal, de modo que salta a 5 m/s horizontalmente. (a)
(Conseguird salvar el obstdculo? (b) ;A qué distancia del borde del segundo edificio llegd el
ladrén?

Planteamiento del problema EI tiempo en el aire durante el salto depende sélo del movi-
miento vertical. Elegir como origen el punto de lanzamiento con la direccién positiva hacia arriba,
para poder aplicar las ecuaciones 3.21. Utilizar la ecuacién 3.21b para (1) y deducir de ella el
tiempo para ¥ = -3 m para 8, = 0° y de nuevo para 6, = 45°. El valor de x correspondiente a
este tiempo es la distancia horizontal recorrida.

jINTENTELO USTED MISMO!

Figura 3.30



Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo
Pasos
(a) 1.

2. Determinar la distancia horizontal recorrida durante este tiempo.

Escribir y(f) para el policia y calcular r cuando y = -3 m.

(b) 1. Escribir y(r) para el ladrén y sustituir y = —3m. y(r) es una ecua-
cién de segundo grado con dos soluciones, pero s6lo una es acep-
table.

2. Calcular la distancia horizontal correspondiente al valor positivo

der.

3. Restar 4 m de esta distancia.
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Respuestas

y st dIslancia es menor de

I policia no puede cruzar el espacio

vacio entre los edificios

Obviamente, el ladrén alcanza el techo d

» UE MOdo que

43l m-=401m =

Observacion El ladrén probablemente sabia que debia saltar con una inclinacién algo menor de
45°, pero desde luego, no tuvo tiempo para resolver exactamente el problema. El policia realmente
consiguié alcanzar el segundo edificio contrayendo sus muisculos abdominales antes del impacto.
Con ello subid sus pies algo mds de 9 em, la distancia minima necesaria para completar el salto sin

accidentarse.

EJEMPLO 3.11 | Lanzamiento de suministros

jINTENTELO USTED MISMO!

En el ejemplo 3.9, (a) determinar el tiempo ¢; que tarda el paquete en alcanzar su mixima
altura h, (b) calcular esta altura méxima & y (c¢) determinar el tiempo f; transcurrido desde

que el paquete alcanza su altura mixima hasta que llega al suelo.

Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo
Pasos
(a) 1.

2. Hacer v,(r;) =0y despejar 1,.
(b) 1.

Expresar v, (1) para el paquete.

Determinar v, durante el tiempo en que el paquete se mueve
hacia arriba.

2. Utilizar v, para determinar la distancia recorrida hacia arriba. A
continuacion calcular /i,

(c) Hallar el tiempo transcurrido mientras el paquete cae la distancia h.

Observacion De acuerdo con el ejemplo 3.9, t; + 1,=6,3 5.

Respuestas

Ejercicio Resolver el apartado (b) del ejemplo 3.11 usando la expresién para y(r) de la ecuacion

3.21b en vez de calcular v, ...

Las ecuaciones 3.19a y 3.19b pueden expresarse en forma vectorial. Multiplicando la
ecuacion 3.19a por i y la ecuacion 3.19b por j y después sumando ambas ecuaciones se

obtiene a i +a,j = —gj. o bien,

a =g

donde g es el vector aceleracién correspondiente a la caida libre. En la superficie de la Tierra
el valor de g es g = 9.81 m/s%. Las ecuaciones 3.20a y b también pueden expresarse en forma
vectorial. Multiplicando la ecuacién 3.20a por i y la ecuacidn 3.20b por j v sumando ambas

ecuaciones se obtiene (v i+v j) = (vod+vy,J) - gtj o bien

vV =Yy t+B8I 0

Av = g1
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donde v = v,i+v j. vy = vy i+ vy . v 8 = —gj. Repitiendo el proceso para las ecua-
ciones 3.21a y b se obtiene

r=rg+vel+agll o Ar = vyr+ig? (3.21c)

donde r = xi+yj vy ry = xyi +y,j. Para determinados problemas conviene utilizar las
formas vectoriales de las ecuaciones cinemdticas (ecuaciones 3.20c¢ y 3.21¢). Este es el caso
del ejemplo que sigue.

EJEMPLO 3.12 | E guardabosques y el mono

Un guardabosques con una cerbatana intenta disparar un dardo tranquilizante a un mono que
cuelga de una rama (figura 3.28). El guardabosques apunta directamente al mono sin tener en
cuenta que el dardo seguird una trayectoria parabdlica y pasar4, por lo tanto, por debajo del
mono. Sin embargo, éste, viendo salir el dardo de la cerbatana, se suelta de la rama y cae del
drbol, esperando evitar el dardo. (a) Demostrar que el mono serd alcanzado independiente-
mente de cudl sea la velocidad inicial del dardo, con tal de que ésta sea lo suficientemente
grande para que el dardo recorra la distancia horizontal que hay hasta el drbol antes de dar
contra el suelo. Suponer que el tiempo de reaccién del mono es despreciable. (b) Sea v, la velo-
cidad del dardo al salir de la cerbatana. Encuentre la velocidad del dardo relativa al mono
para un tiempo arbitrario ¢ durante el vuelo del dardo.

—_ i 2
Arg =Vt + 3 gt

Planteamiento del problema Se aplica la ecuacién 3.21¢ al mono y al dardo

Figura 3.31

~

(a) 1. Seaplica la ecuacién 3.21¢ al mono en el tiempo r. Ar, = g

con la velocidad inicial del mono nula.

2. Seaplica la ecuacién 3.21c al dardo en el tiempo 1, Ary = vyt + g2
donde vy es la velocidad inicial del dardo cuando sale de la cerbatana.

3. La figura 3.31 refleja un esquema del mono, el dardo y la cerba-
tana. Se muestra el dardo y el mono en sus posiciones en el ins-
tante inicial y en el tiempo t. Los vectores muestran los diferentes
términos de los pasos 1 y 2. Nétese que en el tiempo t el dardo y
el mono estdn a una distancia égﬂ por debajo de la linea de mira
de la cerbatana. El dardo dard con el mono cuando alcance la
linea de caida éste.

(b) 1. La velocidad del dardo relativa al mono iguala la velocidad del vy, = Vi + Vem
dardo relativa a la cerbatana mds la velocidad del arma relativa al
animal:
2. La velocidad de la cerbatana relativa al mono es igual a la veloci- vy, = V.= V..
dad del animal relativa al arma cambiada de signo.

3. Conel uso de la ecuacién 3.20c se consigue expresar la velocidad del Vye = Ygo+ 81 |
dardorelativa a la cerbatana y la velocidad del animal relativaalarma  ,  _ gt
mc

(vao + 80— (81) =[Vao |

4. La sustitucién de estas expresiones en el paso 2 del apartado b v,
lleva a:

Observacién Con respecto al mono, el dardo se mueve con velocidad constante vyq siguiendo
una linea recta. El dardo impacta en el animal en el instante de tiempo 1 = Lfv,,, donde L es la distan-
cia desde la boca del arma hasta la posicién inicial del mono.

Observacién En una experiencia magistral, un blanco se cuelga de un electroiman. Cuando el
dardo sale del arma, el circuito que controla el electroimén se interrumpe y el blanco cae. La veloci-
dad inicial del dardo se puede variar de modo que para valores de vy, grandes el dardo alcanza al
blanco muy cerca de su posicién inicial, mientras que si v, tiene un valor pequefio, el dardo impacta
con el blanco poco antes de que éste alcance el suelo.
warmes  Ejercicio  Un jugador golpea el disco de hockey sobre hielo de forma que éste no impacta en
m la red de la porterfa ni tampoco en la valla de Plexiglass de los limites de la pista de 2,80 m de
“ altura. El tiempo de vuelo del disco cuando pasa por encima de la valla es r; = 0,650 s, siendo
x; = 12,0 m la distancia horizontal desde el punto donde el jugador golpea el disco. (a) Calcular la veloci-
dad y la direccién inicial del disco. (&) ;Cudndo alcanza el disco su altura madxima? (c) ;Cudl es la altura
mixima que alcanza el disco? (Respuesta  (a) v=20,0m/s, 6, =22.0° (b) r=0.764s, (c) v, , =2,86 m).

My _— r
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3.5 Segundo caso particular: movimiento circular

La figura 3.32 muestra una masa sujeta a una cuerda, de modo que forma un péndulo que
oscila en el plano vertical. La trayectoria que sigue la masa en su continua oscilacién corres-
ponde a una fraccién de una trayectoria circular. El movimiento a lo largo de una trayectoria
circular, o de una parte de ella, se denomina movimiento circular.

Figura 3.32

EEMPLO 3.13 | EI péndulo que oscila

Consideremos el movimiento de la masa del péndulo de la figura 3.32. Usando el diagrama del
movimiento de la figura 3.33, determinar la direccion del vector aceleracion cuando la masa esta
oscilando de izquierda a derecha, (a) en la porcion descendente de su movimiento, (b) cuando
pasa por el punto mis bajo de su recorrido, y (¢) en la porcién ascendente de su recorrido.

Figura 3.33

Planteamiento del problema Cuando la masa desciende aumenta la velocidad y cambia su direc-
cién. La aceleraci6n estd relacionada con el cambio de la velocidad mediante a = Av/Ar. La direccién de
la aceleracién en un punto puede estimarse dibujando el diagrama de adicién de vectores para la relacién
¥ + Av = vy, de donde se encuentra la direccién de Av y, por lo tanto, la direccién del vector aceleracidn.

(a) 1. La figura 3.33 muestra la representacién de una oscilacién com-
pleta de izquierda a derecha de la masa del péndulo. La distancia
entre los puntos es mayor en los puntos mds bajos de la trayecto-
ria ya que en ellos la velocidad es mayor.

2. Para un punto determinado, se determina la diferencia entre la
velocidad en el punto inmediatamente anterior y en el punto
inmediatamente posterior. Nétese que los vectores velocidad se
dibujan tangentes a la trayectoria y que su longitud es proporcio-

nal a la velocidad. P

3. Se representa la expresion gréfica de la relacion v; + Av=vpy el o)
vector aceleracion, ya que dado que a = Av/Ar, a va en la misma fii il
direccién que Ay,

(b) Se repiten los pasos 2 y 3 para el punto mds bajo de la trayectoria. i
(c) Se repiten los pasos 2 y 3 para un punio en la porcidn ascendente de la o |
trayectoria. Pt kY

Observacién En el punto mds bajo de la trayectoria el vector aceleracion tiene la direcci6n verti-
cal, hacia arriba (figura 3.34), hacia el centro del circulo P. Cuando la velocidad aumenta (en la por-
cién descendente), la aceleracién tiene una componente dirigida hacia delante y otra componente
dirigida hacia P. Cuando la aceleracion disminuye tiene una componente dirigida hacia atrds y otra Figura 3.34
que apunta a P. ’

Si una particula se mueve a lo largo de una trayectoria circular, la direccién que desde la
particula sefiala el centro de la trayectoria se denomina direccién centripeta. En el ejemplo
3.13 se ha visto que la aceleraci6n en el punto mds bajo de la trayectoria de la masa del pén-
dulo va en la direccién centripeta. En otros puntos la aceleracién tiene una componente cen-
tripeta y una componente tangencial.

L —
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v(t) vir)
A8
vir+ An

vir+ Ar)

rir)

rir+ Ar)
A8

Figura 3.35 Vectores posicion y velocidad de
una particula que se mueve en un circulo a veloci-
dad escalar constante.

EJEMPLO 3.14 |

Av

Movimiento circular uniforme

El movimiento en un circulo a velocidad escalar constante se denomina movimiento circu-
lar uniforme. Usaremos el método del ejemplo 3.13 para determinar la direccién de la ace-
leracion a fin de encontrar la expresion de la aceleracion de una particula que se mueve en un
circulo a velocidad constante. Los vectores posicion y velocidad de una particula que se estd
moviendo en un circulo a velocidad constante se muestran en la figura 3.35. El dngulo A@
entre v(1) y v(r + Ar) es el mismo que entre r(r) y r(r + Ar), ya que los vectores posicién y
velocidad deben girar el mismo dngulo para conservar su perpendicularidad mutua. Con los
dos vectores velocidad y con Av se forma un primer tridngulo isGsceles. El segundo tridn-
gulo isdsceles se forma con los dos vectores posicién y con Ar. Para encontrar la direccién
del vector aceleracion examinamos el tridngulo formado por los dos vectores velocidad y Av.
La suma de los dngulos de un tridngulo es 180° y los dngulos de la base de cualquier tridn-
gulo isésceles son iguales. En el limite en que Ar es muy pequefio, A8 también es muy
pequefio por lo que en este limite los dos dngulos de la base se aproximan a 90°. Esto signi-
fica que Ay es perpendicular a la velocidad. Si Av se dibuja en la posicién de la particula
sefiala en la direccién centripeta.

Los dos tridngulos son semejantes, por lo que [Av|/v = |Ar|/r (dado que las longitudes
de formas semejantes son proporcionales). Dividiendo los dos términos por At y reorgani-
zando nos queda

[Av] _ v]|Ar|

At r At

En el limite cuando Ar es muy pequefo, el término |Av|/Ar se parece cada vez mds al
mddulo de la aceleracién instantdnea a, v el término |Ar|/Ar se parece a v, el médulo de la
velocidad instantdnea. Si sustituimos estas igualdades en el limite,

(3.24)
ACELERACION CENTRIPETA

Habitualmente se describe el movimiento de una particula en un circulo con velocidad
constante a partir del tiempo T requerido para realizar una vuelta completa, magnitud que se
denomina periodo. Durante un periodo, la particula se mueve una distancia 27r (donde r es
el radio del circulo), por lo que la velocidad de la misma estd relacionada con ry con T
mediante la expresion

2rr =
P= — 3.7
| T (3.25)

Movimiento de un satélite

Un satélite se mueve con velocidad constante en una drbita circular alrededor del centro de la
Tierra y cerca de la superficie de la Tierra. Si su aceleracion es g = 9,81 m/s, determinar (a) su
velocidad escalar y (b) el tiempo que invierte en una revolucién completa.

Planteamiento del problema Como el satélite tiene su drbita cerca de la superficie de la Tie-
rra, consideraremos que el radio de la drbita es el radio de la Tierra. r= 6370 km.

(@) La aceleracién centripeta vA/rse iguala a g v se despeja v:

£ erl 3 3 216 25: =—— = —— =
(b) Para calcular el valor del periodo T se usa la ecuacion 3.25: T = .91 kil 5060

a=—=g 0
=

2rr _ 2m(6370km) _
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Observacion La drbita real de los satélites se sitia unos pocos centenares de kilémetros por
encima de la superficie terrestre, es decir, rexcede ligeramente el radio terrestre (6370 km). En con-
secuencia la aceleracion centripeta es algo inferior a 9,81 m/s2 a causa del descenso de la fuerza gravi-
tatoria con respecto a la distancia del centro de la Tierra. Muchos satélites estdn en estas Grbitas y sus
periodos son de unos 90 minutos.

Ejercicio Un coche va a 48 km/h y sigue una curva de 40 m de radio. ;Cudl es su aceleracion cen-
tripeta? (Respuesta 4,44 m/s?)

Una particula que se mueve en un circulo con velocidad variable tiene una componente de la
aceleracién tangente a la trayectoria, dv/dt, y una componente segiin el radio, la aceleracién
centripeta, v¥/r. Al analizar, en general. el movimiento de una particula a lo largo de una
curva, la trayectoria se puede dividir en arcos de circunferencia (figura 3.36). La particula en
cada uno de estos arcos de circunferencia tiene una aceleracién centripeta v¥/r dirigida hacia
el centro de curvatura v, si varia la velocidad, tiene ademds una aceleracion tangencial

= ﬁ (3.26)

ACELERACION TANGENCIAL

Figura 3.36 Cuando una particula se mueve a lo largo de una trayectoria curva se con-
sidera que cada pequeiio intervalo de tiempo se mueve siguiendo un arco de circunferencia
distinto. El vector aceleracion instantdnea tiene una componente a, = v*/r dirigida hacia el
centro de curvatura del arco y una componente a, = dv/dr tangencial a la curva.

Resumen

TEMA OBSERVACIONES ¥ ECUACIONES RELEVANTES
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1. Vectores

Definicion Los vectores son magnitudes que tienen médulo y direccion. Se suman como los desplazamientos.
Componentes La componente de un vector a lo largo de una linea en el espacio es su proyeccidn sobre dicha linea. Si A
forma un dngulo @ con el gje x, sus componentes x e y son
Ax=Acos 8 (3.2)
Av=Asen g (3.3)
Médulo A= [AT+ A7 (3.5a)
Suma grifica de vectores Dos veclores cualesquiera cuyos médulos poseen las mismas unidades pueden sumarse grdficamente
situando la cola de la flecha que representa a uno de ellos en el extremo o cabeza del otro.
Suma de vectores mediante componentes Si C=A + B, entonces
C,=A,+8, (3.6a)
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Vectores unitarios

Vector posicién

Vector velocidad instantdnea

Vector aceleracidn instantinea

C,=A, +B, (3.6b)

Un vector A puede escribirse en funcién de los vectores unitarios I, j y k de mddulo unidad dirigidos respec-
tivamente a lo largo de los ejes x, y y 2

A=Ad+Aj+Ak (3.7)
El vector posicién r apunta desde el origen del sistema de coordenadas a la posicién de la particula.

El vector velocidad v es la variacién del vector posicidn respecto al tiempo. Su médulo es la velocidad y su
direccidn es la del movimiento.

o i A 598
R e G2
Av _ dv
= fm o~ Ll

2. Velocidad relativa

Siuna particula se mueve con velocidad v, respecto a un sistema de coordenadas A, el cual a su vez se mueve
con velocidad v, respecto a otro sistema de coordenadas B, la velocidad de la particula respecto a B es

Vep = Vpa +Vag (3.14)

3. Movimientos de proyectiles

Independencia del movimiento

Dependencia con el tiempo

En las ecuaciones de esta seccidn se considera que la direccién positiva del eje x es horizontal y que la direc-
cidn positiva del eje v es vertical dirigida hacia arriba.

En el movimiento de proyectiles, los movimientos horizontal y vertical son independientes. Asi,
a,=0 v a,=-g.
vt =ve+at v =v, +ar (2.14)

X(1) = X+ Vol + a8, y(1) = v+ vo r + La (2.16)

donde a, = 0,a, = —g. vy, = Vo c0s By ¥ v,, = v sen 6,. Alternativamente,

Av = gr, Ar = vor+igf (3.20¢, 3.21¢)

donde g = -gj

Alcance El alcance se obtiene multiplicando v, por el tiempo total del proyectil en el aire.

4. Movimiento circular

Aceleracién centripeta a. = %2 (3.24)

Aceleraci6n tangencial a; = % (3.26)
donde v es la velocidad escalar

Periodo v = 3-;1 (3.25)

Problemas

® Concepto simple, un solo paso, relativamente fécil.
®e Nivel intermedio. puede exigir sintesis de conceptos.
e@ee Desafiante, para alumnos avanzados.
ssM  La solucién se encuentra en el Student Solutions Manual.
i Problemas que pueden encontrarse en el servicio iSOLVE de tareas para casa.
Estos problemas del servicio “Checkpoint” son problemas de control, que impulsan a los  fuentes externas o estimaciones

=

En algunos problemas se dan
mds datos de los realmente
necesarios; en otros pocos, deben
extraerse algunos datos a partir
de conocimientos generales,

estudiantes a describir cémo se llega a la respuesta y a indicar su nivel de confianza, ldgicas.




Vectores y suma de vectores

1 ® S5M  ;Puede el modulo del desplazamiento de una particula
ser menor que la distancia recorrida por la particula a lo largo de su trayectoria?
¢Puede su mddulo ser mayor que la distancia recorrida? Razonar la respuesta.

2 @ Dar un ejemplo en el cual la distancia recorrida es una magnitud
significativa, mientras que el correspondiente desplazamiento es nulo.

3 @ ;Cuil es la velocidad media aproximada de los bélidos que parti-
cipan en la prueba de Indiandpolis 5007

4 e | Verdadero o falso: El médulo de la suma de dos vecto-
res debe ser mayor que el médulo de cada vector.

5 @ ;Puede una componente de un vector tener un modulo mayor que
el moédulo del propio vector? ;En qué circunstancias la componente de un vector
puede tener un médulo igual al médulo del propio vector?

6 ® SSM  ;Puede un vector ser igual a cero y, sin embargo, tener
una o mds componentes distintas de cero?

7 e | ;Son las componentes de C = A + B necesariamente
superiores a las correspondientes componentes de A o B?

8 ® S5M Verdadero o falso: El vector velocidad instantdnea siem-
pre sefiala en la direccidn del movimiento.

9 ® Si un objeto se mueve hacia el oeste, ;en qué direccién acelera?
(a) Norte, (b) Este, (c) Oeste, (d) Sur, (¢) Puede ser cualquier direccidn.

10 o i Un jugador de golf golpea con fuerza la bola de modo

que ésta describe un largo arco. Cuando la bola estd en el punto mds alto de su
vuelo, (a) su velocidad y aceleracidn se anulan, (b) su velocidad es cero pero su
aceleracidn no se anula, (¢) su aceleracién es cero pero su velocidad es distinta
de cero, (d) su velocidad y su aceleraciGn son ambas distintas de cero, (e) falta
informacidn para contestar correctamente.

11 ® La velocidad de una particula se dirige hacia el este mientras que
su aceleracicn se dirige hacia el noroeste como muestra la figura 3.37. La parti-
cula, (a) estd acelerando y girando hacia el norte, (b) estd acelerando y girando
hacia el sur, (c) estd frenando y girando hacia el norte, (d) estd frenando y
girando hacia el sur, (¢) mantiene constante su velocidad y gira hacia el sur.

]
'
'
'

Si
Figura 3.37 Problema 11

12 ® Ss5M
dos puntos de su trayectoria, el tiempo que tarda en moverse de un punto a otro
y se supone que la aceleracién es constante, se puede calcular () la velocidad
media de la particula, () la aceleracién media de la particula, (c) la velocidad
instantdnea de la particula, (d) la aceleracién instantdnea de la particula, (¢) no
se dispone de la informacidn suficiente para describir el movimiento de la par-
ticula.

Si se conocen los vectores posicion de una particula en

13 @@ Considere la trayectoria de una particula en su movimiento por el
espacio. (a) (Como se relaciona geométricamente el vector velocidad con la
trayectoria de la particula? (b) Esquematice una trayectoria y dibuje el vector
velocidad de la particula para distintas posiciones a lo largo de la trayectoria.

Problemas l 71

14 @ La aceleracion de un vehiculo es nula cvando (a) gira hacia la
derecha a velocidad constante, (b) sube por una carretera pendiente y recta a
velocidad constante, (¢) corona la cima de una colina a velocidad constante,
(d) llega a la parte mds baja de un valle a velocidad constante, (¢) aumenta su
velocidad cuando baja a lo largo de una pendiente recta.

15 ® 55M
direcciones de los vectores velocidad v posicidn las (a) opuestas, (b) las mis-
mas y (¢) mutuamente perpendiculares.

Dar algunos ejemplos de movimiento en los cuales las

16 o | (Cémo es posible que una particula que se mueva a
velocidad escalar constante tenga una aceleracidn constante? ; Puede una parti-
cula con velocidad constante estar, a la vez. acelerando?

17 @@ Un dardo se lanza verticalmente hacia arriba. Cuando sale de la
mano del lanzador, pierde velocidad uniformemente a medida que gana altura
hasta que se clava en el techo de la habitacién. (a) Dibujar el vector velocidad
en los tiempos 1, ¥ 15, en donde Ar = 1; — 1; es un intervalo pequefio. A partir del
dibujo determinar la direccién del cambio de velocidad Av = v,—v; y con
ello la direccién del vector aceleracidn. (b) Poco después de chocar con el
techo, el dardo cae y acelera hasta que llega al suelo. Repita el apartado (a) para
encontrar la direccién del vector aceleracion durante la caida. (¢) Ahora ima-
gine que tira el dardo horizontalmente. ;Cudl es la direccién del vector acelera-
cidn después que haya dejado su mano pero antes que golpee el suelo?

18 ee 55M  Una gimnasta salta sobre una plataforma eldstica y
cuando se aproxima al punto mas bajo de su caida pierde velocidad. Supo-
niendo que cae verticalmente, haga un diagrama del movimiento para escontrar
la direccidn de su vector aceleracién, dibujando los vectores velocidad de la
saltadora en los iempos #; y 1,, siendo pequefio el intervalo Ar = ¢, — r;. Deducir
del dibujo la direccién del cambio de velocidad Av = v,—v, y con ello, la
direccién del vector aceleracién.

19 @e La saltadora del problema 18, después de alcanzar el punto mds
bajo de su salto en el tiempo 1, comienza a moverse hacia arriba aumentando
su velocidad durante un corto tiempo hasta que la gravedad domina de nuevo su
movimiento. Dibujar los vectores velocidad en los tiempos t; y 1, en donde Ar =
1, = 1) s un pequeno intervalo Y 1) < fyy, < f;. Deducir del dibujo la direccion
del cambio de velocidad Av = v,— v, y can ello, la direccidn del vector ace-
leracidn.

20 @ Un rio de orillas rectas y paralelas tiene una anchura de 0,76 km
(véase la figura 3.38). La corriente del rio baja a 4,0 km/h y es paralela a los
mdrgenes. El barquero que conduce una barcaza que puede alcanzar una veloci-
dad médxima de 4,0 km/h en aguas quietas desea ir de A a B, donde AB es perpen-
dicular a la orilla. El barquero debe (a) dirigir la barca directamente a través del
rio, perpendicular a la orilla siguiendo AB, (b) poner un rumbo de 53° dirigido
hacia aguas arriba respecto la direccién AB, (¢) poner un rumbo de 37° dirigido
hacia aguas arriba respecto la direccidn AB, (d) renunciar ya que es imposible ir
de A hasta B con una nave de estas caracteristicas, (€) ninguna de las respuestas
anteriores es correcta,

Figura 3.38 Problema 20

21 ® SSM  Verdadero o falso: Cuando un proyectil se dispara hori-
zontalmente, invierte el mismo tiempo en caer que un proyectil soltado en reposo
desde la misma alura. [gndrese los efectos de la resistencia del aire.
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22 o | Un proyectil se lanza con un dngulo de tiro de 35° por
encima de la horizontal. En el punto mads alto de la trayectoria, su velocidad es
de 200 m/s. La velocidad inicial tenfa una componente horizontal de (a) 0,
(h) 200 cos (35°) m/s, (c) 200 sen (53°) m/s, (d) (200 m/s)/cos 35°, (e) 200 m/s.
No considere los efectos de la resistencia del aire.

23 @® Lafigura 3.39 representa la trayectoria parabdlica de una bola que
vade A a E. ;Cuil es la direccién de la aceleracion en el punto B? (a) Hacia
arriba y hacia la derecha. (b) Hacia bajo y hacia la izquierda. (¢) Verticalmente
hacia arriba, (d) Verticalmente hacia abajo. (¢) La aceleracidn de la bola es cero.

C
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Figura 3.39 Problemas 23 y 24

24 @ (a ) ;En qué punto(s) de la figura 3.39 el mddulo de la velocidad
es el mayor de todos? (b) (En qué punto(s) el médulo de la velocidad es el
menar de todos? (¢) ;En qué dos puntos el mddulo de la velocidad es el
mismo? ;Es el vector velocidad el mismo en esos puntos?

25 o | Verdadero o falso:
(a) Siel médulo de la velocidad es constante, la aceleracion debe ser cero,
(b) Si la aceleracién es cero, ¢l midulo de la velocidad debe ser constante.

26 ® Las velocidades inicial y final de un objeto son las indicadas en la
figura 3.40). Indicar la direccion de la velocidad media.

Figura 3.40 Problema 26

27 @ Las velocidades de los objetos A ¥ B se muestran en la figura
3.41. Dibujar un vector que represente la velocidad de B relativa a A.

| M
Vi e

Figura 3.41 Problema 27

28 e® S5M Un vector A(7) tiene un mddulo constante, pero su direc-
cién cambia. (a) Encontrar dA/dr de la siguiente manera: dibujar los vectores
A(r + Ar) y A(r) para un pequefio intervalo de tiempo Ar y determinar grifica-
mente la diferencia AA = A(r + Ar) = A(r). ;Cudl es la direccion de AA respectoa
A para pequeiios intervalos de tiempo? (b) Interpretar este resultado para los casos
especiales en que A representa la posicion de una particula con respecto a un sis-
tema de coordenadas. (¢) ;Puede A representar un vector velocidad? Explicarlo.

29 e® La figura 3.42 muestra la trayectoria de un automovil. formada
por segmentos rectilineos y arcos de circunferencias. El coche parte del reposo
en el punto A. Después que alcanza el punto B marcha con velocidad constante
hasta que alcanza el punto E£. Acaba en reposo en el punto F. (a) En el medio de

cada segmento (AB, BC, CD, DE, y EF), ;cudl es la direccién del vector velo-
cidad? (b) ; En qué puntos el automdvil tiene aceleracidn? En estos casos, ;cudl
es la direccion de la aceleracion? (¢) ;Qué relacion tienen los mddulos de la
aceleracién en los tramos BC y DE?

Figura 3.42 Problema 29

30 e® 5SSM  Dos cafones estin situados uno frente a otro, como
muestra la figura 3.43. Cuando disparen las balas seguirdn las trayectorias que
se muestran, siendo P el punto donde las trayectorias se cruzan. Si se quiere
que las balas choquen, [ hay que disparar pnimero el cafion A, el cafién B o bien
hay que disparar los dos cafiones simultdneamente? Ignérense los efectos de la
resistencia del aire.

Figura 3.43 Problema 30

31 @@ Galileo en su obra “Didlogo respecto los dos sistemas del mundo™
escribid: * Enciérrese ... en el camarote principal situado bajo la cubierta de un
barco grande y ... cuelgue una botella que se vacie, gota a gota, en un reci-
piente situado debajo. Después de observar cuidadosamente el fendémeno ... y
de que el barco haya seguido cualquier velocidad, siempre y cuando el movi-
miento haya sido uniforme y no fluctuante, las gotas siempre caen como antes
sin que, en ningtin caso, se dirijan hacia la direccién de la popa del buque, aun-
que el barco recorra un gran trecho mientras las gotas estdn en el aire™. Expli-
que esta cita.

32 ® Una persona mueve una piedra atada a una cuerda en un circulo
horizontal a velocidad constante. La figura 3.44 representa la trayectoria del
objeto visto desde arriba. (@) [ Cuil de los vectores de la figura representan la
velocidad de la piedra? (h) ;Cudl representa la aceleracion?

Figura 3.44 Problema 32



33 @ Verdadero o falso: Un objeto no se mueve en una trayectoria cir-
cular si no estd acelerado.

34 ee Usando un esquema del movimiento, encontrar la direccidn de la
aceleracion de la masa de un péndulo cuando la masa estd en el punto donde
cambia el sentido de su movimiento.

35 @ Con un bate de béisbol se golpea una pelota a 177 kmv/h. Supon-
gamos que la pelota es bateada con un dngulo de 35° que es un valor muy
corriente en este deporte. Usando la ecuacidn 3.23 para calcular la distancia
que alcanza una bola golpeada en las condiciones anteriormente mencionadas
se obtiene que la pelota llega hasta 232 m pero, en realidad, la pelota apenas
alcanzard los 80 m. Argumente porqué la ecuacién 3.23 da una prediccidn tan
mala en este caso. Si puede, considere el concepto de velocidad terminal o
velocidad limite.

Aproximaciones y estimaciones

36 ee SSM  Estimar qué distancia alcanza una pelota si se lanza (a)
horizontalmente desde el suelo, (&) con un dngulo de 45° desde el suelo, (¢)
horizontalmente desde la azotea de un edificio situada 12 m por encima del
nivel de la calle, (d) con un dngulo de 45° desde la azotea de un edificio situada
12 m por encima del nivel del suelo.

37 o0 | En 1978, Geoff Capes del Reino Unido, lanzé un
ladrillo pesado una distancia horizontal de 44,5 m. Determinar la velocidad
aproximada del ladrillo en el punto més alto de su trayectoria, sin considerar
los efectos de la resistencia del aire.

Vectores, suma de vectores y sistemas de coordenadas

38 @ La aguja de los minutos de un reloj de pared tiene 0,5 m de longi-
tud y la de las horas tiene 0,25 m. Considerando el centro del reloj como origen
y eligiendo un sistema de coordenadas apropiado, escribase la posicién de las
agujas de las horas y de los minutos con vectores cuando el reloj sefala
(a) 12:00, (b) 3:30, (c) 6:30, (d) 7:15. () Si A es la posicién del extremo de la
aguja de los minutos y B es la posicién del extremo de la aguja de las horas,
calcular A-B para las horas dadas en los apartados (a)-(d) anteriores.

39 @ SS5M  Unoso se mueve 12 m hacia el nordeste y 12 m hacia el
este. Muéstrese gridficamente cada desplazamiento y determinese grificamente
el desplazamiento total, como en el ejemplo 3.2(a).

40 o | v Un arco circular estd centradoen x =0 e y = 0.
(a) Una estudiante se mueve por el arco circular desde la posicién x = 5 m,
y =0 hasta la posicién final x =0, y =5 m. ;Cudl es su desplazamiento? (b) Un
segundo estudiante se mueve desde la misma posicién inicial siguiendo el eje x
hasta el origen para seguir después a lo largo del eje y hasta y=5myx=0.
{ Cudl es su desplazamiento?

41 ® SS5M [ v En el caso de los dos vectores A y B
indicados en la figura 3.45, hallar graficamente como en el ejemplo 3.2(a):
(a)A+B,(b)A-B,(c)2A + B, (d) B-A, (e) 2B-A.

Figura 3.45 Problema 41

Problemas 73

42 ® Un muchacho explorador pasea 2,4 km hacia el este del campa-
mento, luego se desvia hacia su izquierda y recorre 2,4 km a lo largo de un arco
de circulo centrado en el campamento. (a) ;A qué distancia del campamento se
encuentra finalmente el muchacho? (b) ;Cudl es la direccién de la posicidn del
muchacho medida desde el campamento? (¢) ;Cudl es el cociente entre el des-
plazamiento final y la distancia total recorrida?

43 @ Un vector velocidad tiene una componente x de + 5,5 m/s y una
componente y de — 3,5 m/s. ; Qué diagrama de la figura 3.46 representa la direc-
cidn del vector?

(@) (b) (c) (d)

(e) Ninguno de los anteriores.

Figura 3.46 Problema 43

4 o i Tres vectores A, B, v C tienen las siguientes compo-
nentes xey: A, =6,4,=-3; B,=-3,8,=4;, C, =2, C, = 5. La magnitud de
A+B+Ces(a)3.3,(b)50,(c)11,(d) 7.8, (e) 14.

45 @ Hallar las componentes rectangulares de los vectores A, que estdn
comprendidas en el plano xy y forman un dngulo & con el eje x, como se ve en
la figura 3.47, para los siguientes valoresde A y 8:(a) A = 10 m, 8=30° (h)
A=5m, 8=45%(c)A=Tkm, §=60° (d) A =5 km, 8=90° (e) A = 15 km/s,
8=150% () A= 10 m/s, 8=240%y (g) A =8 m/s?, 8=270°.

Figura 3.47 Problema 45

46 ® SS5M  Un vector A tiene el médulo de 8 m y forma un dngulo de
37° con el eje x; el vector B=(3m)i—(5m) j: el vector C=(-6m)i+ (3 m)j.
Determinar los siguientes vectores: (a) D=A +C; () E=B -A:(¢c) F =
A - 2B +3C; (d) un vector Gtalque G -B = A + 2C +3G.

47 ee Hallar el médulo y la direccion de los siguientes vectores: (a) A =
S5i+3j;()B=10i-7j,y (¢) C=-2i-3j +4k.

48 @ Hallar el médulo y direccién de A, By C=A + B en los casos (a)
A=-4i-7j; B=3i-2j;y(b)A=1i-4j, B=2i+6j
49 ® Describir los vectores siguientes utilizando los vectores unitarios i

v j: (a) una velocidad de 10 m/s con un dngulo de elevacién de 60°; (b) un vec-
tor A de médulo A =5 m y 8=225% y (c) un desplazamiento desde el origen al
puntox =14 m, y=-6 m.

50 @ En el caso del vector A = 3i + 4j, hallar otros tres vectores cuales-
quiera B que estén también comprendidos en el plano xy y que tengan la pro-
piedad de que A = B, pero A # B. Escribir los vectores en funcidn de sus
componentes y dibujarlos grificamente.

51 wee SSM  Uncubode arista 3 m tiene sus caras paralelas a los pla-
nos coordenados y un vértice en el origen. Una mosca situada en el origen se
mueve a lo largo de tres aristas hasta llegar al vértice opuesto. Escribir el vector
desplazamiento de la mosca utilizando los vectores i, j y k, y hallar el médulo
de su desplazamiento.
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52 ® 5SM  Un barco en alta mar recibe sefiales de radio emitidas
desde dos transmisores A v B que estdn separados 100 km, uno al sur del otro.
El localizador de direcciones detecta que la transmision desde A estd 30° al
sudeste, mientras que la transmision de B procede del este. Calcular la distan-
cia entre el barco y el transmisor B.

Vectores velocidad y aceleracion

53 @ Un operador de radar fijo determina que un barco estd a 10 km al
sur de él. Una hora mds tarde el mismo barco estd a 20 km al sudeste. Si el
barco se movid con velocidad constante siempre en la misma direccién, ;cudl
era su velocidad durante ese tiempo?

54 ® Las coordenadas de posicién de una particula (x, y) son (2 m, 3 m)
cuando 7 =0; (6 m, 7 m) cuando t =2 s; ¥ (13 m, 14 m) cuando 1 = 5 s. (a)
Hallar la velocidad media v, desde ¢ = 0 hasta 7 = 2 s. (b) Hallar v, desde r=0
hastar=35s.

55 @ S5M 1 v Una particula que se mueve a 4,0 m/s en
la direccién x positiva experimenta una aceleracion de 3,0 m/s® en la direc-
cién y positiva durante 2,0 s. La velocidad final de la particula es (a) -2,0 m/s,
(b) 7.2 mls, (¢) 6.0 m/s, (d) 10 m/s, () Ninguna de las anteriores.

56 @ Inicialmente una particula se mueve hacia el oeste con una veloci-
dad de 40 m/s y 5 s después se estd moviendo hacia el norte a 30 m/s. (a) ;Cudl
ha sido el cambio del mddulo de las velocidades de la particula durante este
tiempo? (b) ;Cudl ha sido la variacién de la direccién de la velocidad? (¢)
;Cuiles son el médulo y direccidén de Av en este intervalo? (d) ;Cuidles son el
mddulo y direccion de a,, en este intervalo?

57 ® Cuando r =0 una particula situada en el origen tiene una veloci-
dad de 40 m/s con 8=45°. Parat=3s, la particulaestden x =100 m, y =80 m
con velocidad de 30 m/s y 8= 50°. Calcular (a) la velocidad media y (b) la ace-
leracidn media de la particula durante este intervalo.

58 wee S55M i !/ Una particula se mueve en un plano xy con
aceleracin constante. Para 1 = 0, la particula se encuentra en la posicién x=4 m,
¥ =3 m y posee la velocidad v = (2 m/s) i + (- 9 m/s) j. La aceleracidn viene
dada por el valor a = (4 m/s?) i + (3 m/s?) j. (@) Determinar el vector velocidad
en el instante 1 = 2 s, (b) Calcular el vector posicién a 1 = 4 s. Expresar el
médulo y la direccion del vector posicidn.

59 ee i El vector posicidn de una particula viene dado por r=
(30r) i + (40r - 5¢%) j, en donde r se expresa en metros y ¢ en segundos. Determi-
nar los vectores velocidad instantdnea y aceleracién instantdnea en funcién del
tiempo 1.

60 ®® Una paricula tiene una aceleracién constante a = (6 m/s*)i + (4 mvs?)j.
En el instante r = 0, la velocidad es cero y el vector de posicion es ry= (10 m)i.
() Hallar los vectores posicion y velocidad en un instante cualquiera ¢. (b) Hallar
la ecuacién de la trayectoria en el plano xy y hacer un esquema de la misma.

61 eee | Cuando sale del muelle, una barca fuera borda pone
rumbo hacia el norre durante 20 s con una aceleracién de 3 m/s®, Posterior-
mente la barca vira hacia el oesre v se mueve durante 10 s con la velocidad
adquirida durante los 20 s anteriores. (a) ;Cudl es la velocidad media de la
barca durante los 30 segundos de movimiento? (b) (Cudl es la aceleracién
media en el mismo intervalo de tiempo?, (¢) ;Cudl es el desplazamiento de la
barca desde su salida del muelle hasta pasados 30 s de iniciado el movimiento?

62 ®@e 55M  Maria y Roberto deciden encontrarse en el lago Michi-
gan. Marfa parte en su lancha de Petoskey a las 9:00 a.m. y viaja hacia el norte
a 8 mi/h. Roberto sale de su casa sobre la costa de Beaver Island, situada a 26 mi
y 30° al ceste del norte de Petoskey a las 10:00 a.m. y viaja a una velocidad
constante de 6 mi/h. ;En qué direccién debe poner su-rumbo Roberto para
interceptar a Marfa y dénde y cudndo se verificard el encuentro?

Velocidad relativa

63 e@e® Un avién vuela a la velocidad de 250 km/h respecto al aire en
reposo. Un viento sopla a 80 km/h en direccién noreste (es decir, en direccién
45° al este del norte). (a) ;En qué direccién debe volar el avién para que su
rumbo sea norte? (&) ;Cudl es la velocidad del avién respecto al suelo?

-

64 oo |1 V' Una nadadora intenta cruzar perpendicularmente un
rio nadando con una velocidad de 1,6 m/s respecto al agua tranquila. Sin
embargo llega a la otra orilla en un punto que estd 40 m mas lejos en la direc-
cidn de la corriente. Sabiendo que el rio tiene una anchura de 80 m (a) jcudl es
la velocidad de la corriente del rio? (k) ;Cudl es la velocidad de la nadadora
respecto a la orilla? (¢) (En qué direccién deberia nadar para llegar al punto
directamente opuesto al punto de partida?

65 @@ SSM  Un pequefio avién sale del punto A y se dirige a un aero-
puerto en el punto B, a 520 km en direccién norte. La velocidad del avién res-
pecto al aire es de 240 km/h y existe un viento uniforme de 50 km/h que sopla
del noroeste al sureste. Determinar el rumbo que debe tomar el avién vy el
tiempo de vuelo.

66 o0 i ¢ Dos embarcaderos estdn separados 2,0 km uno del
otro sobre la misma orilla de un rio, cuyas aguas fluyen a 1,4 km/h. Una lancha
a motor hace el recorrido de ida y vuelta entre los dos embarcaderos en 50 min,
¢ Cudl es la velocidad de la lancha respecto al agua?

67 ee Unconcurso de acromedelismo tiene las siguientes normas: Cada
avidn debe volar hasta un punto situado a | km de la salida y regresar de nuevo.
El vencedor serd el avion que realice el circuito completo en el tiempo mds
corto. Los competidores tienen la libertad de escoger el recorrido que desean,
siempre que el avidn se aleje | km de la salida y después regrese. El dia del
concurso, un viento uniforme sopla del norte a 5 m/s. Uno de los modelos
puede mantener una velocidad respecto al aire de 15 m/s y se considera que los
tiempos de arranque. parada y giro son despreciables. Se plantea la cuestién
siguiente: ;debe planearse el vuelo a favor del viento y contra el viento en el
circuito o con viento cruzado este y oeste? Analicese el plan sobre estas dos
alternativas: (1) El avién vuela | km al norte y después regresa; (2) el avion
recorre | km hacia el este al arrancar y después regresa.

68 o | El piloto de un pequefio avién mantiene una velocidad
con respecto al aire de 150 nudos (un nudo corresponde a la velocidad de una
milla ndutica por hora) v quiere volar hacia el norte (000°) con respecto a la
Tierra. Si sopla un viento de 30 nudos del este (090°), calcular que rumbo (aci-
mut) debe tomar el piloto.

69 @8 SsM  Elcoche A se mueve hacia el este a 20 m/s y se dirige a un
cruce. Cuando A cruza la interseccidn, el coche B parte del reposo 40 m al norte
del cruce y se mueve hacia el sur con una aceleracion constante de 2 m/s?,
(a) (Qué posicién ocupa B respecto a A 6 segundos después de que A cruza la
interseccidn? (b) ;Cudl es la velocidad de B respecto a A cuando ¢ = 6 s?
(¢) ;Cudl es la aceleracién de B respecto a A parar=6s?

70 e®e 5S5M  Una pelota estd por encima de una raqueta de tenis colo-

cada en posicién horizontal. Al soltar la pelota, ésta rebota en las cuerdas de la
raqueta alcanzando el 64% de su altura inicial. (@) Encontrar la expresion para
la velocidad de la pelota, después de rebotar, en funcién de la velocidad de la
pelota justo antes del choque con la raqueta. (b) La misma pelota y la misma
raqueta se utilizan para jugar un partido de tenis. Un jugador, al sacar, golpea la
pelota (que supuestamente tiene una velocidad inicial nula) moviendo la
raqueta a 25 m/s. [ Con qué velocidad impulsa el jugador la bola? (Sugerencia):
Use el resultado del apartado (a) y calcule la velocidad de la bola en el sistema
de referencia de la raqueta para, posteriormente, calcular la velocidad de ésta
en el sistema de referencia del jugador. (c) Una bien conocida ley de la fisica
nos dice que nunca podemos ver como una pelota rebota hasta una altura supe-
rior de donde ha salido. A partir de este hecho, ;puede encontrar un limite
superior a la velocidad de una pelota en un servicio, independientemente del
disefio de la raqueta” (Esta cuestién se podrd explicar mids adelante en un con-
texto diferente: la idea de la conservacidn del impetu).
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Movimiento circular y aceleracion centripeta

71 @ ;Cuil es la aceleracion del extremo de la aguja que sefiala los
minutos en el reloj del problema 387 Expresarla como una fraccidn del madulo
de la aceleracidn de la caida libre g.

72 ® Una centrifugadora gira a 15.000 rev/min. (a) Calcular la acelera-
cidn centripeta en un tubo con una muestra situado a 15 cm del eje de rotacién.
1) Para conseguir la velocidad mdxima de rotacion, la centrifugadora acelera
durante | min. y 15 s, Caleular el mddule de la aceleracidn tangencial mientras
acelera, suponiendo que ésta sea constante.

73 ® Un objeto situado en reposo en el ecuador experimenta una acele-
racion dirigida hacia €l centro de la Tierra debido al movimiento rotacional de
la Tierra alrededor de su eje y una aceleracién dirigida hacia el Sol debida al
movimiento orbital de la Tierra. Calcular los médulos de ambas aceleraciones y
expresarlos como una fraccién de la aceleracidn de cafda libre de los cuerpos g.
Usar los valores de los datos fisicos que se incluye al final de este libro.

74 ee® S5M Determine la aceleracion que experimenta la Luna
debida a la Tierra, usando para ello los valores de la distancia media y del
periodo orbital que aparecen en la tabla de datos fisicos al final del libro.
Suponga que la 6rbita es circular. Exprese esta aceleracidén como una fraccion
del modulo de la aceleracidn de caida libre.

75 ® Un muchacho hace girar una bola atada a una cuerda en un circulo
horizontal de 0,8 m de radio. ;Cudntas revoluciones por minuto realiza la bola
si el médulo de su aceleracién centripeta es g (el mddulo de la aceleracién de
caida libre)?

Proyectiles

76 ® Un lanzador de béisbol lanza una pelota a 140 km/h hacia la base,
que estd a 18,4 m de distancia. Despreciando la resistencia del aire (no seria
una buena cosa para el bateador), determinar cudnto ha descendido la pelota
por causa de la gravedad en el momento en que alcanza la base.

77 @ Se lanza un proyectil con velocidad de médulo vy y dngulo &, res-
pecto a la horizontal. Hallar una expresién que dé la altura méxima que alcanza
por encima de su punto de partida en funcién de v, 8, y 2.

78 ee 55M Un proyectil se dispara con una velocidad inicial v, bajo
un dngulo de tiro de 30° sobre la horizontal desde una altura de 40 m por
encima del suelo, El proveetil choca contra el suelo a una velocidad de 1,2 v,
Determinar vy,

79 @@ Enlafigura 348, si xes S0 my h= 10 m, jeudl es la velocidad
minima inicial del dardo para que choque contra el mono antes de llegar éste al
suelo que estd a 11,2 m por debajo de la posicion inicial del mono?

Figura 3.48 Problema 79

80 @@ Un proyectil se dispara con una velocidad inicial de 53 m/s.
Determinar el dngulo de proyeccidn necesario para que la altura médxima del
proyectil sea igual a su alcance horizontal.

Problemas [ 75

81 @@ Unabola lanzada al aire llega al suelo a una distancia de 40 m al
cabo de 2,44 5. Determinar el médulo y la direccidn de la velocidad inicial.

82 ee S5M I Demostrar que si un objeto se lanza con velo-
cidad vg bajo un dngulo de tiro @ por encima de la horizontal, el médulo de la
velocidad a cierta altura &, v(h), es independiente de 6.

83 ee A lamitad de su altura maxima, la velocidad de un proyeetil es 3/4
de su velocidad inicial. ;Qué dngulo forma el vector velocidad inicial con la
horizontal?

84 o | v Un avidn de transporte vuela horizontalmente a una
altura de 12 km con una velocidad de 900 km/h cuando un carro de combate se
desprende de la rampa trasera de carga. (a) ;Cudnto tiempo tarda el tanque en
chocar contra el suelo? (b) ; A qué distancia horizontal del punto donde cayé se
encuentra el tanque cuando choca contra el suelo? (¢) JA qué distancia estd el
tanque respecto al avién cuando choca contra el suelo, suponiendo que el avién
sigue volando con velocidad constante?

85 ea@a S5M i
den a su argumento habitual y uno persigue al otro. El coyote Wiley (Carnivo-
rous hungribilous) intenta cazar de nuevo al Comecaminos (Speedibus
canteatchmi). Ambos, en su frenética carrera llegan al borde de un profundo
barranco de 15 m de ancho y 100 m de profundidad. El Correcaminos salta con
un éngulo de 15° por encima de la horizontal y aterriza al otro lado del barranco
sobrindole 1.5 m. (a) ;Cudl era la velocidad del Correcaminos antes de iniciar
el salto? Ignore la resistencia del aire. (b) El Coyote. con el mismo objetivo de
superar ¢l abstdculo, salta también con la misma velocidad inicial, pero con
distinto dngulo de salida. Para su desgracia, le faltan 0.5 m para poder alcanzar
el otro lade del barranco. ;Con qué dngulo salté? (Supdngase que éste fue infe-
riora 15°%)

Dos personajes de dibujos animados respon-

86 ® LUn caiién se ajusta con un dngulo de tiro de 45°, Dispara una bala
con una velocidad de 300 m/s. (a) ;A qué altura llegard la bala? (b) ;Cudnto
tiempo estard en el aire? (¢) ;Cudl es el alcance horizontal del caidn?

87 e® Una piedra lanzada horizontalmente desde lo alto de una torre
choca contra el suelo a una distancia de 18 m de su base. (@) Sabiendo que la
altura de la torre es de 24 m, calcular la velocidad con que fue lanzada la pie-
dra. (b) Calcular la velocidad de la piedra justo antes de que ésta golpee el
suelo.

88 eeo | Se dispara un proyectil al aire desde la cima de una
montaia a 200 m por encima de un valle (figura 3.49). Su velocidad inicial es
de 60 m/s a 60 respecto a la horizontal. Despreciando la resistencia del aire,
(donde caerd el proyectil?

/ln = 60 m/s \\
. \
60°

e acds

| \

| \

200 m

5 5
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Figura 3.49 Problema 88

89 ee El alcance de un proyectil disparado horizontalmente desde lo
alto de un monte es igual a la altura de éste. ;Cudl es la direccidn del vector
velocidad cuando el proyectil choca contra el suelo?

90 ® Se dis un proyectil con un dngulo de 60° por encima de la
horizontal ¥ con una velocidad inicial de 300 m/fs. Calcular (a) la distancia
horizontal recorrida por el proyectil y (b) la distancia vertical alcanzada des-
pués de transcurridos los primeros 6 s.




76 [ Capitulo 3 Movimiento en dos y tres dimensiones

91 @@ Unabala de cafidn se dispara con una velocidad inicial de 42,2 m/s,
desde una altura de 40 m y con un dngulo de 30° por encima de la horizontal.
Encontrar el alcance de la bala.

92 ee S5M i Un arco lanza flechas con una velocidad del
orden de 45 m/s, (a) Un arquero Tdrtaro sentado a horcajadas en su caballo dis-
para una flecha elevando el arco 10° por encima de la horizontal. Si el arco estd
2,25 m por encima del suelo, ;cudl es el alcance de la fiecha? Supdngase que el
suelo estd nivelado y no considere la resistencia del aire. (b) Supéngase ahora
que ¢l caballo se mueve a galope tendido en la misma direccion en que se dis-
para la flecha y que el arquero coloca el arco de la misma forma que en el apar-
tado anterior. Si la velocidad del caballo es de 12 m/s, ;cudl es ahora el alcance
de la flecha?

93 o | v Con el uso de un cafién de patatas (instrumento
medio juguete medio real), Chuck lanza patatas horizontalmente con una velo-
cidad inicial de 50 m/s. (a) Si Chuck mantiene el aparato | m por encima del
suelo, ;cudnto tiempo estd el tubérculo en el aire después de su lanzamiento?
(b) ;Hasta dénde llega antes de tocar el suelo? (Se puede obtener informacién
sobre los cafiones de patata en Internet buscando porato cannons.)

94 ee Calcular dR/d6 a partir de R = (vil/g) sen(286,) y mostrar que
poniendo dR/d® = 0 nos da que para el dngulo @ = 45° se obtiene el mdximo
alcance.

95 ® S5M En un corto relato de ciencia ficcidn escrito durante los
afios 1970, Ben Bova describié un conflicto entre dos hipotéticas colonias en la
Luna - una fundada por los Estados Unidos y la otra fundada por la Unién
Soviética. En la historia, los colonos de cada colonia empiezan a dispararse
entre ellos hasta que se dan cuenta, con horror, que sus armas dan suficiente
velocidad inicial a las balas para que éstas se sitien en orbita. (@) Si el médulo
de la aceleracién de la gravedad en la Luna es 1,67 m/s®, ;cudl es el alcance
miximo de una bala cuya velocidad inicial es de 900 m/s? (Supéngase que la
curvatura de la superficie de la Luna es despreciable.) (b) ;Cudl deberia ser la
velocidad inicial de una bala disparada en la superficie de la Luna para que ésta
pudiera situarse en Grbita alrededor del satélite? (Hay que buscar el radio de la
Luna.)

96 eee® Enel texw, se ha caleulado gue el alcance de un proyectil cuando
cae a la misma altura desde la que ha sido disparado es R = (vi/g) sen(26,).
Demostrar que el cambio en el alcance causado por una pequefia variacion de la
aceleracidn de la gravedad viene dado por AR/R =-Aglg.

97 e@e®e Enel texto, se ha calculado que el alcance de un proyectil cuando
cae a la misma altura desde la que ha sido disparado es R = (vi/g) sen(26,).
Demostrar que el cambio en el alcance causado por una pequefia variacién de la
velocidad inicial viene dado por AR/R = 2Avy/v,.

98 eee® Eneltexto, se ha calculado que el alcance de un proyectil cuando
cae a la misma altura desde la que ha sido disparado es R = (vi/g) sen(26,).

Figura 3.50 Problema 98

Demostrar que el alcance para un problema mds general como el que se mues-
tra en la figura 3.50 donde Ay 20 viene dado por

¢ [ 3 12
R=(1+ .'l+i)‘—”sen 26,
\ N v§ sen*6,)2g

99 ee S5M  Un proyectil se dispara con un dngulo de elevacién 6. Un
observador situado junto a la rampa de lanzamiento sitda la posicién del pro-
yectil midiendo el dngulo de elevacion ¢ que se muestra en la figura 3.51
cuando éste estd en su mdxima elevacién. Demostrar que ¢ = étg 6.
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Figura 3.51 Problema 99

100 @ Un proyectil se dispara con una velocidad inicial desconocida y
aterriza, 20 s mds tarde, en la ladera de una colina situada a una distancia hori-
zontal de 3000 m y a 450 m por encima del punto desde donde se ha realizado
el disparo. (a) ;Cudl es la componente vertical de su velocidad inicial? (b)
¢ Cudl es la componente horizontal de su velocidad inicial?

101 @@ S55M  Una piedra se lanza horizontalmente desde lo alto de una
cuesta que forma un dngulo A con la horizontal. Si la velocidad inicial de la pie-
dra es v, ;a qué distancia caerd sobre la cuesta?

102 eee Un caiidn de juguete se coloca en una rampa que tiene una pen-
diente con un dngulo ¢. (a) Si la bala se proyecta hacia arriba por una colina
con un dngulo de 8, por encima de la horizontal (figura 3.52) v tiene una velo-
cidad inicial v, demostrar que el alcance R (medido a lo largo de la rampa)
viene dado por

_ 2v cos?6(1g 6y - 12 9)
gcos g

Ignorar la resistencia del aire.

Figura 3.52 Problema 102

103 @@ Desde el tejado de un edificio de 20 m de altura se lanza una pie-
dra con un dngulo de tiro de 53° sobre la horizontal. Si el alcance horizontal de
la piedra es igual a la alra del edificio, con qué velocidad se lanzé la roca?
;Cuil es la velocidad de ésta justo antes de chocar contra el suelo?

104 @@ Una muchacha que estd a 4 m de una pared vertical lanza contra
ella una pelota (figura 3.53). La pelota sale de su mano a 2 m por encima del
suelo con una velocidad inicial vo = (10 m/s)(i + j) o 10./2 m/s a 45°, Cuando
la pelota choca en la pared, se invierte la componente horizontal de su veloci-



mientras que permanece sin variar su componente vertical. ; Dénde caerd la
lota al suelo? Sugerencia: Se puede considerar que la pared actiia como un
espejo. Determinar el alcance, sin considerar la pared, y una vez conocido,
considerar la reflexidn especular en la pared.
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Figura 3.53 Problema 104

Tiro al blanco y problemas relacionados

105 @ Un muchacho utiliza un tirachinas para lanzar una piedra desde la
' altura del hombro a un blanco situado a 40 m de distancia. El muchacho
- observa que para hacer diana debe apuntar a 4,85 m por encima del blanco.
Determinar la velocidad de la piedra cuando sale del tirachinas y el tiempo de
vuelo.

106 wee S5M  Ladistancia del puesto del lanzador de béisbol a la base
es de 18,4 m. El terraplén donde se sitda el lanzador estd 0,2 m sobre el nivel
del campo. Al lanzar una pelota con una velocidad inicial de 37,5 m/s, ésta sale
de la mano del lanzador a una altura de 2,3 m sobre el terraplén. ;Qué dngulo
debe formar v y la horizontal para que la pelota cruce la base a 0,7 m por
encima del suelo? (Despreciar la interaccién con el aire.)

107 @@ Supongamos que un disco de hockey se lanza de tal modo que
justamente sobrepasa la pared de plexiglds cuando se encuentra a su altura
midxima h = 2,80 m. Determinar vy, ¢l tiempo 7 que tarda en salvar la pared y
Vi Vo ¥ B para este caso, Suponga que la distancia horizontal es x; = 12,0 m.

108 ®® Un muchacho se aproxima con su motocicleta al lecho de un ria-
chuelo de 7 m de anchura. Se ha construido una rampa con una inclinacién de
10° para la gente atrevida que quiera saltar la zanja. El muchacho circula a su
médxima velocidad, 40 km/h. (a) ; Deberia el muchacho intentar el salto o pisar
los frenos con energia? (b) ;Cudl es la velocidad minima que debe llevar la
motocicleta para dar este salto? (Suponer la misma elevacidn en los dos lados
del obstidculo.)

109 eee Siuna bala que sale por la boca del arma a 250 m/s ha de chocar
contra un blanco situado a 100 m de distancia y la misma altura que el arma,
ésta debe apuntar a un punto por encima del blanco. ;Qué distancia debe haber
entre el blanco y este punto?

Problemas generales

110 ® Los vectores desplazamiento A y B de la figura 3.54 tienen ambos
una magnitud de 1 m. (@) Determinar sus componentes x e y. (b) Determinar las
componentes, modulo y direccion de la suma A + B. (¢) Determinar las compo-
nentes, modulo y direccidn de la diferencia A — B.

Problemas 77
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Figura 3.54 Problema 110

111 ® SSM  Un plano estd inclinado un dngulo de 30° con la horizon-
tal. Escoger el eje x apuntando hacia abajo segun la pendiente del plano y el eje
y perpendicular al plano. Determinar las componentes x ¢ y de la aceleracién de
la gravedad, cuya magnitud es 9,81 m/s* y apunta verticalmente hacia abajo.

12 @ Dos vectores A y B corresponden al plano xv. ;En qué condicio-
nes la relacion A/B=AJB,?

113 ® El vector de posicidn de una particula viene dado por r =
(5 m/s)t i+ (10 m/s)i j, en donde r estd en segundos y r en metros. (a) Dibujar
la trayectoria de la particula en el plano xy. (b) Hallar v en forma de sus compo-
nentes y calcular su médulo.

114 ee | Un albaiiil situado en el tejado de una casa deja caer
involuntariamente su martillo, y éste resbala por el tejado con una velocidad
constante de 4 m/s. El tejado forma un dngulo de 30° con la horizontal y su
punto mis bajo estd a 10 m de altra sobre el suelo. ;Qué distancia horizontal
recorrerd ¢l martillo después de abandonar el tejado de la casa y antes de que
choque contra el suelo?

115 e En 1940, Emanuel Zacchini vold 53 m como un obis humano,
récord que todavia no ha sido superado. Su velocidad inicial fue 24,2 m/s bajo
un dngulo de tiro 6. Determinar 6y la altura médxima, h, alcanzada por Emanuel
durante este vuelo. Ignore los efectos de la resistencia del aire.

116 @@ Una particula se mueve en el plano xy con aceleracién constante,
Para r = (), la particula se encuentra en la posicién r; = (4 m) i+ (3m) j, con
velocidad v,. Para t = 2 s, la particula se ha desplazado a la posicién ry =
(10 m) i-(2m)j ysu velocidad ha cambiado a v, = (5 m/fs) i—(6 m/s) j.
(a) Determinar v,. (b) ;Cudl es la aceleracién de la particula? (c) ;Cudl es la
velocidad de la particula en funcién del tiempo? (d) ;Cudl es el vector posicién
de la particula en funcidn del tiempo?

117 ee® 55M  Una pequeiia bola de acero se proyecta horizontalmente
desde la parte superior de una escalera de escalones rectangulares. La veloci-
dad inicial de la bola es de 3 m/s. Cada escalén tiene 0,18 m de altura y 0,3 m
de ancho. ;Con cudl escalén chocard primeramente la bola?

118 @@ Una persona lanza una pelota a la distancia x; cuando estd de pie
sobre un terreno nivelado. ;A qué distancia lanzard la misma pelota desde lo
alto de un edificio de altura h si lo hace con dngulos de inclinacién (a) 0°?
() 30°7 (c) 45°?

119 @®® Darlen es una motorista acrébata de un circo ambulante. Para dar
mis emocidn a su actuacion, salta desde una rampa que posee una inclinacién 8
y sobrepasa una zanja con llamas de anchura x y alcanza el otro extremo sobre
una plataforma elevada (altura h respecto del lado inicial) (figura 3.55). (a) Para

Figura 3.55 Problema 119



