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TORQUE DE UNA FUERZA

Se F una fuerza que actia sobre algin punto del cuerpo rigido, en una
posicion r respecto a cualquier origen O. Al aplicar dicha fuerza sobre el

cuerpo rigido este tiende realizar un movimiento de rotacion en torno a
algin eje.

La propiedad de la fuerza para lograr este efecto se mide con la magnitud fisica
llamada TORQUE (t) que no es mas que el producto vectorial entre el vector de
posicion de la fuerzay la fuerza aplicada.

r=r(Fsena)
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De acuerdo a la definiciéon de producto cruz en algebra de

vectores sabemos que:
1.- el médulo del vector resultante se determina como el producto

entre los modulos de los vectores participantes y el seno del angulo

que forman dichos vectores (1. F. sen 0 ) .

2.- el sentido lo da la regla del tirabuzon o de la mano derecha.

3.- sl se tienen las componentes del vector, se puede obtener el
vector torque sencillamente haciendo el determinante. 3



En algunas ocasiones conviene descomponer el

vector I  en un vector paralelo y en otro
perpendicular al vector fuerza de modo que:

To =TX Fperpend + T X Fparalelﬂ

donde sélo el producto cruz de la fuerza paralela
se hace cero ya que se trata de dos vectores
colineales, luego el seno es cero.
Luego el resultado es:

To =X Fperpendicular _
Mharalelo

Merpend



Nuestro interés es estudiar la rotacién de un cuerpo rigido, en
especlal el movimiento de rotacion en el cual el cuerpo rigido rota
respecto de un eje fijo.

Al aplicar un torque a ese cuerpo, s6lo la componente paralela al
eje produce cambios en el movimiento de rotacién. Las otras
componentes, sl es que existen, son anuladas por momentos
ejercidos por el mismo eje sobre el cuerpo. Entonces el torque
neto tendra una sola componente, ya sea en el eje x, en el eje y 6
en el eje z, dependiendo en que plano actien las fuerzas.

Ademas, para el caso en que la fuerza F se aplique sobre una
particula de vector posicién r respecto de un punto fijo 0, el
torque es de la misma forma dada anteriormente, es decir:
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Analicemos el efecto que produce una fuerza F que actua sobre la barra:

Si la fuerza se aplica de modo que su linea de accion no pasa por O, el efecto que se
produce es el de una rotacion del cuerpo alrededor de O.

La experiencia cotidiana, nos indica que la rotacion que produce F sera tanto mas
efectiva mientras mas lejos del punto O se aplique la fuerza y mientras mas cercano a
90°

sea el angulo 6 que forman los vectores posicion y fuerza.




F, produce unarotacidn en sentido antihorario.

F, produce una rotacion en sentido horario.

FZ
F-y Fs NO producen rotacidon ya que el angulo a=90° entonces F sen a¢ =0

F sen a es la componente de F perpendicular a ', SOLO ESTA COMPONENTE
REALIZA TORQUE.



Calcular el torque producido por una fuerza
F= (31 — 2j + 4k) N que se aplica a un objeto en la posicion
r = (61 + 3j) m

F, ZFx)+ ( - YFy )

= 21 21k Nm




Para que un cuerpo rigido este en equilibrio estatico se deben cumplir
dos requisitos simultdneamente, llamados condiciones de equilibrio. La
primera condiciéon de equilibrio es la Primera Ley de Newton, que
garantiza el equilibrio de traslaciéon. La segunda condiciéon de equilibrio,
corresponde al equilibrio de rotacién, se enuncia de la siguiente forma:
“la suma vectorial de todos los torques externos que actiian sobre un
cuerpo rigido alrededor de cualquier origen es cero”. Esto se traduce en
las sigulentes dos ecuaclones, consideradas como las condiciones de
equilibrio de un cuerpo rigido:

12 condicion de equilibrio:

22 condicion de equilibrio:




una barra uniforme de longitud L y peso m esta articulada en
una pared. Un alambre fijo en la pared a una distancia d sobre la
articulacion sujeta a la barra por el otro extremo. El alambre permanece
horizontal cuando se cuelga un cuerpo de peso p en el extremo libre de la
barra. Calcular la tension del alambre y la fuerza de reaccion en la
articulacion de la barra.

Se elige como eje de rotacion la articulacion de la barra en la pared, en el
punto /, se identifican las fuerzas que actuan sobre la barra, se dibuja el

Diagrama de cuerpo libre de la barra y se aplican las condiciones de
equilibrio. 10



eje X: Fp,— T =0 (1)
ejey: Fpy—P-m=0(2)

gue se reemplazan
en (3), luego se despeja T:

T cosal =msena(5) + Psenal

M )P
D

L
(P+D)VI?-D?
B d

T

, donde d=2

Ahora se calculan F,, y F,y de las ecuaciones (1) y (2).
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Cuerpo rigido:

Es un cuerpo cuyas partes (particulas que lo forman) tienen posiciones relativas fijas
entre siy cuando este se somete a fuerzas externas, las posiciones relativas de cad
una de sus componentes NO varia, es decir es no deformable.

Centro de masa:

Es la posicion GEOMETRICA de un cuerpo rigido donde se puede considerar
concentrada toda la masa, corresponde a la posicion promedio de todas las
particulas de masa que forman el cuerpo rigido. El centro de masa de cualquier
objeto simétrico homogéneo, se ubica sobre un eje de simetria.

Centro de gravedad

Es la posicion donde se puede considerar actuando la fuerza de gravedad neta,
es el punto ubicado en la posicion promedio donde se concentra el peso total
del cuerpo.

Para un objeto simétrico homogéneo el centro de gravedad se encuentra en el
centro geométrico, pero no para un objeto irregular.

Para casi todos los cuerpos que se encuentran cerca de la superficie
terrestre, el centro de masa ES EQUIVALENTE al centro de gravedad.
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Cuando un disco sélido, por ejemplo una rueda, gira en relacién a un
eje, hablaremos de rotacion. Debes notar que en estos casos cada
punto del disco posee un movimiento circunferencial en relacién al eje
de giro. Mientras todos los puntos poseen la misma rapidez angular,
solo poseen 1gual rapidez y aceleracién los que se encuentran a igual
distancia del eje de giro.

Respecto del eje de giro
P v Q tienen 1gual
rapidez angular (w),
pero distinta rapidez (v)
v distinta aceleraciin
centripeta (¢), las cuales
dependen de la
distancia al eje de
rotacion.

Todos los puntos de la
rueda poseen, respecto
del eje de giro, 1gual

velocidad angular (w).

13



El concepto de masa expresa la
dificultad que presenta un objeto
para que una fuerza modifique su
estado de movimiento. Mientras mas
masa posea un objeto, mayor fuerza
aplicar  para
trasladarlo alcance cierta rapidez, o

debemos que al
bien para detenerlo o también para
desviar su trayectoria. Para hacer
girar un cuerpo alrededor de un
clerto eje ocurre algo similar.

jail Es distinto
girar el libro asi
gque asi.

Para una \
misma m asa,

la dificultad
para giratla
depende del
eje de gro.

o
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Para el caso simple de una masa m situada en el extremo de una varilla
de largo /, el momento de inercia corresponde, por definicién, a

I = mP, si el eje de giro es el que se indica en la figura. Por razones de
simplicidad suponemos despreciable la masa de la wvarilla.

15



Mientras més larga sea la varilla; es decir, a mayor / mayor es su
momento de inercia o, dicho de otro modo, mientras més alejada se
encuentre la masa del eje de giro, mayor sera el valor de L

Esto tiene algunas aplicaciones, por ejemplo, una escoba con un
dedo, como se 1lustra en la figura. jJEn cudl de los siguientes casos
resulta mas dificil mantener una varilla en equilibrio?

0




Entre los casos a y 0, es més facil mantener el equilibrio de la
escoba en el caso a.

Entre los casos ¢y d es més tacil equilibrar la varilla méas larga.

Esto ocurre porque en relaciéon al eje de giro (la mano de la
persona) el momento de inercia es mayor en a que en b y mayor en
¢ que en d. Por otra parte, en a es mas facil que en ¢, pues hay mas
masa lejos del eje de giro.

Otra situacién en que un gran momento de Inercia resulta de
utilidad, es el caso del equilibrista en la cuerda floja (figura 10),
qulen sostliene entre sus manos una larga varilla.

17



Literalmente se estd sujetando de ella, pues presenta un gran momento
de inercia.

¢En cudl de los dos casos (a o b) el sistema posee un mayor momento
de inercia? :

En ambos casos la masa del sistema es la misma, pero ella esta
distribuida de distinta manera. En el caso a la masa estd mas
alejada del eje de giro y por tanto allf el momento de inercia es
mayor. Al aplicar en ambos casos un torque que saque del
reposo el sistema, constataremos que en el caso b el sistema
opone menos dificultad para rotar. 18
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Al término entre paréntesis se le ha designado con la letra I ; se le llama momento
de inercia o inercia rotacional del sistema de particulas con respecto del eje de
rotacién considerado.

De este andlisis podemos entonces decir que el momento de inercia de una particula
de masa m respecto de un punto O viene dado por: I, = m. p 2

___©

.--'-""'_'_.-'_._.r‘

O
Considerando al cuerpo rigido formado por masas puntuales, lo que en la realidad
no se presenta. Lo que se da realmente es una distribuciéon continua de masa. y el de
un sistema de particulas viene dado por: L. — L 2
eje = Zmi T
i=1
Para determinar el momento de inercia del rigido se hace el andlisis con elementos
infinitesimales de masa ""dm’' '. La expresién para el momento de inercia de un

rigido respecto de un eje toma la forma:
loje = Irzdm
eje

Hay que hacer notar que el momento de Inercia es una magnitud cuyo valor
depende de la distribucién de la masa respecto del eje considerado. 24



MOMENTO DE INERCIA O INERCIA ROTACIONAL

Para definir este concepto analicemos un cuerpo rigido el cual para un
instante " t " estd rotando alrededor de un eje con velocidad angular w. Cada

particula que forma el cuerpo tiene una cierta energia cinética.

Tomemos una particula de masa m 51tuada 4 una distancia ''r'"" del eje de rotacién,
la energia cinética de esta particulaes 3 LMV siendo v la rapidez lineal de la
particula. Recordando que v = wr , entonces la energia cinética de la particula es
. . imr’e’
Como el cuerpo rigido puede considerarse formado por n 2
particulas de masa m,,m,....,m_, las cuales estdn a una distancia \_I, N
r,r,....,r, del eje respectivamente, entonces la energia cinética
total del rigido, considerado como un sistema de particulas es:

1 2, 1 2 1 2
EkR: :Em1r1m +Em2r2m +.....+§mnrnm

Haciendo la sumatoria de los m; r; se tiene que la

— 1,2
2

Vd ] Vd ° e » .2 4
Energla Cinética de rotacion es E = {Zm I ] O Eg=
25



Como el momento de inercia I depende del eje respecto del cual
rota el rigido, un mismo cuerpo puede tener infinitos momentos de
Inercia.

Volviendo a la energia cinética de rotacion podemos decir que:

La expresion EkR = % You no es una nueva forma de energia
sino que es una forma conveniente de expresar la energia cinética
de un cuerpo en rotaciéon. Esta expresion es andloga a la expresion E’
de la energia cinética de una particula o cuerpo que sélo traslada, es

decir: 1 2

EkR =3 MV
S1 se hace una comparacion entre estas tltimas dos expresiones,
se observa que hay términos anélogos; la rapidez angular w es
analoga a la rapidez lineal v y la inercia rotacional I es analoga
a la masa del cuerpo o inercia de traslacion.

26



La figura muestra tres particulas de masa
ml = 2 kg, m2 = 1,6 kgy m3 = 1 kg,
ubicadas en los vértices de un tridngulo
equilatero de lado a=0,4 m. Calcular el
momento de 1nercia del sistema de
particulas  respecto de un  eje

o C
L 1y
»

A B

. perpendicular al plano de la figura que
X pase por :

a) el punto A

b) el punto C

c) el punto B

d) el centroide del tridngulo

e) compare los valores obtenidos

en a),b) y c).

27



2

a) la=msa +m3ﬂ2 o= az(m2+m3]
1,=0.42(1.6 + 1) = | 5= 0,416(kgm?)
b) Ic,=m1a2 +m232 Iczaz{m1 +My)
l.=0.4%(2 + 1,6) = .= 0,576(kgm?)
c) IE:rnq:;':u2 +m3:-5|2 IE:aE(m1 + m3)
lg=0,4%2(2+1)= |g = 0.48(kgm?)

d) El centroide del tridngulo se encuentra en el punto de intersecciéon
de las transversales de gravedad, luego

2 )2 2 ) 2 \?
IG:m1[§aJ +m2[§aJ +m3(§aJ

2
lg= (%ﬁ) (My + My + M3)= lg=0.327kgm?
28



Calcule el momento de inercia de una varilla delgada homogénea,
demasa M y largo L, de seccidn constante, respecto de un eje
perpendicular a ella v que pase por uno de los extremos.

Sea OA la varilla de largo L, ademds sea dm un

I, infinitesimal de masa que se encuentra a una
B > distancia x del punto O.
im El infinitesimal de masa dm se puede expresar, en
() [———— general, como dm= p dV, donde p es la densidad del
- . A X material.
- Para la varilla delgada, se tiene que dm = pdxA(A
seccion).

Luego en la expresion lg= IFE dm se tiene

L o _ R
I = L x“Apdx: I, = ,fA.L x“dx

Q

Desarrollando la integral: | 5= pAL? como pAL =MyariLLA

~ ML?

Entonces el momnento de inercia es: Io— 3 29



TEOREMA DE STEINER O DE LOS EJES PARALELOS

Este teorema proporciona una forma adecuada para determinar el
momento de inercia de un rigido respecto de un eje, cuando se
conoce el momento de inercia respecto a otro eje paralelo al
primero y que pasa por el centro de masa.

La expresidn analitica de este teorema es: lp

| , corresponde al momento de inercia respecto del eje que pasa por Py que es
paralelo al eje que pasa por el centro de masa.

| cm  es el momento de inercia respecto de un eje paralelo al anterior
M es la masa total del sistema

d es la distancia entre los dos ejes paralelos.

30



Momento de inercia de una varilla

Vamos a calcular el momento de inercia de una varillade masa My
longitud L respecto de un eje perpendicular a la varilla que pasa por el

centro de masas.

+LJ2

La masa dm del elemento de longitud de la varilla comprendido entre x y x+dx es

El momento de inercia de la varilla es _

Aplicando el teorema de Steiner, podemos calcular el momento de inercia de la

varilla respecto de un eje perpendicular a la misma que pasa por uno de sus

extremos.

Z

Ls2

31
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Momento de inercia de un disco

Vamos a calcular el momento de inercia de un disco de masa M y radio R respecto de
un eje perpendicular al plano del disco y que pasa por su centro.

& Tomamos un elemento de masa que
dista x del eje de rotacion. El elemento es

un anillo de radio x y de ancho dx. Si
R recortamos el anillo y lo extendemos, se

convierte en un rectangulo de longitud
dz

27 2px y ancho dx, cuya masa es

Entonces el momento de inercia del disco es

32



Momento de inercia de un cilindro

Vamos a calcular el momento de inercia de un cilindro de masa M, longitud L y
radio R respecto de un eje perpendicular al plano del disco y que pasa por su centro.

El momento de inercia del cilindro es

Tomamos un elemento de masa que
dista x del eje de rotacion. El elemento
es una capa cilindrica cuyo radio
interior es X, exterior x+dx, y de
longitud L, tal como se muestra en la
figura. La masa dm que contiene esta
capaes




Momento de inerciade un disco

Vamos a calcular el momento de inercia de un disco de masa M y radio R, respecto de

uno de sus diametros.

Vamos a calcular el momento de inercia
de un disco de masa My radio R,
respecto de uno de sus diametros.
Tomamos un elemento de masa que
dista x del eje de rotacion. El elemento
es un rectangulo de longitud 2y de
ancho dx. La masa de este rectangulo

) -




Momento de inercia de una esfera

Vamos a calcular el momento de inercia de una esfera de masa M y radio R respecto
de uno de sus diametros

Z Z
+E.

R

El momento de inercia de la esfera, es la suma de los momentos de inercia de
todos los discos elementales.




Momento de inercia de un cilindro

i Dividimos el cilindro en discos deradio Ry
espesor dx. El momento de inercia de cada uno
r de los discos respecto de uno de sus

| didmetros es

!
'
.

Aplicando el teorema de Steiner, calculamos el momento de inercia de este disco,

r

-Li2

respecto de un eje paralelo situado a una distancia X

El momento de inercia del cilindro es
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Momento de inercia de un paralepipedo

Vamos a calcular el momento de inercia de un paralepipedo de masa My de
lados a, b y c respecto de un eje perpendicular a una de sus caras

Z Dividimos el paralepipedo en placas
rectangulares de lados ay by de
espesor dx.

% El momento de inercia de cada una de
b las placas respecto de su eje de simetri
es

a ; 1

2
i ‘ e ‘ +icf2 EE:' i

Aplicando el teorema de Steiner, calculamos el momento de inercia de esta placa
respecto de un eje paralelo situado a una distancia x es

1 1 AL 1 A
bt ridme | — bt | D abedr = | — b 42 |
12 12 12

L

ahe

El momento de inercia del sélido en for
37
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IMasa puntual de masa M que giva entomo a
un eje sitnado auna
distancia r. T

I =l

Cilindro knieco de masa M yradios E. v B,

I=%MER +R

Aro de masa M radio ¥ que ziva en toro a
a1 centro,

Aro de masa M v radio rque siva en tormo a
un didmetro.

W

I =%Mr |
J

L

Disco de masa M v radio r que gira en tome
a ;1 centio. Tanbién

sirve paraun cilindro

salido que gira respecto

a 71 eje centml.

Placa rectangulay de masa b v lados a vh,

que gira entomo as cenbro.

1
I=_Mia +5
s J

&
Ll L

Varlla de masa M v longitnd L que ziva en
torno a ;1 cerdro.

Varlla de masa M v longitud L que giva en
torno 2 un exbremo.

Esfera lImeca de masa b
v radio E que gizra en
tormo a ;1 certro.

Esfera mariza de masa
M v radic E que ziva
entomo am centro.

I=EMR
5
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PARAMETROS QUE CARACTERIZAN LOS MOVIMIENTOS

TRALACIONALES

m

D=mv
f =ma

ROTACIONALES

e >

9 - g
]
%8

1
q

—ox|l- o+l -0

39



EXPRESION PARA TRABAJO Y POTENCIA EN UNA ROTACION

Consideremos un cuerpo rigido que rota en torno de un eje fijo, debido a la
aplicacién de un torque producido por la fuerza F , la cual es coplanar con el
plano perpendicular al eje de rotacidn. El anélisis se hard como ya hemos dicho
para fuerzas que estan en planos perpendiculares al eje de rotacion.

Calcularemos un elemento de trabajo dW hecho por esta fuerza F, cuando el punto
P se desplaza describiendo un arco infinitesimal ds.

De acuerdo a la definicién para un trabajo infinitesimal: dW = F, -ds siendo F,
la componente tangencial de la fuerza y ds = rd6 . La expresién para dW es:

40



T
dW = 0, como T =Fr

entonces dW = 1,d6

W = j:"»cﬂde

por lo tanto

Si el torque 7 es constante, entonces: W = 15-A0

Esta expresion es andloga a la del trabajo realizado por una fuerza
constante alo largo de unarecta w =F.As.

La expresion para la potencia instantanea P es:

_dW P:Tdﬂ .

P=——; 0 P=1t,0
dt dt

41



La expresion para la potencia instantanea P es:

_dw, F_TdB
o dt’ 0 dt

0 P=1,0

=

Esta ultima expresion, es la equivalente rotacional de P = Fv para el

movimiento de traslacion a lo largo de una recta.
Si se hace el analisis de un cuerpo sobre el cual se aplican varias fuerzas

que produzcan torques de direccion paralela al eje de rotacion, el
trabajo realizado por estos torques en una pequena rotaciéon do es:

dW = F4trqd0 +r,d0 + ......F I, dO

dW = (tgq + 092 +.....Tgn)dO dW = 1, ,6t0d0, integrando

0, d
Toneto-do 4>

Wheto = Iﬂ

.1




ECUACION FUNDAMENTAL DE LA DINAMICA DE ROTACION PURA

En el andlisis del cuerpo rigido en rotacidén, se determind que el
trabajo dW realizado sobre él, depende del torque T, aplicado. Este
trabajo realizado sobre el cuerpo, produce una variacién de la energia
cinética, como no hay movimiento relativo entre las particulas que
forman el rigido, no hay disipacidn de energia dentro de él; en
consecuencia, la rapidez con que se realiza el trabajo es equivalente a

la rapidez con que aumenta la energia cinética del cuerpo rigido,
luego:

F:ﬂ:tnm
dt

ademas dW _ d(%lmz)
dt  dt
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El eje de rotacién es fijo, entonces I constant To®@=lo®2 = 15 =150

Esta ecuacion se puede escribir vectort y ate son vectores colineales

de igual sentido e I, es una magnitud escalar positiva, luego:

To =lp0

Esta ecuacién es andlogaa F=ma

corresponde a la ecuacién fundamental de la mecanica clasica para
rotacién pura.

En una rotacidén pura la expresiéon del teorema del trabajo y la energia
para un desplazamiento angular A es:

1 2 1 2
WMETGAB=§|::WB - EIO‘I’A

44



EJEMPLO

Un cuerpo rigido formado por un aro homogéneo de masa M=4 kg y
tres barras delgadas homogéneas, cada una de masa m=2 kg y largo
L=0.5m, el cual puede rotar respecto del eje fijo perpendicular al plano
OXY que pasa por O.

En la periferia del aro esta enrollada una cuerda de masa despreciable e
inextensible y de un extremo cuelga el bloque B de masa mg= 4kg. La
cuerda pasa por la polea Q de masa despreciable.

En t=0 el sistema estd en reposo en la posicidn que muestra la figura. Se
suelta el sistema y el bloque comienza a descender. Calcule:

a) velocidad angular del rigido en t=2s.
b) torque neto respecto de O que actta sobre el rigido en t=2s.
c¢) energia mecanica del sistema rigido bloque en t=2s.
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B

El bloque B y el cuerpo rigido forman un sistema, estan unidos por una
cuerda de masa despreciable e inextensible. El bloque traslada y el rigido
rota respecto del eje fijo que pasa por O.

Las variables lineales del bloque seran las mismas que las que tienen los
puntos de la periferia del cuerpo rigido

46



a) Se pide @ = —mﬁ? en t=2s, para responder esta pregunta serd necesario

conocer la aceleracién angular del rigido o bien la aceleracién tangencial con
que baja el bloque.
Aplicaremos las expresiones dindmicas | r = I - | para el cuerpo rigido y

F = m- a para el bloque y la relacién cinemdtica a, = a.R

En el cuerpo rigido la fuerza que produce torque respecto de O es la tensién T. ( La
contribucién de la fuerza peso de las barras al torque neto es cero, queda pendiente
para que usted lo desarrolle), entonces

1) RT:=1I, 0

En el bloque actta la fuerza peso y la tensién T, entonces se tiene:
2) mg-T=mag 3) aczapg=a R
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Necesitamos conocer el momento de inercia del rigido. Este est4 formado por un aro
y tres varillas, luego el momento de inercia de este rigido se calculard mediante la
expresion:

IOrigido — SIObarra + Ioaro

De las tablas de momentos de inercia se obtiene que el momento de inercia de una
barra o varilla respecto del centro de masa es ML? /12 y el de un aro es MR?.
Como las barras estan rotando respecto de un extremo, deberemos aplicar el
teorema de Steiner, luego para una barra se tiene

I mL?

Wl

2 2
OBarra :%mL +m(%) — IO

2 2
lorigido =3"1%+I'\3IR2 — l rigido = 1,9Kg-m

Conocido el momento de inercia y resolviendo el sistema formado por las ecuaciones
1), 2) y 3) se obtiene que el médulo de la aceleraciéon angular es de 8 rad/s2

Como @(t)=w,+at Y partiodel reposo, entonces w(2) =—16krad/s
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b) La tensién produce un torque constante que lo calcularemos a partir de la ecuacion
i=leg M0 & =—8krad/s’

7=-158k = 1=-12k rad/s?

c) Para este sistema, la energia mecénica permanece constante, luego se puede
calcular en cualquier instante y el instante que presenta menor dificultad es en t=0,
ya que el sistema esté en reposo.

E(0)=E(2), con E(0)=E, +E,
Luego, E = E,, = (3m+ M)g- 0,5
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RODADURA

L.a aceleracion del centro de masa de un sistema sobre el cual actta
una fuerza resultante Fpeta =M -acm

Por otra parte, cuando un rigido rota respecto de un eje fijo su ecuacién

de movimiento es:| = 1.5
Theto =1- &
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Si sobre un rigido acttian varias fuerzas, el sistema de fuerzas puede reducirse a los
sigulentes casos:

a) Una sola tuerza cuya linea de accién pasa por el centro de masa, en cuyo caso el
cuerpo rigido sélo traslada.

b) Un par o cupla, es decir, dos fuerzas de linea de accién paralela, de 1igual médulo,
igual direccién y sentido opuesto; en este caso el cuerpo rigido rota respecto de
un eje que pasa por el centro de masa sin ser necesario de que exista ese eje en
forma real.

c¢) Una fuerza tnica cuya linea de accién no pasa por el centro de masa, en este caso el
cuerpo rigido rota y traslada simultdneamente.

Las ecuaciones del movimiento son:

F :mﬁcm ECM=|{:Ma.

R A

Lh
[
N
A
v
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De los tres casos planteados, se analizara el tipo (c), que es una
rototraslacion para cuerpos que presentan una simetria estérica, es

decir una RODADURA.

Existen algunos cuerpos rigidos como las esteras, cilindros, aros,
discos, que pueden rodar o tienen movimiento de rodadura. Esto
significa que a la vez que trasladan también rotan respecto de un eje.

Es un movimiento combinado de rotacién y traslacion.

Analizaremos el caso sencillo de un cuerpo que rueda sin deslizar sobre
una superficie plana rugosa.

Este tipo de movimiento impone una relacién determinada entre las
variables lineales y angulares de su desplazamiento, velocidad y
aceleracién. Estudiaremos el movimiento de un cilindro macizo y

homogéneo de masa M y radio R. -



El centro de masa del cilindro coincide con el centro de gravedad de él.
La distancia que se desplaza al centro de masa del cilindro en un intervalo de tiempo

At es:
Xem = RO (1) Q

—_—
Esta es la primera condicién cinemética del movimiento de rodadura. Si se deriva
sucesivamente dos veces esta expresion respecto del tiempo, se encuentran las

ecuaclones:
Vem = Ro (2)

a_ =R-a (3)

De las ecuaciones (1), (2) y (8), se deduce que las variables lineales y angulares
respectivas, no son independientes entre si.

En este movimiento se cumple que la velocidad del punto de contactoP es
nula en todo instante.
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El movimiento de rodadura puede analizarse por dos métodos que son totalmente
equivalentes:

a) Como una rototraslacion, es decir, una traslaciéon del cuerpo rigido y una rotacion
en torno de un eje que pasa por su centro de masa en forma simultanea.

b) Como una sucesion de rotaciones puras respecto de un eje, llamado eje
instantaneo de rotacion. o

/,’_“ o
A través del movimiento del cilindro que rueda sin \

deslizar, mostraremos la equivalencia de ambos
métodos, usando el concepto de energia cinética.
P

Como la velocidad del punto de contacto P es nula, podemos considerar que en
cada instante t del movimiento, el cuerpo tiene una rotacién pura en torno del eje
instantdneo que pasa por el punto P.
Supongamos que w es la rapidez angular del cilindro respecto del eje instanténeo
en un instante t, entonces la energifa cinética total de él es:

E.=ilo’ s

kR = 2



Siendo Ip el momento de inercia del cilindro respecto del eje instanténeo.
De acuerdo al teorema de Steiner: Ip — ICM + |".,."|R‘.z

Luego: B = %(ICM + MR’ )a)z

Eo =1l +iMR  (4)

kR

La ecuacién (4) representa la energia cinética total del cilindro que rueda sin
deslizar, expresado por los etectos combinados de la traslacién del centro de masa y
de una rotacién alrededor del un eje que pasa por el centro de masa.

El término % |C|v| @° representarfa la energfa cinética de rotacién de un cilindro,

s1 s6lo estuviese rotando respecto de un eje que pasa por el centro de masa.

El término 1 MR?@? representarfa la energia cinética de traslacién de un cilindro
que solo trasladara con la velocidad del centro de masa ( vem= R w )

La velocidad angular respecto del eje instantdneo y respecto un eje que pasa por el
centro de masa, en un instante t, es la misma. e5



Graficamente, podemos ilustrar la equivalencia de una rototraslacién a una
rotacién pura, a través del movimiento de un cilindro que rueda sin deslizar.

(b) (c)

En la figura (a), se han dibujado las velocidades de los puntos A, B, O y P,

suponiendo que el cilindro sélo traslada.

En la figura (b), se han dibujado las velocidades de los mismos puntos anteriores,

suponiendo que el cilindro sélo rota en torno del centro de masa.

En la figura (c), se han dibujado las velocidades de dichos puntos, haciendo la
combinacién de rotacién y traslaciéon simulténea.
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Se observa que el punto P no tiene velocidad, que el punto O se
mueve con la velocidad del centro de masa, 2ve. que el punto A se
mueve con y que el punto B con rapidez v, = BPw

En sistemas en los cuales la Ginica fuerza no conservativa es la fuerza
de roce estatico, la energia mecénica se conserva constante, ya que la
fuerza de roce estatico no disipa energia, o no realiza trabajo.
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MOMENTUM ANGULAR (L)

Definiremos el momentum angular L, conrespecto a O, para una
particula de masa m que se mueve con velocidad v, Como:

i, 4 | o=T xP cuyo mddulo es

| o=m-Vv-seno

donde r es el vector posicion respecto de un punto fijo
O, en un sistema de referencia inercial.

El momentum angular o L,es un vector perpendicular al plano, determinado por r

y V.
Si la particula se mueve en un plano, el momentum angular respecto de O

permanece con su direccion invariante, para cuando O esta contenido en dicho sg
plano.



CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR O MOMENTUM ANGULAR DE UN
SISTEMA DE PARTICULAS

Al transcurrir el tiempo, el momentum angularL, puede cambiar debido a la
accion de:

a) momentos ejercidos sobre las particulas del sistema por fuerzas internas entre
las particulas.

b) momentos ejercidos sobre las particulas del sistema por fuerzas externas.

B} dL,
Yo ext T gt
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MOMENTO ANGULAR PARA UN CUERPO RIGIDO

Como hemos dicho anteriormente, un cuerpo rigido es un caso
especial de sistema de particulas, cuyas posiciones relativas estin fijas,
luego es aplicable la expresion:

__dL
Tﬂ. = 0
dt
La ecuacién de movimiento de rotaciéon del rigido es T =1-a siendo I el
momento de inercia respecto de un eje. Si se considera que I es
constante respecto a dicho eje, entonces: d[ﬂ d(l _ E})
dt dt

Luego : Lo =1, o
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PRINCIPIO DE CONSERVACION DEL MOMENTUM ANGULAR (Lo)

Supongamos que se tiene un sistema de particulas sobre el cual la suma de los
torques externos que actla sobre él, es cero, es decir:

Esto implica que cuando el torque neto externo neto sea cero, el vector cantidad
de momentum angular del sistema, permanece constante.
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