METAS DE
APRENDIZAJE

Al estudiar este capitulo,
usted aprenderd:

+ Cémo determinar la cantidad
de carga dentro de una superficie
cerrada examinando el campo
eléctrico sobre la superficie.

+ Cudl es el significado de flujo
eléctrico y como se calcula.

+ Cdémo la ley de Gauss relaciona
al flujo eléctrico a través de una
superficie cerrada con la carga
encerrada por la superficie.

« Cémo usar la ley de Gauss
para calcular el campo eléctrico
debido a una distribucion
simétrica de la carga.

+ Donde se localiza la carga en
un conductor cargado.

En esta seccién el andlisis de la ley de Gauss
se basa e inspira en las ideas innovadoras

de Ruth W. Chabay y Bruce A. Sherwood,
en su obra Electric and Magnetic
Interactions (John Wiley & Sons, 1994).
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LEY DE GAUSS

= Esta nifa adquiere
una carga eléctrica

al tocar la esfera
metélica con carga.
Los cabellos con
carga en su cabeza se
repelen y se levantan.
Si la nifia estuviera
dentro de una esfera
de metal grande y
con carga, (sus cabellos
se levantarian?

on frecuencia, al efectuar un trabajo existe un modo facil y otro dificil; el mo-

do fécil tal vez sélo requiera el empleo de las herramientas correctas. En fisica

las propiedades de simetria de los sistemas constituyen una herramienta im-
portante para simplificar los problemas. Muchos sistemas fisicos tienen simetria; por
ejemplo, un cuerpo cilindrico no se ve distinto después de hacerlo girar sobre su eje, y
una esfera de metal con carga se ve igual una vez que se ha hecho girar alrededor de
cualquier eje que pase por su centro.

La ley de Gauss es parte de la clave para utilizar consideraciones de simetria que
simplifiquen los cdlculos del campo eléctrico. Por ejemplo, el campo de una distribucion
de carga en una linea recta o en una hoja plana, que se obtuvo en la seccién 21.5 con al-
gunas integrales un tanto dificiles, se obtiene en unos cuantos renglones con ayuda de la
ley de Gauss. Sin embargo, la ley de Gauss es algo mds que un método para hacer cier-
tos calculos con facilidad. En realidad es un enunciado fundamental acerca de la rela-
cién que hay entre las cargas eléctricas y los campos eléctricos. Entre otras cosas, la ley
de Gauss ayuda a entender como se distribuye la carga en los cuerpos conductores.

La ley de Gauss se trata de lo siguiente. Dada cualquier distribucién general de
carga, se rodea con una superficie imaginaria que la encierre y luego se observa el
campo eléctrico en distintos puntos de esa superficie imaginaria. La ley de Gauss es
una relacion entre el campo en todos los puntos de la superficie y la carga total que
ésta encierra. Tal vez esto suene como una forma indirecta de expresar los fenéme-
nos, pero es una relacién sumamente util. Mas alld de su empleo como herramienta de
cdlculo, la ley de Gauss ayuda a tener una comprension mas profunda de los campos
eléctricos. En varios de los siguientes capitulos recurriremos continuamente a esta
comprension conforme avancemos en el estudio del electromagnetismo.

22.1 Carga y flujo eléctrico

En el capitulo 21 se planted la pregunta, “Dada una distribucién de carga, ;cudl es el
campo eléctrico que produce esa distribucién en un punto P?”. Vimos que la respues-
ta podia encontrarse si se representaba la distribucién como un conjunto de cargas
puntuales, cada una de las cuales producia un campo eléctrico E dado por la ecuacion



(21.7). Asi, el campo total en P es la suma vectorial de los campos debidos a todas las
cargas puntuales.

Pero existe una relacion alternativa entre las distribuciones de carga y los campos
eléctricos. Para descubrir esta relacion, planteemos la pregunta del capitulo 21 a la in-
versa: “si se conoce la disposicién del campo eléctrico en una regién determinada,
(qué podemos determinar acerca de la distribucion de carga en esa region?”’

He aqui un ejemplo. Considere la caja que se ilustra en la figura 22.1a, que puede
contener o no una carga eléctrica. Imagine que la caja estd construida con un material
que no tiene efecto en ningtin campo eléctrico; es como los conceptos de la cuerda sin
masa y el plano inclinado libre de friccién. Mejor atin, dejemos que la caja represen-
te una superficie imaginaria que puede encerrar o no cierta carga. Llamaremos a la
caja una superficie cerrada, ya que encierra por completo un volumen. ;Como deter-
minar cudnta carga eléctrica (si es que la hay) se encuentra dentro de la caja?

Como sabemos que una distribucién de carga produce un campo eléctrico y que
éste ejerce una fuerza sobre una carga de prueba, se mueve una carga, de prueba ¢, en
torno a las proximidades de la caja. Con la medicién de la fuerza F experimentada
por la carga de prueba en diferentes posiciones, se elabora un mapa tridimensional del
campo eléctrico E=F / q, fuera de la caja. En el caso que se ilustra en la figura
22.1b, el mapa resulta ser el mismo que el del campo eléctrico producido por una car-
ga puntual positiva (figura 21.29a). A partir de los detalles del mapa es posible deter-
minar el valor exacto de la carga puntual dentro de la caja.

Para determinar el contenido de la caja, en realidad s6lo se necesita medir Eenla
superficie de la caja. En la figura 22.2a hay una sola carga puntual positiva en el inte-
rior de la caja, y en la figura 22.2b hay dos de tales cargas. Los patrones de campo en
las superficies de las cajas son diferentes en sus detalles, pero en ambos casos el cam-
po eléctrico apunta hacia fuera de la caja. Las figuras 22.2¢ y 22.2d ilustran casos con
una y dos cargas puntuales negativas, respectivamente, dentro de la caja. Una vez
mas, los detalles de E sobre la superficie de la caja son distintos, pero en los dos casos
el campo apunta hacia la caja.

22.2 El campo eléctrico sobre la superficie de las cajas contiene a) una sola carga
puntual positiva, b) dos cargas puntuales positivas, ¢) una sola carga puntual negativa,
o d) dos cargas puntuales negativas.

b) Cargas positivas dentro de
la caja, flujo
hacia fuera

a) Carga positiva dentro de la
caja, flujo -
hacia fuera

d) Cargas negativas dentro de la caja,
flujo hacia
dentro

¢) Carga negativa dentro de la caja,
flujo hacia 7
dentro
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Adtly
Physics

11.7  Flujo eléctrico

22.1 ;Cémo se podria medir la carga
dentro de una caja sin abrirla?

a) Caja que contiene una cantidad desconocida
de carga

b) Uso de una carga de prueba fuera de la caja
para determinar la cantidad de carga que hay
en el interior

E

E

N

Carga de prueba g,

N\
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El flujo eléctrico y la carga encerrada

En la seccién 21.4 se menciond la analogia entre los vectores de campo eléctrico y los
vectores de velocidad de un fluido en movimiento. Esta analogia resulta ttil aun
cuando los campos eléctricos no “fluyen” en realidad. Empleando esta analogia, en
las figuras 22.2a y 22.2b, en las que los vectores de campo eléctrico apuntan hacia
fuera de la superficie, decimos que existe un flujo eléctrico saliente. (La palabra “flu-
jo” proviene de un jérmino en latin que significa “fluido”.) En las figuras 22.2c y
22.2d, los vectores E se dirigen hacia la superficie, y el flujo eléctrico es entrante.

La figura 22.2 sugiere una relacién sencilla: la carga positiva dentro de la caja co-
rresponde a un flujo eléctrico saliente a través de la superficie de la caja, y la carga ne-
gativa en el interior corresponde a un flujo eléctrico entrante. (Qué pasa si la carga
dentro de la caja es cero? En la figura 22.3a la caja estd vacfa y E = 0 en todo lugar,
por lo que no hay flujo eléctrico hacia el interior o exterior de la caja. En la figura
22.3b, dentro de la caja hay una carga positiva y otra negativa de la misma magnitud,
por lo que la carga neta en el interior es igual a cero. Hay un campo eléctrico, pero
“fluye hacia dentro” de la caja en la mitad de su superficie y “fluye hacia fuera” de la
caja en la otra mitad. Por lo tanto, no hay flujo eléctrico nefo hacia dentro o hacia fue-
ra de la caja.

En la figura 22.3c, la caja de nuevo estd vacia. Sin embargo, hay una carga presente
fuera de la caja, que se ha colocado con uno de sus extremos paralelos a una lamina in-
finita con carga uniforme que produce un campo eléctrico uniforme perpendicular a la
Eimina (como se vio en el ejemplo 21.12 de la secciég 21.5). En un extremo de la caja,
E apunta hacia esta dltima, y en el extremo opuesto E apunta hacia fuera de la caja; y
en los lados, E es paralelo a la superficie, por lo que no apunta hacia dentro ni hacia
fuera de la caja. Como sucede en la figura 22.3b, el flujo eléctrico hacia el interior en
una parte de la caja compensa con exactitud al flujo eléctrico que va hacia el exterior
en la otra parte. De manera que en todos los casos que se ilustran en la figura 22.3, no
hay un flujo eléctrico neto a través de la superficie de la caja, y ninguna carga neta
estd encerrada en ella.

Las figuras 22.2 y 22.3 ponen de manifiesto una vinculacién entre el signo (positi-
vo, negativo o cero) de la carga neta contenida dentro de una superficie cerrada y el
sentido (saliente, entrante o ninguno) del flujo eléctrico neto a través de la superficie.
Asimismo, existe una conexion entre la magnitud de la carga neta dentro de la super-
ficie cerrada y la intensidad del “flujo” neto de E sobre la superficie. Tanto en la figu-
ra 22.4a como en la 22.4b, hay una sola carga puntual en el interior de lafaja, pero en
la figura 22.4b la magnitud de la carga es el doble de grande, por lo que E tiene en to-
do lugar el doble de magnitud que en la figura 22.4a. Si tenemos en mente la analogia
con el flujo de fluidos, esto significa que el flujo eléctrico saliente neto también es dos
veces mayor en la figura 22.4b que en la 22.4a. Esto sugiere que el flujo eléctrico ne-
to a través de la superficie de la caja es directamente proporcional a la magnitud de la
carga neta encerrada en la caja.

22.3 Tres casos en los que hay una carga neta de cero en el interior de la caja, y no hay flujo eléctrico a través de la superficie de ésta.
a) Caja vacia con E = 0. b) Caja que contiene una carga puntual positiva y una negativa de igual magnitud. c) Caja vacia inmersa en

un campo eléctrico uniforme.

a) Sin carga dentro
de la caja, flujo igual
a cero

b) Carga neta igual a cero en el ) No hay carga dentro de la caja;
interior de la caja; el flujo entrante el flujo entrante cancela el flujo
cancela el flujo saliente saliente

+0 — Ldmina
con carga
uniforme



Esta conclusion es independiente del tamaio de la caja. En la figura 22.4¢ la carga
puntual +¢ estd encerrada por una caja con dimensiones lineales que duplican las de
la caja de la figura 22.4a. La magnitud del campo eléctrico de una carga puntual dis-
minuye con la distancia de acuerdo con 1/7*, de manera que la magnitud media de E
en cada cara de la caja grande en la figura 22.4c es justo § de la magnitud media en la
cara correspondiente en la figura 22.4a. Pero cada cara de la caja grande tiene exacta-
mente el cuddruple del drea de la cara correspondiente de la caja pequefia. Por lo tan-
to, el flujo eléctrico saliente de la caja es igual para las dos cajas si el flujo eléctrico se
define como sigue: con respecto a cada cara de la caja, hay que calcular el producto
de la componente perpendicular media de E por el drea de esa cara; luego se suman
los resultados de todas las caras de la caja. Con esta definicion, el flujo eléctrico neto
debido a una sola carga puntual dentro de la caja es independiente del tamafio de ésta
y s6lo depende de la carga neta en el interior.

Se ha visto que existe una relacién entre la cantidad neta de carga dentro de una
superficie cerrada y el flujo eléctrico a través de esa superficie. Para los casos especia-
les de una superficie cerrada en forma de caja rectangular y distribuciones de carga
constituidas por cargas puntuales o ldminas infinitas con carga, se tiene lo siguiente:

1. El hecho de que el flujo neto sea hacia el exterior o hacia el interior de una su-
perficie cerrada depende del signo de la carga encerrada.

2. Las cargas afuera de la superficie no provocan un flujo eléctrico neto a través
de la superficie.

3. El flujo eléctrico neto es directamente proporcional a la cantidad neta de carga
contenida dentro de la superficie, pero es independiente del tamafio de la super-
ficie cerrada.

Estas observaciones son el planteamiento cualitativo de la ley de Gauss.

;Son vdlidas estas observaciones para otras clases de distribuciones de carga y
para superficies cerradas de forma arbitraria? Se demostrard que la respuesta a estas
preguntas es si. Pero para explicar por qué esto es asi, se necesita contar con un enun-
ciado matemadtico preciso de lo que significa el flujo eléctrico, lo cual se desarrollard
en la siguiente seccion.

Evalie su comprension de la seccién 22.1  Si todas las dimensiones de @
la caja de la figura 22.2a se incrementaran en un factor de 3, ;qué efecto tendria este

cambio en el flujo eléctrico a través de la caja? i) El flujo serfa 3* = 9 veces mayor;

ii) el flujo serfa 3 veces mds grande; iii) el flujo permaneceria sin cambio; iv) el flujo seria
de (3); v) el flujo seria (3)2 = §; vi) no hay informacién suficiente para decidir.

22.2 Calculo del flujo eléctrico

En la seccidn anterior presentamos el concepto de flujo eléctrico. Cualitativamente, el
flujo eléctrico a través de una superficie es la descripcion de si el campo eléctrico E
apunta hacia la superficie o en sentido contrario. Esto se utilizé para formular un
enunciado cualitativo de la ley de Gauss: el flujo eléctrico neto a través de una super-
ficie cerrada es directamente proporcional a la carga neta en el interior de esa superfi-
cie. Para aprovechar por completo esta ley, se necesita saber como calcular eLﬂujo
eléctrico. Para ello, se empleard de nuevo la analogia entre un campo eléctrico E y el
campo de los vectores de velocidad ¥ en un fluido en movimiento. (De nuevo, recuer-
de que esto sélo es una analogia; un campo eléctrico no es un flujo.)

Flujo: Analogia del fluido en movimiento

La figura 22.5 ilustra un fluido en movimiento estable de izquierda a derecha. Exami-
nemos la tasa de flujo volumétrico dV/dr (digamos, en metros ctibicos por segundo) a
través del alambre rectangular de drea A. Cuando el drea es perpendicular a la veloci-
dad de flujo U (figura 22.5a) y la velocidad de flujo es la misma en todos los puntos
del fluido, la tasa de flujo volumétrico dV/dt es el drea A multiplicada por la veloci-
dad del flujo v:

v _

= VA
dt
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22.4 a) Caja que encierra una carga
puntual positiva +¢. b) La duplicacién de
la carga ocasiona que la magnitud

de E se duplique, lo que también duplica
el flujo eléctrico a través de la superficie.
¢) Si la carga permanece igual, pero las
dimensiones de la caja se duplican, el flujo
permanece sin cambio. La magnitud de E
sobre la superficie disminuye en un factor
de 1, pero el drea a través de la que “fluye”
E aumenta en un factor de 4.

a) La caja contiene una carga

b) Al duplicarse la carga se duplica
el flujo.

) Al duplicarse de las dimensiones de
la caja no cambia el tlujo.
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22.5 La tasa de flujo volumétrico del
fluido a través del alambre rectangular
a) es VA cuando el drea del rectangulo
es perpendicular a U, y b) cuando el
rectangulo estd inclinado un dngulo ¢
la tasa es VA cos ¢.

a) Alambre rectangular en un fluido

/

T s
[

b) El alambre rectangular est4
inclinado un dngulo ¢

A, =Acosd A
a4 v .

7
/

Cuando el rectangulo se encuentra inclinado un dngulo ¢ (figura 22.5b) de manera
que su cara no es perpendicular a U, el drea que se toma en cuenta es la de la silue-
ta que se genera al mirar en la direccién de U. Esta drea, que se indica en color rojo y
se denota con A | en la figura 22.5b, es la proyeccion del drea A sobre una superficie
perpendicular a T. Dos lados del rectdngulo proyectado tienen la misma longitud que
en el original, pero los otros dos disminuyen en un factor de cos ¢, por lo que el drea
proyectada A | es igual a A cos ¢. Asi, la tasa de flujo volumétrico a través de A es
% = vAcos¢

Si ¢ = 90°, dV/dr = 0; el alambre rectangular presenta su borde al flujo, por lo que
ningun fluido pasa a través suyo.

Asimismo, v cos ¢ es la componente del vector ¥ perpendicular al plano del drea A.
Si se llama v |, a esta componente, la tasa de flujo volumétrico queda asi:

av A
ar Ut

Es posible expresar la tasa de flujo volumétrico de manera mas compacta median-
te el concepto de vector de drea A, una cantidad vectorial con magnitud A y direccién
perpendicular al plano del drea que se describe. El vector de drea A describe tanto el
tamafio de un drea como su orientacién en el espacio. En términos de Z, podemos
escribir la tasa de flujo volumétrico a través del rectangulo en la figura 22.5b como el
producto escalar:

v o
L _3-A
a’

Flujo de un campo eléctrico uniforme

Utilizando la analogia entre el campo eléctrico y el flujo en movimiento se definird
ahora el flujo eléctrico de la misma forma en que se acaba de definir la tasa de flujo
volumétrico de un fluido; simplemente se sustituye la velocidad del fluido ¥ por el
campo eléctrico E. El simbolo que se usa para el flujo eléctrico es @ (la letra griega
mayuscula fi; el subindice E es para recordar que se trata de flujo eléctrico). En pri-
mer lugar, considere un drea plana A perpendicular a un campo eléctrico uniforme E
(figura 22.6a). Se define el flujo eléctrico a través de esta drea como el producto de
la magnitud del campo E por el darea A:

®, = EA

En términos aproximados, se puede imaginar ® como las lineas de campo que pasan a
través de A. El incremento del drea significa que mds lineas de E cruzan el drea, lo que
aumenta el flujo; un campo mads intenso significa mayor densidad de lineas de E, por lo
que hay mas lineas que pasan por unidad de drea, lo que tgmbién incrementa el flujo.

Si el drea A es plana pero no perpendicular al campo E, entonces son menos las li-
neas de campo que la atraviesan. En este caso, el drea que se toma en cuenta es la
silueta que se observa al mirar en direccion de E. Esta es el drea A | en la figura 22.6b,
y es igual a A cos ¢ (compdrela con la figura 22.5b). Nuestra definicién de flujo eléc-
trico para un campo eléctrico uniforme se generaliza a

O, = EAcos¢ (flujo eléctrico para E uniforme, superficie plana) (22.1)

Como E cos ¢ es la componente de E perpendicular al drea, la ecuacion (22.1) se ex-
presa como

b, =E A (flujo eléctrico para E uniforme, superficie plana)  (22.2)

En términos del vector de drea A perpendicular al drea, el flujo eléctrico se expre-
— —
sa como el producto escalar de E 'y A:

[OFES E-A (flujo eléctrico para E uniforme, superficie plana) (22.3)
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22.6 Una superficie plana en un campo eléctrico uniforme. El flujo eléctrico @ a través de la superficie es igual al producto escalar
del campo eléctrico E y el vector de drea A.

a) La superficie estd de frente al campo eléctrico: b) La superficie estd inclinada un dngulo ¢ ¢) La superficie estd de canto en relacion
. b yA son paralelos (dngulo entre respecto de la orientacién de frente: con el campo eléctrico:
E yA es¢p =0), |  El dngulo entre E yA es ¢. ¢ E y A son perpendiculares (el dngulo
¢ El flujo &5 = E-A = EA. * El flujo & =E-A = EA cos ¢. entre E'y A es ¢ = 90°).
P * El flujo @ =E-A = EA cos 90° = 0.
- A
$=0 f
. A S
F o > - o=
" -t 2 w
A E
_
A= A A
/ L A

Las ecuaciones (22.1), (22.2) y (22.3) expresan el flujo eléctrico para una superfi-
cie plana y un campo eléctrico uniforme de maneras diferentes pero equivalentes. La
unidad del SI para el ﬂuJo electnco es 1 N- m2/C. Observe que si el drea estd de per-
fil respecto del campo, E y A son perpendiculares y el flujo es igual a cero (figura
22.6¢).

La direccion de un vector de drea se puede representar con A empleando un vector
unitario i perpendicular al drea; n significa “normal”. De esta forma,

A = An (22.4)

Una superficie tiene dos lados, por lo que hay dos direcciones posibles para i1 y A
Siempre se debe especificar cudl es la direccion elegida. En la seccién 22.1 se relacio-
n6 la carga dentro de una superficie cerrada con el flujo eléctrico a través de ella. Con
una superficie cerrada siempre se elegird la direccién de 72 como la que se dirige hacia
el exterior, y se hablara del flujo hacia fuera de una superficie cerrada. Asi, lo que en
la seccidén 22.1 se llamo6 “flujo eléctrico hacia fuera” corresponde a un valor positivo
de @, y lo que se denomind “flujo eléctrico hacia dentro” corresponde a un valor ne-
gativo de ®p.

Flujo de un campo eléctrico no uniforme

(Qué pasa si el campo eléctrico E noes uniforme, sino que varia de un punto a otro
del drea A? O, ;qué ocurre si A es parte de una superficie curva? Aqui se divide A en
muchos elementos pequefios dA, cada uno de los cuales tiene un vector unitario iz
perpendicular a €l, y un vector de drea dA = i dA. El flujo eléctrico se calcula a
través de cada elemento y los resultados se integran para obtener el flujo total:

- (definicién general

o, = JECOSd) dA = J'El dA = jEdA del flujo eléctrico) (22.5)

Esta integral se llama integral de superficie de la componente £, en el drea, o inte-
gral de superficie de E - dA. Las diversas formas de la integral expresan el mismo
concepto en términos diferentes. En problemas especificos, una forma resulta en oca-
siones mds conveniente que otra. El ejemplo 22.3 al final de esta seccién ilustra el uso
de la ecuacion (22.5).

En la ecuacién (22.5) el flujo eléctrico [E, dA es igual al valor medio de la com-
ponente perpendicular del campo eléctrico, multiplicado por el drea de la superficie.
Esta es la misma definicién del flujo eléctrico a que se llegé en la seccién 22.1, ahora
expresada en una forma mds matemadtica. En la siguiente seccién se verd la vincu-
lacién entre el flujo eléctrico total a través de cualquier superficie cerrada, sin impor-
tar su forma, y la cantidad de carga encerrada dentro de la superficie.
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SR LWYANE Flujo eléctrico a través de un disco

Un disco con radio de 0.10 m se orienta con su vector unitario normal iz
con un angulo de 30° respecto de un campo eléctrico uniforme E con
magnitud de 2.0 X 10° N/C (figura 22.7). (Como ésta no es una superfi-
cie cerrada, no tiene un “interior” ni un “exterior”’; por eso se tiene que
especificar la direccion de 72 en la figura.) a) ;Cuél es el flujo eléctrico a
través del disco? b) (Cudl seria el flujo que cruzgn’a el disco si se girara
de manera que su normal fuera perpendicular a E? ¢) ;Cudl seria el flu-
jo que pasaria a través del disco si su normal fuera paralela a E?

IDENTIFICAR: Este problema es sobre una superficie plana en un cam-
po eléctrico uniforme, por lo que se aplican las ideas de esta seccion.

PLANTEAR: La orientacién del disco es como la del rectangulo en la
figura 22.6b. El flujo eléctrico se calcula con la ecuacion (22.1).

EJECUTAR: a) El drea es A = m(0.10 m)* = 0.0314 m’, y el dngulo
entre Ey A = An es ¢ = 30°, por lo que
&, = EAcos¢ = (2.0 X 10°N/C) (0.0314 m?) (cos30°)
=54 N-m?/C

b) Ahora, la normal al disco es perpendicular a E, de manera que
¢ =90° cos p =0y Py = 0. Através del disco no hay flujo.

SN » A Flujo eléctrico a través de un cubo

Un cubo de arista L estd situado en una regién de campo eléctrico uni-
forme E. Determine el flujo eléctrico que pasa a través de cada cara del
cubo y el flujo total a través de éste cuando a) el cubo estd orientado con
dos de sus caras perpendiculares al campo E, como se ilustraen la figura
22.8;'y b) cuando el cubo se gira un dngulo 6, como en la figura 22.8b.

IDENTIFICAR: En este problema se va a determinar el flujo eléctrico
a través de cada cara del cubo y el flujo total (Ia suma de los flujos que
pasan por las seis caras).

PLANTEAR: Como E es uniforme y cada una de las seis caras del cu-
bo es una superficie plana, se encuentra el flujo que cruza cada cara

con las ecuaciones (22.3) y (22.4). Después se calcula el flujo total a
través del cubo sumando los seis flujos individuales.

EJECUTAR: a) En la figura se ilustran los vectores unitarios para cada
cara (11, aig); la direccién de cada vector unitario es hacia fuera desde la
superficie cerrada del cubo. El angulo entre E y i1, es de 180°; el angulo
entre E y ii, es de 0°; y el dngulo entre E y cada uno de los otros cuatro
vectores unitarios es de 90°. Cada cara del cubo tiene un area de L2, por
lo que los flujos a través de cada una de las caras son los siguientes:

®, = E-i,A = EL*c0s180° = —EL>
@, = E+fiA = E[2c0s0° = +EL?
Dpy = Opy = Opg = Dy = EL?c0s90° = 0

El flujo es negativo en la cara 1, donde E estd dirigido hacia el cubo,
y positivo en la cara 2, en la que E se dirige hacia fuera del cubo. El
flujo fotal a través del cubo es la suma de los flujos a través de las seis
caras:

Bp = Py + Ppy + Pz + Ppy + D5 + P
=—EL*+EL*+0+0+0+0=0

¢) La normal al disco es paralela a E‘, porlo que ¢ = 0,cos ¢ = 1,
y el flujo tiene su valor maximo posible. De la ecuacién 22.1, se tiene
que

&, = EAcos¢ = (2.0 X 10°N/C) (0.0314 m?) (1)
= 63N -m?/C
EVALUAR: Como comprobacién de nuestros resultados, observe que

la respuesta del inciso a) es un valor menor que la del inciso c). jAsi
deberia ser?

22.7 Elflujo eléctrico @ a través de un disco depende del dngu-
lo entre su normal 72 y el campo eléctrico E.

. L . . = L .
22.8 Flujo eléctrico de un campo uniforme E a través de una caja
cubica con arista L en dos orientaciones.

a) b)

ng

b) Los flujos a través de las caras 1 y 3 son negativos, ya que E es-
td dirigido hacia esas caras; el campo se dirige hacia fuera de las caras
2y 4, por lo que los flujos a través de esas caras son positivos. Se tiene
que

&, = E+iA = EL%cos (180° — 0) = —EL*cos0
&y, = E-fiyA = +EL*cos0

®py = E+fi;A = EL%c0os (90° + 0) = —EL?sen 0
&, = E+i,A = EL? cos(90° — 0) = +EL*sen 0

®p5 = By = EL*c0s90° = 0

El flujo total @y = Py + Oy + Py + Dy + Dy + Dy a través
de la superficie del cubo es, de nuevo, igual a cero.

EVALUAR: No sorprende que el flujo total sea igual a cero para ambas
orientaciones. Se llegd a la misma conclusion que en el andlisis de la
figura 22.3c en la seccién 22.1. Ahi se observé que habia un flujo neto
de cero de un campo eléctrico uniforme a través de una superficie ce-
rrada que no contenia carga eléctrica.
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FLPYEN Flujo eléctrico a través de una esfera

Una carga puntual positiva ¢ = 3.0 uC estd rodeada por una esfera
centrada en la carga y cuyo radio mide 0.20 m (figura 22.9). Determine
el flujo eléctrico a través de la esfera debido a esta carga.

IDENTIFICAR: En este caso la superficie no es plana y el campo eléc-
trico no es uniforme, por lo que se debe usar la definicion general de
flujo eléctrico.
PLANTEAR: Se usa la ecuacion (22.5) para calcular el flujo eléctrico (la
variable que se busca). Como la esfera estd centrada en la carga puntual,
en cualquier punto sobre la superficie de la esfera, Eestd dirigido hacia
el exterior en forma perpendicular a la superficie. La direccién positiva
tanto para 72 como para E | es hacia el exterior, por lo que £, = E'yel
flujo a través del elemento de superficie dA es E-dA = E dA. Esto sim-
plifica en gran medida la integral en la ecuacién (22.5).
EJECUTAR: En cualquier punto de la esfera, la magnitud de Ees
po_14 3.0x10°°C
4mreyr (0.20m)?
=6.75 X 10°N/C
Puesto que E es igual en todos los puntos, se puede sacar de la integral
®; = [E dA de la ecuacién (22.5); lo que resta es la integral [dA, que
es el drea total A = 4m/” de la superficie esférica. Asi, el flujo total
que sale de la esfera es

5= (9.0 X 10°N-m?/C?)

22.9 Flujo eléctrico a través de una esfera centrada en una carga
puntual.

EVALUAR: Observe que se dividié entre > = (0.20 m)” para encontrar
el valor de E, y luego se multiplicé por /* = (0.20 m)* para encon-
trar ®; asi, el radio r de la esfera se cancela en el resultado de ®.
Se habria obtenido el mismo flujo con una esfera de 2.0 m o incluso de
200 m de radio. En esencia, se llegé a 1a misma conclusion del andlisis
de la figura 22.4 en la seccién 22.1, donde se consideraron superficies
rectangulares cerradas de dos tamailos distintos que encerraban una
carga puntual. Ahi se encontr6 que el flujo de Eera independiente del
tamario de la superficie; se obtiene el mismo resultado para una super-
ficie esférica. En realidad, el flujo a través de cualquier superficie que
encierre una sola carga puntual es independiente de la forma o el ta-

®, = EA = (6.75 X 10°N/C) (47) (0.20 m)?
=34 X 10°N-m?/C

Evaliie su comprension de la seccion 22.2  Ordene las siguientes superficies @
del flujo mds positivo al mas negativo. i) Una superficie rectangular plana con vector de

dreaA = (6.0m?)i en un campo eléctrico uniforme E = (4.0 N/C)j; ii) una superficie circular
plana con vector de drea A = (30 m>2)j en un campo eléctrico uniforme E = (40 N/C)i +

(2.0 N/C)j; ii) una superficie cuadrada plana con vector de dread = (3.0 m?)i + (7.0 m?)j
en un campo eléctrico uniforme E = (40NJC)i — (20N/C)j; iv) una superficie oval plana
con vector de drea A = (3.0 m?)i — (7.0 m?)j en un campo eléctrico uniforme

E = (40NJC)i — (20N/C)j.

22.3 Ley de Gauss

La ley de Gauss es una alternativa a la ley de Coulomb. Aunque equivale por com-
pleto a la ley de Coulomb, la ley de Gauss ofrece una forma distinta de expresar la re-
lacion entre la carga eléctrica y el campo eléctrico. La formul6 Carl Friedrich Gauss
(1777-1855), uno de los matemdticos mds grandes de todos los tiempos. Muchas
areas de las matemdticas llevan la marca de su influencia; Gauss también realiz6 con-
tribuciones igualmente significativas en la fisica tedrica (figura 22.10).

Carga puntual dentro de una superficie esférica

La ley de Gauss establece que el flujo eléctrico total a través de cualquier superficie
cerrada (una superficie que encierra un volumen definido) es proporcional a la carga
eléctrica total (neta) dentro de la superficie. En la seccion 22.1 se planted esta rela-
cién de manera cuantitativa para ciertos casos especiales; ahora se desarrollara en for-
ma mads rigurosa. Se comenzard con el campo de una sola carga puntual positiva g.
Las lineas de campo se extienden en forma radial hacia fuera en todas direcciones por
igual. Colocamos esta carga en el centro de una superficie esférica imaginaria con ra-
dio R. La magnitud E del campo eléctrico en cada punto de la superficie estd dada por

_ L a
4me, R?

mafio de la superficie, como se verd un poco mds adelante.

22.10 Carl Friedrich Gauss ayud6 a desa-
rrollar varias ramas de las matematicas, in-
cluidos la geometria diferencial, el andlisis
real y la teorfa de nimeros. Una de sus
invenciones es la “curva de campana”

de la estadistica. Gauss también realizé
investigaciones de vanguardia sobre el
magnetismo de la Tierra y calculd la drbita
del primer asteroide que se descubri6.
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22.11 Proyeccién de un elemento de
area dA de una esfera de radio R sobre
una esfera concéntrica de radio 2R.

La proyeccion multiplica las dimensiones
lineales por 2, por lo que el elemento de
area sobre la esfera mds grande es 4 dA.

A través de estos dos elementos de drea pasa el
mismo nimero de lineas de campo y el mismo
flujo. 5,

E

e
M\i@{\l (

\l\

)
i

22.12 Calculo del flujo eléctrico que pasa
a través de una superficie no esférica.

En cada punto de la superficie, Ees perpendicular a ésta, y su magnitud es la misma en
todos los puntos, como se ilustra en el ejemplo 22.3 (seccién 22.2). El flujo eléctrico to-
tal es el producto de la magnitud del campo E por el drea total A = 47R* de la esfera:

q o4
= —(47wR*) = —
41rey R? R) €

d, =EFEA (22.6)
El flujo es independiente del radio R de la esfera; s6lo depende de la carga g encerra-
da por la esfera.

Este resultado también se puede interpretar en términos de las lineas de campo. La
figura 22.11 muestra dos esferas de radios R y 2R centradas en la carga puntual g. Ca-
da linea de campo que pasa a través de la esfera mds pequefia también cruza la esfera
mas grande, por lo que el flujo total a través de cada esfera es el mismo.

Lo que se cumple para toda la esfera también se cumple para cualquier region de
su superficie. En la figura 22.11, sobre la esfera de radio R, estd resaltada un drea dA
que se proyecta sobre la esfera de radio 2R con lineas que van del centro y que pasan
por puntos sobre la frontera de dA. El drea proyectada sobre la esfera mayor es evi-
dentemente 4 dA. Pero como el campo eléctrico debido a una carga puntual es inver-
samente proporcional a 7, la magnitud del campo sobre la esfera de radio 2R es i de
la magnitud sobre la esfera de radio R. Asi, el flujo eléctrico es el mismo para las dos
areas e independiente del radio de la esfera.

Carga puntual dentro de una superficie no esférica

Esa técnica de proyeccién demuestra como generalizar el andlisis a superficies no es-
féricas. En la figura 22.12a aparece una esfera de radio R circundada por una superfi-
cie de forma irregular, en vez de por una segunda esfera. Considere un pequefio
elemento de drea dA sobre la superficie irregular; se observa que esta drea es mayor
que el elemento correspondiente sobre una superficie esférica a la misma distancia de g.
Si una normal a dA forma un dngulo ¢ con una linea radial que sale de ¢, dos lados
del drea proyectada sobre la superficie esférica se ven disminuidos en un factor cos ¢
(figura 22.12b). Los otros dos lados permanecen sin cambio. De esta forma, el flujo
eléctrico a través del elemento de superficie esférica es igual al flujo E dA cos¢ a tra-
vés del correspondiente elemento de superficie irregular.

Se puede dividir toda la superficie irregular en elementos dA, calcular para cada
uno de ellos el flujo eléctrico E dA cos ¢, y sumar los resultados por integracion, co-
mo en la ecuacién (22.5). Cada uno de los elementos de drea se proyecta sobre un ele-
mento de superficie esférica correspondiente. Asi, el flujo eléctrico fotal que atraviesa
la superficie irregular, dado por cualquiera de las formas que adopta la ecuacién
(22.5), debe ser el mismo que el flujo total a través de una esfera, el cual es igual a
g/€, de acuerdo con la ecuacién (22.6). Por lo tanto, para la superficie irregular,

- — q
G, =PE-dA = — (22.7)
€o
a) La normal hacia fuera con -., b)
respecto a la superficie forma
un angulo ¢ con la direccion -
dngulo ¢ E, P .

de E.

La proyeccién del
elemento de drea dA
sobre la superficie
esférica es dA cos ¢.



La ecuacioén (22.7) se cumple para una superficie de cualquier forma o tamafio, siem-
pre y cuando sea una superficie cerrada que contenga la carga ¢. El circulo en el signo
de la integral recuerda que la integral siempre se toma sobre una superficie cerrada.

Los elementos de drea dA y los vectores unitarios 72 correspondientes siempre
apuntan hacia fuera del volumen encerrado por la superficie. El flujo eléctrico es po-
sitivo en aquellas dreas en las que el campo eléctrico apunta hacia fuera de la superfi-
cie y negativo donde apunta hacia dentro. Ademds, E, es positivo en los puntos en
que E apunta hacia el exterior de la superficie y negativo en los que E apunta hacia
el interior de ésta.

Si la carga puntual en la figura 22.12 es negativa, el campo E esté diri gido en forma
radial hacia dentro; en ese caso, el dngulo ¢ es mayor de 90°, su coseno es negativo y
la integral en la ecuacion (22.7) es negativa. Pero como ¢ también es negativa, la
ecuacion (22.7) se cumple.

Para una superficie cerrada que no encierre carga,

@E:jﬁﬁ-dz:o

Este es el enunciado matemitico que indica que cuando una regién no contiene carga,
cualquier linea de campo producida por una carga afuera de la regién y que entran
por un lado han de salir por el otro. (En la seccién 22.1 se llegé a la misma conclusion
al considerar el caso especial de una caja rectangular en un campo uniforme.) La figu-
ra 22.13 ilustra este punto. Las lineas de campo eléctrico comienzan o terminan den-
tro de una region del espacio sélo cuando en esa region existe carga.

Forma general de la ley de Gauss

Ahora viene el paso final en la obtencion de la forma general de la ley de Gauss. Su-
ponga que la superficie encierra no sélo una carga puntual g, sino varias cargas, ¢, ¢»,
g3, -.. - El campo eléctrico total (resultante) Een cualquier punto es la suma vectorial
de los campos E de las cargas individuales. Sea Q.. la carga fotal encerrada por la
superficie Qenc = ¢ + ¢» + g3+ ... . Sea también Eel campo fotal en la posicion del
elemento de drea de la superficie d;{, y sea E, su componente perpendicular al plano
de ese elemento (es decir, paralelo a dZ). Luego, se puede escribir una ecuaciéon como
la (22.7) para cada carga y su campo correspondiente y luego sumar los resultados.
Al hacerlo se obtiene el enunciado general de la ley de Gauss:

- —

b, = jg E-dA = % (ley de Gauss) (22.8)
€o

El flujo eléctrico total a través de una superficie cerrada es igual a la carga eléctrica
total (neta) dentro de la superficie, dividida entre €.

CUIDADO Las superficies gaussianas son imaginarias Recuerde que la superficie ce-
rrada a que se refiere la ley de Gauss es imaginaria; no es necesario que haya un objeto material
en la posicion de la superficie. A menudo se hace referencia a la superficie cerrada que se men-
ciona en la ley de Gauss como superficie gaussiana.

Utilizando la definicién de Q.. y las distintas maneras de expresar el flujo eléc-
trico que da la ecuacién (22.5), la ley de Gauss se plantea en las siguientes formas
equivalentes:

~ Qe (diversas formas

O, = ngcosd) dA = ngL dA = %E *dA @ de Ia ley de Gauss) (22.9)

Igual que en la ecuacién (22.5), las diversas formas de la integral expresan el mismo
concepto, el flujo eléctrico total a través de la superficie gaussiana, con distintos tér-
minos. En ocasiones conviene mas una forma que otra.

Como ejemplo, en la figura 22.14a se muestra una superficie gaussiana de radio r
alrededor de una carga puntual positiva +¢. El campo eléctrico apunta hacia fuera de
la superficie gaussiana, por lo que en cada punto de la superficie, E estd en la misma
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22.13 Carga puntual afuera de una
superficie cerrada que no encierra
ninguna carga. Si una linea de campo
eléctrico proveniente de la carga externa
entra por un punto de la superficie, debe

salir por otro.

Linea de campo
que entra
a la superficie

La misma
linea de campo
abandona la superficie
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22.14 Superficies gaussianas esféricas
alrededor de a) una carga puntual positiva
y b) una carga puntual negativa.

a) Superficie gaussiana alrededor de una
carga positiva: flujo positivo (saliente)

b) Superficie gaussiana alrededor de una
carga negativa: flujo negativo (entrante)

direccion que dA ,¢ =0,y E, esigual ala magnitud del campo E = g[4me,?. Como
E es igual en todos los puntos de la superficie, es valido sacarlo de la integral en la
ecuacién (22.9), de manera que la integral que queda es [dA = A = 4m/%, que es el
area de la esfera. Asi, la ecuacion (22.9) se convierte en

q q q q
<I>:j(E dAz{; dA = f{;dA= 4o = =
£ . dreyr? dreyr? dreyr €

La carga Q.. encerrada sélo es la carga +¢, lo que concuerda con la ley de Gauss.
Si la superficie gaussiana encerrara una carga puntual negativa, como en la figura
22.14b, entonces E apuntarfa hacia el interior de la superficie en cada punto en la
direccién opuesta a dA. Asi, ¢ = 180° y E, es igual al negativo de la magnitud
del campo: E, = —E = —|—q|[4mey? = —ql4mwe,r*. De esta forma, la ecuacién
(22.9) se convierte en

D, = ngLdA - f( —4 )dA E— jgdA S Sy J—
4aregr? 4mregr? dareyr? €o

Esto de nuevo concuerda con la ley de Gauss porque la carga encerrada en la figura
22.14bes Qepe = —q.

En las ecuaciones (22.8) y (22.9), Q.. siempre es la suma algebraiga de todas las
cargas positivas y negativas encerradas por la superficie gaussiana, y E es el campo
total en cada punto de la superficie. Note también que, en general, este campo es cau-
sado parcialmente por cargas dentro de la superficie y parcialmente por cargas afuera
de ésta. Pero como muestra la figura 22.13, las cargas en el exterior no contribuyen al
flujo total (neto) a través de la superficie. Por lo tanto, las ecuaciones (22.8) y (22.9)
son correctas aun cuando haya cargas afuera de la superficie que contribuyan al cam-
po eléctrico en esta ultima. Cuando Q... = 0, el flujo total a través de la superficie
gaussiana debe ser igual a cero, aunque ciertas dreas tengan flujo positivo y otras flu-
jo negativo (véase la figura 22.3b).

La ley de Gauss es la respuesta definitiva a la pregunta que se plante6 al inicio de
la seccidn 22.1: “si se conoce la disposicién del campo eléctrico en una region deter-
minada, ;qué podemos determinar acerca de la distribucion de carga en esa regiéon?”
La ley de Gauss ofrece una relacion entre el campo eléctrico en una superficie cerrada
y la distribucién de carga dentro de esa superficie. Pero en ciertos casos la ley de
Gauss puede usarse para responder la pregunta opuesta: “si se conoce la distribucion
de carga, ;qué se concluye acerca del campo eléctrico que esa distribucion genera?”’
Tal vez parezca que la ley de Gauss es una manera poco atractiva de contestar esta
pregunta, ya que resolver la integral en la ecuacién (22.8) quizd parezca una tarea
intimidante. En ocasiones si lo es, pero en otras es sorprendentemente facil. A con-
tinuacién se presenta un ejemplo que no implica integracion; en la siguiente seccién
se veran varios ejemplos mas.

SN ITEIPYRE Flujo eléctrico y carga encerrada

La figura 22.15 muestra el campo producido por dos cargas puntuales
+q y —q de igual magnitud y signos opuestos (un dipolo eléctrico).
Determine el flujo eléctrico a través de cada una de las superficies ce-
rradas, A, B, Cy D.

La definicién de flujo eléctrico dada en la ecuacién (22.5) implica una in-
tegral de superficie, por lo que quizd parezca que se necesita resolver una
integral. Pero la ley de Gauss establece que el flujo eléctrico total a tra-
vés de una superficie cerrada es igual a la carga total encerrada dividida
entre €,. Por inspeccién de la figura 22.15, la superficie A (en color rojo)
encierra la carga positiva, por lo que Q.,. = +¢; la superficie B (en azul)
contiene la carga negativa, de manera que Q.,. = —g¢; la superficie C (en
purpura) encierra las dos cargas, y tiene Q... = + ¢ + (—¢) = 0; y la su-
perficie D (en amarillo), no encierra cargas y también tiene Q.,. = 0. De

22.15 El nimero neto de lineas de campo que salen de una
superficie cerrada es proporcional a la carga total contenida
por la superficie.
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manera que sin resolver ninguna integral podemos concluir que los flujos
totales para las diversas superficies son @, = +¢/e, para la superficie A,
®, = —g/eyparala By &, = 0 tanto para la superficie C como la D.

Estos resultados dependen sélo de las cargas encerradas dentro de
cada superficie gaussiana, no de las formas especificas de las superfi-
cies. Por ejemplo, compare la superficie C con la superficie rectangular
que se muestra en la figura 22.3b, que también encierra las dos cargas
en un dipolo eléctrico. En ese caso también se concluy6 que el flujo
neto de E era igual a cero; el flujo hacia el interior en una parte de la
superficie compensaba con exactitud el flujo hacia fuera en el resto de
la superficie.

Al examinar las lineas del campo eléctrico se obtienen conclusio-
nes similares. La superficie A encierra s6lo la carga positiva; en la fi-

Evaliie su comprension de la seccion 22.3 En la figura 22.16 se ilustran seis @
cargas puntuales que estdn en el mismo plano. Hay cinco superficies gaussianas —S,

S5, S5, 84y Ss— que encierran, cada una, parte de este plano, y la figura 22.16 presenta la
interseccion de cada superficie con el plano. Clasifique las cinco superficies en orden del

flujo eléctrico que pasa a través de ellas, del mds positivo al mds negativo.
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gura 22.15 hay dibujadas 18 lineas que cruzan A en direccién saliente.
La superficie B s6lo contiene la carga negativa; estd atravesada por las
mismas 18 lineas, pero en direccion entrante. La superficie C encierra
las dos cargas. Se interseca con lineas en 16 puntos; en 8 interseccio-
nes las lineas van hacia el exterior, y en otras 8 hacia el interior. El
nimero neto de lineas que cruzan en direccion saliente es cero, y la
carga neta dentro de la superficie también es igual a cero. La superfi-
cie D se interseca en 6 puntos, en 3 de los cuales las lineas van hacia
fuera y en otros 3 hacia dentro. El nimero neto de lineas que cruzan
hacia el exterior y la carga total encerraga son iguales a cero. Hay
puntos sobre las superficies en los que E no es perpendicular a la
superficie, pero esto no afecta el conteo de las lineas de campo.

22.16 Cinco superficies gaussianas y seis
cargas puntuales.

22.4 Aplicaciones de la ley de Gauss

La ley de Gauss es vélida para cualquier distribucion de cargas y cualquier superficie
cerrada. La ley de Gauss se puede utilizar de dos maneras. Si se conoce la distribu-
cién de la carga y si ésta tiene simetria suficiente que permita evaluar la integral
en la ley de Gauss, se puede obtener el campo. O si se conoce el campo, es posible
usar la ley de Gauss para encontrar la distribucién de carga, como las cargas en su-

perficies conductoras.

En esta seccion se presentan ejemplos de ambas clases de aplicaciones. Cuando
los estudie, observe el papel que desempefan las propiedades de la simetria de cada
sistema. Se empleard la ley de Gauss para calcular los campos eléctricos ocasionados
por varias distribuciones de carga sencillas; los resultados se presentan en forma de

tabla en el resumen del capitulo.

En problemas practicos es frecuente encontrar situaciones en las que se desea co-
nocer el campo eléctrico causado por una distribucién de carga en un conductor. Es-
tos cdlculos se facilitan por el siguiente hecho notable: cuando en un conductor

solido se coloca un exceso de carga que se encuentra en reposo, se encuentra en su
totalidad en la superficie, no en el interior del material. (Con el término exceso se
quiere decir cargas distintas de los iones y electrones libres que constituyen el con-
ductor neutral.) La demostracion es la siguiente. Se sabe, de la seccion 21.4, que en
una situacion electrostética (con todas las cargas en reposo) el campo eléctrico E
en cada punto en el interior de un material conductor es igual a cero. Si E no fuera cero,
las cargas en exceso se moverfan. Suponga que se construye una super;ﬁcie gaussiana
dentro del conductor, como la superficie A en la figura 22.17. Como E = 0 en cual-

22.17 En condiciones electrostaticas

(las cargas no estan en movimiento),
cualquier carga en exceso en un conductor
solido se encuentra por completo en la
superficie del conductor.

Superficie gaussiana A

dentro del conductor Conductor
(vista en corte (visto en corte
transversal) transversal)

quier lugar de la superficie, la ley de Gauss requiere que la carga neta dentro de la su-
perficie sea igual a cero. Ahora imagine que se comprime la superficie como un globo
que se desinfla hasta que encierre una region tan pequefia que se pueda considerar un
punto P; la carga en ese punto debe ser igual a cero. Esto se puede hacer en cualquier
parte dentro del conductor, por lo que no puede haber carga en exceso en ningin
punto dentro de un conductor solido; toda carga excedente debe encontrarse en la
superficie del conductor. (Este resultado es para un conductor sélido. En la siguiente

seccion se estudiard lo que sucede si el conductor tiene cavidades en su interior.) En

los ejemplos que siguen se utilizard con frecuencia este hecho.

Carga en la superficie
del conductor
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IDENTIFICAR los conceptos relevantes: Laley de Gauss tiene su ma-
xima utilidad en situaciones en que la distribucién de carga tiene sime-
tria esférica o cilindrica, o estd distribuida de manera uniforme en un
plano. En estos casos se determina la direccion de Ea partir de la si-
metria de la distribucién de la carga. Si se conoce la distribuci(in de
carga, se puede usar la ley de Gauss para obtener la magnitud de E. En
forma alternativa, si se conoce el campo, se emplea la ley de Gauss pa-
ra determinar los detalles de la distribucion de carga. En cualquier ca-
s0, el andlisis comienza con la pregunta: ;Cudl es la simetria?

CAPITULO 22 Ley de Gauss

PLANTEAR el problema mediante los siguientes pasos:

1. Seleccione la superficie que se usard en la ley de Gauss. Es fre-
cuente llamarla superficie gaussiana. Si se busca determinar el
campo en un punto particular, entonces ese punto debe localizarse
en la superficie gaussiana.

2. La superficie gaussiana no tiene que ser una superficie fisica real,
como la de un cuerpo sélido. Es frecuente que la superficie apro-
piada sea una superficie geométrica imaginaria; puede estar en el
espacio vacio, contenida en un cuerpo sélido, o ambas cosas.

3. Por lo general es posible evaluar la integral en la ley de Gauss (sin
emplear una computadora) sélo si la superficie gaussiana y la dis-
tribucion de carga tienen alguna propiedad de simetria. Si la distri-
bucién de carga tiene simetria cilindrica o esférica, elija un cilindro
coaxial o una esfera concéntrica como la superficie gaussiana, res-
pectivamente.

EJECUTAR la solucion como sigue:

1. Resuelva la integral en la ecuacién (22.9), lo que quiza parezca un
trabajo intimidante, pero la simetria de la distribucion de la carga y
la seleccion cuidadosa de una superficie gaussiana facilitan la tarea.

2. Con frecuencia puede considerarse la superficie gaussiana cerrada
como constituida por varias superficies separadas, tales como los

6
lados y extremos de un cilindro. La integral $E, dA sobre toda la
superficie cerrada siempre es igual a la suma de las integrales sobre
todas las superficies separadas. Algunas de esas integrales pueden
ser igual a cero, como las que se describen mds adelante en los
puntos 4y 5.

3. SiEes perpendicular (normal) en cada punto de la superficie con
drea A, si apunta hacia fuera desde interior de la superficie, y si
también tiene la misma magnitud en todos los puntos de la superfi-
cie, entonces E, = E = constante y [ E, dA sobre la superficie es
igual a EA. Si en vez de ello, E es perpendicular y apunta hacia

—Ey [E, dA = —EA.

SiE es tangente a la superficie en cada punto, entonces E

dentro, entonces E |

0y
la integral sobre la superficie es igual a cero.

5. SiE = Oencada punto de la superficie, la integral es cero.

6. En la integral §E, dA, E, siempre es la componente perpendicular
del campo eléctrico fotal en cada punto de la superficie gaussiana
cerrada. En general, este campo puede deberse parcialmente a car-
gas dentro de la superficie y parcialmente a cargas afuera de ella.
Aun cuando no hubiera carga dentro de la superficie, el campo en
puntos de la superficie gaussiana no necesariamente es igual a cero.
Sin embargo, en ese caso, la integral sobre la superficie gaussiana
—es decir, el flujo eléctrico total a través de la superficie— es
siempre igual a cero.

7. Una vez evaluada la integral, en la ecuacién (22.9) se despeja la va-
riable que se busca.

EVALUAR la respuesta: Es frecuente que el resultado sea una funcion
que describe como varfa la magnitud del campo eléctrico segin la
posicién. Hay que estudiar esta funcién con ojo critico para ver si tiene
sentido.

SR M Campo de una esfera conductora con carga

Se coloca una carga positiva g en una esfera conductora sélida de ra-
dio R (figura 22.18). Determine E en cualquier punto en el interior o
en el exterior de la esfera.

IDENTIFICAR: Como se vio en esta seccidn, toda la carga debe en-
contrarse en la superficie de la esfera. El sistema tiene simetria es-
férica.

PLANTEAR: Para aprovechar la simetria, se toma la superficie gaus-
siana como una esfera imaginaria de radio r con centro en el conduc-
tor. Para calcular el campo afuera del conductor, se toma r de forma
que sea mayor que el radio R del conductor; para obtener el campo en
el interior, se toma r menor que R. En cualquier caso, el punto en que
se desea calcular E queda sobre la superficie gaussiana.

EJECUTAR: EI papel de la simetria merece atencién especial antes
de hacer cualquier célculo. Decir que el sistema tiene simetria esféri-
ca significa que si se hace girar con cualquier dngulo alrededor de
cualquier eje que pase por el centro, despu€s de la rotacion, el sistema
es indistinguible del original antes del giro. La carga es libre de mo-
verse en el conductor y no hay nada en este tltimo que la haga tender

22.18 Cilculo del campo eléctrico de una esfera conductora con
carga positiva g. Fuera de la esfera, el campo es el mismo que si
toda la carga estuviera concentrada en el centro de la esfera.

Superficies gaussianas

+ +
4 ) enr=2Ryr=3R
+ —R—>
& + } I I
e l l
I I I
E I I I
1 ‘ Fuera de la esfera, la magnitud del
q | P L
ER) = 7 2zl _~campo eléctrico disminuye con el
€0 cuadrado de la distancia radial
Dentro de la esfera, desde el centro de la esfera:
el campo eléctrico .., | | r = 1 4
es igual a cero: | dmey 1?
E=0. E(R)/4 -t
ER)9 |-t —r-mmq-=
y | I ! r
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a concentrarse mds en ciertas regiones que en otras. Por lo tanto, se
concluye que la carga estd distribuida de manera uniforme sobre la
superficie.

La simetria también muestra que la direccion del campo eléctrico
debe ser radial, como se ilustra en la figura 22.18. Si el sistema se gira
otra vez, la disposicién del campo debe ser idéntica al original. Si el
campo tuviera una componente en algin punto que fuera perpendicular
a la direccién radial, esa componente tendria que ser distinta después
de hacer al menos algunas rotaciones. Entonces, no puede haber tal
componente y el campo debe ser radial. Por la misma razon, la magni-
tud E del campo sélo puede depender de la distancia r desde el centro
y debe tener el mismo valor en todos los puntos de una superficie esfé-
rica concéntrica respecto de la esfera conductora.

La eleccion de una esfera como superficie gaussiana aprovecha es-
tas propiedades de simetria. En primer lugar se considera el campo
fuera del conductor, por lo que se elige » > R. Todo el conductor se en-
cuentra dentro de la superficie gaussiana, de manera que la carga ence-
rrada es g. El drea de la superficie gaussiana es 4717%; E es uniforme
sobre la superficie y perpendicular a cada uno de sus puntos. Por lo an-
terior, la integral del flujo $E, dA en la superficie gaussiana es E(47r7)
y la ecuacién (22.8) da:

q
E(4mr?) = —
0

= LA (fuera de una esfera conductora con carga)
4 €) r2

Esta expresion del campo en cualquier punto afuera de la esfera (r > R)
es la misma para una carga puntual; el campo debido a la esfera con
carga es equivalente al que habria si toda la carga estuviera concentra-
da en su centro. Inmediatamente afuera de la superficie de la esfera,
donde r = R,

1 gq

- 47e, R?

(en la superficie de una esfera conductora con carga)

FEULPYX Campo de una carga lineal

Una carga eléctrica estd distribuida de manera uniforme a lo largo de
un alambre delgado de longitud infinita. La carga por unidad de longi-
tud es A (se supone positiva). Se trata de encontrar el campo eléctrico.
(Esta es una representacién aproximada del campo de un alambre fini-
to con carga uniforme, siempre y cuando la distancia del punto del
campo al alambre sea mucho menor que la longitud del alambre.)

IDENTIFICAR: El sistema tiene simetria cilindrica. El campo debe
apuntar hacia fuera de las cargas positivas. Para determinar la direc-
cién de E con mds precision, asi como demostrar el modo en que su
magnitud depende de la posicidn, se usa la simetria, como se hizo en el
ejemplo 22.5.

PLANTEAR: La simetria cilindrica significa que el sistema puede girar-
se cualquier dngulo alrededor de su eje y desplazarse cualquier distancia
alo largo del eje; en caga caso el sistema resultante es indistinguible del
original. Por lo tanto, E no cambia en ningtin punto cuando se efectia
cualquiera de estas operaciones. El campo no puede tener ninguna com-
ponente paralela al conductor; si la tuviera habria que explicar por qué
las lineas del campo que comienzan en el alambre apuntan en una direc-
cion paralela al alambre y no en la otra. Asimismo, el campo no puede
tener ninguna componente tangente a un circulo en un plano perpendicu-
lar al alambre con su centro en el alambre. Si asi fuera, seria necesario
explicar por qué la componente sefiala en una direccién alrededor del
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CUIDADO El flujo es positivo o negativo Recuerde que se eli-
2i6 que la carga g fuera positiva. Si fuera negativa, el campo eléctrico
estarfa dirigido radialmente hacia el interior y no hacia el exterior, y el
flujo eléctrico a través de la superficie gaussiana seria negativo. Las
magnitudes del campo eléctrico en el exterior y en la superficie de la
esfera estdn dadas por las mismas expresiones mencionadas, excepto
que g denota la magnitud (valor absoluto) de la carga.

Para calcular E dentro del conductor, se usa una superficie gaussia-
na esférica con radio » < R. De nuevo, la simetria esférica dice
que E@mr*) = Qe/€o. Pero como toda la carga estéd en la superficie
del conductor, la superficie gaussiana (que estd por completo dentro del
conductor) no encierra ninguna carga, por lo que Q.,. = 0, y el campo
eléctrico en el interior del conductor es igual a cero.

EVALUAR: Ya se sabe que dentro del conductor E = 0, como debe ser
en el interior de un conductor sélido cuando las cargas se encuentran en
reposo. En la figura 22.18 se ilustra E como funcién de la distancia r
desde el centro de la esfera. Observe que en el limite, cuando R — 0,
la esfera se convierte en una carga puntual; asi que s6lo hay un “exte-
rior,” y el campo estd dado en cualquier parte por E = g[4meyr. Asi,
se ha deducido la ley de Coulomb a partir de la ley de Gauss. (En la
seccion 22.3 se dedujo la ley de Gauss a partir de la ley de Coulomb, lo
que completa la demostracién de su equivalencia légica.)

Este método también es aplicable a un conductor con forma de
cascaron esférico (un conductor esférico con un hueco concéntrico en
el centro) si dentro del agujero no hay carga. Se usa una superficie
gaussiana esférica con radio r menor que el radio del hueco. Si en
el interior del hueco hubiera un campo, tendria que ser radial y con
simetrfa esférica, como antes, por lo que E = Q.,/4me, . Pero
ahora no hay carga encerrada, de manera que en el interior del hueco
Qenc =0y E=0.

(Puede utilizar esta misma técnica para encontrar el campo eléc-
trico en el espacio que hay entre una esfera con carga y una esfera
concéntrica y hueca que la rodee?

conductor y no en la otra. Todo lo que queda es una componente radial
hacia fuera del conductor en cada punto. Por lo tanto, las lineas de cam-
po afuera de un alambre infinito con carga uniforme son radiales y se
localizan en planos perpendiculares al alambre. La magnitud del campo
s6lo depende de la distancia radial desde el alambre.

Estas propiedades de simetria sugieren que, como superficie gaus-
siana, se utiliza un cilindro con radio arbitrario r y longitud arbitraria /,
con sus extremos perpendiculares al conductor (figura 22.19).

22.19 Se emplea una superficie gaussiana cilindrica coaxial para
encontrar el campo eléctrico fuera de un conductor cargado de
longitud infinita.

Superficie

o
/ﬂ,,,,,,;——/- / gaussiana
J N
]

continiia
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EJECUTAR: Se descompone la integral de superficie para el flujo @,
en una integral sobre cada extremo plano y otra sobre las paredes late-
rales curvas. A través de los extremos no hay flujo, ya que E se en-
cuentra en el plano de la superficie y E, = 0. Para calcular el flujo a
través de las paredes laterales, hay que observar que Ees perpendicu-
lar a la superficie en cada punto, por lo que E = E | ; por simetria, E
tiene el mismo valor en cualquier lugar de las paredes. El drea de las
paredes laterales es 2mrl. (Para hacer un cilindro de papel de radio ry
altura /, se necesita un rectdangulo de papel de ancho 2nr, altura [ y drea
2mrl.) De ahi que el flujo total @ a través de todo el cilindro sea igual
a la suma del flujo a través de las paredes laterales, que es (E)(2mrl), y
el flujo a través de los dos extremos es de cero. Por tltimo, se necesita
la carga total encerrada, que es la carga por unidad de longitud multi-
plicada por la longitud del alambre dentro de la superficie gaussiana, o
Qene = Al De acuerdo con la ley de Gauss, la ecuacion (22.8) es

Al
Oy = (E)(2mrl) =— y
€0
1

A
E = — (campo de una linea infinita de carga)
2mey 1

Este es el mismo resultado que se obtuvo en el ejemplo 21.11 (seccién
21.5) por medios mucho mds laboriosos. .

Se ha supuesto que A es positiva. Si fuera negativa, E estarfa diri-
gido radialmente hacia el interior, en direccién de la linea de carga, y

en la expresion anterior de la magnitud del campo E se deberia inter-
pretar A como la magnitud (valor absoluto) de la carga por unidad de
longitud.

EVALUAR: Observe que aunque foda la carga en el conductor contri-
buye al campo, al aplicar la ley de Gauss s6lo se considera la parte de
la carga total que estd dentro de la superficie gaussiana. Esto tal vez
parezca extrafio; parece como si se hubiera obtenido la respuesta co-
rrecta ignorando parte de la carga y que el campo de un alambre corto
de longitud / fuera el mismo que el de otro muy largo. Pero al conside-
rar la simetria del problema s7 se incluye toda la carga en el conductor.
Si el alambre es corto, no habria simetria respecto al eje, y el campo no
serfa de magnitud uniforme en la superficie gaussiana. En ese caso, la
ley de Gauss deja de ser ttil y no podria usarse para calcular el campo;
el problema se manejaria mejor con la técnica de integraciéon empleada
en el ejemplo 21.11.

Se puede utilizar una superficie gaussiana como la de la figura 22.19
para demostrar que el campo en puntos situados fuera de un cilindro
largo con carga uniforme es el mismo que si toda la carga se concen-
trara en una linea a lo largo de su eje. También se puede calcular el
campo eléctrico en el espacio entre un cilindro con carga y otro cilin-
dro coaxial hueco conductor que lo rodee. Estos célculos se dejan para
el lector (véanse los problemas 22.37 y 22.40).

Campo de una lamina plana infinita cargada

Encuentre el campo eléctrico que genera una lamina delgada, plana
e infinita, en la que hay una carga uniforme positiva por unidad de
drea o.

IDENTIFICAR: El campo debe apuntar hacia fuera de la ldmina con
carga positiva. Igual que en los ejemplos 22.5 y 22.6, antes de hacer
los cdlculos se emplea la simetria (en este caso, simetria plana) para
obtener mds datos sobre la direccién de E y su dependencia de la
posicién.

PLANTEAR: La simetria plana significa que la distribucion de car-
ga no cambia si hay un movimiento en cualquier direccién paralela a
la ldmina, de lo que se concluye que E es perpendicular a la lamina.
La simetria también dice que el campo debe tener la misma magnitud
E a cualquier distancia dada en cualquier lado de la ldmina. Para apro-

22.20 Superficie gaussiana cilindrica que se utiliza para encontrar
el campo de una lamina plana infinita cargada.

Superficie
gaussiana

vechar estas propiedades de la simetria se usa un cilindro como super-
ficie gaussiana, con su eje perpendicular a la ldmina de carga, con ex-
tremos de drea A (figura 22.20).

EJECUTAR: La lamina con carga pasa a través de la mitad de la lon-
gitud del cilindro, por lo que los extremos del cilindro son equidistan-
tes con respecto a la lamina. En cada extremo del cilindro, E es per-
pendicular a la superficie y £, es igual a E; de ahi que el flujo a través
de cada extremo sea +EA.

Como E es perpendicular a la lamina con carga, es paralelo a las
paredes laterales curvas del cilindro, por lo que E, es igual a cero en
las paredes y no hay flujo que las atraviese. Asi, la integral de flujo to-
tal en la ley de Gauss es 2EA (EA de cada extremo y cero de las pare-
des laterales). La carga neta dentro de la superficie gaussiana es la
carga por unidad de drea multiplicada por el drea de ldmina encerra-
da por la superficie, o Q.. = dA. De ahi que la ley de Gauss, ecuacién
(22.8), dé

TgA
2EA =— 'y
€o
E = 21 (campo de una ldmina infinita cargada)
€0

Este es el mismo resultado que se obtuvo en el ejemplo 21.12 (seccién
21.5) con célculos mucho mds complejos. El campo es uniforme y estd
dirigido perpendicularmente al plano de la lamina. Su magnitud es in-
dependiente de la distancia a la 1dmina, por lo que las lineas de campo
son rectas y paralelas entre si, pero perpendiculares a la lamina.

Si la densidad de carga es negativa, E estd dirigido hacia la lamina,
el flujo a través de la superficie gaussiana en la figura 22.20 es negati-
voy o en la expresion E = o/2¢, denota la magnitud (valor absoluto)
de la densidad de carga.



EVALUAR: La suposicion de que la 1dmina tiene tamafio infinito es una
idealizacién; nada en la naturaleza es infinitamente grande. Pero el re-
sultado E = 0/2¢, es una buena aproximacion para puntos que estén
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cerca de la lamina (en comparacién con las dimensiones de ésta) y no
demasiado cerca de los bordes. En tales puntos, el campo es casi uni-
forme y perpendicular al plano.

FLIYRE Campo entre laminas conductoras paralelas y con cargas opuestas

Dos placas conductoras paralelas, grandes y planas tienen cargas de
igual magnitud pero con signo contrario; la carga por unidad de drea
es +o paraunay —o para la otra. Determine el campo eléctrico en la
region entre las placas.

IDENTIFICAR: El campo entre las placas y alrededor de éstas es apro-
ximadamente el que se ilustra en la figura 22.21a. Puesto que las car-
gas opuestas se atraen, la mayor parte de la carga se acumula en las
caras opuestas (interiores) de las placas. Una pequena cantidad de
carga reside en las superficies exteriores de las placas, y en sus extre-
mos hay alguna dispersion del campo. Pero si las placas son muy gran-
des en comparacién con la distancia que las separa, la cantidad de
carga en las superficies exteriores se vuelve despreciable por pequefia,
y la dispersion se ignora excepto cerca de los extremos. En este caso
se puede suponer que el campo es uniforme en la regién interior entre
las placas, como se ilustra en la figura 22.21b, y que las cargas estan
distribuidas de manera uniforme en las superficies opuestas.

PLANTEAR: Para aprovechar esta simetria se emplean las superficies
gaussianas sombreadas S, S,, S5y S,, que son cilindros con extremos
de drea A como el que se ilustra en perspectiva en la figura 22.20, y en
vista lateral en la figura 22.21b. Un extremo de cada superficie estd
dentro de las placas conductoras.

EJECUTAR: Para la superficie S, el extremo izquierdo estd dentro de
la placa 1 (la positiva). Como en condiciones electrostdticas el campo
dentro de cualquier sélido conductor es igual a cero, no hay flujo eléc-
trico a través de ese extremo. El campo eléctrico entre las placas
es perpendicular al extremo derecho, por lo que en ese extremo, E |

22.21 Campo eléctrico entre placas paralelas con cargas opuestas.

a) Dibujo realista

Entre las dos placas -.,, i =
el campo eléctrico
es casi uniforme . -
y apunta de la
placa positiva
hacia la negativa.

es igual a E y el flujo es EA; éste es positivo porque E estd dirigido
fuera de la superficie gaussiana. A través de las paredes laterales del ci-
lindro no hay flujo, pues son paralelas a E. As que el flujo total en
la ley de Gauss es FA. La carga neta encerrada por el cilindro es oA,
por lo que la ecuacién (22.8) da

TgA T

EA = y E=—
€o €o

(campo entre placas conductoras
con cargas opuestas)

El campo es uniforme y perpendicular a las placas, y su magnitud es
independiente de la distancia desde cualquiera de las placas. Este es el
mismo resultado que se obtiene al usar la superficie gaussiana Sg;
ademds, las superficies S, y S; pueden utilizarse para demostrar que
E = 0 alaizquierda de la placa 1 y a la derecha de la placa 2. Se invita
al lector a efectuar los cdlculos respectivos (véase el ejercicio 22.27).

EVALUAR: Utilizando el principio de superposicion de campos eléc-
tricos se obtienen los mismos resultados en el ejemplo 21.13 (seccién
21.5). Los campos que se deben a las dos ldminas de carga (una en ca-
da placa) son E 1y E"z; del ejemplo 22.7, ambas placas tienen magnitud
o /2€,. El campo eléctrico total (resultante) en cualquier punto es la su-
ma vectorial E = E‘l + 1_5"2. En los puntos a y c en la figura 22.21b,
E Ly Ez tienen direcciones opuestas y su resultante es igual a cero.
Esto también se cumple en cada punto dentro del material de cada
placa, lo que es congruente con el requerimiento de que con cargas
en reposo no puede haber un campo dentro de un conductor sélido.
En cualquier punto b entre las placas, E 1y E‘z tienen la misma direc-
cién; su resultante tiene magnitud E = o/, como se encontré antes
utilizando la ley de Gauss.

b) Modelo idealizado 1 2

En el caso idealizado
se ignoran las “pestafias” t
en los bordes de las placas

y se trata al campo n 7
como si fuera uniforme. S3

S

Superficies {F—— i
. +

gaussianas S, e

cilindricas H >

(vista lateral)
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FuLYEN Campo de una esfera con carga uniforme

Una carga eléctrica positiva Q estd distribuida de manera uniforme en
todo el volumen de una esfera aislante con radio R. Encuentre la mag-
nitud del campo eléctrico en el punto P a una distancia r del centro de
la esfera.

IDENTIFICAR: Como se vio en el ejemplo 22.5, el sistema tiene sime-
tria esférica, por lo que se pueden usar las conclusiones de ese ejemplo
acerca de la direccion y la magnitud de E.

PLANTEAR: Para emplear la simetria se elige como superficie gau-
ssiana una esfera con radio r, concéntrica con la distribuciéon de la
carga.

EJECUTAR: Por simetrfa, la magnitud E del campo eléctrico tiene el
mismo valor en todos los puntos de la superficie gaussiana, y la direc-
cién de E es radial en cada uno de ellos, por lo que E, = E. Asi, el
flujo eléctrico total a través de la superficie gaussiana es el producto
de E por el 4rea total de la superficie A = 477, es decir, @ = 47 °E.

La cantidad de carga encerrada por la superficie gaussiana depende
del radio r. Primero se calcula la magnitud del campo dentro de la es-
fera con carga de radio R; la magnitud E se evalia en el radio de la
superficie gaussiana, por lo que se elige r < R. La densidad volumé-
trica de carga p es la carga Q dividida entre el volumen de la esfera
con carga de radio R:

__ 0
47R[3

p

22.22 Magnitud del campo eléctrico de una esfera aislante con
carga uniforme. Compare esto con el campo de una esfera
conductora (figura 22.18).

Aislante esférico

Superficie
gaussiana

4meq r

El volumen V., encerrado por la superficie gaussiana es %7773, por lo
que la carga total Q.. contenida por la superficie es

P B N T 3)2 r

Con lo que la ley de Gauss, ecuacién (22.8), se convierte en

or .
47 PE = ——  obien,
€ R
1 or .
= — (campo dentro de una esfera con carga uniforme)
4mey R?

La magnitud del campo es proporcional a la distancia r que hay entre
el punto del campo y el centro de la esfera. En el centro (r = 0), E = 0.

Para calcular la magnitud del campo fuera de la esfera con carga
se utiliza una superficie gaussiana esférica de radio r > R. Esta super-
ficie encierra la totalidad de la esfera con carga, por lo que Q... = Q,y
la ley de Gauss da

Q
47’E = — o bien,
€0
l .
= — (campo dentro de una esfera con carga uniforme)
41rey 1

Para cualquier cuerpo esférico simétrico con carga, el campo eléctrico
en su exterior es el mismo que si todo el cuerpo estuviera concentrado en
el centro. (En el ejemplo 22.5 se hizo esta misma observacion.)

La figura 22.22 presenta una grafica de E como funcién de r para
este problema. Para r < R, E es directamente proporcional a r, y pa-
ra r > R, E varfa segtin 1//%. Si la carga es negativa y no positiva, E
va radialmente hacia dentro 'y Q se interpreta como la magnitud (valor
absoluto) de la carga.

EVALUAR: Observe que si se establece que » = R en cualquiera de las
dos expresiones para E (adentro o afuera de la esfera), se obtiene el
mismo resultado E = Q/4me,R? para la magnitud del campo en la su-
perficie de la esfera. Esto se debe a que la magnitud E es una funcién
continua de r. En contraste, para la esfera conductora con carga del
ejemplo 22.5, la magnitud del campo eléctrico es discontinua en r = R
(salta de E = 0 apenas dentro de la esfera a E = Qf4re,R? justo afue-

ra de la esfera). En general, el campo eléctrico E es discontinuo en su
magnitud, direcciéon o ambas en cualquier lugar en el que haya una
ldmina de carga, como en la superficie de una esfera conductora con
carga (ejemplo 22.5), en la superficie de una ldmina infinita con carga
(ejemplo 22.7) o en la superficie de una placa conductora con car-
ga (ejemplo 22.8).

La técnica general utilizada en este ejemplo se aplica a cualquier
distribucién de carga con simetria esférica, ya sea uniforme o no. Ta-
les distribuciones de carga ocurren dentro de muchos dtomos y nticleos
atémicos, por lo que la ley de Gauss es una herramienta util en la fisi-
ca atémica y nuclear.

FLull[yPAE Campo de una esfera hueca con carga

Una esfera hueca de pared delgada y radio de 0.250 m tiene una canti-
dad desconocida de carga distribuida de manera uniforme en su super-
ficie. A una distancia de 0.300 m desde el centro de la esfera, el campo
eléctrico apunta directamente hacia el centro de la esfera y su magni-
tud es de 1.80 X 10> N/C. ;Cudnta carga hay en la esfera?

IDENTIFICAR: La distribucién de carga tiene simetria esférica. Igual
que en los ejemplos 22.5 y 22.9, se deduce que el campo eléctrico es
radial en todo lugar, y su magnitud es funcién sélo de la distancia ra-
dial r desde el centro de la esfera.



PLANTEAR: Se utiliza otra vez una superficie esférica gaussiana con-
céntrica con la distribucion de carga y que pase por el punto de interés
enr = 0.300 m.

EJECUTAR: La distribucién de carga es igual que si la carga estuviera
sobre la superficie de una esfera conductora de 0.250 m de radio. Por
ello es posible usar los resultados del ejemplo 22.5. Una diferencia cla-
ve con ese ejemplo es que como aqui el campo eléctrico estd dirigido
hacia la esfera, la carga debe ser negativa. Ademads, como el campo
eléctrico se dirige hacia la superficie gaussiana, £, = —Ey el flujo es
$E, dA = —E(4mr?).

Segtn la ley de Gauss, el flujo es igual a la carga g en la esfera (to-
da ella encerrada por la superficie de Gauss) dividida entre €,. Al des-
pejar g se obtiene lo siguiente:
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g = —E(4mey?) = —(1.80 X 10> N/C) (47)
X (8.854 X 1072 C*/N-m?) (0.300 m)?
= —8.01 X 107'°C = —0.801 nC

EVALUAR: Para determinar la carga se tiene que conocer el campo
eléctrico en fodos los puntos de la superficie gaussiana con la finali-
dad de poder calcular la integral de flujo. Aqui esto fue posible porque
la distribucién de carga es muy simétrica. Sin embargo, si la distribu-
cién de carga fuera irregular o asimétrica, la ley de Gauss no resulta-
ria muy util para calcular la distribucién de carga a partir del campo
o viceversa.

Evaliie su comprension de la seccion 22.4  Se coloca una cantidad conocida de
carga Q en el conductor de forma irregular que se ilustra en la figura 22.17. Si se conoce el
tamaiio y la forma del conductor, ;es posible emplear la ley de Gauss para calcular el campo

eléctrico en una posicion arbitraria fuera del conductor?

22.5 Cargas en conductores

Hemos aprendido que una situacidn electrostdtica (en la que no hay movimiento neto
de la carga), el campo eléctrico en cada punto dentro de un conductor es igual a cero,
y que el exceso de carga en un conductor sélido se localiza por completo en su super-
ficie (figura 22.23a). Pero, ;qué pasa si en el conductor hay una cavidad (figura
22.23b)? Si no hay carga dentro de la cavidad se puede utilizar una superficie gaussia-
na como A (que esta por completo dentro del material del conductor) para demostrar
que la carga neta en la superficie de la cavidad debe ser igual a cero, ya que E=0en
todo lugar de la superficie gaussiana. De hecho, en esta situacion se puede probar que
no hay ninguna carga en ninguna parte de la superficie de la cavidad. La demostra-

cién detallada de este enunciado se dejard para el capitulo 23.

Suponga que se coloca un cuerpo pequeiio con carga ¢ dentro de una cavidad en el
interior de un conductor (figura 22.23c). El conductor estd descargado y aislado de la
carga g. Otra vez, E = 0 en todos los puntos de la superficie A, por lo que segtn la ley
de Gauss la carga total dentro de esta superficie debe ser igual a cero. Por lo tanto, de-
be haber una carga —g¢ distribuida sobre la superficie de la cavidad, enviada ahi por la
carga ¢ en el interior de la cavidad. La carga rotal en el conductor debe ser igual a ce-
ro, por lo que debe haber una carga +¢ ya sea en su superficie exterior o dentro del
material. Pero en la seccion 22.4 se demostré que en una situacion electrostatica no
puede haber ninguna carga excedente dentro del material de un conductor. Asi, se con-
cluye que la carga +¢ debe estar en la superficie externa. Con el mismo razonamiento,
si el conductor tuviera originalmente una carga ¢, entonces la carga total en la super-
ficie exterior debe ser g- + ¢ después de que se insert6 la carga ¢ en la cavidad.

22.23 Calculo del campo eléctrico dentro de un conductor con carga.

a) Conductor sélido con carga g

qdc

E = 0 dentro
del conductor

+

+ o+

La carga g reside por completo en la superficie
del conductor. La situacion es electrostatica,
=

por lo que E = 0 dentro del conductor. '
gaussiana.

b) El mismo conductor con una cavidad interna

Como E = 0 en todos los puntos dentro del
conductor, el campo eléctrico debe ser igual
a cero en todos los puntos de la superficie

) Se coloca en la cavidad una carga aislada ¢

Superficie
gaussiana
arbitraria A

fo
Para que E sea igual a cero en todos los puntos
de la superficie gaussiana, la superficie de la
cavidad debe tener una carga total de —gq.
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EENP RO IITE PRI Conductor con una cavidad

Un conductor sélido con una cavidad tiene una carga total de +7 nC.
Dentro de la cavidad, aislada del conductor, hay una carga puntual de
—5 nC. ;Cudnta carga hay en cada superficie (interna y externa) del
conductor?

La figura 22.24 ilustra la situacién. Si la carga en la cavidad es
g = —5nC, la carga en la superficie de la cavidad interna debe ser
—q = —(=5nC) = + 5 nC. El conductor lleva una carga fotal de
+7 nC, ninguno de los cuales se encuentra en el interior del material.
Si en la superficie interna de la cavidad hay +5 nC, entonces en la su-
perficie externa del conductor debe haber (+7 nC) — (+5nC) = +2 nC.

22.24 Tlustracion del problema. Dentro de la masa del conductor
hay un campo eléctrico igual a cero y, por lo tanto, un flujo de
cero a través de la superficie gaussiana, por lo que la carga sobre
la pared de la cavidad debe ser la opuesta de la carga puntual.

Carga neta = +7 nC

Superficie
gaussiana

+5 nC sobre +2 nC sobre la
la pared de la cavidad  superficie exterior

Prueba experimental de la ley de Gauss

Ahora se mostrard un experimento histérico, que se ilustra en la figura 22.25. Se
monta un recipiente conductor, como una olla de metal con tapa, sobre una base ais-
lante. Al principio el recipiente no tiene carga. Después se cuelga una esfera metali-
ca con carga de un cordel aislante (figura 22.25a), se hace descender hacia el interior
del recipiente, y se coloca la tapa (figura 22.25b). Se inducen cargas sobre las pare-
des del recipiente, como se ilustra. Luego se deja que la esfera roque la pared interior
(figura 22.25¢). La superficie de la esfera se convierte, en efecto, en parte de la su-
perficie de la cavidad. La situacion es ahora la misma que la de la figura 22.23b; si la
ley de Gauss es correcta, la carga neta en la superficie de la cavidad debe ser igual a
cero. Es decir, la esfera debe perder toda su carga. Por tltimo, se extrae la esfera pa-
ra constatar que en verdad ha perdido toda su carga.

Este experimento lo realizo en el siglo xix el cientifico inglés Michael Faraday em-
pleando una hielera de metal con tapa, y se conoce como el experimento de la hielera
de Faraday. (Experimentos similares se llevaron a cabo en el siglo xvii por parte de
Benjamin Franklin en Estados Unidos y Joseph Priestley en Inglaterra, aunque con
mucha menor precision.) El resultado confirma la validez de la ley de Gauss y, por lo
tanto, de la ley de Coulomb. El resultado de Faraday fue significativo porque el méto-
do experimental de Coulomb, quien usaba una balanza de torsion y dividia las cargas,
no era muy preciso; es muy dificil confirmar con gran precision la dependencia que
tiene la fuerza electrostética del término 1/r* con mediciones directas de la fuerza. En
contraste, experimentos como el de Faraday prueban la validez de la ley de Gauss vy,
por consiguiente, de la ley de Coulomb de un modo mucho mds preciso.

22.25 a) Esfera conductora con carga suspendida de un cordel aislante afuera de un recipiente conductor apoyado en una base aislante.
b) Se hace descender la esfera hacia el interior del recipiente, y se coloca la tapa. c) La esfera toca la superficie interior del recipiente.

a) Cuerda — b) Tapa de metal ) Tapa de metal
aislante oy Esfera P | . / . P -
N conductora - = Tz T 7
= ~+
+ N / ~+ \+ +
+= + S % #
e ‘+—4/v/'/\\\»—+ P o »
Recipiente A4S RATS » N
metdlico Base K ‘ + + + + ‘ §
aislante H

1

Una vez que la esfera toca el recipiente,
se vuelve parte de la superficie interior;
toda la carga se transfiere al exterior del
recipiente.

La esfera con carga induce cargas en
el interior y exterior del recipiente.



En la figura 22.26 se presenta una versiéon moderna del experimento de Faraday.
Los detalles de la parte del dibujo que dice “Suministro de energia” no son importan-
tes; su funcion es poner y quitar carga en la esfera exterior, segin se desee. El dibujo
en el interior con un medidor es un electrometro sensible, un instrumento que detecta
el movimiento de cantidades extremadamente pequefias de cargas entre las esferas
exterior e interior. Si la ley de Gauss es correcta, nunca puede haber ninguna carga en
la superficie interior de la esfera externa. Si asi ocurriera, no deberia haber flujo de
carga entre las esferas cuando la esfera externa se cargara y descargara. El hecho real
es que no se observa ningtn flujo, lo que constituye una confirmacién muy sensible
de las leyes de Gauss y de Coulomb. La precision del experimento estd limitada sobre
todo por el electrometro, que puede ser asombrosamente sensible. Los experimentos
han demostrado que el exponente 2 en el término 1/r* de la ley de Coulomb no difie-
re de 2, precisamente, en més de 10~ '°. Asf que no hay razén para sospechar que no
es otro que 2, con exactitud.

El mismo principio que subyace en el experimento de la hielera de Faraday es el
que se utiliza en el generador electrostdtico de Van de Graaff (figura 22.27). La esfe-
ra conductora con carga de la figura 22.26 se remplaza por una banda con carga que
lleva carga de manera continua al interior de un casco conductor, sélo para que sea
transportada a la superficie externa del casco. Como resultado, la carga en el casco y
el campo eléctrico que lo rodea se hacen muy grandes con mucha rapidez. El genera-
dor Van de Graaff se utiliza como acelerador de particulas con carga y para demostra-
ciones de fisica.

Este principio también forma la base del blindaje electrostdtico. Imagine que 7
se tiene un instrumento electrénico muy sensible que deseamos proteger de los  *®
campos eléctricos dispersos que pudieran originar lecturas erroneas. Se rodea al instru-
mento con una caja conductora, o se recubren las paredes, piso y techo de la habitacion
con un material conductor como ldmina de cobre. El campo eléctrico exterior redistri-
buye los electrones libres en el conductor, lo que deja en ciertas regiones de la superficie

22.27 Corte transversal de las partes esenciales de un generador electrostatico Van de
Graalff. El sumidero de electrones en la parte inferior los retira de la banda, lo que da
a ésta una carga positiva; en la parte superior, la banda atrae electrones de la coraza
conductora y le imparte una carga positiva.

Coraza conductora

+ =

7 Banda

Q _ aislante
+ =

— Apoyo

+l= aislante

para la banda
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22.26 La coraza esférica se carga 'y
descarga en forma alternada con la

fuente de energfa. Si hubiera algin flujo
de carga entre las esferas interna y externa,
seria detectado por el electrometro dentro
de la coraza interior.
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22.28 a) Caja conductora (jaula de
Faraday) inmersa en un campo eléctrico
uniforme. El campo de las cargas
inducidas sobre la caja se combina con
el campo uniforme para dar un campo
total igual a cero dentro de la caja.

b) El aislamiento electrostatico protege
de las descargas eléctricas peligrosas.

22.29 El campo inmediatamente afuera
de un conductor con carga es perpendicular
a la superficie, y su componente perpen-
dicular E| esigual a o /€.

Superficie

exteriorde A
un conductor
con carga

a) b)
El campo empuja La carga neta positiva
los electrones hacia permanece
el lado izquierdo. en el lado derecho.
= SR
N o
—— - - +——

E E=0 E
B +—
N —
— A ++\+

Campo perpendicular

a la superficie del conductor

exterior una carga neta positiva, y negativa en otras (figura 22.28). Esta distribucién
de la carga ocasiona un campo eléctrico adicional de manera que el campo fotal en
cada punto dentro de la caja sea igual a cero, como afirma la ley de Gauss. La distribu-
cioén de la carga en la caja también altera las formas de las lineas del campo cerca
de la caja, como se observa en la figura. Con frecuencia este arreglo se conoce como
la jaula de Faraday. L.a misma fisica dice que uno de los lugares mds seguros en que
se puede estar durante una tormenta eléctrica es en el interior de un automévil; si un
reldmpago azotara el vehiculo, la carga tenderia a permanecer en la carroceria de me-
tal, y en el compartimiento de pasajeros habria poco o ningtin campo eléctrico.

Campo en la superficie de un conductor

Por dltimo, observe que hay una relacion directa entre el campo E enun punto justo
afuera de cualquier conductor y la densidad superficial de carga o en ese punto. En
general, o varfa de un punto a otro de la superficie. En el capitulo 23 se mostrard que
en un punto asi, la direccién de E siempre es perpendicular a la superficie (véase la
figura 22.28a).

Para encontrar una relacion entre o en cualquier punto de la superficie y la compo-
nente perpendicular del campo eléctrico en ese punto se construye una superficie
gaussiana en forma de pequefio cilindro (figura 22.29). La cara de uno de los extre-
mos, con drea A, queda dentro del conductor y la otra queda justo afuera. El campo
eléctrico es igual a cero en todos los puntos dentro del conductor. Fuera de éste, la
componente de E perpendicular a las paredes laterales del cilindro es igual a cero, y
sobre la cara de los extremos la componente perpendicular es igual a E, . (Si o es po-
sitiva, el campo eléctrico apunta hacia fuera del conductor y £, es positiva; si o es
negativa, el campo eléctrico apunta hacia el interior y £ | es negativa.) Asi, el flujo to-
tal a través de la superficie es E | A. La carga encerrada dentro de la superficie gaus-
siana es A, por lo que a partir de la ley de Gauss,

E A= TgA E = o (campo en la superficie
e y oEo= € de un conductor)

(22.10)
Esto se puede comprobar con los resultados obtenidos para superficies esféricas, ci-
lindricas y planas.

En el ejemplo 22.8 se demostr6 que la magnitud del campo entre dos placas con-
ductoras infinitas con cargas opuestas también es igual a o'/€,. En este caso, la magni-
tud del campo es la misma en fodas las distancias a partir de las placas, pero en todos
los demads casos disminuye conforme aumenta la distancia a la superficie.
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FuDINGLnEIPPRVEE Campo en la superficie de una esfera conductora

Compruebe la ecuacion (22.10) para una esfera conductora de radio R
y carga total g.

En el ejemplo 22.5 (seccion 22.4) se demostré que el campo eléctrico
inmediatamente afuera de la superficie es

4
41ey R*

SIS Campo eléctrico de la Tierra

La Tierra (un conductor) tiene una carga eléctrica neta. El campo eléc-
trico resultante cerca de la superficie puede medirse con instrumentos
electrénicos sensibles; su valor medio es de alrededor de 150 N/C,
dirigido hacia el centro de la Tierra. a) ;Cudl es la densidad superfi-
cial de carga correspondiente? b) ;Cuadl es la carga superficial fotal de
la Tierra?

IDENTIFICAR: Se da la magnitud del campo eléctrico en la superficie
de la Tierra conductora, y se pide calcular la densidad superficial de
carga en toda la superficie terrestre.

PLANTEAR: Dado el campo eléctrico perpendicular, se determina la
densidad superficial de carga o con la ecuacion (22.10). La carga su-
perficial total en la Tierra es el producto de o por el drea de la superfi-
cie terrestre.

EJECUTAR: a) De La direccion del campo se sabe que o es negativa (lo
que corresponde a E dirigido hacia la superficie, por lo que E | es ne-
gativa). De la ecuacién (22.10),

o =¢ekE, = (885X 10712C*}N-m?)(—150N/C)
= —133 X 107°C/m?> = —1.33 nC/m?

La densidad superficial de carga es uniforme e igual a ¢ dividida entre
el drea superficial de la esfera:

q
o=
47rR?

Al comparar estas dos expresiones se observa que E = o/e,, como se
plantea en la ecuacién (22.10).

b) El 4rea de la superficie de la Tierra es 47RZ, donde Rg = 6.38 X
10 °m es el radio terrestre (véase el apéndice F). La carga total Q es el
producto 4mRZ0, 0
Q = 4m(6.38 X 10°m)?(—1.33 X 102 C/m?)
= —6.8 X 10°C = —680 kC
EVALUAR: El resultado del inciso b) se puede comprobar con el que se
obtuvo en el ejemplo 22.5. Al despejar Q, se encuentra que
0 = 4me R°E |
-~ 1
9.0 X 10°N - m?/C?
= —6.8 X 10°C

(6.38 X 10°m)?(—150 N/C)

Un electrén tiene una carga de —1.60 X 107" C. Este excedente de
carga eléctrica negativa corresponde a la existencia de (—6.8 X 10° C)/
(—1.60 X 107" C) = 4.2 X 10* electrones excedentes en la Tierra, o
cerca de 7 moles de electrones en exceso. Esto se compensa con una
deficiencia igual de electrones en la atmosfera superior de nuestro pla-
neta, por lo que la combinacién de la Tierra con su atmdsfera es eléc-
tricamente neutra.

Evaliie su comprension de la seccion 22.5 Una esfera conductora hueca carece
de carga neta. En el centro de la cavidad esférica dentro de la esfera hay una carga puntual
positiva g. Se conecta un alambre conductor entre el exterior de la esfera y el terreno.

(Se medird un campo eléctrico fuera de la esfera?

- 1



CAPITULO 22 RESUMEN

Flujo eléctrico: El flujo eléctrico es una medida del “flujo”
del campo eléctrico a través de una superficie. Es igual

al producto de un elemento de drea por la componente
perpendicular de E, integrada sobre una superficie.
(Véanse los ejemplos 22.1 a 22.3.)

o, = JEcosqb dA

= jEl dA = JEdX (22.5)

Ley de Gauss: La ley de Gauss establece que el flujo
eléctrico total a través de una superficie cerrada, que se
escribe como la integral de superficie de la componente
de E’, que es normal a la superficie, es igual a una constante
por la carga total Q.. encerrada por la superficie. La ley
de Gauss es un equivalente 16gico de la ley de Coulomb,
pero su uso simplifica mucho los problemas con un alto
grado de simetria. (Véanse los ejemplos 22.4 a 22.10.)
Cuando se coloca carga en exceso en un conductor
en reposo, ésta permanece toda en la superficie,
y E = 0 en todos los puntos del material del conductor.
(Véanse los ejemplos 22.11 a 22.13.)

b, = ngcosqS dA

= ngidA = jgﬁ-d;f

€9

(22.8), (22.9)

Hacia fuera, normal a la

superficie | R

Campo eléctrico de varias distribuciones simétricas de carga: En la siguiente tabla se listan los campos eléctricos generados por varias
distribuciones simétricas de carga. En la tabla, ¢, O, A y o se refieren a las magnitudes de las cantidades.

Distribucién de la carga

Punto en el
campo eléctrico

Una sola carga puntual

Carga ¢ en la superficie de una esfera conductora de radio R

Alambre infinito, carga por unidad de longitud A

Cilindro conductor infinito con radio R, carga
por unidad de longitud A

Esfera aislante s6lida con radio R, carga Q distribuida
de manera uniforme en todo el volumen

Placa infinita cargada con carga uniforme por unidad de drea o

Dos placas conductoras con cargas opuestas con
densidades superficiales de carga +oy —o
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Distancia r desde g

Esfera exterior, r > R
Esfera interior, r < R

Distancia r desde el alambre

Cilindro exterior, » > R

Cilindro interior, r < R

Esfera exterior, r > R

Esfera interior, r < R

Cualquier punto

Cualquier punto entre las placas

Magnitud del
campo eléctrico
1 q
E= —
4me, r?
1 q
E= —
4me, r?
E=0
gl
2mey 1
gl
2mwey 1
E=0
1
g=-—2
dme, r?
1 r
g=— %
4mey R?
o
E=_—
2¢,
E=Z
€0
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?

Respuesta a la pregunta de inicio de capitulo £

No. El campo eléctrico dentro de una cavidad interior de un conductor
es igual a cero, por lo que no hay ningtn efecto eléctrico en la nifia.
(Véase la seccion 22.5.)

Respuestas a las preguntas de
Evaliie su comprension

22.1 Respuesta: iii) Cada elemento de la superficie de la caja estara
tres veces mas lejos de la carga +g¢, por lo que el campo eléctrico serd
(%)2 = é de la intensidad. Pero el drea de la caja se incrementard en un
factor de 3* = 9. De ahi que el flujo eléctrico sera multiplicado por
un factor de (3)(9) = 1. En otras palabras, el flujo no cambiara.

22.2 Respuestas: iv), ii), i), iii) En cada caso, el campo eléctrico es
uniforme, por lo que el flujo es &, = E - A. Se usan las relaciones
para los productos escalares de vectores unitarios: 27 = j+j = 1,

i+j = 0.Enel caso i) se tiene ®, = (4.0N/C)(6.0m*)i+j =0

(el campo eléctrico y el vector de drea son perpendiculares,

por lo que hay un flujo nulo). En el caso ii) se tiene

@, [(40N/C)i + (2.0N/C)j]- (3.0m?)j = (2.0N/C) -

(3.0m?) = 6.0 N- m?/C. De manera similar, en el caso iii) se tiene
@, =[(40N/C)i — (20N/C)j]- [(3.0m?)i + (7.0 m?)j] =
(40N/C)(3.0m?) — (20N/C)(7.0m?) = —2N-m?/C,y

en el caso iv) se tiene @, = [(4.0N/C)i — (2.0N/C)j]+

[(3.0m?)i — (7.0m?)j] = (40N/C)(3.0m?) + (2.0N/C) -
(7.0m?) = 26 N- m?/C.

22.3 Respuestas: S5, S5, S45 S, ¥ S; (empate) La ley de Gauss afirma
que el flujo a través de una superficie cerrada es proporcional a la can-

PROBLEMAS

Preguntas para analisis

P22.1. Un globo de caucho tiene en su interior una carga puntual. ;El
flujo eléctrico a través del globo depende de si estd inflado por comple-
to o no? Explique su razonamiento.

P22.2. Suponga que en la figura 22.15 las dos cargas son positivas.
(Cudles serfan los flujos a través de cada una de las cuatro superficies
del ejemplo?

P22.3. En la figura 22.15, suponga que se coloca una tercera carga
puntual fuera de la superficie gaussiana de color purpura C. jAfectaria
esto el flujo eléctrico a través de cualquiera de las superficies A, B, C o
D en la figura? ;Por qué?

P22.4. Cierta region del espacio limitada por una superficie imaginaria
cerrada no contiene carga. /El campo eléctrico siempre es igual a cero
en todos los puntos de la superficie? Si no es asi, jen qué circunstan-
cias serfa cero en la superficie?

P22.5. Una superficie gaussiana esférica encierra una carga puntual g.
Si la carga puntual se desplaza del centro de la esfera a un punto aleja-
do de ahi, ;cambia el campo eléctrico en un punto de la superficie?
(Cambia el flujo total a través de la superficie gaussiana? Explique su
respuesta.

P22.6. Usted encuentra una caja cerrada ante su puerta. Sospecha que
contiene varias esferas de metal con carga y empacadas en un material

integral de superficie, 755

Preguntas para analisis 773

superficie gaussiana, 759
experimento de la hielera de Faraday, 768

tidad de carga encerrada dentro de esa superficie, por lo que ordenar
estas superficies segin sus flujos es lo mismo que hacerlo segiin la
cantidad de carga que encierran. La superficie S, no encierra car-
ga, la superficie S, encierra 9.0 uC + 5.0 uC + (—7.0 uC) = 7.0 uC,
la superficie S; encierra 9.0 uC + 1.0 uC + (—10.0uC) =0, la
superficie S, encierra 8.0 uC + (—7.0 uC) = 1.0 uC, y la superfi-
cie Ss encierra 8.0 uC + (—7.0 uC) + (—10.0 uC) + (1.0 uC) +
(9.0 uC) + (5.0 uC) = 6.0 uC.

22.4 Respuesta: no Tal vez usted estuviera tentado a dibujar una
superficie gaussiana que fuera una versién grande del conductor, con
la misma forma y colocada de manera que lo encerrara por completo.
Si bien se conoce el flujo a través de esta superficie gaussiana (segin
la ley de Gauss, es ®; = Q/e), la direccién del campo eléctrico no
necesita ser perpendicular a la superficie y tampoco es necesario que
la magnitud del campo sea la misma en todos los puntos de la superfi-
cie. No es posible realizar la integral de flujo §E, dA, por lo que no se
puede calcular el campo eléctrico. La ley de Gauss es util para obte-
ner el campo eléctrico s6lo cuando la distribucién de la carga es muy
simétrica.

22.5 Respuesta: no Antes de conectar el alambre con la esfera, la
presencia de la carga puntual induciria una carga —g en la superficie
interior de la esfera hueca y una carga ¢ en la superficie exterior (la
carga neta en la esfera es igual a cero). Habrd un campo eléctrico fuera
de la esfera que se debe a la carga en la superficie exterior. Sin embar-
go, una vez que el alambre conductor toque la esfera, los electrones
fluirdn de la tierra a la superficie exterior de la esfera para neutralizar
la carga ahi presente (véase la figura 21.7¢c). Como resultado, la esfera
no tendrd carga en su superficie externa, ni tampoco campo eléctrico
en el exterior.

Para las tareas asignadas por el profesor, visite www.masteringphysics.com ‘MP'

aislante. ;Cémo podria determinar la carga neta total dentro de la caja
sin abrirla? ;O no es posible hacer eso?

P22.7. Durante el flujo de una corriente eléctrica en un alambre conduc-
tor, uno o mds electrones de cada dtomo tienen libertad para moverse a
lo largo del alambre, en forma parecida a como el agua fluye por un
tubo. ¢Esperarfa encontrar un campo eléctrico fuera de un alambre que
condujera ese flujo tan estable de electrones? Explique su respuesta.
P22.8. Si el campo eléctrico de una carga puntual fuera proporcional a
1/ en vez de 1//7, ;seguirfa siendo vilida la ley de Gauss? Explique
su razonamiento. (Sugerencia: considere una superficie gaussiana es-
férica centrada en una sola carga puntual.)

P22.9. Suponga que el disco del ejemplo 22.1 (seccién 22.2), en vez
de tener su vector normal orientado a s6lo dos o tres angulos particu-
lares con respecto al campo eléctrico, comenzara a girar continuamente
de manera que su vector normal primero fuera paralelo al campo, lue-
go perpendicular y después opuesto a €l, y asi sucesivamente. Constru-
ya una grafica del flujo eléctrico resultante contra el tiempo, para una
rotacién completa de 360°.

P22.10. En un conductor, uno o mds electrones de cada dtomo tienen
libertad para moverse por todo el volumen del conductor. ;Contradice
esto el enunciado de que cualquier carga en exceso en un conductor s6-
lido debe permanecer en su superficie? ;Por qué?
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P22.11. Usted carga el generador Van de Graaff que se muestra en la fi-
gura 22.27, y luego le acerca una esfera conductora hueca idéntica, pe-
ro sin carga y sin dejar que las dos esferas se toquen. Elabore un
diagrama de la distribucion de cargas en la segunda esfera. ;Cual es el
flujo neto a través de la segunda esfera? ;Cual es el campo eléctrico
dentro de la segunda esfera?

P22.12. La magnitud de Eenla superficie de
un sélido conductor de forma irregular debe
ser maxima en las regiones en las que hay
formas agudas, como el punto A de la figura A

22.30, y debe ser minima en las regiones pla-

nas, como el punto B de la misma figura. Ex-

plique por qué debe ser asi considerando la

manera en que las lineas de campo eléctrico

deben acomodarse cerca de una superficie

conductora. ;Cémo cambia la densidad su- B

perficial de carga en los puntos A y B? Expli-

que su respuesta.

P22.13. Un pararrayos es una varilla de cobre redondeada que se mon-
ta en la parte alta de los edificios y va soldada a un cable grueso, tam-
bién de cobre, que llega al suelo. Los pararrayos se utilizan para
proteger casas y graneros de los reldmpagos; la corriente de los relam-
pagos corre por el cable y no por el edificio. ;Por qué? ;Por qué el ex-
tremo de la varilla debe estar redondeado? (Sugerencia: la respuesta a
la pregunta para andlisis P22.12 le resultard de ayuda.)

P22.14. Un conductor sélido tiene una cavidad en su interior. ;Afecta-
ria la presencia de una carga puntual dentro de la cavidad al campo
eléctrico fuera del conductor? jPor qué? ;La presencia de una carga
puntual fuera del conductor afectaria el campo eléctrico en el interior
de la cavidad? De nuevo, ¢ por qué?

P22.15. Explique el siguiente enunciado: “en una situacion estdtica el
campo eléctrico en la superficie de un conductor podria no tener nin-
guna componente paralela a la superficie, ya que esto violarfa la condi-
cién de que las cargas en la superficie estin en reposo”. jEste mismo
enunciado serfa vélido para el campo eléctrico en la superficie de un
aislante? Explique su respuesta y la razon de cualesquiera diferencias
entre los casos de un conductor y un aislante.

P22.16. Una esfera sélida de cobre tiene una carga neta positiva distri-
buida de manera uniforme sobre la superficie de la esfera; el campo
eléctrico en el interior de la esfera es igual a cero. Después, una carga
puntual negativa fuera de la esfera se acerca a la superficie de la esfera.
(Toda la carga neta en la esfera seguird en la superficie? De ser asi, ;se
distribuiria de manera uniforme? Y si no fuera uniforme, ;cémo se dis-
tribuiria? ¢El campo eléctrico dentro de la esfera seguiria siendo igual
a cero? Explique su respuesta para cada caso.

P22.17. Algunos aviones modernos estan hechos principalmente de ma-
teriales compuestos que no conducen la electricidad. La U.S. Federal
Aviation Administration requiere que tales aviones tengan conductores
bajo sus superficies para que los protejan cuando vuelen en medio de
tormentas. Explique la fisica que sustenta este requerimiento.

Figura 22.30
Pregunta P22.12.

Ejercicios

Seccion 22.2 Calculo del flujo eléctrico

22.1. Una delgada hoja de papel tiene un drea de 0.250 m” y est4 orien-
tada de tal modo que la normal a la hoja forma un dngulo de 60° con
un campo eléctrico uniforme de magnitud 14 N/C. a) Calcule la mag-
nitud del flujo eléctrico a través de la hoja. b) ;La respuesta al inciso a)
depende de la forma de la hoja? jPor qué? ¢) Para qué dngulo ¢ entre
la normal a la hoja y el campo eléctrico, la magnitud del flujo a través
de la hoja es: i) mdxima y ii) minima? Explique sus respuestas.

22.2. Una ldmina plana tiene forma rectangular con lados de longitud
0.400 m y 0.600 m. La ldmina estd inmersa en un campo eléctrico uni-
forme de magnitud 75.0 N/C dirigido a 20° con respecto al plano de la
ldmina (figura 22.31). Encuentre la magnitud del flujo eléctrico a tra-
vés de la lamina.

Figura 22.31 Ejercicio 22.2.

22.3. Se mide un campo eléctrico de 1.25 X 10° N/C a una distancia
de 0.150 m de una carga puntual. a) (Cudl es el flujo eléctrico a tra-
vés de una esfera a esas distancia de la carga? b) ;Cuadl es la magnitud
de la carga?

22.4. Un cubo tiene lados con longitud L = 0.300 m. Se coloca con
una esquina en el origen, como se muestra en la figura 22.32. El campo
eléctrico no es uniforme, pero estd dado porﬁ = (—5.00N/C - m)xi +
(3.00 N/C - m)zlAc. a) Calcule el flujo eléctrico a través de cada una
de las seis caras del cubo, S, S5, S3, Sy, S5y Sg. b) Determine cudl es
la carga eléctrica total dentro del cubo.

Figura 22.32 Ejercicios 22.4 y 22.6; Problema 22.32.

z

S, (lado superior)
Se (lado trasero
/ PR ( )

24
s |

i S5 (lado derecho)

1
(lado izquierdo)

S, (fondo)
S5 (frente)

22.5. Una superficie hemisférica con radio r en una regién de campo
eléctrico uniforme E tiene su eje alineado en forma paralela con la di-
reccion del campo. Calcule el flujo a través de la superficie.

22.6. El cubo de la figura 22.32 tiene lados con longitud L = 10.0 cm.
El campo eléctrico es uniforme, tiene magnitud E = 4.00 X 10° N/Cy
es paralelo al plano xy con un dngulo de 36.9° medido a partir del eje
+x hacia el eje +y. a) ;Cudl es el flujo eléctrico a través de cada una
de las seis caras del cubo, Sy, S,, S3, S4, S5y S¢? b) (Cudl es el flujo
eléctrico total a través de todas las caras del cubo?

22.7. En el ejemplo 21.11 (seccién 21.5) se demostré que el campo
eléctrico debido a una linea infinita de carga es perpendicular a ésta y
sumagnitud es E = A[27re,r. Considere un cilindro imaginario con ra-
dio r = 0.250 m y longitud / = 0.400 m que tiene una linea infinita de
carga positiva que va a lo largo de su eje. La carga por unidad de longi-
tud en la linea es A = 6.00 uC/m. a) ;Cudl es el flujo eléctrico a través
del cilindro debido a esta linea infinita de carga? b) ;Cudl es el flujo a
través del cilindro si su radio se incrementa a » = 0.500 m? c) ;Cudl es
el flujo a través del cilindro si su longitud aumenta a / = 0.800 m?
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22.8. Las tres esferas pequefias que se muestran en la figura 22.33 tie-
nen cargas ¢; = 4.00 nC, ¢, = —7.80 nC y g; = 2.40 nC. Calcule el
flujo eléctrico neto a través de cada una de las siguientes superficies
cerradas que se ilustran en seccion transversal en la figura: a) S; b) S,;
¢) S3; d) S4; e) Ss. f) Las respuestas para los incisos a) a e), dependen
de la manera en que estd distribuida la carga en cada esfera pequefia?
(Por qué?

Figura 22.33 Ejercicio 22.8.

22.9. Se rocia una capa muy delgada y uniforme de pintura con carga
sobre la superficie de una esfera de pldstico cuyo didmetro es de 12.0 cm,
para dar una carga de —15.0 uC. Encuentre el campo eléctrico a) apenas
dentro de la capa de pintura; b) inmediatamente afuera de la capa de
pintura; ¢) 5.00 cm afuera de la superficie de la capa de pintura.

22.10. Una carga puntual ¢, = 4.00 nC se localiza sobre el eje x en x =
2.00 m, y una segunda carga puntual ¢, = —6.00 nC estd en el eje y en
y = 1.00 m. ;Cual es el flujo eléctrico total debido a estas dos cargas a
través de una superficie esférica con centro en el origen y con radio de
a) 0.500 m, b) 1.50 m, ¢) 2.50 m?

22.11. En cierta regién del espacio, el campo eléctrico E es uniforme.
a) Use la ley de Gauss para demostrar que esa regién debe ser eléc-
tricamente neutra; es decir, la densidad volumétrica de carga p debe
ser igual a cero. b) Lo contrario, ;es verdadero? Es decir, en una regién
del espacio donde no hay carga, (JE’ debe ser uniforme? Explique su
respuesta.

22.12. a) En cierta region del espacio, la densidad volumétrica de car-
ga p tiene un valor positivo uniforme. En esa region, (;E' puede ser uni-
forme? Explique su respuesta. ) Suponga que en esa region de p
positiva y uniforme hay una “burbuja” dentro de la cual p = 0. En el
interior de la burbuja, (,E puede ser uniforme? Explique.

22.13. Una carga puntual de 9.60 uC estd en el centro de un cubo con
lados cuya longitud mide 0.500 m. a) ;Cudl es el flujo eléctrico a tra-
vés de una de las seis caras del cubo? b) ;Coémo cambiaria su respues-
ta al inciso a) si los lados midieran 0.250 m? Dé una explicacion.
22.14. Campos eléctricos en un dtomo. Los niicleos de los dtomos
grandes, como el del uranio, con 92 protones, se modelan como esferas
simétricas de carga. El radio del nicleo de uranio mide aproximada-
mente 7.4 X 10~ m. a) ;Cudl es el campo eléctrico que produce este
ntcleo justo afuera de su superficie? b) ;Qué magnitud de campo eléc-
trico produce a la distancia de los electrones, que es alrededor de 1.0 X
107" m? ¢) Los electrones se modelan como si formaran una capa uni-
forme de carga negativa. ;Qué campo eléctrico producen en el sitio en
que se ubica el nicleo?

22.15. Una carga puntual de +5.00 uC se localiza en el eje x en x =
4.00 m, cerca de una superficie esférica de radio 3.00 m con centro en
el origen. a) Calcule la magnitud del campo eléctrico en x = 3.00 m.
b) Determine la magnitud del campo eléctrico en x = —3.00 m. ¢) De
acuerdo con la ley de Gauss, el flujo neto a través de la esfera es igual
a cero porque no contiene carga. Pero el campo debido a la carga exte-
rior es mucho mds fuerte en el lado cercano a la esfera (por ejemplo, en
x = 3.00 m) que en el lado alejado (en x = —3.00 m). Entonces, ¢c6-
mo puede ser igual el flujo hacia la esfera (en el lado cercano) que el
flujo hacia fuera de ella (en el lado lejano)? Dé una explicacién; un
diagrama serd de utilidad.
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22.16. Una esfera metdlica solida con radio de 0.450 m tiene una carga
neta de 0.250 nC. Determine la magnitud del campo eléctrico a) en un
punto a 0.100 m fuera de la superficie, y ») en un punto dentro de la es-
fera, a 0.100 m bajo la superficie.

22.17. En un dia himedo, basta un campo eléctrico de 2.00 X 10*N /C
para producir chispas de una pulgada de largo. Suponga que en su cla-
se de fisica un generador Van de Graaff (véase la figura 22.27), con
una esfera de radio de 15.0 cm, estd produciendo chispas de 6 pulgadas
de largo. a) Use la ley de Gauss para calcular la cantidad de carga al-
macenada en la superficie de la esfera antes de que usted, con valentia,
la descargue con su mano. b) Suponga que toda la carga se localiza en
el centro de la esfera, y utilice la ley de Coulomb para calcular el cam-
po eléctrico en la superficie de la esfera.

22.18. Algunos astrénomos han sugerido que Marte tiene un campo
eléctrico parecido al de la Tierra y que se produce un flujo eléctrico ne-
to de 3.63 X 10'® N - m?/C en la superficie de Marte. Calcule a) la car-
ga eléctrica total sobre el planeta; b) el campo eléctrico en la superficie
del planeta (consulte los datos astronémicos en la tercera de forros);
¢) la densidad de carga en Marte si se supone que toda la carga se dis-
tribuye de manera uniforme en su superficie.

22.19. ;Cuantos electrones excedentes deben agregarse a un conductor
esférico aislado de 32.0 cm de didmetro para producir un campo eléc-
trico de 1150 N/C apenas fuera de su superficie?

22.20. El campo eléctrico a 0.400 m de una linea uniforme y muy lar-
ga de carga es de 840 N/C. ;Cudnta carga estd contenida en una sec-
cién de 2.00 cm de la linea?

22.21. Una linea uniforme y muy larga de carga tiene 4.80 uwC/m por
unidad de longitud y se ubica a lo largo del eje x. Una segunda linea
uniforme de carga tiene una carga por unidad de longitud de —2.40
nC/my estd situada paralela al eje x en y = 0.400 m. ;Cudl es el cam-
po eléctrico neto (magnitud y direccién) en los siguientes puntos sobre
elejey:a)y =0.200my b) y = 0.600 m?

22.22. a) A una distancia de 0.200 cm del centro de una esfera conduc-
tora con carga y radio de 0.100 cm, el campo eléctrico es de 480 N/C.
(Cudl es el campo eléctrico a 0.600 cm del centro de la esfera? b) A
una distancia de 0.200 cm del eje de un cilindro conductor muy largo
con radio de 0.100 cm, el campo eléctrico es de 480 N/C. ;Cudl es el
campo eléctrico a 0.600 cm del eje del cilindro? ¢) A una distancia de
0.200 cm de una ldmina grande con carga uniforme, el campo eléctrico
es de 480 N/C. ;Cudl es el campo eléctrico a 1.20 cm de la ldmina?
22.23. Una esfera hueca, conductora, con radio exterior de 0.250 m y
radio interior de 0.200 m tiene una densidad superficial de carga de
+6.37 X 10°°C/m”. Se introduce una carga de —0.500 u.C en la cavi-
dad interna de la esfera. a) ;Cudl es la nueva densidad de carga apenas
afuera de la esfera? b) Calcule la intensidad del campo eléctrico justo
fuera de la esfera. ¢) ;Cudl es el flujo eléctrico a través de una superfi-
cie esférica apenas dentro de la superficie interior de la esfera?

22.24. Una carga puntual de —2.00 nC se localiza en el centro de una
cavidad esférica de radio 6.50 cm dentro de un sélido aislante con car-
ga. La densidad de carga en el sélido es de p = 7.35 X 10* C/m’.
Calcule el campo eléctrico dentro del sélido a una distancia de 9.50 cm
del centro de la cavidad.

22.25. El campo eléctrico a una distancia de 0.145 m de la superficie
de una esfera soélida aislante con radio de 0.355 m, es de 1750 N/C.
a) Suponiendo que la carga de la esfera se distribuye con uniformidad,
(cudl es la densidad de carga en su interior? b) Calcule el campo eléc-
trico dentro de la esfera a una distancia de 0.200 m del centro.

22.26. Un conductor con una cavidad interna, como el que se ilustra
en la figura 22.23c, tiene una carga total de +5.00 nC. La carga dentro
de la cavidad, aislada del conductor, es de —6.00 nC. ;Cuénta carga
hay en a) la superficie interior del conductor, y b) la superficie exterior
del conductor?
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22.27. Aplique la ley de Gauss a las superficies gaussianas S,, S; y Sy
en la figura 22.21b, para calcular el campo eléctrico entre las placas y
fuera de ellas.

22.28. Una lamina aislante y cuadrada con lado de 80.0 cm se en-
cuentra en posicion horizontal. La lamina tiene una carga de 7.50 nC
distribuida de manera uniforme sobre su superficie. a) Calcule el cam-
po eléctrico en un punto localizado a 0.100 nm sobre el centro de la
ldmina. b) Estime el campo eléctrico en un punto a 100 m sobre el
centro de la lamina. ¢) ;Serian diferentes las respuestas para los inci-
sos @) y b) si la lamina estuviera hecha de un material conductor?
(Por qué?

22.29. Un conductor cilindrico de longitud infinita tiene un radio R y
densidad superficial de carga uniforme . a) En términos de o y R,
¢;cudl es la carga por unidad de longitud A para el cilindro? b) En térmi-
nos de o, ;cudl es la magnitud del campo eléctrico producido por el ci-
lindro con carga a una distancia r > R de su eje? c¢) Exprese el
resultado del inciso b) en términos de A y demuestre que el campo
eléctrico fuera del cilindro es el mismo que si toda la carga estuviera
sobre el eje. Compare su resultado con el que se obtuvo para una linea
de carga en el ejemplo 22.6 (seccion 22.4).
22.30. Dos ldminas de pldstico no con-
ductoras, muy grandes, cada una con es-
pesor de 10.0 cm, tienen densidades de
carga uniforme o, 0,, 03 y 04 en sus su-

Figura 22.34
Ejercicio 22.30.

perficies, como se ilustra en la figura 1\ /‘r2 03\ /U ¢
22.34. Estas densidades de carga superfi-

cial tienen los valores o7y =—6.00 uC[m>,

oy = +5.00 uC/m?, oy = +2.00uC/m> A Fl ¢

y 04 = +4.00 uC/m’. Use la ley de Gauss
para encontrar la magnitud y direccién del
campo eléctrico en los puntos siguientes,
lejos de los bordes de las ldminas: a) pun-
to A, a 5.00 cm de la cara izquierda de la
lamina de la izquierda; b) punto B, a 1.25 cm de la superficie interior
de la ldmina de la derecha; ¢) punto C, a la mitad de la ldmina de la
derecha.

22.31. Una carga negativa —Q se localiza dentro de la cavidad de un
s6lido metdlico hueco. El exterior del sélido tiene contacto con la tie-
rra por medio de la conexién de un alambre conductor. a) ;Hay alguna
carga excedente inducida sobre la superficie interior de la pieza de me-
tal? Si asf fuera, determine su signo y magnitud. b) ;Hay algin exceso
de carga sobre el exterior del elemento de metal? ;Por qué? ¢) ;Hay al-
gln campo eléctrico en la cavidad? Explique. d) ;Hay algiin campo
eléctrico dentro del metal? Explique por qué. e) Alguien situado fuera
del s6lido medirfa un campo eléctrico debido a la carga —Q. ;Es razo-
nable decir que el conductor a tierra tiene aislada la region de los efec-
tos de la carga —Q? En principio, ¢podria hacerse lo mismo para la
gravedad? ;Por qué?

10cm' 12 cm '10 cm

Problemas

22.32. Un cubo tiene lados de longitud L. Estd situado con una arista
en el origen, como se ilustra en la figura 22.32. El campo eléctrico es
uniforme y estd dado por E = —Bi + Cj — Dk, donde B, C'y D son
constantes positivas. a) Determine el flujo eléctrico a través de cada
una de las seis caras de los cubos S, S,, S3, S4, S5y Se. b) Calcule el
flujo eléctrico a través de todo el cubo.

Figura 22.35

22.33. El campo eléctrico Eenla figura
Problema 22.33.

22.35 es paralelo en todo lugar al eje x,
por lo que las componentes E, y E, son
iguales a cero. La componente x del cam-
po E, depende de x, pero no de y ni de z.
En los puntos del plano yz (donde x = 0),
E, = 125N/C. a) ;Cuil es el flujo eléctri-
co a través de la superficie I en la figura
22.357 b) (Cuadl es el flujo eléctrico a tra-
vés de la superficie 1I? ¢) El volumen que
se ilustra en la figura es una pequefia sec-
cion de un bloque muy grande aislante de —

1.0 m de espesor. Si dentro de ese volu- W 0\x
men hay una carga total de —24.0 nC,

(cudles son la magnitud y direccién de E enlacara opuesta a la superfi-
cie 1? d) El campo eléctrico, jes producido sélo por cargas dentro del
bloque, o también se debe a cargas fuera del bloque? ;Cémo saberlo?
22.34. Una superficie cuadrada y plana, con lados de longitud L, estd
descrita por las ecuaciones

Z

o~

3.0m

x=1L (0=y=L0=z=1L)

a) Dibuje este cuadrado y muestre los ejes x, y y z. b) Calcule el flujo
eléctrico a través del cuadrado debido a una carga puntual positiva ¢
localizada en el origen (x = 0,y = 0, z = 0). (Sugerencia: piense que
el cuadrado forma parte de un cubo con centro en el origen.)

22.35. El campo eléctrico E | en toda
la cara de un paralelepipedo es unifor-
me y se dirige hacia fuera de la cara.
En la cara opuesta, el campo eléctrico
E‘z también es uniforme en toda ella y
se dirige hacia esa cara (figura 22.36).
Las dos caras en cuestién estdn incli-
nadas 30.0° con respecto de la hori-
zontal, en tanto que E‘l y Ez son
horizontales; E | tiene una magnitud de
2.50 X 10*N/C, y E, tiene una magni-
tud de 7.00 X 10* N/C. a) Suponiendo que ninguna otra linea de cam-
po eléctrico cruza las superficies del paralelepipedo, determine la car-
ga neta contenida dentro. b) ¢El campo eléctrico sélo es producido por
las cargas en el interior del paralelepipedo o también se debe a las que
estdn fuera de éste? ;Como podria saberse?

22.36. Una linea larga tiene una densidad lineal de carga uniforme de
+50.0 uC/m que corre paralela y a 10.0 cm de la superficie de una 13-
mina de pldstico plana y grande que tiene una densidad superficial de
carga uniforme de —100 wC/m’ en un lado. Encuentre la ubicacién
de todos los puntos en los que una particula a no recibirfa ninguna
fuerza debido a este arreglo de objetos con carga.

22.37. Cable coaxial. Un cable coaxial largo consiste en un conduc-
tor cilindrico interior con radio a, y un cilindro exterior con radio inte-
rior b y radio exterior c. El cilindro exterior estd montado en apoyos
aislantes y no tiene carga neta. El cilindro interior tiene carga positiva
uniforme por unidad de longitud A. Calcule el campo eléctrico a) en
cualquier punto entre los cilindros a una distancia r del eje, y b) en cual-
quier punto fuera del cilindro exterior. ¢) Elabore una grafica de la mag-
nitud del campo eléctrico como funcién de la distancia r desde el eje del
cable, de r = 0 a r = 2¢. d) Determine la carga por unidad de longitud
en las superficies interna y externa del cilindro exterior.

22.38. Un tubo conductor muy largo (un cilindro hueco) tiene radio in-
terior a y radio exterior b. Conduce una carga por unidad de longitud
+a, donde « es una constante positiva con unidades de C/m. Sobre el

Figura 22.36
Problema 22.35.
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eje del tubo se encuentra una linea de carga, con carga por unidad de
longitud de +a. a) Calcule el campo eléctrico en términos de « y la
distancia r desde el eje del tubo para i) r < a; ii) a < r < b; iii) r > b.
Muestre en una grafica los resultados de E como funcion de r. b) ;Cudl
es la carga por unidad de longitud sobre 1) la superficie interior del tu-
bo, y ii) la superficie exterior del tubo?

22.39. Repita el problema 22.38, sélo que ahora el tubo conductor
tiene una carga por unidad de longitud de —a. Igual que en el pro-
blema 22.38, la linea de carga tiene +« como carga por unidad de
longitud.

22.40. Un cilindro sélido y muy largo, con radio R, tiene carga positi-
va distribuida de manera uniforme, con carga por unidad de volumen
de p. a) Obtenga la expresion para el campo eléctrico dentro del volu-
men a una distancia r del eje del cilindro en términos de la densidad de
carga p. b) ;Cudl es el campo eléctrico en un punto afuera del volu-
men en términos de la carga por unidad de longitud A en el cilindro?
¢) Compare las respuestas a los incisos a) y b) para r = R. d) Elabore
una gréfica de la magnitud del campo eléctrico como funcién de r, de
r=0ar=3R.

22.41. Una esfera pequefia con ma-
sa de 0.002 g tiene una carga de
5.00 X 107 C y cuelga de un cor-
del cerca de una ldmina muy gran-
de, conductora y con carga positiva,
como se ilustra en la figura 22.37.
La densidad de carga en la ldmina
es de 2.50 X 107 C/m> Encuentre
el dngulo que forma el cordel.
22.42. Esfera dentro de otra esfe-
ra. Una esfera sélida conductora
tiene una carga ¢ y radio a. Se en-
cuentra dentro de una esfera hueca
concéntrica, con radio interior b y
radio exterior c. La esfera hueca no
tiene carga neta. a) Obtenga expresiones para la magnitud del campo
eléctrico en términos de la distancia r desde el centro para las regiones
r<a,a<r<b,b<r<cyr>c.b)Elabore la grifica de la magni-
tud del campo eléctrico como funcién de r, de r = 0 a r = 2¢. ¢) ;Cual
es la carga en la superficie interior de la esfera hueca? d) ;Y en la su-
perficie exterior? e¢) Represente la carga de la esfera pequefia mediante
cuatro signos positivos. Elabore un diagrama de las lineas de campo
del sistema dentro de un volumen esférico de radio 2c.

22.43. Una esfera sélida conductora con radio R que tiene carga positi-
va Q es concéntrica con una coraza aislante muy delgada de radio 2R
que también tiene una carga Q. La carga Q esta distribuida de manera
uniforme en la coraza aislante. a) Encuentre el campo eléctrico (mag-
nitud y direccién) en cada una de las regiones 0 < r <R, R < r < 2R
y r > 2R. b) Elabore la gréfica de la magnitud del campo eléctrico
como funcion de r.

22.44. Una coraza esférica conductora, con radio
interior a y radio exterior b, tiene una carga pun-
tual positiva Q localizada en su centro. La carga P
total en la coraza es —3(Q, y estd aislada de su am- Ve a b
biente (figura 22.38). a) Obtenga expresiones para | @)’w

la magnitud del campo eléctrico, en términos de la 30
distancia r desde el centro, para las regiones r < a,
a<r<byr>b. b);Cudl es la densidad superficial de carga en
la superficie interior de la coraza conductora? c¢) ;Cudl es la densidad
superficial de carga en la superficie exterior de la coraza conductora?
d) Elabore un diagrama de las lineas de campo y la localizacién de
todas las cargas. e¢) Grafique la magnitud del campo eléctrico como
funcién de r.

22.45. Corazas esféricas concéntricas. Una coraza esférica con-
ductora pequefia con radio interior a y radio exterior b es concéntrica
respecto a otra coraza conductora esférica mds grande cuyo radio inte-

Figura 22.37
Problema 22.41.

L

Figura 22.38

Problema 22.44.
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rior es ¢ y radio exterior d (figura 22.39). La Figura 22.39
coraza interior tiene una carga total +2¢, y la  Problema 22.45.

exterior tiene carga de +4q. a) Calcule el -
campo eléctrico (magnitud y direccién) en tér- g
minos de ¢ y la distancia r a partir del centro
comtuin de las dos corazas parai) r < a;ii) a <
r<bjii)b<r<civic<r<d,v)yr>d.
Muestre sus resultados en una grifica de la
componente radial de E como funcién de 7.
b) (Cudl es la carga total en i) la superficie in-
terior de la coraza pequefia; ii) la superficie exterior de la coraza pe-
quena; iii) la superficie interior de la coraza grande; iv) la superficie
exterior de la coraza grande?

22.46. Repita el problema 22.45, pero ahora considere que la coraza
exterior tiene carga —2¢. Como en el problema 22.45, la coraza inte-
rior tiene carga +2gq.

22.47. Repita el problema 22.45, pero ahora considere que la coraza
externa tiene carga —4q. Igual que en el problema 22.45, la coraza in-
terior tiene carga +2gq.

22.48. Una esfera conductora sélida con radio R tiene una carga total
positiva Q. La esfera estd rodeada por una coraza aislante con radio in-
terior R y radio exterior 2R. La coraza aislante tiene una densidad de
carga uniforme p. @) Encuentre el valor de p de manera que la carga
neta de todo el sistema sea igual a cero. b) Si p tiene el valor obtenido
en el inciso a), calcule el campo eléctrico (magnitud y direccion) en
cada una de las regiones 0 < r < R, R < r < 2Ry r > 2R. Presente
sus resultados en una gréfica de la componente radial de E como fun-
cion de r. ¢) Como regla general, el campo eléctrico es discontinuo s6-
lo en lugares en que hay una ldmina delgada de carga. Explique el
modo en que concuerdan con esta regla sus resultados para el inciso b).
22.49. Sobre la superficie de una coraza esférica aislante de radio R,
estd distribuida con uniformidad una carga negativa —Q. Calcule la
fuerza (magnitud y direccién) que ejerce la coraza sobre una carga
puntual positiva ¢ ubicada a una distancia a) r > R del centro de la co-
raza (fuera de la coraza), y b) r < R del centro de la coraza (dentro de
la coraza).

22.50. ) ;Cuéntos electrones en exceso deben distribuirse de manera
uniforme dentro del volumen de una esfera de plastico aislada de 30.0
cm de didgmetro, para producir un campo eléctrico de 1150 N/C justo
afuera de la superficie? b) ;Cual es el campo eléctrico en un punto que
estd 10.0 cm fuera de la superficie de la esfera.

22.51. Una placa conductora gran-
de y aislada (figura 22.40) tiene

Figura 22.40 Problema 22.51.

una carga por unidad de drea o M
sobre su superficie. Como la placa [ e
es conductora, el campo eléctrico +

en su superficie es perpendicular a
la superficie y su magnitud es E =
o/ey. a) En el ejemplo 22.7 (sec-
cién 22.4) se demostré que el N
campo generado por una ldmina +
grande, con carga uniforme y con
carga por unidad de drea o tiene
una magnitud de E = o/2¢,, exactamente la mitad de una placa con-
ductora con carga. ;Por qué hay esta diferencia? b) Recuerde que la
distribucién de carga en la placa conductora es como si hubiera dos 1a-
minas de carga (una en cada superficie), cada una con carga por unidad
de drea de o ; use el resultado del ejemplo 22.7 y el principio de super-
posicién para demostrar que E = 0 dentro de la placa, y que E = o/¢,
fuera de la placa.

22.52. Modelo atomico de Thomson. En los primeros afios del si-
¢glo xx, un modelo lider de la estructura del 4tomo era el del fisico in-
glés J. J. Thomson (el descubridor del electrén). En el modelo de
Thomson, un dtomo consistia en una esfera de material con carga posi-
tiva en el que estaban inmersos electrones con carga negativa, como

E = ole E = ole,

N\
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chispas de chocolate en una bola de masa de galleta. Tome en cuenta
que un dtomo asi consistia en un electrén con masa m y carga —e, que
puede considerarse una carga puntual, y una esfera con carga uniforme
de carga +e y radio R. a) Explique por qué la posicion de equilibrio
del electrén estd en el centro del nicleo. b) En el modelo de Thomson
se suponia que el material positivo ofrecia poca o ninguna resistencia
al movimiento del electrén. Si el electrén se aparta del equilibro una
distancia menor que R, demuestre que el movimiento resultante del
electrén serfa arménico simple, y calcule su frecuencia de oscilacién.
(Sugerencia: repase la definiciéon del movimiento arménico simple en
la seccién 13.2. Si puede demostrarse que la fuerza neta sobre el elec-
trén es de esta forma, entonces se infiere que el movimiento es armoni-
co simple. A la inversa, si la fuerza neta sobre el electron no tiene esta
forma, el movimiento no es arménico simple. ¢) En la época de Thom-
son se sabia que los dtomos excitados emitian ondas de luz sélo de
ciertas frecuencias. En su modelo, la frecuencia de la luz emitida es la
misma que la frecuencia de oscilacion del electrén o electrones en el
atomo. En el modelo de Thomson, ;cudl tendria que ser el radio de
un dtomo para que produjera luz roja de frecuencia 4.57 X 10" Hz?
Compare su respuesta con los radios de dtomos reales, que son del or-
den de 10" m (consulte el apéndice F para datos sobre el electrén).
d) Si el electrén se desplazara del equilibrio una distancia mayor que
R, ;oscilaria? ;Este movimiento serfa armoénico simple? Explique su
razonamiento. (Nota historica: en 1910 se descubri6 el nicleo atémi-
co, lo que probé que el modelo de Thomson era incorrecto. La carga
positiva de un dtomo no estaba distribuida en su volumen, como supo-
nia Thomson, sino que se concentraba en el diminuto niicleo de radio
de 107 a 107" m.)

22.53. Modelo atomico de Thomson (conti-
nda). Utilizando el modelo de Thomson
(actualmente caduco) que se describi6 en el
problema 22.52, considere un dtomo que con-
siste en dos electrones, cada uno con carga
—e, inmersos en una esfera de carga +2e y
radio R. En el equilibrio, cada electr6n estd a
una distancia d del centro del dtomo (figura
22.41). Calcule la distancia d en términos de
las demds propiedades del dtomo.

22.54. Bloque con carga uniforme. Un
bloque de material aislante tiene un espesor 2d y estd orientado de for-
ma que sus caras quedan paralelas al plano yz y dado por los planos
x =dyx = —d. Las dimensiones y y z del bloque son muy grandes
en comparacion con d y pueden considerarse esencialmente infinitas.
El bloque tiene una densidad de carga positiva uniforme p. a) Explique
por qué el campo eléctrico debido al bloque es igual a cero en el centro
del bloque (x = 0). b) Con base en la ley de Gauss, encuentre el campo
eléctrico debido al bloque (magnitud y direccién) en todos los puntos
del espacio.

22.55. Bloque con carga no uniforme. Repita el problema 22.54,
pero ahora la densidad de carga del bloque estd dada por p(x) =
po(x/d)*, donde p, es una constante positiva.

22.56. ;Las fuerzas eléctricas solas dan un equilibrio estable? En
el capitulo 21 se dieron varios ejemplos de cdlculo de la fuerza que
ejercian varias cargas puntuales del ambiente sobre una carga puntual en
las cercanias. a) Considere una carga puntual positiva +¢. D€ un
ejemplo de como se colocarian otras dos cargas puntuales de su elec-
cién, de manera que la fuerza neta sobre la carga +¢ fuera igual a cero.
b) Si la fuerza neta sobre la carga +¢ es igual a cero, entonces esa car-
ga esta en equilibrio. El equilibrio serd estable si cuando la carga +¢
se desplaza suavemente en cualquier direccion desde su posicién de
equilibrio, la fuerza neta sobre la carga la regresa a la posicion de equi-
librio. Para que éste sea el caso, ;cudl debe ser la direccién del campo
eléctrico E debido a las otras cargas en puntos que rodean la posicion
de equilibrio de +¢? ¢) Imagine que la carga +¢ se mueve muy lejos,
y que hay una pequeiia superficie gaussiana con centro en la posicién

Figura 22.41
Problema 22.53.

en que +g¢ estaba en equilibrio. Aplicando la ley de Gauss a esta su-
perficie, demuestre que es imposible satisfacer la condicién para la
estabilidad descrita en el inciso b). En otras palabras, una carga +¢
no puede mantenerse en equilibrio estable sélo con fuerzas electros-
taticas. Este resultado se conoce como teorema de Earnshaw. d) Los
incisos a) a ¢) se refieren al equilibrio de una carga puntual positiva
+q. Demuestre que el teorema de Earnshaw también se aplica a una
carga puntual negativa —gq.

22.57. Una distribucién de carga no uniforme, pero con simetria esféri-
ca, tiene la densidad de carga p(r) dada como sigue:

p(r) =py (1 = r[R) parar=R
b(r) =0

donde p, = 30/7R’ es una constante positiva. @) Demuestre que la
carga total contenida en la distribucién de carga es Q. b) Demuestre
que el campo eléctrico en la regiéon r = R es idéntico al que produce
una carga puntual Q en r = 0. ¢) Obtenga una expresion para el cam-
po eléctrico en la region r = R. d) Elabore la grafica de la magnitud
del campo eléctrico E como funcién de r. ) Encuentre el valor de r
para el que el campo eléctrico es mdximo, y calcule el valor de ese
campo maximo.

22.58. Una distribucién de carga no uniforme, pero con simetria esfé-
rica, tiene una densidad de carga p(r) dada como sigue:

p(r) =p, (1 —4r/3R)
p(r) =0

donde p, es una constante positiva. a) Encuentre la carga total conteni-
da en la distribucién de carga. b) Obtenga una expresioén para el cam-
po eléctrico en la region » = R. ¢) Obtenga una expresion para el
campo eléctrico en la region r = R. d) Elabore la grifica de la magni-
tud del campo eléctrico E como funcién de r. ) Calcule el valor de r
en el que el campo eléctrico es mdximo, y obtenga el valor de este
campo maximo.

22.59. La ley de Gauss de la gravitacién. La fuerza gravitatoria en-
tre dos masas puntuales separadas por una distancia r es proporcional a
1/r%, igual que la fuerza eléctrica entre dos cargas puntuales. A causa
de esta similitud entre las interacciones gravitatorias y eléctricas, tam-
bién hay una ley de Gauss para la gravitacién. a) Sea g la acelera-
cién debida a la gravedad ocasionada por una masa puntual m en la
region, de manera que § = — (Gm/r?)#. Considere una superficie gau-
ssiana esférica con radio r centrada en esa masa puntual, y demuestre
que el flujo de g a través de esta superficie estd dado por

parar =R

parar =R

parar =R

%g-dz = —47Gm

b) Con los mismos pasos 16gicos que se siguieron en la seccion 22.3
con la finalidad de obtener la ley de Gauss para el campo eléctrico, de-
muestre que el flujo de g a través de cualquier superficie cerrada estd
dado por

f3-d8 - ~srcm.

donde M., es la masa total encerrada por la superficie cerrada.

22.60. Aplicacion de la ley de Gauss de la gravitacion. Con base
en la ley de Gauss para la gravitacion [obtenida en el inciso b) del
problema 22.59], demuestre que los siguientes enunciados son verda-
deros: a) Para cualquier distribucién de masa con simetria esférica
con masa total M, la aceleracion debida a la gravedad fuera de la dis-
tribucién es la misma que si toda la masa estuviera concentrada en el
centro. (Sugerencia: véase el ejemplo 22.5 en la seccién 22.4.) b) En
cualquier punto dentro de una coraza de masa simétricamente esféri-
ca, la aceleracién debida a la gravedad es igual a cero. (Sugerencia:
véase el ejemplo 22.5.) ¢) Si se pudiera perforar un agujero a través



de un planeta con simetria esférica respecto de su centro, y si la densi-
dad fuera uniforme, se encontraria que la magnitud de g es directa-
mente proporcional a la distancia r del centro. (Sugerencia: véase el
ejemplo 22.9 en la seccién 22.4.) En la seccién 12.6 se probaron estos
resultados mediante un andlisis extenuante; las demostraciones con la
ley de Gauss para la gravitacién son mucho mas faciles.

22.61. a) Una esfera aislante con radio a tiene
una densidad de carga uniforme p. La esfgra no
estd centrada en el origen, sino en 7 =b. De-
muestre que el campo eléctrico en el interior de
la esfera estd dado por E = p(% — b)/3€,. b)
Una esfera aislante de radio R tiene un agujero
esférico de radio a ubicado dentro de su volu-
men y con centro a una distancia b del centro de
la esfera, donde a < b < R (en la figura 22.42 se
muestra una seccion transversal de la esfera).
La parte solida de la esfera tiene una densidad volumétrica de carga
uniforme p. Obtenga la magnitud y gireccién del campo eléctrico E
dentro del agujero, y demuestre que E es uniforme en todo el agujero.
[Sugerencia: use el principio de superposicion y el resultado del inci-
S0 a).]

22.62. Un cilindro aislante sélido, muy lar-

Figura 22.42
Problema 22.61.

Densidad
de carga p

Figura 22.43

go, con radio R tiene un agujero cilindrico ~ Problema 22.62.

con radio a perforado a lo largo de toda su ~

longitud. El eje del agujero estéd a una distan-

cia b del eje del cilindro, donde ¢ < b < R y

(figura 22.43). El material s6lido del cilindro <

tiene densidad volumétrica de carga unifor- AL AN 4

me p. Encuentre la magnitud y direccién del | b\ |
Densidad

campo eléctrLco E dentro del agujero, y de- \decargap
muestre que E es uniforme en todo el aguje- -
ro. (Sugerencia: véase el problema 22.61.)
22,83, Lo carsa POSING € O o222 44 Problema 22,63,
istribuida de manera uniforme
sobre cada uno de dos volimenes
esféricos con radio R. Una esfera
de carga estd centrada en el ori-
gen, y la otra en x = 2R (figu-
ra 22.44). Encuentre la magnitud
y direccion del campo eléctrico
neto debido a estas dos distribu-
ciones de carga en los siguientes puntos sobre el eje x: a) x = 0;
b)x=R/2;¢c)x =R;d)x = 3R.
22.64. Repita el problema 22.63, pero ahora la esfera de la izquierda
tiene carga positiva Q y la de la derecha carga negativa — Q.
22.65. Campo eléctrico dentro de un atomo de hidrégeno. Un
atomo de hidrégeno estd constituido por un protén de carga +Q =
—1.60 X 107" C y un electrén de carga —Q = —1.60 X 107" C.
El prot6n puede considerarse como una carga puntual en r = 0, el cen-
tro del dtomo. El movimiento del electrén ocasiona que su carga se
“disperse” hacia una distribucion esférica alrededor del protén, por
lo que el electrén es equivalente a una carga por unidad de volumen de
Q —2rfaq

pr) = e
may
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donde a, = 5.29 X 107" m se llama radio de Bohr. a) Encuentre la
cantidad total de la carga del 4tomo de hidrégeno encerrada dentro de
una esfera con radio r centrado en el protén. Demuestre que cuando r
— 0, la carga encerrada tiende a cero. Explique este resultado. b) En-
cuentre el campo eléctrico (magnitud y direccién) causado por la car-
ga del 4tomo de hidrégeno como funcién de r. ¢) Grafique la magnitud
del campo eléctrico E como funcion de r.

Problemas de desafio

22.66. Una region del espacio contiene una carga total positiva Q dis-
tribuida como esfera de manera que la densidad volumétrica de carga
p(r) esta dada por

p(r) =« parar < R/2
p(r) =2a(1 — r[R) paraR/2=<r=R
p(r) =0 parar =R

Aqui « es una constante positiva que tiene unidades de C/m’. a) Deter-
mine « en términos Q 'y R. b) Con base en la ley de Gauss, obtenga una
expresion para la magnitud de E como funcién de r. Haga esto para las
tres regiones por separado. Exprese sus respuestas en términos de la
carga total Q. Asegtrese de comprobar que los resultados concuerden
en las fronteras de las regiones. ¢) ;Qué fraccion de la carga total estd
contenida dentro de la regién r = R/2? d) Si un electrén con carga
q' = —e oscila de ida y vuelta alrededor de r = 0 (el centro de la dis-
tribucién) con una amplitud menor que R/2, demuestre que el mo-
vimiento es armoénico simple. (Sugerencia: repase el andlisis del
movimiento arménico simple en la seccién 13.2. Si, y solo si, la fuerza
neta sobre el electron es proporcional a su desplazamiento del equili-
brio, entonces el movimiento es arménico simple.) ¢) ;Cuadl es el pe-
riodo del movimiento en el inciso d)? f) Si la amplitud del movimiento
descrito en el inciso €) es mayor que R/2, ;el movimiento es arménico
simple? ;Por qué?

22.67. Una region en el espacio contiene una carga total positiva Q que
estd distribuida en forma esférica de manera que la densidad volumé-
trica de carga p(r) estd dada por

p(r) = 3ar/(2R)
p(r) = all = (+[R)?]
p(r) =0

parar =R/2
paraR/2=r=R

parar =R

Aqui, @ es una constante positiva que tiene unidades de C/m”>. a) De-
termine « en términos de Q' y R. b) Con base en la ley de Gauss, obten-
ga una expresion para la magnitud del campo eléctrico como funcién
de r. Realice esto por separado para las tres regiones. Exprese sus res-
puestas en términos de la carga total Q. ¢) ;Qué fraccion de la carga to-
tal estd contenida dentro de la regién R/2 = r = R? d) ;Cudl es la
magnitud de Eenr= R/27 e) Si un electrén con carga g’ = —e se li-
bera desde el reposo en cualquier punto de alguna de las tres regiones,
el movimiento resultante serd oscilatorio pero no arménico simple.
(Por qué? (Véase el problema de desafio 22.66.)


Jose Ignacio
Resaltado




